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 מבוא לתורת הקבוצות 

 שאלות 

 :האם הן נכונות ואת הטענות הבאות במילים ובדקרשמו  (1

:2 . א ( ) 0x y x y  +  

:2 .ב ( ) 0x y x y  +  

: . ג
4

y
x y z xz   = 

,0 .ד 0 ,
2

x y
x y xy

+
     

,3 .ה 6n k n n k  − = (k ו-n .)טבעיים 

 . 0הערה: בסעיף זה הטבעיים כוללים את 
 

 כל אחת מהטענות הבאות בסימנים לוגיים:רשמו  (2

2פתרון אי־השוויון  . א 4x ,  2הואx    2אוx  −. 

2אי השוויון  .ב 4 0x + ,  מתקיים לכלx. 

3n, המספר nלכל מספר טבעי  . ג n− 6-מתחלק ב . 

|,  xעבור כל מספר  .ד | 1x   1אם ורק אם 1x−   . 

 

 ,קטעים רשמו במפורש את הקבוצות הבאות על ידי צומדיים או באמצעות (3
 : ואת מספר איברי הקבוצה

 . א 2| 16A x x=   

 .ב 2| 16B x x=   

 . ג 2| 16C x x=   

 .ד | ( 4)( 1) 0D x x x=  + −  

 .ה 3 2| 2 0E x x x x=  + − = 

 .ו || | 4F x x=   

 

 את הקבוצות הבאות על ידי פירוט כל איבריהן או על ידי רישומן בצורה:הגדירו  (4
}x   מקיים תכונה מסוימת{ |xA= 

 .זוגיים־קבוצת המספרים השלמים החיוביים האי . א

 . 20-ל 10קבוצת המספרים הראשוניים בין  .ב

 .4קבוצת הנקודות במישור הנמצאות על מעגל שמרכזו בראשית ורדיוסו  . ג

 .1, 2, 3, 4קבוצת ריבועי המספרים  .ד

1

פרק 1מבוא מתמטי לקורס
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 אילו מן הקבוצות הבאות שוות זו לזו:ציינו  (5

 . א 11,13,17,19A= 

10|מספר ראשוני  x} .ב 20,{x xB  = 

 . ג 11,11,17,13,19C = 

 .ד | 4 ,D x x k k= =  

|שלם זוגי m} .ה 2 ,{x x mE == 

 

נתונה הקבוצה הבאה  (6 1,2,{2},{2,5},4,{2,4}A =. 

 מי מבין הטענות הבאות נכונה:

5 . א A 2 .ב A {2} . ג A 

{2} .ד A ה.  {2} A ו. A  

A .ז  ח.  2,{2} A ט .  2, 4 A 

{2,4} .י A יא .  {2, 4} A {2,5} .יב A 

{2,5} . יג A 1} .יד, 4} A  

 

 , המקיימות:B-ו Aשתי קבוצות,  מצאו  (7

A . א B 

A .ב B 

 

 נתונות הקבוצות הבאות:  (8

 {3,4,5,6,7,8,9} , 4,6,8,10 , {3,5,7,9} , {6,7,8} , {7,8}A B C D E= = = = = 

 : Xאיזה מבין הקבוצות לעיל יכולה להיות הקבוצה קבעו 

X . א A  וגםX D. 

X .ב D  וגםX C. 

X . ג E  וגםX  A. 

 

A הוכיחו: (9 B B C A C    . 

  

1
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 נתונות הקבוצות הבאות:  (10

 {3, 4,5,6,7,8,9} , 4,6,8,10 , {3,5,7,9} , {6,7,8}A B C D= = = =. 

 את: רשמו 

A . א B 

A .ב B 

) . ג )A B C  

) .ד ) ( )B C B D   

) .ה ) ( )B C B D   

 

 נתונות הקבוצות הבאות:  (11

[1,4) , ( 2,1) , { | 0 4} , { | 2 0}xA B C x x D x= = − =    =  = 
 את: רשמו 

A . א B 

A .ב B 

) . ג )A B C  

) .ד ) ( )B C B D   

) .ה ) ( )B C B D   

 

 קבוצות:  3נתונות  (12

 {4,5,6,7,8} , 5,6,7,8,9 , {4,5,6,10}A B C= = = 

)את חשבו  . א )A B C− −. 

)את חשבו  .ב )A B C− −. 

 

 נתון: (13 11,12,13,14,15,16,17,18 , {12,15,18} , {13,15,17}U A B= = = . 

)את כלל דה מורגן  ימוהדג )
c c cA B A B = . 

 

) את כלל דה מורגן הראשון וחיהוכ (14 )
c c cA B A B = . 

 

 , של הקבוצות הבאות: -את הקבוצה המשלימה, ביחס למצאו   (15

,1] . א )A =  

) .ב ,1) (4, )B = −   

 . ג 2| 5 4 0C x x x=  − +  

 .ד || 1 | 2 4D x x x=  −    

 

1
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 באמצעות דיאגרמת ון את הקבוצות הבאות:  וגיהצ (16

A . א B ב. A B 

cA .ד cA . ג B 

cA .ה B ו. cA B 

cA .ז B ח. ( )c c cA B A B =  

) . ט )c c cA B A B =   

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (17

\כי   וחיהוכ . א CA B A B= . 
 זאת גם בעזרת דיאגרמת ון.  והרא

)נסמן:   .ב ) ( ) ( )\ , \ \X C A B Y C A C B=  = . 

Xכי  וחיהוכ Y=. 

)נסמן:   . ג ) ( ) ( )\ , \ \X A B C Y A B A C=  = . 

Xכי  וחיהוכ Y=. 

 

,תהיינה  (18 ,X Y Z .קבוצות כלשהן 

)א':   הענט ) ( ) ( )\ \ \X Y Z X Y Y Z Z X  =  . 

)ב': ה ענט )( ) ( )
C C C CX Y Z X Y Z  =  . 

)ג':   הענט ) ( )\ \ \ \X Y Z X Y Z=. 

,נכונה לכל בחירה של   הענאיזו ט ,X Y Z? 

 

כי אם הנקודה  וחיהוכ (19
1x   שייכת לסביבת   של הנקודה

0x, 

של   אז קיימת סביבת 
1x  שמוכלת בסביבת  של הנקודה

0x. 

 

 שלכל שתי נקודות שונות קיימות סביבות זרות.  וחיהוכ (20

 

כי אם  וחיהוכ (21
0x  לא שייכת לקטע הסגור[ , ]a b,  אז קיימת סביבה 

של הנקודה 
0x   אשר לא מכילה שום נקודה מהקטע[ , ]a b. 

 

0כי אם  וחיהוכ (22 0| | , | |x x y y −  −  אז ,( )0 0 0 0| | | | | |xy x y x y −  + +. 
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 תשובות סופיות 

)2מתקיים   yולכל  xלכל א.  (1 ) 0x y+ . אינה נכונה. ענו הט 

)2-כך ש ,y קיים xלכל  ב.  ) 0x y+ . אינה נכונה.ענו הט 

 -כך ש zקיים   yולכל  xלכל ג. 
4

y
xz  אינה נכונה.ענו הט .=

חיובי מתקיים   yחיובי ולכל  xלכל  ד. 
2

x y
xy

+
. נכונה.ענו הט 

3nטבעי המספר   nלכל ה.  n−  נכונה.ענו הט .6-מתחלק ב 

2א.  (2 4 2 2x x x     :2ב.   − 4 0x x +  

:3ג.  6n k n n k  − :ד.    = | | 1 1 1x x x   −   

)א.  (3 4, 4)A =  , בקבוצה אינסוף איברים.−

  ב. 3, 2, 1,0,1, 2,3B = − −  איברים. 7בקבוצה  ,−

ג.  1, 2,3C ד.   איברים. 3, בקבוצה = 3, 2, 1,0D = − −  איברים. 4בקבוצה , −

 ה. 0,1E  .איברים 2בקבוצה , =

ו.  4, 3, 2, 1,0,1, 2,3, 4F = − − −  איברים. 9בקבוצה  , −

א.  (4 | 2 1,A x x n n= = −      .ב 11,13,17,19B = 

ג.  2 2 2( , ) | 4 , ,C x y x y x y= + =   .ד   1,4,9,16D = 

 שוות זו לזו. E-ו Dשוות זו לזו, והקבוצות  C-ו A  ,Bהקבוצות   (5

 נכון. ה. נכון. ד.   נכון. ג. נכון. ב.  נכון. לא א.  (6

 י. נכון.  ט. נכון. ח. נכון.  ז. נכון.  ו. לא נכון.   

 יד. לא נכון. יג. נכון. יב. לא נכון. יא. לא נכון. 

7)  {1,2} {1,2},1, 2A B= = 

A,א.  (8 C    .ב,E D  .לא קיימת קבוצה כזאת. ג 

 וכחה.השאלת  (9

10) 1) {3,4,5,6,7,8,910}A B = ,2) {4,6,8}A B =  ,( )3) {3,5,7,9}A B C  = 

4)( ) ( ) {4,6,7,8,10}B C B D   = ,5)( ) ( ) {6,8}B C B D   =   

11) 1) ( 2,4)A B = − ,2)A B  =  ,( )3) (0,4)A B C  = , 

4)( ) ( ) ( 2,1)B C B D   = − ,5)( ) ( ) [0,1)B C B D   =   

1
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 {4,5,6}  ב.  א.  (12

 ללא פתרון.  (13

 וכחה.השאלת  (14

)א.  (15 ,1)CA = −    .[1,4]בCB CC[1,4]ג.   = = 

)ד.   ,1] [3,4]CD = −  

 ראו בסרטון. (16

 שאלת הוכחה. (17

 ב.ענו ט (18

 שאלת הוכחה. (19

 שאלת הוכחה. (20

 שאלת הוכחה. (21

 שאלת הוכחה. (22

1
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 רציונליים- איהמספרים ה

 שאלות 

 שהמספר זוגי.הוכיחו  ידוע כי מספר טבעי בריבוע הוא זוגי.א.       (1

 רציונלי.-הוא מספר אי 2  כיהוכיחו ב.      

 

 .3-שהמספר מתחלק בהוכיחו . 3-ידוע כי מספר בריבוע מתחלק בא.       (2

 רציונלי.-הוא מספר אי 3  כיהוכיחו ב.      

 

 שהמספר זוגי. הוכיחו ידוע כי מספר בשלישית הוא זוגי. א.       (3

3  כיהוכיחו ב.        רציונלי.-הוא מספר אי 2

 

אינו ריבוע של  טבעי ש n-רציונלי )בהנחה ש-הוא מספר אי  n  כיהוכיחו  (4
 מספר(. 

 

 :יכואו הפרהוכיחו  (5

 רציונלי. -רציונליים היא מספר אי -מכפלת מספרים אי . א

 רציונלי.-רציונליים הוא מספר אי-סכום מספרים אי .ב

 רציונלי. -א מספר איירציונליים ה-מנה של שני מספרים אי  . ג

 רציונלי. -רציונלי הוא מספר אי- איסכום של מספר רציונלי ומספר  .ד

 

3  כיהוכיחו א.       (6  רציונלי.-הוא מספר אי +2

2  כיהוכיחו ב.       3 5+  רציונלי.-הוא מספר אי +

3  כיהוכיחו ג.       2  י.רציונל-מספר אי הוא +3
 

a,מספר ראשוני ויהיו   p  יהיא.       (7 k יםמספרים טבעי. 

|  כיהוכיחו            kp a   |p a. 

kn:  אם וח יהוכב.       N,  אזk n רציונלי-הוא מספר אי  ( ), ,n k N . 

 

b| נסמן bמתחלק במספר   aהערת סימון: אם מספר                  a , 

 ". aמחלק את   bגם " נאמרו                                       

 

 GooL.co.il  תשובות לכל שאלות ההוכחה מופיעות באתר
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 קבוצות חסומות וקבוצות לא חסומות 

 שאלות 

נתונה הקבוצה  (1
1n

A n
n

 − 
=  
 

. 

 האם הקבוצה חסומה. בדקו  . א

 ,את האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 

 

נתונה הקבוצה  (2
4

1

2 1
A n

n n

 
=  

+ + 
. 

 הקבוצה חסומה. האם בדקו  . א

 ,את האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 

 

נתונה הקבוצה  (3
4 2

4 2

3

2 2 8

n n
A n

n n

 + + 
=  

+ +  
. 

 האם הקבוצה חסומה. בדקו  . א

 ,את האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 

 

נתונה הקבוצה  (4
[ ]

, 0
cn

A n c
n

 
=    
 

. 

supאת מצאו שהקבוצה חסומה מלמעלה והוכיחו  . א A. 

infאת  מצאו שהקבוצה חסומה מלמטה והוכיחו  .ב A. 

 

נתונה הקבוצה  (5 5 4|A n n n= − + . 

 האם הקבוצה חסומה. בדקו  . א

האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה את מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 
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נתונה הקבוצה  (6 11 4 |nA n= − . 

 האם הקבוצה חסומה. בדקו  . א

 ,את האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 

 

נתונה הקבוצה  (7
4 1

|
5

n
A n

n

− 
=  
 

. 

 האם הקבוצה חסומה. בדקו  . א

 ,את האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 

 

צות הקבו ום שלמאת האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימצאו   (8
 : במידה והם קיימיםהבאות, 

 . א
2

1
( 1) |nA n

n

 
= − +  
 

 

 .ב | | 1| 1B x x=  −  

 . ג
2

2

4
0

( 2)

x
C x

x

 − 
=   

−  
 

 .ד
1

| 1 sin ,
4 2

n n
D x x n

n

+ 
=  = +  

+ 
 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (9

 .S  נתונה קבוצה של מספרים ממשיים . א
 שאם קיים לקבוצה חסם עליון אז הוא יחיד. הוכיחו 

 שלקבוצה הריקה אין חסם עליון. הוכיחו  .ב

 

 את הטענות הבאות: הוכיחו  (10

0אז לכל מספר ממשי  ,Aהוא הסופרמום של הקבוצה  אם  . א , 
xקיים איבר  A, ש ךכ -x  −  . 

0אז לכל מספר ממשי  ,Aהוא האינפימום של הקבוצה  אם  .ב , 

xקיים איבר  A, ש ךכ -x    +. 
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 את הטענות הבאות: הוכיחו  (11

 .מספר ממשי בין כל שני מספרים ממשיים קיים  . א
 )משפט הצפיפות של הממשיים( 

)עבור קטעים מהטיפוס  .ב , ),[ , ), ( , )a b a b b−,  .לא קיים מקסימום 

]עבור קטעים מהטיפוס  . ג , ), ( , ), ( , )a a  − ,  .לא קיים מקסימום 

)עבור קטעים מהטיפוס  .ד , ),[ , ), ( , )a b a b b− הקצה הימני של הקטע , 
 הוא החסם העליון. 

 , יש חסם עליון S-היא קבוצה בעלת מקסימום, אז ל S אם .ה
maxומתקיים  supS S=. 

 

 .x ויהי , קבוצה לא ריקה של- תת A תהי (12

)י: ל ידע A-ל xנגדיר את המרחק בין  )  , inf |d x A x a a A= − . 

)כי  הראו  , A הוא החסם העליון של אם  ), 0d A =. 

 

 הטבעיים אינה חסומה מלמעלה.שקבוצת המספרים הוכיחו  (13

 

 אשר חסומה מלמעלה  ,שקיימת קבוצה של מספרים רציונלייםהוכיחו  (14
 אך אין לה סופרמום רציונלי. 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (15

 קבוצה של מספרים ממשיים החסומה מלמטה.  K-נניח ש . א

נתבונן בקבוצה  |K x x K− = − . 

 חסומה מלמעלה. −Kשהקבוצה הוכיחו 

 , החסומה מלמטה  ,ריקה של מספרים ממשיים-שלכל קבוצה לא הוכיחו  .ב
 קיים חסם תחתון. 

 

 קבוצה חסומה מלעיל של מספרים ממשיים. T תהי (16

 .T קבוצה חלקית לא ריקה של S תהי
 כי: הוכיחו 

 .supT יש חסם עליון T- ל . א

supיש חסם עליון  S- ל .ב S. 

sup . ג supS T. 

maxבעלות מקסימום, אז  T-ו S אם .ד maxS T. 
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 שתי קבוצות לא ריקות, חסומות מלעיל, של מספרים ממשיים.  B-ו Aיהיו  (17

xנניח כי לכל   . א A  קייםy B, כך ש -x y. 

supכי  הוכיחו  supA B. 

sup-מר שוהאם יהיה נכון ל supA B? 

yנתון כי לכל   ,נניח שבנוסף לנתון בסעיף א' .ב B  קייםx A ,כך ש-y x. 

supכי  הוכיחו  supA B=. 

 

 , הן שתי קבוצות לא ריקות וחסומות של מספרים ממשיים B-ו A-נניח ש (18
sup  -כך ש infA B=. 

0שלכל מספר  הוכיחו  , קיים מספר x ב-A ,ומספר y  ב-B, כך ש-

x y+ . 

 

 , הן שתי קבוצות לא ריקות וחסומות של מספרים ממשיים B-ו A-שנניח  (19
sup  -כך ש infA B. 

0נניח שלכל מספר     קיים מספרx ב-A ,ומספר  y ב-B ,כך ש-x y+ . 

supכי  הוכיחו  infA B=. 

 

 , שאין לה מקסימום , קבוצה לא ריקה של מספרים ממשיים A-נניח ש (20
supxנניח כי  ו A. 

sup-ל x שנמצאים בין ,Aשיש לפחות שני איברים בקבוצה הוכיחו  A . 

 

 מספרים ממשיים. קבוצה לא ריקה וחסומה מלעיל של  S תהי (21
0c כי אםהוכיחו  , ל אז-c S  ומתקיים  חסם עליון, ישsup( ) supc S c S = . 

 

 קבוצות לא ריקות וחסומות מלעיל של מספרים ממשיים. T-ו Sיהיו  (22
Sכי הקבוצה הוכיחו  T+ היא בעלת חסם עליון ומתקיים: 

sup( ) sup supS T S T+ = +. 

 

 קבוצות לא ריקות וחסומות מלעיל של מספרים ממשיים. T-ו Sיהיו  (23

Sכי הקבוצה הוכיחו  . א T  .היא בעלת חסם עליון 

כי  הוכיחו  .ב sup( ) max sup ,supS T S T =. 

 

,תהיינה  (24 ,U T S  ריקות וחסומות מלעיל של מספרים ממשיים. -קבוצות לא 

sנניח כי לכל   S  ולכלt T   קייםu U,  :המקיים את התנאיu s t +. 
supכי  הוכיחו  sup supU T S +. 
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 את הטענות הבאות: הוכיחו  (25

 הן שתי קבוצות לא ריקות של מספרים ממשיים,  T-ו Sאם  . א
 ,T  אינו גדול משום איבר של S  כך שכל איבר של

supאז קיימים   , infS T,  :ומתקייםsup infS T. 

infמתקיים:   Sריקה וחסומה -לכל קבוצה לא .ב supS S. 
 תנאים? ? באילו ביניהן שוויוןהאם ייתכן 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (26

 את משפט ארכימדס.הוכיחו ו ונסח . א

 את תכונת ארכימדס.הוכיחו ו ונסח .ב

0שלכל מספר ממשי הוכיחו  . ג  קיים מספר טבעי n ,כך ש-  
1

0
n

 . 

,שלכל שני מספרים ממשיים  הוכיחו  .ד ,  המקיימים ,  קיים

- כך ש, nמספר טבעי  
1

n
   +   וגם

1

n
   − . 

 

 .A של חסם מלעיל ויהי   קבוצה לא ריקה של- תת A תהי (27

קיים   nנניח שלכל 
na A,  כך ש-

1
na

n
 − . 

 .A הסופרמום שלהוא   כי  הוכיחו 

 

1m-כך ש ,m יחידמספר שלם  קיים cממשי  מס' שלכלהוכיחו  (28 c m  +. 
]ומסמנים  ,c קוראים הערך השלם של m למספר ]m c=. 

 

שני מספרים ממשיים המקיימים  b-ו a יהיו (29
1

a b
n

− , לכל מספר טבעי n . 

aכי  הוכיחו  b=. 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (30

טבעי נגדיר   n לכל . א ),nI n=  . 

1nכי  הוכיחו  nI 

= =. 

טבעי נגדיר   nלכל  .ב
1

,nJ
n

 
= − 
 

 . 

1nכי  הוכיחו  nJ 

= . 
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 על הסעיפים הבאים: וענ (31

]טבעי נגדיר   nלכל  . א , ]n n nI a b= . 

נניח כי  
1n nI I+  לכל n. 

1nכי  הוכיחו  nI 

= . 

טבעי נגדיר   nלכל  .ב
1

0,nI
n

 
=  
 

 . 

1nכי  הוכיחו  nI 

= =. 

בסעיף ב' התקיים כי  . ג
1n nI I+  לכל n ,  1וכןn nI 

= =. 

 האם תוצאת סעיף ב' סותרת את תוצאת סעיף א'?
 

טבעי נגדיר   nלכל  (32
1 1

,nI
n n

 
= − 
 

 . 

כי  הוכיחו  1 0n nI

= =. 
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 תשובות סופיות 

minב.   הקבוצה חסומה. א.  (1 inf 0, sup 1A A A= = = 

ב.   הקבוצה חסומה. א.  (2
1

max sup , inf 0
4

A A A= = = 

ב.   הקבוצה חסומה. א.  (3
5 1

min inf , sup
12 2

A A A= = = 

supב.   הקבוצה חסומה. א.  (4 , inf [ ]A c A c= = 

minב.           .4א. הקבוצה לא חסומה מלמעלה וחסומה מלמטה על ידי  (5 4A= 

 . הקבוצה לא חסומה מלמטה. 7על ידי  מלמעלההקבוצה חסומה א.  (6

maxב.   7A= 

הקבוצה חסומה מלמעלה על ידיא.  (7
4

5
חסומה מלמטה על ידי, ו

3

5
; 

ב.     לכן, הקבוצה חסומה. 
4 3

sup , min
5 5

A A= = 

א.  (8
5

max , inf 1
4

A A= = minב.    − 0, max 2B B= = 

min ג. 2, sup 2C C= − infד.    = 0, sup 2D D= = 

 

 

 

 .חההן שאלות הוכ 32-9שאלות 

 www.GooL.co.ilאתר  לתשובות מלאות בסרטוני וידאו היכנסו ל
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 קבוצה צפופה 

 שאלות 

 שקבוצת הממשיים צפופה בקבוצת הממשיים.הוכיחו  (1

 

 שקבוצת הרציונליים צפופה בקבוצת הממשיים. הוכיחו  (2

 

 רציונליים צפופה בקבוצת הממשיים. -שקבוצת האיהוכיחו  (3

 

שהקבוצה הוכיחו  (4 10 |A q q=  צפופה ב-. 

 

שהקבוצה הוכיחו  (5 | ,A m n m n= −  צפופה ב-. 

 

 כך:גם קבוצה צפופה בממשיים  אפשר להגדיר (6

 ,(-היא צפופה )ב  של  S  קבוצה-תת 

0ולכל  xאם לכל     קייםs S, כך ש-  | |s x −  . 

 ,התכונהמקיימת את   קבוצה של-תת S שאםהוכיחו 

a,שלכל  b R  קייםs S, כך ש-a s b , אז S צפופה ב-. 

 

שהקבוצה הוכיחו  (7 10 0|A q q=   צפופה ב- 0,1. 

 

)קבוצה של מספרים ממשיים, הצפופה בקטע   Aתהי  (8 )1,. 

|שהקבוצה הוכיחו  ,
a

B a A n
n

 
=   
 

)צפופה בקטע    )0,1. 

 

קבוצה של מספרים ממשיים, הצפופה בקטע   Aתהי  (9 0,1. 

שהקבוצה הוכיחו  | ,B na a A n=     צפופה בקטע )0,. 

 

 ,4שלא מופיעה בהם הספרה  שקבוצת כל השברים העשרוניים הסופיים וחיהוכ (10

אינה צפופה בקטע  0,1I = . 
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)קבוצה של מספרים ממשיים, המוכלת בקטע   Aתהי  (11 )1, .וצפופה בו 

שהקבוצה הוכיחו 
( )2

: ,
1

a
C a A n

n a

  
=   

+  
אינה צפופה בקטע    0,1. 

 

של מספרים ממשיים, המוכלת בקטע  קבוצה  Aתהי  (12 0,1. 

שהקבוצה הוכיחו 
2

1
| ,

a
C a A n

n

+ 
=   
 

אינה צפופה בקטע    0,1. 
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 הערך השלם 

 שאלות 

 את המשוואות הבאות: פתרו  (1

 . א 4 10x + = 

 .ב 4 10x + = − 

 . ג 
2

4 100x + = 

22 .ד 1 9x + =  

2 .ה 1 2x x + − = −  

2 .ו 5ln 0.5xx x e x − + − =  

 

את המשוואה  פתרו  (2 4 2 1x x+ = +. 

 

216את המשוואה  פתרו  (3 7 8 6x x + = + . 

 

2את המשוואה  פתרו  (4 4 2 6x x x + + = + . 

 

 את המשוואות הבאות: פתרו  (5

4 . א 4 4x x x − +  = +  

1 .ב 1x x x + − −  =  

 

את המשוואה  פתרו  (6 4 1 10x + + = . 

 

שלם מתקיים  m- ממשי ו xהוכיחו כי לכל  (7   x m x m+ = +. 

 

 השוויונים הבאים: -את אי פתרו  (8

 . א 4 10x +  

 .ב 4 10x +  − 

 . ג 
2

4 100x +  

 .ד 4 10x +  
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 השוויונים הבאים: -את אי פתרו  (9

 . א   
2

5 6 0x x− +  

 .ב        1 2 10 3 2 2.44x x x x− − + +  + + 

 

 ממשיים מתקיים: y-ו xהוכיחו כי לכל  (10

] . א ] [ ] [ ] [ ] [ ] 1x y x y x y+  +  + + 

] .ב ] [ ]x y x y    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

6א.  (1 7x     .14ב 13x−   ג.  − )  )6,7 14, 13 − 

)ד.   )4.5, 2 2, 4.5 − − 
 

1ה.     0x−     .ו 

2) 2.5, 3x = 

3) 
1 1 3

, ,
8 4 8

x = 

4) 1, 2x = − 

0xא.  (5 ,2ב.     = 0, 2x = − 

6) 5 6x  

 שאלת הוכחה. (7

6xא.  (8      .14בx  14ג.   − 6x−      .7דx  

2א.  (9 4x     .1ב or 5x x  

 שאלת הוכחה. (10
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 סימן הסכימה 

 שאלות 

 בפירוט את הסכומים הבאים: בוכת (1

 . א
10

0

4n

n=

 ב. 
4

1

2
k

k
=

 ג . 
10

4

n

n

na
=

 

 .ד
11

2

7

4 i

i

i a
=

 ה. 
8

1

t

t

tx
=

 ו. 
10

1

4

k

k

na +

=

 

 .ז
10

1

4
k

n
=

 ח. ( )
3

2

1

1
k

k
=−

+ ט . ( )
3

2

2

1

4x
=

− − 

 

 את הסכומים הבאים בעזרת סימן הסכימה:  בוכת (2

1 . א 2 4 8 16 32 64 128+ + + + + + + 

2 .ב 4 6 8 10 12 14 16 18 20+ + + + + + + + + 

1 . ג 3 5 7 9 11 13 15 17 19+ + + + + + + + + 

1 .ד 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 +  +  +  +  +  +  

1 .ה 2 3 4 5 6 ... 43 44 +  +  + +  

3 .ו 2 6 3 9 4 12 5 15 6 18 7 21 8 +  +  +  +  +  +  

2 .ז 2 25 7 ... 27+ + + 

 .ח
1 1 1 1

....
1 2 2 3 3 4 10 11

+ + + +
   

 

 . ט
2 6 10 14 18

3 9 27 81 243
+ + + + 

 .י
8 12 16 20

4
5 25 125 625

+ + + + 

 

 : את הסכומים הבאים וחשב (3

 . א
10

1

4
k

k
=

 ב. ( )
10

2

1

2 4
k

k k
=

+ ג . 
24

10

( 1)
k

k k
=

− 

 .ד
324

10 1k

k k

k=

−

+
 ה. 

10

4

( 2)( 2)
k

k k
=

− + ו. ( )
10

2

1

2 1 ( 2)
k

k k
=

+ − 

 : (' אינדוקציהנושא 'בפרק זה תחת ה  )שמוכחותלהיעזר בנוסחאות הבאות    ו * תוכל

 
2

2 3

1 1 1

( 1) ( 1)(2 1) ( 1)
, ,

2 6 2

n n n

k k k

n n n n n n n
k k k

= = =

+ + + + 
= = =  

 
   
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 : את הסכומים הבאים וחשב (4

 . א
20

1

5 4 8

2

k k

k
k=

 +
 ב. 

211

1

2 4 10

0.4

k k

k
k

+

=

 +
 ג . 

20
2 10

10

2 k

k

+

=

 

להיעזר בנוסחה הבאה:   ו* תוכל 
( )

1

1
( 1)

1

n
n

k

k

a a
a a

a=

−
= 

−
. 

 

 : את הסכומים הבאים וחשב (5

2 . א 2 2 21 2 3 ... 20+ + + + 

2 .ב 2 2 24 5 6 ... 24+ + + + 

2 . ג 2 2 22 4 6 ... 22+ + + + 

2 .ד 2 2 21 3 5 ... 17+ + + + 

 

 כי:  וחיהוכ (6

 . א
2 4 2 61

1 0

2 2

2 3

k kn n

k kk k

+ +−

= =

=
+ +

  

 .ב
2 2 83 1

4 8

4 17 2 4 1 2

1 3

k kn n

k k

k k

k k

−− +

= =

+ + + +
=

+ −
  

 

 : את הסכומים הבאים ללא פיצול הסכום וחשב (7

 . א
11

2

4

k ב. 
20

2

10

4 k 
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 תשובות סופיות 

0א.  (1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 104 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4+ + + + + + + + + + 

2ב.   1 2 2 2 3 2 4 +  +  +  

4ג.  5 6 7 8 9 104 4 4 4 4 4 4a a a a a a a+ + + + + + 

2ד.   2 2 2 2 2

7 8 9 10 11 74 7 4 8 4 9 4 10 4 11 4 7a a a a a a +  +  +  +  +  

1ה.  2 3 4 5 6 7 81 2 3 4 5 6 7 8x x x x x x x x+ + + + + + + 

5ו.  6 7 8 9 10 11na na na na na na na+ + + + + + 

4ז.  4 4 4 4 4 4 4 4 4n n n n n n n n n n+ + + + + + + + + 

)ח.  )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 21 1 0 1 1 1 2 1 3 1− + + + + + + + + + 

)ט.  ) ( ) ( )2 2 2

2 4 61 4 2 4 3 4x x x− − + − − + − − 

א.  (2
7

0

2k

k=

    .ב
10

1

2
k

k
=

   .ג( )
9

0

2 1
k

k
=

+    .ד( )
7

1

1
k

k k
=

+ 

)ה.  )
22

1

2 1 2
k

k k
=

−   .ו( )
7

1

3 1
k

k k
=

+  .ז( )
14

2

3

2 1
n

n
=

− 

ח. 
( )

10

1

1

1n n n= +
    .ט

5

1

4 2

3k
k

k

=

−
   .י

4

1
1

4

5k
k

k
−

=

 

 4360ג.   1650ב.    220א.  (3
 4545ו.    28ה.    4360ד. 

)א.  (4 ) ( )21 204
5 2 2 4 1

3
 − + ב.   −

( ) ( )11 1110 10 1 25 25 1
32

10 1 25 1

− −
 +

− −
 

ג. 
( ) ( )20 9

10
4 4 1 4 4 1

2
4 1 4 1

 − −
 −

− −  

 

 969ד.  2024ג.   4886ב.    2870א.  (5

 הוכחה.שאלת  (6

א.  (7
( )( ) ( )8 8 1 2 8 1 8 8 1

6 9 8
6 2

+  + +
+  +     .ב

( )11

18
16 16 1

4
16 1

−


−
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 אינדוקציה

 שאלות 

4כי   באינדוקציההוכיחו  (1 10 14 19n n +  לכל  9-מתחלק בn טבעי. 

 

באינדוקציה כי  הוכיחו  (2
1

1
sin sin

2 2sin

sin
2

n

k

n n
x x

kx
x

=

+


=( ), ,k n x  . 

22n הטבעי הקטן ביותר עבורו מתקיים  n-את ה   ומצא (3 n, 
 השוויון הנ"ל. -טבעי החל ממנו מתקיים אי  nבאינדוקציה שעבור כל  הוכיחו ו

 
 את הסעיפים הבאים: הוכיחו  (4

1)כי  באינדוקציה הוכיחו  . א ) 1nx nx+  1xולכל  טבעי n לכל , +   ממשי.  −

 נקרא אי שוויון ברנולי.  הנ"לאי השוויון הערה: 
 

כי  הוכיחו  .ב
1

1 1
1 1

1

n n

n n

+

   
+  +   

+   
 טבעי. nלכל   ,

 בתוצאת סעיף א'. ורמז: היעזר
 

כי  באינדוקציה הוכיחו  (5
1

(1 )
1

nx
xn

− 
+

0לכל   1,x n  . 

 

כי  באינדוקציה הוכיחו  (6
1

!
2

n
n

n
+ 

  
 

 .nלכל  

  שוויון ברנולי.-במהלך הפתרון באי  ורמז: היעזר
 

נתון כי   (7
1 12 , 2n na a a+ = + = . 

 טבעי מתקיים:  nבאינדוקציה שלכל הוכיחו 

2na . א  

1n .ב na a + 
 מהי סדרה רקורסיביות.  ו תרגיל זה  מיועד רק למי שלמד  הערה:

 

 ,טבעי nבאינדוקציה שלכל הוכיחו  (8

2אם  1 1 22 2 , 1, 0n n na a a a a+ += − + = − =, 

2אז  2na n n= −. 
 מהי סדרה רקורסיבית.  ו תרגיל זה  מיועד רק למי שלמד  הערה:

1
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 ,טבעי n באינדוקציה שלכלהוכיחו  (9

אם 
1 1 1 22 3 , 1, 1n n na a a a a+ −= + = =, 

אז 
1 1

3 ( 1)
6 2

n n

na =  − −. 

 מהי סדרה רקורסיביות. ושלמדרק למי מיועד  תרגיל זה  הערה:
 

4כי  באינדוקציה הוכיחו  (10 1n  .זוגי טבעי nלכל  ,15-מתחלק ב −

 

כי  באינדוקציה הוכיחו  (11
0 0 0 0

0 0

n

na a

   
=   

   
 ( ),n a  . 

 מטריצות )אלגברה לינארית(.כפל  ושלמדרק למי  מיועדתרגיל זה  הערה:
 

 : תרגילים נוספים באינדוקציה תמצאו תחת הנושא "אי שוויונים מפורסמים"  הערה

 סעיף ו'. 3ובשאלה   1בשאלה  ,בפרק זה            
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 אי שוויונים מפורסמים 

 שאלות 

 על הסעיפים הבאים: וענ (1

x,שלכל שני מספרים ממשיים   וחיהוכ . א y   1המקיימים, 1x y , 

1xמתקיים  y xy+  +. 

2nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ .ב  :טבעי 

אם 
1 2 1na a a   אז  ,=

1 2 ... na a a n+ + +  ( ). 0 ia  

 

 .אי שוויון הממוצעיםאת  וחיוהוכ ונסח (2

 

a,שלכל  וחיהוכ (3 b  מתקיים : 

a . א b a b+   ( אי שוויון המשולש) +

a .ב b a b−  + 

a, . ג b b a a b a b−  − −  − 

a .ד b a b−  − 

a .ה b a b+  − 

1 .ו 2 1 2... ...n na a a a a a+ + +  + + + ( )ia  

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (4

 . שוורץ- אי שוויון קושיאת  וחיוהוכ ונסח . א

1כי אם  וחיהוכ .ב .. 1na a+ + 2אז   = 2 2

1 2

1
... na a a

n
+ + + ( ), in a  . 

 

 . תחת הנושא "אינדוקציה"מוכח בפרק זה  אי שוויון ברנוליהערה: 

 . ממנומעניינות  ת נוכיח שם גם כמה מסקנו             
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  יוניםואי שופתרון 

 שאלות 

 את אי השוויונים הבאים:  רופת

1) 
2 12 32x x−  − 

 

2) ( 3)( 7) 8 56x x x− −  − 
 

3) 
22 2 24 0x x+ +  

 

4) 
2

1
0

9

x

x

−


−
 

 

5) 
2 1

0
5

x

x

−


−
 

 

6) 

2

2

7 6
0

3 7

x x

x x

− +


− + −
 

 

7) | 2 | 3x +  

 

8) | 6 2 |x x−  

 

9) | 2 3 | 8 | 5 |x x+   − 

 

10) 2 6 | 1| 1 0x x− + −  

 

11) | 2 6 | | 5 | 14 |1 |x x x− + +  − − 

 

12) 3 7x +  

 

13) 
4

2 2
2

x
x
− − 

−
 

 

14) 2 6 3x x x+ −  − 
 

  על פתרון אי שוויונים.זמן הערה: לא מומלץ להתעכב יותר מידי 
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 תשובות סופיות 

1) 8x  4 אוx  

2) 11x   7  אוx  

 x כל (3

4) 3x    3או 1x−   

5) 
1

5
2

x   

6) 1 6x   

7) 5 1x−   −  

8) 2 6x   

9) 
1

5 3
2

x−   −  

10) 7x   5 אוx  −   

11) 4x  1 אוx  −   

12) 3 46x−    

13) 0.472x   

 . אין פתרון (14
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 עצרת, המקדם הבינומי, הבינום של ניוטון

 שאלות 

 ללא מחשבון:  חשבו, (1

 . א
4! 7!

0! 10!




 

 .ב
14! 20!

10! 17!




 

 

 את הזהויות הבאות: הוכיחו  (2

)2 . א 2)!( ) !n n n n− − =  

)2 .ב 1)! ! ( 1)!n n n n− + = + 

 . ג
2 21 ( 2) 2

( 1)! ( 2)! ( 1)!

n n

n n n

+ −
= +

− + +
  

 

 חשבו: (3

 . א
5

3

 
 
 

 .ב 
4

1

 
 
 

 . ג 
10

0

 
 
 

 .ד 
14

11

 
 
 

 

 

 את הזהויות הבאות: הוכיחו  (4

1 . א
0

n n

n

   
= =   

   
 .ב 

1

1

n nk

k kn

−   
=   

−   
 . ג 

11

11

n nn

k kk

+   +
=   

++    
 

 

2nבאינדוקציה שלכל הוכיחו  (5   :טבעי מתקיים

1 2 3 1
...

0 1 2 2 2

n n

n

−         
+ + + + =         

−         
  

 

 את פיתוח הבינום בכל אחד מהסעיפים הבאים: רשמו  (6

)4 . א )a b+ 5 .ב( 2)x )3 . ג + 4)x− 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (7

הוכיחו   . א
1

1 1

n n n

k k k

+     
+ =     

+ +     
,לכל   ,0k n k n  . 

 )באינדוקציה( את נוסחת הבינום.הוכיחו ו ונסח .ב
  

1
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1nשלכל הוכיחו  (8   :טבעי מתקיים 

... . א 2
0 1 2

n
n n n n

n

       
+ + + + =       

       
 

... .ב ( 1) 0
0 1 2

n
n n n n

n

       
− + − + − =       

       
 

3 . ג 9 ... 3 4
0 1 2

n n
n n n n

n

       
+ + − + =       

       
 

 

את האיבר הרביעי בפיתוח הבינום    ומצא (9
10

21
2

2
a

a

 
+ 

 
. 

 

)בפיתוח של  (10 )
12

3 2a a+,  7ישנו איבר שאחד מגורמיו הואa. 

 את מקום האיבר ואת ערכו.   ומצא
 

בפיתוח של  ,ומצא (11
10

2

1
x

x

 
+ 

 
 את ערכו.חשבו ו, xאיבר שאינו מכיל את   ,

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (12

בפיתוח של  ,ומצא . א

18
3

4

x b

a x

 
+  

 
את המקדם של   ,

1

x
. 

1aאם   ,את סכום כל המקדמים בפיתוחחשבו  .ב b= =. 
 
 

)המקדם של האיבר השלישי בפיתוח הבינום   (13 )na b+,  15הוא . 
 .n  את  ומצא

  

1
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 תשובות סופיות 

א.  (1
1

30
ב.    

1001

285
 

 שאלת הוכחה. (2

 364ד.    1ג.   4ב.    10א.  (3

 הוכחה.שאלת  (4

 הוכחה.שאלת  (5

4א.  (6 4 3 2 2 3 4( ) 4 6 4a b a a b a b ab b+ = + + + + 

5ב.   5 4 3 2( 2) 10 40 80 80 32x x x x x x+ = + + + + + 

3ג.  3 2( 4) 12 48 64x x x x− = − + − 

 הוכחה.שאלת  (7

 הוכחה.שאלת  (8

9) 4

15

2
T

a
= 

10) 7

7 924T a= 

11) 9 45T = 

א.  (12
12

6

18564 b

a


 182ב.     

13) 6n = 
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 שדות

 שאלות 

)בכל אחד מהסעיפים הבאים מוגדרות  פעולות חיבור  (1 )  וכפל( )  עלR. 

 , בכל אחד מהסעיפים, אילו מבין אקסיומות השדה מתקיימות. וקבד

 . א
4

2

x y x y

x y xy

 = + +

 =
 

 .ב
2

x y x y

x y xy

 = +

 =
 

 . ג
2

x y y

x y y

 =

 =
 

 

נתונה הקבוצה  (2 2 2 | ,[ ]Q a b a b Q= + . 

 על קבוצה זו נגדיר פעולת חיבור ופעולת כפל באופן הבא: 

     
( ) ( )

( ) ( )

2 2 ( ) ( ) 2

2 2 ( 2 ) ( ) 2

a b c d a c b d

a b c d ac bd ad bc

+ + + = + + +

+  + = + + +
  

]2שהקבוצה  וחיהוכ ]Q, מהווה שדה. ,עם פעולות החיבור והכפל הנ"ל 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (3

 הוא יחיד. 0האיבר  ,שבשדההוכיחו  . א

 הוא יחיד. 1שבשדה, האיבר הוכיחו  .ב

 שבשדה, האיבר הנגדי הוא יחיד. הוכיחו  . ג

 שבשדה, האיבר ההופכי הוא יחיד.הוכיחו  .ד

 

a,יהיו  (4 b ים בשדה. איבר 

0aכי  הוכיחו  . א a a a=  + =. 

0כי  הוכיחו  .ב 0 0a a =  =. 

0כי  הוכיחו  . ג 0 0a b a b =  =  =. 

  

1

פרק 1מבוא מתמטי לקורס

30

30



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

 איברים של שדה. b-ו aיהיו  (5
 כי: הוכיחו 

) . א 1) a a−  = − 

) .ב ) ( )a b a b ab− = − = − 

 

 מתקיים חוק הצמצום.  ,שבשדההוכיחו  (6
abכי  הוכיחו כלומר,  cb a c=  ,לכל  ,= ,a b c ,  בשדה( 0)b . 
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1

פרק 1מבוא מתמטי לקורס

31

31



 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 2 - הפונקציה הממשית - תכונות בסיסיות ופונקציות נפוצות

תוכן העניינים

1. פונקציה - הגדרה ותכונות בסיסיות  י (ללא ספר)

2. הפונקציה הלינארית  י (ללא ספר)

3. הפונקציה הריבועית  י (ללא ספר)

4. הפונקציה המעריכית  י (ללא ספר)

5. הפונקציה הלוגריתמית  י (ללא ספר)

6. פונקציות מפורסמות נוספות  י (ללא ספר)

7. הזזות שיקופים מתיחות וכיווצים של פונקציה  י (ללא ספר)

8. הפונקציות הטריגונומטריות  י (ללא ספר)

9. הפונקציות הטריגונומטריות ההפוכות  י (ללא ספר)

10. הפונקציות ההיפרבוליות  י (ללא ספר)

11. הצגה פרמטרית של פונקציה  י (ללא ספר)

12. הצגה פולרית של עקום  י (ללא ספר)

31

31



 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 3 - הפונקציה הממשית - תכונות מתקדמות

תוכן העניינים

1. תחום הגדרה של פונקציה י 32

2. הרכבת פונקציות י 34

3. הפונקציה ההפוכה י 37

4. פונקציה זוגית ופונקציה אי זוגית י 41

5. פונקציה מחזורית י 46

6. פונקציה מפוצלת ופונקציה אלמנטרית י 49

7. תרגילים משולבים י 50

31

31
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 תחום הגדרה של פונקציה

 שאלות 

 את תחום ההגדרה של הפונקציות הבאות:   ומצא

1) 3 2 4 1y x x x= − − + 2) 
2

1

4
y

x
=

−
 

3) 
2

4 1

1

x
y

x

+
=

+
 4) 

3

1
y

x x
=

−
 

5) 
2

2 2

x
y

x x
=

− −
 6) 4y x= − 

7) 2 2y x x= + − 8) 3 2 1y x x= + − 

9) 
1

1
y

x
=

−
 10) ( )2ln 2y x x= + − 

11) 
1

log
log

y x
x

= + 12) 
2 1x xy e + += 

13) ( )log 4xy x= + 14) ( )tan 10y x= 

15) ( )cot 4y x= 16) ( )arctan 4y x= + 

17) ( )arcsin 4y x= − 18) ( )arccos 1y x= + 
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 תשובות סופיות 

 .xכל  (1

2) 2x   

 .xכל  (3

4) 0,1, 1x  − 

5) 2, 1x  − 

6) 4x  

7) 2 , 1x x −  

 .xכל  (8

9) 1 1x−   

10) 2 , 1x x −  

11) 0 , 1x x  

 .xכל  (12

13) 0 , 1x x  

14) 
20 10

k
x

 
 + 

15) 
4

k
x


 

 .xכל  (16

17) 3 5x  

18) 2 0x−   
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 הרכבת פונקציות

 שאלות 

)נתונות הפונקציות הבאות:   (1 ) ( ) ( )24
 , , 4h x g x x f x x

x
= = = −. 

 רכבות הבאות: ואת הפונקציות המחשבו 

) . א )( )1f g ב. ( )( )( )5h g f ג . ( )( )f g x 

) .ד )( )h f x ה. ( )( )f f x ו. ( )( )h h x 

 

)נתון:  (2 )
2

1

x
f x

x

−
=

−
 . 

)חשבו   )( )f f x   3עבורx = . 

 

)נתון:  (3 ) ( )
3 5

2 7

x x
f x g x

x x

− −
= =

+ −
 . 

)חשבו   )( ) ( )( )f g x g f x+   8עבורx = . 

 

)נתון:  (4 ) ( )2 7 , lnf x x x g x x= − = . 

)חשבו   )( )f g x   2עבורx e= . 

 

)נתון:  (5 ) ( )2 lnxf x e g x x= = . 

)חשבו   )( )f g x   2עבורx = . 

 

)נתון:  (6 ) ( ) 
2

1
0 3 4

,
3 4

0

x x x
f x g xx x x

x x


 + 

= = 
 

 . 

)חשבו   )( ) ( )( ),f g x g f x . 

 

 נתונות הפונקציות:  (7

( )
2

2

4 1

2 1 1

x x
g x

x x x

 − 
= 

− − − 
)-ו  )

2 4 1

1 1

x x
f x

x x

+  −
= 

+  −
. 

)נוסחה עבור ההרכבה   ומצא ) ( )( )z x g f x=. 

  

1
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 נתונות הפונקציות:  (8

( )
2

2

4 1

2 1 1

x x
g x

x x x

 − 
= 

− − − 
)-ו     )

2 4 1

1 1

x x
f x

x x

+  −
= 

+  −
. 

)נוסחה עבור ההרכבה ומצא . א ) ( )( )h x f g x=. 

)-ו n- נתון ש .ב )h n . 

 מה ניתן להסיק בוודאות? 

1. 3n  − 

2. 1n  

3.  n לי.זוגי שלי-אי 

 אף תשובה אינה נכונה. .4

 

נתון  (9
2

( )
1

x
f x

x
=

+
. 

את    ןמצא
times

( ) ( ( (...( ( ))))n

n

f x f f f f x=. 
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 תשובות סופיות 

2ג.   4ב.    −3 א. (1 4x ד. −
4

4x − 
  xו. −8xה.  

2) 3 

3) 
69

13
 

4) 10− 

5) 4 

6) ( )( )

2

2

3 2

3 2 0
1 1

3 0
4

1 1
3

4

x x

x x

g f x x
x

x
x

 + 
 −  


= +  

 


   ,( )( )

( )
2

1

3 4
1

3 0 4

3 0

x x

f g x
x x

x x


 + 


= 
 

 


 

7) 

2

2

4 16 12 1.5

4 20 25 1.5 1
( )

3 1 0

2 2 1 0

x x x

x x x
z x

x x

x x x

 + +  −

− − − −   −

= 
− −  

− − − + 

 

א.  (8

2

2

2

3 3

( ) 2 4 3 1

2 4 2 1

x x

h x x x

x x x

 −  −


= − −  

− − + 


3nב.    − 

9) 
2

( )
1

n x
f x

nx
=

+
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 הפונקציה ההפוכה

 שאלות 

את  מצאו  שהפונקציה הנתונה היא חח"ע בתחום הגדרתה והוכיחו  4-1בתרגילים 
 את התמונה של הפונקציה.מצאו הפונקציה ההפוכה לה. בנוסף, 

1) ( )
1

3

x
f x

−
= 2) ( )

1x
f x

x

+
= 

3) ( )
3 2

2

x
f x

x

−
=

−
 4) ( ) ( ) 20 4x f x x = − 

 

 האם הפונקציה היא חח"ע.בדקו , 5-7בתרגילים 
 את התמונה של הפונקציה: מצאו בנוסף, 

5) ( )
1

f x x
x

= + 6) ( ) 2f x x x= − 7) ( ) 21f x x= − 

 

 האם הפונקציה היא חח"ע, בדקו , 10-8בתרגילים 
 הפונקציה ההפוכה ואת התמונה של הפונקציה. את מצאו אם כן, 

8) ( )
1

1
f x

x
=

−
 9) 

2 3

2 1

x
y

x

+
=

−
 10) ( )

3
2 1

2 1

x
f x

x

− 
=  

+ 
 

 

)נתונה  (11 )
2

1

x
f x

x

+
=

−
. 

 האם הפונקציה היא חח"ע? 
 את התמונה של הפונקציה. מצאו  

 

 התמונה ואת תחום ההגדרה, הטווח מצאו  עבור כל אחת מהפונקציות הבאות,   (12
 : האם היא פונקציה על ווקבע

 . א
1

( ) :
3

x
f x f

−
= → 

 .ב
1

( ) : \{0}
x

f x f
x

+
= → 

 . ג
3 2

( ) : \{2} \{3}
2

x
f x f

x

−
= →

−
 

)2 .ד ) 4 :[0, )f x x f= −  → 
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 תמונה. וטווח  תחום הגדרה,מצאו  עבור כל אחת מהפונקציות הבאות   (13
 האם הפונקציה הנתונה היא על. קבעו בנוסף, 

 . א
2

1
( ) :

1
f x f

x
= →

+
 

) .ב 2

1
( ) : 0,1

1
g x f

x
= →

+
 

) . ג 2

1
( ) : (1, ) 0,1

1
h x f

x
=  →

+
 

 

:תהיינה שתי פונקציות   (14 , :f A B g B C→ →, 

h: יתהו A C→  ההרכבה המוגדרת על ידי( ) ( )( )h x g f x=. 

 :הפריכואו הוכיחו 

 חח"ע. hאז  ,חח"ע g-ו f אם . א

 על.  hאז  ,חח"ע g-ו fאם  .ב

 על.  hאז  ,על g-ו fאם  . ג

 חח"ע.  hאז  ,על g-ו fאם  .ד

 חח"ע.  hאז   ,על g-חח"ע ו fאם  .ה

 על. hאז   ,על g-חח"ע ו fאם  .ו

 חח"ע.  hאז   ,חח"ע g- על ו fאם  .ז

 על. hאז   ,חח"ע g- על ו fאם  .ח

 

:תהיינה שתי פונקציות   (15 , :f A B g B C→ →, 

h: יתהו A C→  ההרכבה המוגדרת על ידי( ) ( )( )h x g f x=. 

 על.  hנתון כי  
 :הפריכואו הוכיחו 

 חח"ע.  f . א

 על.            f .ב

 חח"ע.  g . ג

 על. g .ד
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:תהיינה שתי פונקציות   (16 , :f A B g B C→ →, 

h: יתהו A C→  ההרכבה המוגדרת על ידי( ) ( )( )h x g f x=. 

 חח"ע.  hנתון כי  
 :הפריכואו הוכיחו 

 על. g . א

 על.  f .ב

 חח"ע.  g . ג

 חח"ע.  f .ד
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 תשובות סופיות 

1) ( )1 3 1f x x− =   .y, כל  +

2) ( )1 1
1 , 

1
y f x

x

− =
−

 

3) ( )1 2 2
, 3

3

x
f x y

x

− −
= 

−
 

4) ( )1 4 , 4f x x y− = +  − 

2yלא חח"ע. תמונה:   (5  2yאו   − . 

לא חח"ע. תמונה:   (6
1

4
y  −. 

0לא חח"ע. תמונה  (7 1y  . 

0yכן חח"ע. תמונה:   (8  :פונקציה הפוכה .( )1

2

1
1 0f x x

x

− = − . 

2.3yלא חח"ע. תמונה:  (9   1.3אוy  − 

1yכן חח"ע. תמונה:   (10  :פונקציה הפוכה .( )1

3

1 1

21
f x

x

− = −
−

. 

לא חח"ע. תמונה:   (11
6

3
y . 

 על.    ;ם הגדרה, טווח ותמונה: א. תחו (12

 על. לא  ;{0}\, תמונה:  , טווח {0}\  ב. תחום הגדרה

 על.  ;{3}\טווח ותמונה:  ,{2}\תחום הגדרה  ג. 

,0]  תחום הגדרהד.  ) תמונה:  , טווח ,[ 4, )− ;  .לא על 

 לא על.   ;[0,1), תמונה:   וטווח: א. תחום הגדרה (13

 על.   ;[0,1) תמונה:וטווח  ,תחום הגדרה  ב. 

,1)  ג. תחום הגדרה ]תמונה:  [0,1) , טווח ,(  לא על.  ;0,0.5(

 שאלת הוכחה. (14

 שאלת הוכחה. (15

 שאלת הוכחה. (16
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 פונקציה זוגית ואי זוגית 

 שאלות 

 זוגיות ואיזה זוגיות: -הן אי  8-1בשאלות מבין הפונקציות לו אי  ומצא

1) 34y x= 2) 4 10y x x= + 3) 1y = 

4) 
1

y
x

= 5) 2 2siny x x= + 6) 2xy = 

7) 2lny x x= + 8) sin cosy x x=   

 

f:זוגית -נתונה פונקציה אי (9 →. 

)נסמן:   ) ( ) ( ) ( )2,k x f x z x f x= − =. 

k,עבור כל אחת מהפונקציות  ,ובדק z,  זוגית. -האם היא זוגית או אי 

 

f:זוגית -נתונה פונקציה אי (10 g:, ופונקציה זוגית → →. 

)נסמן:   ) ( )3z x g x= )-ו − ) ( )3k x f x= −. 

)טענה א':   )z x זוגית. -אי 

)טענה ב':  )k x זוגית. -אי 

 איזו טענה נכונה?

 

f:זוגית -נתונה פונקציה אי (11 g:ונתונה פונקציה זוגית  → → 

)נסמן:    ) ( ) ( ) ( )4 11( 4 ) , ( ) | |z x g x f x k x f x x g x= − −  = − + 

z,עבור כל אחת מהפונקציות  ,ובדק k,  זוגית. -האם היא זוגית או אי 

 

)נתון כי   (12 )f x ומקיימת    -זוגית ב-פונקציה אי| ( ) | 1f x . 

)נתון כי   )g x פונקציה זוגית ב-. 

שהפונקציה  וחיהוכ
1 ( )

( ) ( ) ln
1 ( )

f x
z x g x

f x

 −
=  

+ 
 .-ב  זוגית-היא אי 
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 כי:  וחיהוכ (13

 סכום פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית  . א

 מכפלת פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית.  .ב

 מנת פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית.  . ג

 פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית.הרכבה של   .ד

 זוגית. -זוגיות היא פונקציה אי-הרכבה של פונקציות אי .ה

 

 כי:  וחיהוכ (14

 זוגית. -זוגיות הוא פונקציה אי-סכום פונקציות אי . א

 זוגיות היא פונקציה זוגית. -מכפלת פונקציות אי .ב

 זוגיות היא פונקציה זוגית. -מנת פונקציות אי . ג

 זוגית. -זוגית היא פונקציה אי-בפונקציה אימכפלה של פונקציה זוגית  .ד

 פונקציה זוגית.  זוגית היא-הרכבה של פונקציה זוגית על פונקציה אי .ה

 פונקציה זוגית.  זוגית על פונקציה זוגית היא-אי הרכבה של פונקציה  .ו

היא פונקציית  xזוגית לכל -הפונקציה היחידה שהיא גם זוגית וגם אי .ז
 האפס. 

 

)הפונקציה   (15 )f x  זוגית. -היא אי 

)נגדיר   )( ) ( )
n

z x f x=   1כאשרn   .טבעי 

 זוגית או כללית. -היא זוגית, אי  zקבעו האם הפונקציה  

 

)נתונה הפונקציה  (16 )f x  המוגדרת לכלx. 

נגדיר: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ( )

2 2
odd even

f x f x f x f x
f x f x

− − + −
= =

 

)כי   וחיהוכ . א )oddf x  זוגית ו-היא פונקציה אי-( )evenf x  .היא פונקציה זוגית 

)כי   וחיהוכ .ב ) ( ) ( )odd evenf x f x f x= במילים את התוצאה  וריוהסב +

 שקיבלת. 

)2את הפונקציה   וגיהצ . ג ) 1f x x x= + כסכום של פונקציה זוגית  +
 זוגית. -ופונקציה אי

 

 כל אחת מהטענות הבאות: ו יכאו הפר וחיהוכ (17

(0)זוגית אז -פונקציה אי fאם  . א 0f =. 

0x - זוגית המוגדרת ב-פונקציה אי fאם  .ב (0)אז   = 0f =. 
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 הוכיחו את הטענות הבאות:  (18

)הפונקציה   . א ) cosf x x=   .היא זוגית 

)הפונקציה   .ב ) sinf x x=  זוגית. -היא אי 

)הפונקציה   . ג ) tanf x x=  זוגית. -היא אי 

)הפונקציה   .ד ) cotf x x=  זוגית. -היא אי 

 

)נתון כי   (19 )f x חד ערכית המוגדרת בקטע -זוגית וחד-פונקציה אי

( )0. ( , )a a a −   

1fכי גם  וחיהוכ  זוגית. -פונקציה אי −

 

 שהפונקציות הבאות הן אי זוגיות:  וחיהוכ (20

arctany . א x= 

arcsiny .ב x= 

 

 .xהמסורטטות להלן מוגדרות לכל הפונקציות  (21
 השלם את ציור הגרף של הפונקציה כך שתתקבל פונקציה זוגית: 

    ב.          . א
  
 
 
 
 

 

 ד.             . ג
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 .xהפונקציות המסורטטות להלן מוגדרות לכל  (22
 זוגית: -הפונקציה כך שתתקבל פונקציה איהשלם את ציור הגרף של 

     ב.          . א
 
 
 
 
 
 
 

 

    ד.          . ג
 

 
 

 

 

 

- השלימו )אם ניתן( את גרף הפונקציות הבאות לפונקציה זוגית ולפונקציה אי (23
 וגית. ז
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 תשובות סופיות 

 . 6,7כללית:  ; 1,4זוגית:  -אי  ;2,3,5,8זוגית: : 8-1שאלות 

9) k זוגית-אי , z זוגית . 

 טענה ב'. (10

11) k זוגית-אי , z זוגית . 

 שאלת הוכחה. (12

 שאלת הוכחה. (13

 שאלת הוכחה. (14

 זוגית.-אי –זוגי -אי nזוגית, וכאשר  –זוגי   nכאשר  (15

)2ג.   א.+ב. שאלת הוכחה. (16 ) 1

odd even

f x x x= + + 

 .שאלת הוכחה (17

 שאלת הוכחה. (18

 שאלת הוכחה. (19

 שאלת הוכחה. (20

 להלן הגרפים: (21
   ד.     ג.    ב.     א. 

 
 
 

 

 להלן הגרפים: (22
   ד.     ג.    ב.    א.  

 
 
 

 

 

 

 או בסרטון.ר (23

1
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 פונקציה מחזורית 

 שאלות 

 : 20-1בשאלות את המחזור של כל אחת מהפונקציות   ומצא

1) 1 10sin(0.5 4)y x= + +  2) 1 14cos 20y x= +  

3) 4 20 tan 4y x= − +  4) 1 14sec 2y x= − +  

5) 2sin 4y x=  6) 2cos 2y x=  

7) 4 4cos siny x x= −  8) 2(sin cos )y x x= +  

9) 4 4cos siny x x= +  10) 2coty x=  

11) sin cos
4 10

x x
y = +  12) sin 4 sin14y x x= +  

13) sin 4 sin14 siny x x x= + +  14) cos 2 cosy x x=  

15) 3siny x=  16) 4siny x=  

17) 
sin 5

cos 2 cos3

x
y

x x
=  18) | sin |y x=  

19) 2 2sin cosy x x= +  20) cot tany x x= −  

 

 : אינן מחזוריות 26-21בשאלות שהפונקציות  וחיהוכ

21) siny x x= +  22) cosy x x= +  23) siny x x=  

24) 2 cosy x x=  25) 
sin x

y
x

=  26) cos5 cos 5y x x= + 

 

 נדרש ידע בחקירת פונקציה. 22- ו 21בשאלות הערה: 

 

 :וחיהוכ (27
)אם  )f x   מחזורית בעלת מחזורp, 

)אז  )y f ca b x d= +  מחזורית בעלת מחזור    +
p

c
. 

 

)הוא מחזור של   T :  אםוחיהוכ (28 )f x, אז לכל n   שלם( ) ( )f x nT f x+ =. 

1
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f,נתון כי    (29 g  מוגדרות לכלx  1בעלת מחזור  ו 2,p p, .בהתאמה 

1 נתון כי היחס

2

p

p
 הוא מספר רציונלי. 

,כי גם הפונקציות  וחיהוכ , ( 0)
f

f g f g g
g

    מחזוריותהן . 

 

)נתונה הפונקציה  (30 ) [ ]f x x x= − . 

 את גרף הפונקציה. ושרטט . א

 על סמך הגרף, מהו מחזור הפונקציה? .ב

 סעיף ב. ב התשובהאת  וחיהוכ . ג

 

)נתונה הפונקציה  (31 )f x x=  בקטע 0,1. 

)זוגית  -המחזורית והאיאת גרף הפונקציה  וצייר )g x, המוגדרת לכל x, 

)ומתלכדת עם   2שהיא בעלת מחזור  )f x  בקטע   0,1, נוסחה עבור רשמוו  f. 

 

)2נתונה הפונקציה  (32 )f x x=  בקטע 0,1. 

)את גרף הפונקציה המחזורית והזוגית   וצייר )g x,  המוגדרת לכל x, 

)עם   ומתלכדת 2שהיא בעלת מחזור  )f x  ב- 0,1, נוסחה עבור  רשמווg. 
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 תשובות סופיות 

1) 4 2) 
10


 3) 

4


 4)  5) 

4


 

6) 
2


 7)  8)  9) 

2


 10)  

11) 40 12)  13) 2 14) 2 15) 2 

16)  17)  18)    

 

1yהפונקציה היא למעשה  (19  , כלומר פונקציה קבועה ולכן מחזורית. =
 מספר חיובי הוא מחזור שלה ואין לה מחזור קטן ביותר. כל 

20) 
2


 

 שאלת הוכחה. (21

 שאלת הוכחה. (22

 שאלת הוכחה. (23

 שאלת הוכחה. (24

 שאלת הוכחה. (25

 שאלת הוכחה. (26

 שאלת הוכחה. (27

 שאלת הוכחה. (28

 שאלת הוכחה. (29

א.  (30

 
 שאלת הוכחה.ג.   1ב. 

31)  ( ) , 1 1g x x k k x k= − −    שלם, זוגי. kעבור   +

32) ( ) ( )
2
, 1 1g x x k k x k= − −    שלם, זוגי. kעבור   +
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 פונקציה מפוצלת ופונקציה אלמנטרית 

 שאלות 

 את גרף הפונקציה:  וכפונקציה מפוצלת ושרטט  4-1כל אחת מהפונקציות  מורש

1) 2y x= − 2) 3 1y x= + 

3) 2 2 1y x x= + − 4) 
x

y
x

= 

 

הפונקציה  נתונה (5
2 0 4

( )
0

x x
f x

x x

  
= 

− 
 . 

.  וחשב . א (1), (4), ( 4), (0), (7)f f f f f−  

 את גרף הפונקציה. ושרטט .ב

 זוגית או כללית. -האם הפונקציה זוגית, אי  וקבד . ג

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
2 2

2 2

x x
y

x x

− 
= 

− 
 2) 

3 3 1

3 3 1

x x
y

x x

+  −
= 

− −  −
 

3) 
2

2

2 2 1

2 2 1

x x x
y

x x x

 + − 
= 

− + 

 4) 
1 0

1 0

x
y

x


= 

− 
 

(1)א.  (5 1, (4) 16, ( 4) 4, (0) 0, (7) undefindf f f f f= = − = = =  
 כללית. ג.        ב.  
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 תרגילים משולבים

 שאלות 

)נתונה הפונקציה  (1 ) 3

1 1

1 1 1

1 1

x x

f x x x

x x

+ 


= + −  
 +  −

 . 

 : יאהאם ה ווקבע ,את הפונקציה ושרטט

 עולה.  . א

 יורדת. .ב

 זוגית. -אי . ג

 זוגית.  .ד

 חסומה.  .ה

 לא חסומה.  .ו

 חח"ע.  .ז

 .על  .ח
 הערה: ניתן להתבסס על הציור כנימוק. 

 

)הפונקציה נתונה  (2 ) 5

2
1

1 1 1

1 1

x
x

f x x x

x x







= + −  

 +  −



. 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים יש טענה.
 האם הטענה נכונה או לא נכונה. וקבע

 הפונקציה מונוטונית עולה ממש.  . א

 .הפונקציה על  .ב

 זוגית. -הפונקציה אי . ג

 הפונקציה זוגית.  .ד

 הפונקציה חח"ע.  .ה
 נימוק.הערה: ניתן לשרטט ולהתבסס על הציור כ
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f:נתונה פונקציה  (3  , זוגית ומונוטונית עולה ממש, →

g:ופונקציה    זוגית ומונוטונית יורדת ממש. -, אי→

)נסמן:   ) ( )3z x g x= )-ו − ) ( )3k x f x= −. 

)טענה א':   )k x  .מונוטונית עולה ממש 

)טענה ב':  )z x  .מונוטונית עולה ממש 

)טענה ג':   ) ( ) ( )h x k x z x=  .זוגית 
 מי מבין הטענות נכונה?

 

נתונות שתי פונקציות,  (4   , : 0,1 0,1f g →. 

 מונוטונית יורדת חלש, gמונוטונית עולה ממש, ואילו  f- נתון ש
 אך אינה יורדת ממש. 

) יתה ) ( )( )h x f g x=. 

 איזו טענה נכונה?

 יורדת חלש. h . א

 עולה ממש.  h .ב

 עולה חלש, אך אינה עולה ממש.  h . ג

 אינה חסומה בהכרח.  h .ד

 

)נתונות הפונקציות   (5 )
2

2

4 0

2 1 0

x x
g x

x x x

 − 
= 

− − − 
)-ו  )

4 0

0

x x
f x

x x

+ 
= 


. 

)תהי  ) ( ( ))h x f g x=. 

]בקטע   h  את  ומצא . א 2,0)−. 

]חח"ע בקטע  hהאם  וקבע  .ב 2,0)−. 

]חסומה בקטע    hהאם   וקבע . ג 2,0)−. 

]:האם   וקבע .ד 2,0) [0,4]h −  היא על.   →
 הפונקציה.ד ניתן להסתמך על גרף  -* בסעיפים ב

 

): נתונות פונקציות המוגדרות על כל  (6 ) ( ) ( )3, 1
x

f x x g x
  = = −. 

 מי מבין הטענות הבאות נכונה. וקבע

)הפונקציה   )( )( )h x f g x=   :היא 

 חסומה.  . א

 זוגית. -אי .ב

 חח"ע.  . ג

 מונוטונית.  .ד
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): נתונות פונקציות המוגדרות על כל  (7 ) ( )3 ,f x x g x x= = −   . 

)את מונוטוניות   וקבד . א )( )( )z x f g x=. 

)את מונוטוניות   וקבד .ב )( )( )k x g f x=. 

)3האם  וקבד . ג ) ( ) ( )h x f x g x= −  חסומה.  −

 תזכורת לסעיפים א+ב:

)אם  ) ( )f a f b a b  , אז הפונקציה f  .יורדת חלש 

 

 :נתונות פונקציות המוגדרות על כל  (8
( ) ( )

( ) ( )

3

3

3 27

28

f x x x

g x f x x

= +      

= + −
. 

 :יכואו הפר וחיהוכ

 עולה ממש וחח"ע.   f  הפונקציה . א

 עולה ממש וחח"ע.   gהפונקציה   .ב

 

את הפונקציה ההפוכה לפונקציה   ומצא (9
1

( ) ( )
2

x xf x e e−= −, 

 את תחום הגדרתה. ווקבע
 .  שהפונקציה על וחיהוכ

 נקראת סינוס היפרבולי.   זופונקציה  הערה:  

 

את מונוטוניות הפונקציה   ורחק (10
2 3

( )
3 1

x
f x

x

+
=

−
. 

 הערה: אין להשתמש בנגזרות.

 

)2נתונה הפונקציה  (11 ) 2f x x x= + −. 

 את תחום ההגדרה של הפונקציה.  ומצא . א

 את התמונה של הפונקציה.   ומצא .ב

 שהפונקציה חסומה.  וחיהוכ . ג

 את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  ומצא .ד
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 תשובות סופיות 

 . ו. כן  . ה. לא  .ד. לא  . ג. לא  .ב. לא כן.א.  (1
 .ח. כן . ז. כן

 אינה נכונה. אף טענה  (2

 טענה ב' נכונה. (3

 טענה א' נכונה. (4

)2א.  (5 )h x x=     .הפונקציה חח"ע בקטע. ב 
 . הפונקציה לא עלד.   הפונקציה חסומה בקטע. ג. 

 . הפונקציה לא זוגית ולא אי זוגיתב.    . הפונקציה חסומה א. (6
 . הפונקציה לא מונוטוניתד.    . חח"עלא הפונקציה ג. 

) יההפונקצא.  (7 )z x .הפונקציהב.  יורדת חלש ( )k x .יורדת חלש 
 הפונקציה חסומה. ג. 

 שאלת הוכחה. (8

9) ( )1 2( ) ln 1f x x x− = +  .x; תחום הגדרתה: כל +

 ראו באתר.  (10

1א.  (11 2x−      .ב
3

0
2

y    .שאלת הוכחהג. 

ד.  
1

1
2

x−   עלייה, 
1

2
2

x  .ירידה 
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 הצבה

   השאל

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב 

2 . א

4
lim 1
x

x x
→

+ + 

 .ב
10

1
lim

2x

x

x→

+

+
 

 . ג
1

lim 3
x

x
+→

+ 

 .ד
100

lim 20
x→

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

ב.  21א. 
11

12 
 02ד.   2ג.    
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 צמצום 

 שאלות

 :הבאיםאת הגבולות   וחשב

1) 
2

23

6
lim

9x

x x

x→

− −

−
 2) 

2

25

2 50
lim

2 3 35x

x

x x→−

−

+ −
 

3) 
7

1
lim

1x

x x

x→

−

−
 4) 

1
lim

1

n

x

x x

x→

−

−
 

5) 
2

21

2

2 5 2
lim

6 5 1x

x x

x x→

− +

− +
 6) 

4

2

16
lim

2x

x

x→

−

−
 

7) 
3

1

1
lim

1x

x

x→−

+

+
 8) 

3

3

27
lim

3x

x

x→

−

−
 

9) 
2

3 24

16
lim

4 4x

x

x x x→

−

− + −
 10) 

5

1

1
lim

1x

x

x→−

+

+
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
5

6
 2) 

10

8.5
 3) 6 4) 1n− 5) 3 - 

6) 32 7) 3 8) 27 9) 
8

17
 10) 

1

5
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 הכפלה בצמוד

 שאלות 

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב

1) 
1

1
lim

1x

x

x→

−

−
 2) 

3

3
lim

1 2x

x

x→

−

+ −
 

3) 
3

3 6
lim

2 6x

x

x→

− +

−
 4) 

2

21

2 2
lim

1x

x x

x→

+ + −

−
 

5) 
4

2 1 5
lim

4x

x x

x→

+ − +

−
 6) 

1

2 3 1
lim

1 2 1x

x

x→

− +

− −
 

7) 
3

1

1
lim

1x

x

x→

−

−
 8) 

2

22

5 3
lim

2x

x

x x x→−

+ −

+ + +
 

9) 
3

30

1 1
lim
x

x x

x→

+ + −
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1

2
 2) 4 3) 

1

12
− 4) 

3

8
 

5) 
1

6
 6) 

3

4
 7) 

1

3
 8) 

8

3
− 

9) 
1

2
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 גבולות טריגונומטריים

 שאלות 

sinבגבול הטריגונומטרי   ו)היעזרהבאים את הגבולות  וחשב

0
lim 1x

x
x→

=:) 

1) 
( )

0

sin 3
lim

4x

x

x→
 2) 

( )

( )0

sin 3
lim

sin 4x

x

x→
 

3) 
0

cos
lim

sin 2x

x x

x→
 4) 

20

1 cos
lim
x

x

x→

−
 

5) 
30

tan sin
lim
x

x x

x→

−
 6) 

0

1 sin cos
lim
x

x x

x→

+ −
 

7) 
( )

40

1 cos 1 cos
lim
x

x

x→

− −
 8) 

30

3sin sin 3
lim
x

x x

x→

−
 

9) 
20

1 cos
lim
x

x

x→

−
 10) 

21

sin(1 )
lim

1x

x

x→

−

−
 

11) 
sin sin

lim
x a

x a

x a→

−

−
 12) 

cos cos
lim
x a

x a

x a→

−

−
 

13) 
tan tan

lim
x a

x a

x a→

−

−
 14) 

sin 4
lim

sin10x

x

x→
 

15) 

4

lim tan 2 tan
4x

x x




→

 
− 

 
 16) 

1
lim(1 ) tan

2x

x
x



→
− 

17) 
20

1 sin cos
lim

sinx

x x x

x→

+ −
 18) 

3

20

cos cos
lim

sinx

x x

x→

−
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 תשובות סופיות 

1) 
3

4
 2) 

3

4
 3) 

1

2
 4) 

1

2
 5) 

1

2
 

6) 
1

2
 7) 

1

8
 8) 4 9) 

1

4
  

10) 
1

2
− 11) cosa 12) sina− 13) 

2

1

cos a
 

14) 
4

10
 15) 

1

2
 16) 

2


 17) 1 

18) 
1

12

−
    

 

 

 

 

 זהויות טריגונומטריות שכדאי להכיר

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2sin cos
2 2

cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

sin( )
tan tan

cos cos

sin( )
tan tan

cos cos

a b a b
a b

a b a b
a b

a b a b
a b

a b a b
a b

a b
a b

a b

a b
a b

a b

+ −
+ =


− + − =




+ −
 + =



− + − = −

 +
 + =

 −

− =

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sin( ) sin cos cos sin

sin( ) sin cos cos sin

cos( ) cos cos sin sin

cos( ) cos cos sin sin

sin 0

cos ( 1)

sin cos
2

cos sin
2

n

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

n

n

a a

a a









+ = +


− = −


+ = −
 − = +

=


= −

  
+ = 

  


  + = −   
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 פונקציה שואפת לאינסוף 

 שאלות

 :הבאיםאת הגבולות   וחשב

1) 
2

0

4
lim
x

x

x→

+
 2) 

( )
2

2

1
lim

2x

x

x→

−

−
 

3) 
( )

2

22
lim

2x

x

x→

−

−
 4) 

( )( )

2

2

1
lim

2 5x

x

x x→

−

− −
 

5) 
0

ln
lim
x

x

x+→
 6) ( )

2

1
lim ln 2

2x
x

−→
− − 

7) ( )( )2

0
lim ln 2ln 3
x

x x
+→

+ − 8) 
1

0
lim x

x
e

→
 

9) 
1

0

1
lim

1 2
x

x

+→

+

 10) 
1

0

1
lim

1 2
x

x

−→

+

 

11) 
10

1
lim

1 2
x

x
→

+

 12) 
0

lim ln cot
x

x x
+→

 

13) 
3 4

1

1 1
lim

1x

x x

x→

− − −

−
  

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1)  2)  3) − 4)  

5) − 6)  7)  8)  

9) 0 10) 1 11)  12) − 

13) −    
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x שואף לאינסוף 

 שאלות 

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב

1) ( )
ln

lim
x

x

x
e−

→
 2) lim arctan x

x
x e

→−
+ 

3) 
2

2

4 2
lim

1000x

x

x x→

+

+
 4) 

4 2

3

2 6
lim

3 10x

x x

x x→−

+ +

+
 

5) 
4 2

5

2 6
lim

3 10x

x x

x x→

+ +

+
 6) 

2 5 6
lim

2 10 2x

x x x

x→

 − +
− 

+ 
 

7) 
2 1

lim
x

x

x→

+
 8) 

2 1
lim
x

x

x→−

+
 

9) 
6

3 2

9 5
lim

2 1x

x x

x x→−

−

− +
 10) 

3 4 2 6

3 4

2 6 27
lim

3 10 4x

x x x

x x x→

+ + +

+ +
 

11) 
2 3 3

lim
4 1 5 1x

x x

x x→

+ − −

+ − −
 12) 

1

4 2 3

16 4
lim

2 2

x x

x xx

+

+ +→

+

+
 

13) 

1

2

4 2 3

16 4
lim

2 2

x
x

x xx

+

+ +→−

+

+
 14) 

1

0.5 3

4 9 3
lim

81 3

x x

x xx

+

+→

 +

+
 

15) 
1

0.5 3

4 9 3
lim

81 3

x x

x xx

+

+→−

 +

+
 16) 

2

2

4 2
lim

1000x

x

x x→

+

+
  

17) 
3

3 2

3 5 1
lim ln

2 1x

x x

x x→

 − −
 

− + 
 18) 

4 22 6
43 10lim

x

x x

x xe
→

+ +

+ 

19) 
4 2

5

2 6
lim sin

3 10x

x x

x x→−

 + +
 

+ 
 20) 5

1
lim

2x

ax

bx→

+

+
 

21) ( )2lim 5
x

x x x
→

+ − 22) ( )2lim
x

x kx x
→

+ − 

23) ( )2lim 1
x

x x x
→

+ + − 24) ( )2lim 1
x

x x x
→−

+ + + 

25) ( )4 2 2lim 1
x

x x x
→

+ + − 26) ( )2 2lim
x

x ax x bx
→

+ − + 
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27) 
( ) ( )

( ) ( )

410 2

2102 3

4 3 1
lim

2 5 1
x

x x

x x x
→

− −

− +
 28) 

5

4

1
1 1

lim
1

1 1
x

x

x

→

 
− − 
 

 
− − 
 

 

29) ( )2 1lim ln 5 2 6x x

x
e x+ +

→

  +  −
 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0 2) 
2


− 3) 4 4) − 

5) 0 6) 5 - 7) 1 8) 1 - 

9) 3 - 10) 1.5 11) 
1 3

2 5

−

−
 12) 

1

4
 

13) 0 14) 4 15) 
1

9
 16) 2 

17) ln3 18) 
1

3e 19) 0  

0bאם  (20  :5lim
a

b
=

 
0b , 0. אם a=  :  :0 , 0. אםb a=  :−. 

21) 2.5 22) 
2

k
 23) 

1

2
 24) 

1

2
− 

25) 
1

2
 26) 

2

a b−
 27) 

4

10

3

2
 28) 

5

4
 

29) ln(6 )e    
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 הגבול של אוילר

 שאלות 

) :בגבול של אוילר  ועזרי)ההבאים את הגבולות  ושבח ) ( )
1

1

0
lim 1 lim 1

x x

x
x x

x e
→ →

+ = + =:) 

1) 
1

lim 1
2

x

x x→

 
+ 

 
 2) 

2

1
lim 1

x

x x→

 
+ 

 
 

3) 
2

lim

x

x

x

x→

+ 
 
 

 4) 

2 1

2

1
lim 1

x

x x

−

→

 
− 

 
 

5) 
2 3

lim
2 3

x

x

x

x→

+ 
 

− 
 6) ( )

1

0
lim 1 sin x

x
x

→
+ 

7) 

24
2

2

1
lim

4

x

x

x x

x x→

 + +
 

+ + 
 8) 

10
2

2

4 1
lim

2

x

x

x x

x x→

 + +
 

+ + 
 

9) 
1

lim 1 tan

x

x x→

 
+ 

 
  

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 תשובות סופיות 

1) 
1

2e 
2) 1 3) 2e 4) 1e− 5) 3e 

6) e 7) 12e− 8) 30e 9) e  
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 כלל הסנדוויץ'

 שאלות 

 : 10-1בשאלות את הגבולות  וחשב

1) 
sin

lim
x

x

x→
 2) 

( )cos 2 1
lim
x

x

x→

+
 

3) 
3 sin

lim
4 cosx

x x

x x→

+

+
 4) 

2

2

3 sin 2
lim

cos3x

x x x

x x→

+ +

+
 

5) 
0

1
lim sin
x

x
x→

 
  

 
 6) ( )2 2

0
lim cos ln
x

x x
→

 

7) 
( )

( )

3 arctan 2 3
lim

4 arctan lnx

x x

x x x→

+ −

+ −
 8) lim 2 3 4x x x x

x→
+ + 

9)  
1

lim
x

x
x→

 10)  
0

1
lim
x

x
x+→

 

z:נתונה פונקציה  (11 המקיימת   ,→
2

lim ( ) 4
x

z x
→

=, 

f:ונתונה פונקציה  )המקיימת   ,→ )
2

4 ( ) ( ) ( )z x f x z x ,   לכלx . 

את הגבולות הבאים: וחשב

( )( )
( )2 2

2 2 2

cos ( )
lim ( ) , lim tan( ( )) , lim , lim
x x xx

z x
f x z x z x x

x→ → →→−
− 

 

)חשבו את הגבול  (12 )lim sin 1 sin
x

x x
→

+ −. 

 
 ענו על הסעיפים הבאים: (13

limהוכח:  . א ( ) 0 lim ( ) 0
x c x c

f x f x
→ →

=  =. 

limהאם נכונה גם הטענה:  .ב ( ) 1 lim ( ) 1
x c x c

f x f x
→ →

=   =. 
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 תשובות סופיות 

1) 0 2) 0 3) 
3

4
 4) 3 5) 0 

6) 0 7) 
3

4
 8) 4 9) 1 10) 0 

11) 
2

lim ( ) 16
x

f x
→

= ,  
( )cos ( )

lim 0
x

z x

x→
=, 

2
lim tan( ( )) tan 4
x

z x
→

= , ( )( )2 2

2
lim 2

x
z x x

→−
− = 

12) 0 
 .לאב.  א. שאלת הוכחה. (13

1
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 פונקציה מפוצלת גבול של 

 שאלות 

   :גרף של פונקציה להלן (1

 

 חשבו את הגבולות הבאים או הוכיחו שהם לא קיימים: 

 . א
1 2 1

1. lim ( ) 2. lim ( ) 3. lim ( )
x x x

f x f x f x
→ → →−

 

) .ב ) ( )2 2

1 1
1. lim 3 2. lim 3

x x
f f f f

→ →−
− − 

 . ג
1 1

1 1
1. lim 2. lim

4 1x xf f→ →− −
 

 

)נגדיר פונקציה  (2 )f x :( )
2

1 0

0.5 0

1 0 2

1.5 6 2

x

x
f x

x x

x x




=
= 

−  
 − 

. 

 שרטטו את הפונקציה.  . א

)חשבו, אם ניתן, את   .ב ) ( )
0 2

lim , lim
x x

f x f x
→ →

. 

)חשבו, אם ניתן, את הגבול  . ג )( ) ( )
2

2
lim 4 10
x

f x f x
→

 +
 

. 
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)נגדיר פונקציה  (3 )f x :( )

1 0

0.5 0

cos 0

0.5

x

x
f x

x x

x








=
= 

 
− 

. 

 שרטטו את הפונקציה.  . א

)חשבו, אם ניתן, את   .ב ) ( )
0

lim , lim
x x

f x f x
→ →

. 

)חשבו, אם ניתן, את הגבול  . ג )( ) ( )
2

lim 2 3
x

f x f x
→

 +
 

. 

 

)חשבו את הגבול  )lim
x a

f x
→

 של הפונקציות הבאות:  

4) ( ) ( )
1

sin 4
0

0 ,

4 0x

x
x

xa f x

e x




= = 


+ 

 

 

5) ( ) ( )

2 2
1

1
1 ,

1
1

1

x x
x

x
a f x

x
x

x

 + −


 −
= = 

− 
 −

 

 

6) ( ) ( )0  ,  
x

a f x
x

= = 

 

7) ( ) ( ) ,  
x

a f x
x

=  = 

 

8) ( ) ( ) ,  
x

a f x
x

= − = 

 

א.  (9
21

1
lim

2x

x

x x→

−

+ −
 

ב.  
24

1
lim

2x

x

x x→

−

+ −
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 תשובות סופיות 

א.  (1
1 2

1.lim ( ) 1 , 2. lim ( )
x x

f x f x
→ →

= = 
1

, 3. lim ( )
x

f x
→−

=  

)ב.   ) ( )2 2

1 1
1. lim 3 2 , 2. lim 3 2

x x
f f f f

→ →−
− = − = 

ג. 
1 1

1 1 1
1. lim , 2. lim

4 ( ) 3 1 ( )x xf x f x→ →
= = 

− −
 

)ב.   ראו בסרטון. א.  (2 ) ( )
0 2

lim 1, lim 3
x x

f x f x
→ →

= =  6ג.  −

)ב.   ראו בסרטון. א.  (3 )
0

lim 1,
x

f x
→

=  ( )lim
x

f x
→

 −1ג.   

4) 4 

5)  

6)  

7) 1  

8) 1− 

ב.    א. אין גבול.  (9
1

6
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 גבול לפי הגדרה

 שאלות 

 :וחיהוכ ,על פי הגדרת הגבול ,6-1בשאלות 

1) 
2

8l 1 2m7i 4
x

x
→

=+ 2) 
4

2 0l 2im
x

x x
→

=+ 3) 
24

5l 1im
x

x
→

+ = 

4) 
4 4

1
l

1
im

2x x→
=

+
 5) 

2

22
1li

2
m

x

x x

x→ −
=

−
 6) il nim ss in

x
x




→
= 

 

: הגדרת הגבולעל פי , וחשב (7
21

1
lim

1x

x

x→

+

−
. 

 

 : 11-8את מקרים  על פי הגדרת הגבול וחיהוכ

8) 
22

3
lim 1

1x

x

x→

+
=

+
 9) 

7
lim 1

2x

x

x→

+
=

+
 

10) 
3 4

lim 2
2 1x

x

x→

−
= −

+
 11) 

2

2

3 1
lim 3

1x

x

x x→

−
=

+ +
 

 
 

)נתונה פונקציה (12 )f x   :המקיימת( )lim 5
x

f x
→

= −. 

0M כי קיים וחיהוכ  כך שעבור כל ,ממשי כלשהו  x M  מתקיים 

( ) 4f x  −. 

 

)נתונה פונקציה (13 )f x :המקיימת( )lim 5
x

f x
→

=
 

 . 

0Mכי קיים  וחיהוכ  כך שעבור כל ,ממשי כלשהו  x M  מתקיים 

( )2 16f x . 

 

 פונקציה ממשית וחיובית בתחום f נניח (14 ),a  המקיימת ( )lim 0
x

f x
→

=. 

)  שמתקיים וחיהוכ )lim 0
x

f x
→

=. 
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 נתון הגבול (15
2

2

2
lim 1

3 2x

x x

x x→

+
=

+ +
. 

0M ערך של ומצא , עבורו לכל x M הביטוי שבגבול קרוב לערך הגבול 

)- כך ש ,M  ובמילים אחרות, מצא) 0.1  עד כדי ):  0.1x M f x L  − ). 

 

)את הפונקציה   נגדיר (16 )
2      

1    /

x
f x

x


= 

− 
. 

 בהסתמך על הגדרת הגבול.זאת  וחיהאם הגבולות קיימים? הוכ

)א.  )lim
x

f x
→

)ב.     )
2.5

lim
x

f x
→

)ג.    )lim
x

f x
→

 

 

בהינתן הגבול  (17
1

2 4 1
lim

11 2x

x

x→

+
=

+
0  ו, מצא ,  כך שלכל  x 

1x  המקיים − השוויון-, אי 
2 4 1 1

11 2 100

x

x

+
− 

+
 מתקיים.  

 

 :יכואו הפר וחיהוכ (18

) אם . א ) ( )( )lim 0
x

f x g x
→

− ) אז ,= ) ( )( )2 2lim 0
x

f x g x
→

− =
 

. 

)אם  .ב ) ( )( )
0

lim 0
x x

f x g x
→

− )אז  ,= ) ( )( )
0

2 2lim 0
x x

f x g x
→

− =. 

)אם . ג )
0

lim
x x

f x L
→

)אז: הגבול , = )
0

lim
x x

f x
→

 . −Lאו  L-קיים ושווה ל 

)ת אם הגבולו  .ד ) ( )( )
0

lim
x x

f x g x
→

)-ו + )
0

lim
x x

f x
→

 קיימים,  

)אז גם הגבול  )
0

lim
x x

g x
→

 קיים. 

 

להוכיח כי   יש (19
2

1l
2

3
im

x

x

x→ +


+
 לפי ההגדרה. 

 

להוכיח כי   יש (20
4

1l
1

0
m

2

1
i

x

x

x→ +


+
 לפי ההגדרה. 

 

שאם  וחיהוכ (21
0

lim ( ) 3
x

f x
→

)שבה   0אז קיימת סביבה נקובה של  ,= ) 2f x  . 

  

1

פרק 4גבול של פונקציה

70

70



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

שאם  וחיהוכ (22
0

lim ( )
x x

f x L
→

,   אז קיימת סביבה נקובה של
0x  שבה( )f x L. 

 

 באים:עיפים הענו על הס (23

lim: וחיהוכ . א ( ) 0 lim ( ) 0
x c x c

f x f x
→ →

=  =. 

lim :האם נכונה גם הטענה  .ב ( ) lim ( )
x c x c

f x k f x k
→ →

=  =   ( 0)k . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

7)  
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 רציפות של פונקציה

 שאלות 

 שלהן,  1את רציפות הפונקציות ב"נקודת התפר"בדקו : 1-6בשאלות 
 גם את גרף הפונקציה: שרטטו  , 2-ו  1ובשאלות 

1) ( )
1 2

5 2

x x
f x

x x

+ 
= 

− 
 2) ( )

2

1

1

x x
f x

x x


= 


 

3) ( )

1
1

2 1 2

1 2

2 2

x
x

x xf x

x

x x




 −  = 
 =


− 

 4) ( )
2

sin 0

0 1

2 1 2

3 2

x x

x x
f x

x x

x x




 
= 

−  
 − 

 

5) ( )
1

sin 4
0

4 0x

x
x

xf x

e x




= 


+ 

 6) ( )
1

sin
0

2 0

1 0x

x
x

x

f x x

e x





= =

 + 


 

 

 : 6-3עבור כל אחת מהפונקציות בשאלות   (7
 . עבור כל נקודת אי רציפות מאיזה סוג היארשמו 

 . פונקציה בעלת נקודת אי רציפות מסוג שניהדגימו בנוסף, 
 

, על מנת שהפונקציות תהיינה k: מה צריך להיות הערך הקבוע של 8-11בשאלות 
 ?xרציפות לכל 

8) ( )
2 2 2

5 6 2

kx x x
f x

kx x

 + − 
= 

− 
 9) ( )

2 2 3
1

1

1

x x
x

f x x

k x

 + −


= −
 =

 

10) ( )

2 5 3
2

2

2

x
x

f x x

k x

 + −
 

=  −
 =

 11) ( )
2

2 0

0x

x k x
f x

x x

− 
= 


 

 . 'כלל לופיטל' בעזרתניתן לפתור רק  11הערה: שאלה  

 

 
 נקודת תפר היא הנקודה בה נוסחת הפונקציה משתנה.  1

1
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 ,b-ו a: מה צריכים להיות הערכים של הקבועים 21-51בשאלות 
 על מנת שהפונקציות תהיינה רציפות בתחום הגדרתן?

12) ( )

0

sin
0

2

cos

ax b x

x
f x x

x

a x x





+ 



=  




 

 

13) ( )

( )

23

2

1

1 1 1

1
4 1

1

a x x x

f x bx x x

x a a
x

a x




+  −


= + − −  


− + − 
 −

 

 

14) ( ) ( ) ( )

1

1

1

1

1

1 ln 1 0 1

2 2
0

2 4

x

x

x

x x

f x x x b x

a x

−








= − + +  

 −



 +

 

 

15) ( )

( )

1

1

2

1

2

1
1

1

1 2

1 2

x

x

x

e

f x ax b x

x x

−

−




 +


= +  

 − 



 

 .בעזרת 'כלל לופיטל'ניתן לפתור רק  15-14הערה: שאלות 

 

 :הוכיחו או הפריכו (16

 סכום שתי פונקציות לא רציפות הוא פונקציה לא רציפה.  . א

 הפרש שתי פונקציות לא רציפות הוא פונקציה לא רציפה.  .ב

 מכפלת שתי פונקציות לא רציפות היא פונקציה לא רציפה.   . ג

 מנתן של שתי פונקציות לא רציפות היא פונקציה לא רציפה.  .ד

 

1
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fלא רציפה. האם  g-רציפה ו f-ידוע ש (17 g+ ?רציפה 
 .זאת  וחיהוכ

 

)תהי  (18 )
1 1 4

2 1 4

x x
f x

x

 − + 
= 

+ 

. 

 שרטטו את גרף הפונקציה. . א

 מצאו את נקודות האי רציפות של הפונקציה ואת סוגן )במידה ויש(. .ב

תהי  . ג
1

( )g x x
x

= )ותהי  ,+ )f x  מוגדרת וחיובית לכלx. 

)האם ההרכבה   ( ))g f x  בהכרח רציפה לכלx? 

 

)פונקציה חסומה בקטע   fתהי  (19 )0,1. 

)הפונקציה המוגדרת בקטע   gתהי  )0, ), על ידי  2 )
( )

2

0 1

1 2

f x x
g x

x x

  
= 

 

. 

האם יתכן שהנקודה  . א
0 1x  . ו? נמקgרציפות סליקה של  -היא נקודת אי =

)חסומה בקטע  gהאם  .ב )0,  . ו? נמק2

 

:תהי  (20 (0, )f →   פונקציה שמקיימת( ) ( ) ( )f x y f x f y+ x,לכל   ,= y. 

0x-רציפה ב f-נניח ש =. 

 .xרציפה לכל  f-ש וחיהוכ

 

:תהי  (21 (0, )f →   פונקציה שמקיימת 
2

( ) ( ) ( )f x y f x f y+ x,לכל   ,= y. 

0x-רציפה ב f-נניח ש =. 

 .xרציפה לכל  f-ש וחיהוכ

 

)נתונה הפונקציה  (22 )
1

2
2

f x x x= −    . 

 :הוכיחו או הפריכו

 .x  חסומה לכל  f  הפונקציה . א

 .xרציפה לכל   fהפונקציה   .ב

 .  xמונוטונית לכל   fהפונקציה   . ג

 .xזוגית לכל  - זוגית או אי  fהפונקציה   .ד

  

1
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 ענו על הסעיפים הבאים: (23

)פונקציה   . א )f x  מקיימת( )f x x  לכלx. 

0x-שהפונקציה רציפה ב וחיהוכ =. 

)פונקציה   .ב )f x  מקיימת( ) sinf x x  לכלx. 

 שהפונקציה רציפה באינסוף נקודות שונות.  וחיהוכ

 

)הפונקציה   (24 )f x   רציפה לכלx. 

1xידוע כי עבור     ,( )f x  נתונה על ידי הנוסחה( )
( )sin

1

x
f x

x


=

−
. 

)מצאו את הנוסחה של  )f x  לכלx. 

 

)הפונקציות  (25 ) ( )3 2g x f x+ ו-( ) ( )2f x g x−  רציפות לכלx. 

)הוכיחו שהפונקציה  ) ( )f x g x−  רציפה לכלx. 

 

)תהי  (26 )f x  מוגדרת לכלx   ומקיימת( )
0

lim ( ) 1 ( ) 0
x

f x f x
→

− =  . 

)הוכיחו או הפריכו:    . א )
0

lim 0
x

f x
→

)או  = )
0

lim 1
x

f x
→

=. 

האם תשתנה תשובתך לסעיף א' אם נחליף את המילה 'מוגדרת' במילה  .ב
 ? 'רציפה'

 

 .xמוגדרת לכל  fתהי  (27
 הוכיחו או הפריכו את הטענות הבאות: 

)אם  . א )sinf x  רציפה לכלx,  אזf  רציפה לכלx. 

)אם  .ב )sin ( )f x  רציפה לכלx,  אזיf  רציפה לכלx. 

אם לכל  . ג
0x  מתקיים

0

lim ( ) 4
x x

f x
→

)אזי  ,= ) 4f x  .xלכל =

 ?xרציפה לכל  fאם ידוע בנוסף כי   ,כיצד תשתנה תשובתך
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 ענו על הסעיפים הבאים: (28

x,לכל  כי וחיהוכ . א y: 

1.    
1

min , ( ) | |
2

x y x y x y= + − − 

2.    
1

, ( ) | |
2

Max x y x y x y= + + − 

f,הוכיחו כי אם  .ב g  ות הבאות רציפות באז גם הפונקצי -רציפות ב-: 

1.  1( ) min ( ), ( )z x f x g x= 

2.  2 ( ) ( ), ( )z x Max f x g x= 
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 תשובות סופיות 

 רציפה. (1

 רציפה. (2

1xרציפה בנקודה   (3 2x, לא רציפה בנקודה = =. 

0,1xרציפה בנקודות  (4 2x, לא רציפה בנקודה = =. 

 לא רציפה.  (5

 לא רציפה.  (6

 . סליקה. 3  . סוג ראשון.4 . סליקה. 6 . סליקה. 5 (7

8) 1k =  

9) 4k =  

10) 
2

3
k = 

11) 1k = − 

12) 
1

0 , 
2

a b= = 

13) 1 , 2a b= 1a , 2או  = b= =. 

14) 1 12  , a e b e− −= − = 

15)  , 
3 3

e e
a b= = − 

 הוכחה.שאלת  (16

 הוכחה.שאלת  (17

 א.  (18

 
-  

 

5xהפונקציה רציפה לכל ב.    ג. לא.  יש אי רציפות מסוג ראשון. −5-ב .−

 ב. כן.   א. לא.  (19

 הוכחה.שאלת  (20

1
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 הוכחה.שאלת  (21

 ד. טענה לא נכונה. טענה לא נכונה.   ג. ב. טענה לא נכונה. א. טענה נכונה. (22

 הוכחה.שאלת  (23

24) ( )
( )

1

sin
1

1

1

x

x
f x x

x

x







− = −



=  
−

 =

 

 שאלת הוכחה. (25

 שאלת הוכחה. (26

 שאלת הוכחה. (27

 שאלת הוכחה. (28
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 משפט ערך הביניים

 שאלות 

 שלמשוואה יש לפחות פתרון אחד: הוכיחו  4-1בשאלות 

1) 3 4 1 0x x+ − = 

 

2) 2 lnx x= − 

 

3) 0.25sin 7x x− = 

 

4)  3 2 0x bx cx d+ + + = 

 
 שלמשוואה יש לפחות שני פתרונות: הוכיחו  6-5בשאלות 

5) 5 0xe x− = 

 

6) 3 1
4 5 0x x

x
+ − = 

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (7

), המקיימת:  xפונקציה רציפה לכל  fתהי  . א ) ( )0 1 , 1 2f f= =. 

)שלמשוואה הוכיחו  ) sin 4f x x x+  יש לפחות פתרון אחד. =

:תהי  .ב [ 4, 4]f →  פונקציה רציפה. −

2שלמשוואה הוכיחו  ( ) 1x f x+  יש לפחות פתרון אחד. =

 

 קטע, שאורכו אינו עולה על יחידה אחת, מצאו   (8

2בו למשוואה  1
10x

x
=  יש פתרון. −

 

)נגדיר   (9 ) 2 1

1
f x x

x
= +

−
 . 

)את חשבו  . א ) ( )0  ,  2f f. 

2האם ניתן להסיק לפי משפט ערך הביניים שלמשוואה  .ב 1
0

1
x

x
+ =

−
 

)יש פתרון בקטע   )0, 2? 
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f,תהיינה  (10 g פונקציות רציפות ב- ,a b   המקיימות( ) ( ) ( ) ( ),f a g a f b g b  

aשקיימת נקודה  הוכיחו  c b שבה( ) ( )f c g c=. 

 

]נתונה פונקציה רציפה בקטע סגור  (11 , ]a b .שהוא חלקי לתחום הגדרתה 

)-נניח ש )[ , ] [ , ]f a b a b. 

]כי קיימת נקודה הוכיחו  , ]c a b כך ש-( )f c c=. 

תנקודת כנ"ל נקראת " c נקודה בֶׁ  " של הפונקציה.שֶׁ
 

[0,1]:נתונה פונקציה רציפה  (12 [0,1]f →  . 

)1.5-כך ש c[0,1]קיימת נקודה כי הוכיחו  )f c c=. 
 

f[0,1]:פונקציה רציפה נתונה  (13 (0)המקיימת    → (1)f f=. 

)-כך ש c[0,0.5]כי קיימת נקודה הוכיחו  . א ) ( 0.5)f c f c= + . 

,כי קיימות נקודות הוכיחו  .ב [0,1]c d  כך ש -( ) ( )f c f d=. 
 

,0]:נתונה פונקציה רציפה  (14 2]f (0)המקיימת    → (2) (1)f f f  . 

כי קיימים הוכיחו 
1 2, [0,2]c c   כך ש-

1 2( ) ( )f c f c= . 

 

f[0,8]:פונקציה רציפה נתונה  (15 (0)המקיימת    → (8)f f= . 

1כי קיימות נקודות הוכיחו  2 3 4, , , [0,8]c c c c  כך ש - 

. 1 2 3 4( ) ( ), ( ) ( )f c f c f c f c= =   

 

)שהפונקציה הוכיחו  (16 ) sinf x x x=  .היא על  +

 

)שהפונקציה הוכיחו  (17 ) sinf x x x=   היא על. 

 

f:תהי  (18  .2פונקציה רציפה ומחזורית עם מחזור  →

0xשקיים הוכיחו   0-כך ש 0( ) ( )f x f x+ =. 

 

10יהיו  (19 ,..., 1na a   1קבועים המקיימים ... 1na a+ + =. 

|1הוכיחו כי למשוואה   | ... | |
2

n

n
x a x a− + + −  יש לפחות פתרון אחד. =
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 על הסעיפים הבאים:ענו  (20

f:תהי  . א  פונקציה חח"ע ורציפה. →

 עולה ממש או יורדת ממש.fכי  הוכיחו 

:תהי  .ב [0, )f →  .פונקציה חח"ע ועל 

 .-לא רציפה בfכי  הוכיחו 

 

:תהי  (21 [ 1,1]f →  פונקציה רציפה. −

)שעבורם   ,x כי קיימים אינסוף ערכים שלהוכיחו  ) sinf x x=. 

 

), מהצורה  זוגיתפולינום ממעלה  Pיהי  (22 ) 1

1 0

n n

nP x x a x a−

−= + + +, 

ונניח כי  
0 0a . 

 ממשיים, שונים זה מזה.פחות שני שורשים לישנם  P-כי ל הוכיחו 

 

f,יהיו (23 g  :פונקציות רציפות המקיימות 

lim ( ) , lim ( ) , lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x k f x k g x k g x k
→ →− → →−

= = − = − 0כאשר   ,= k . 

)כי קיים לפחות פתרון אחד למשוואה הוכיחו  ) ( )f x g x=. 

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (24

)פונקציה רציפה בקטע   fתהי  . א ),a b 1, ותהיינה, , nx x   1)כאשרn  )

)-נקודות כלשהן ב ),a b. 

)בקטע    cשקיימת נקודה  הוכיחו  ),a bכך ש , -

( ) ( ) ( )( )1

1
nf c f x f x

n
= + +. 

)פונקציה רציפה בקטע   fתהי  .ב ),a b. 

)האם לכל  ),c a b,  1ניתן למצוא נקודות, , nx x,שונות זו מזו , 

1nכאשר  , כך ש -( ) ( ) ( )( )1

1
nf c f x f x

n
= + +? 

 .זאת הוכיחו 

 

)פונקציה רציפה בקטע פתוח   f תהי (25 , )a b. 

lim  נניח כי: ( ) , lim ( )
x a x b

f x f x
+ −→ →

= − = . 

)כי תמונת הקטע  והרא , )a b  היא. 
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f:תהי  (26 (0)המקיימת   ,פונקציה רציפה → 1, (1) 4f f= − =. 

תהי  [0,1] | ( ) 0S x f x=  =. 

 לא ריקה.  S-שהוכיחו  . א

 .שנסמנו   ,יש חסם עליון S שלקבוצההוכיחו  .ב

[0,1)כי  הוכיחו  . ג . 

)כי  הוכיחו  .ד ) 0f  =. 

 

תהי  (27 : ,f a b )- רציפה, כך ש → ) ( )f a f b=. 

שקיימים הוכיחו 
1 2a x x b   כך ש ,-( ) ( )1 2f x f x= . 

 

)תהי  (28 )z x  רציפה בקטע  פונקציה ,a b    0ויהי 1r . 

)בקטע, עבורו מתקיים   cהוכיחו שיש  ) ( ) ( )(1 )z c rz a r z b= + −. 

 

 :יפים הבאיםענו על הסע (29

sinהוכיחו כי למשוואה   . א cos sin2A x B x C x+  יש פתרון. =

)תהי  .ב )f x  רציפה לכלx   (4)המקיימת 2 (2), (0) 0f f f . 

2)  -כך ש cהוכיחו שקיים  ) 2 ( )f c f c= . 

)תהי  . ג )f x  רציפה לכלx   (0)המקיימת 1, (1) 2f f= =. 

  -כך ש aהוכיחו שקיים 
1

( )f a
a

= . 

 

 .xמוגדרת לכל  fה  פונקצי (30
 התכונה הבאה:את לפונקציה יש 

 כל ערך ממשי מתקבל על ידי הפונקציה בדיוק פעמיים. 
 הוכיחו כי הפונקציה אינה יכולה להיות רציפה. 

 

 

 

 סופיות תשובות 

8)  0.1,1 

)א.  (9 ) ( )0 1 , 2 5f f= −  ב. לא.   =

 הן שאלות הוכחה. 30-10ושאלות   7-1שאלות 

 ooL.co.ilGאתר  ל בסרטוני וידאו היכנסולתשובות מלאות 
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 תכונות נוספות של פונקציות רציפות 

 שאלות 

 . ו זאתחיהוכו ,בכל סעיף האם הטענה נכונה או לא נכונה וקבע (1

קיימת פונקציה המוגדרת בקטע   0,1,  :שהיא 

 חח"ע, אבל לא מונוטונית.  . א

 מונוטונית, אבל לא רציפה.  .ב

 מונוטונית, אבל לא חסומה.  . ג

 חסומה, אבל לא רציפה. .ד

 רציפה, אבל לא חסומה.  .ה

 הופכת מחיובית לשלילית מבלי לעבור דרך האפס.  .ו

 מקבלת מקסימום ומינימום אבל לא רציפה.  .ז

 רציפה אבל לא מקבלת מקסימום.  .ח

 שתמונתה אינו קטע.  ,חסומה . ט

 רציפה, שתמונתה אינה קטע.  .י

 אבל בעלת התכונה,  אינה רציפה בקטע זה, . יא

שתמונת הקטע   0,1  על ידי ,f .היא קטע , 

 

]:תהי  (2 , ]f a b )המקיימת   ,פונקציה רציפה → ) 0f x ,  לכל[ , ]x a b. 

0שקיים הוכיחו  , כך ש-( )f x ,  לכל[ , ]x a b. 

 

,0]:תהי  (3 )f  limנניח כי  , ופונקציה רציפה → ( )
x

f x
→

 קיים. 

 חסומה.  f-שהוכיחו 

 

,יהיו  (4 :f g נתון שלכל שתי נקודות   פונקציות רציפות. →
1 2,x x, 

1המקיימות   2x x,   1קיימת נקודה 3 2x x x  , 3שעבורה 3( ) ( )f x g x=. 

)כי  הוכיחו  ) ( )f x g x=,  לכל x. 

 

[0,1]:תהי  (5 (0,1)f  פונקציה על. →

 .[0,1]-לא רציפה ב f-שהוכיחו 

 

f:תהי  (6 )2שמקיימת   ,פונקציה רציפה → ) ( )f x f x=,  לכלx. 

 פונקציה קבועה.  f-שהוכיחו 
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f:תהי  (7 )שמקיימת   ,פונקציה רציפה → ) ( ) ( )f x y f x f y+ = +, 

x,לכל  y. 

)כי  הוכיחו  ) (1)f x f x=,   לכלx. 

 

)תהי  (8 )f x  מוגדרת בקטע  הפונקציה( , )a b, ונניח שקיים קבוע ממשי K , 

  ,כך שלכל שתי נקודות
1x  2-וx,   בקטע( , )a b,  ליפשיץתנאי מתקיים : 

       1 2 1 2| ( ) ( ) | | |f x f x K x x−  −  

)כי  הוכיחו  )f x   רציפה בקטע( , )a b. 
 להוכיח בשתי דרכים שונות.  ו* נס

 

 שלכל פולינום ממעלה זוגית יש נקודת מינימום מוחלט. הוכיחו  (9
 באריכות: 

אז קיימת נקודה  ,פולינום ממעלה זוגית fשאם הוכיחו 
0x , 

)0-כך ש ) ( )f x f x,   לכלx. 

 

 :וחיב הוכ-א וסעיפים ב (10

 קיימת סדרה של רציונליים שמתכנסת אליו.  ,שלכל מספר ממשי . א

 רציונליים שמתכנסת אליו. -קיימת סדרה של אי ,שלכל מספר ממשי .ב

תהי  . ג
1

( )
0

x
f x

x


= 


 .xשהפונקציה לא רציפה בכל נקודה  הוכיחו  .

 ה.ל  יכ  יר  נקראת פונקציית ד  זאת  הערה: פונקציה  

 

 :יכואו הפרהוכיחו  (11

) אם . א )f x רציפה בנקודה c ,אז | ( ) |f x   רציפה בנקודהc. 

| אם .ב ( ) |f x  רציפה בנקודהc ,אז ( )f x רציפה בנקודה  c. 
 

 :וחיהוכ 13-12בשאלות 

 חסומה.  f, בה  0x, אז קיימת סביבה של 0x-רציפה ב fאם  (12

 

), ואם 0x-רציפה ב fאם  (13 )0 0f x   0, אז קיימת סביבה שלx שבה ,( ) 0f x . 
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,יהיו  (14 :f g )פונקציות רציפות המקיימות   → ) ( )f a g a, 
 ממשי מסוים.  a  עבור
)שבה   ,a שקיימת סביבה של והרא ) ( )f x g x. 

 
 הערה 

 תרגיל זה מכיל בתוכו גם את הטענה הבאה:

f:תהי  )פונקציה רציפה המקיימת   → ) 0f a , ר  עבוa .ממשי מסוים 

)שבה  ,a שקיימת סביבה של והרא ) 0f x  . 

)פשוט לקחנו   ) 0g x =. 

 בסעיף האחרון.  ',משפט ערך הביניים'בטענה זו נשתמש בשאלה האחרונה תחת הנושא 
 

)הוכיחו כי אם הפונקציה  (15 )f x רציפה בנקודה  a  אזי הפונקציה ,( )g x, 

המוגדרת על ידי  

( )

( ) ( ) | ( ) |

( )

c f x c

g x f x f x c

c f x c

−  −


= 
 

 a, גם רציפה בנקודה 

 מספר חיובי כלשהו(. c)כאשר 

 

נתונה הפונקציה  (16
1

1
1

( )

1x

x
x

f x x

e e x− −

−


= 
 − 

 . 

)1את   והפיכה בתחום הגדרתה. אם כן, מצא fהאם  קובד )f x−. 

 

]:הוכיחו כי אם   (17 , ]f a b )- רציפה ו → ) 0f x   לכל[ , ]x a b   0אז ישc  כך ש-

( )f x c  לכל[ , ]x a b . 

 

f,הוכיחו כי אם   (18 g אז גם הפונקציה  -רציפות ב ( ) min ( ), ( )z x f x g x= רציפה ב-. 

,הערה: יש להוכיח לפי ההגדרה )בלשון   .) 
 זה. בנושא הראשון בפרק   28השוו לשאלה 

 

 תשובות סופיות 

16) 
( )

1

1

1
1 0

1( )

ln 0

x
xf x

x e x

−

−


−   += 

− + 

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 שיטת החצייה

 שאלות 

3נתונה המשוואה  (1 22 2 0x x x− − + . בעזרת שיטת החצייה בקטע  = 2,3−, 

 איטרציות.  6שורש מקורב של המשוואה על ידי  ומצא
 מהו קירוב השורש?

 

3נתונה המשוואה:   (2 2 0x x− − =. 

 , המכיל שורש של המשוואה.1  עולה עלקטע שאורכו לא   ומצא . א

כמה איטרציות של שיטת החצייה יש לבצע, כדי למצוא קירוב של השורש   .ב
 ?0.001 בדיוק של

 .0.001 חשבו את השורש שמצאתם בדיוק של . ג

 

 תרגיל נוסף.הערה: בסרטון ההסבר של שיטת החצייה יש 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0.07 

א.  (2 1, 1.520xג.    10  ב. 2 = 
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 , גזירות של פונקציההגדרת הנגזרת 

 שימו לב

מי שלא למדו ל .הספר ביתכפי שנלמד ב ,פונקציות לפי נוסחאות גזירהיש לדעת גזירת בפרק זה 
 לכאן. לחזור אחר כך  ורקאת הנושא, ללמוד  לפרק הבא,כדאי לעבור קודם  זאת

 

 * תשאלו

 את הנגזרת של הפונקציה הנתונה על פי ההגדרה: וחשב 6-1בשאלות 

)את  וחשב (7 )' 0f,  אם נתון כי( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 44f x x x x x x= − − − −. 

 

)את  וחשב (8 )' 0f,  אם נתון כי( ) ( ) 22 1 1f x x x x x= + + +. 

 

)את  וחשב (9 )' 0f,  אם נתון כי( ) ( )f x x z x=    כאשר( ) ( )
0

0 1 , lim 4
x

z z x
→

= =. 

 

)נתונה הפונקציה:   (10 )
( )

3

2

1 0

1 0

x x
f x

x x

 − 
= 

− + 

. 

 .הפונקציה רציפהאת כל הנקודות בהן   ומצא . א

1xעל פי הגדרת הנגזרת האם הפונקציה הנתונה גזירה בנקודה  ובדק .ב =. 
 האם קיים משיק בנקודה זו ? 

 

:  נתונה הפונקציה (11
1

sin 0
( )

0 0

nx x
f x x

x




= 
 =

 (n )טבעי . 

0xה  הפונקציה גזירה בנקוד nעבור אילו ערכים של   . א =? 

0x  הפונקציה גזירה ברציפות בנקודה nעבור אילו ערכים של   .ב =? 
 
 

 

 ___________ ___ 
 בכלל לופיטל. חל איסור להשתמש* בפרק זה 

1) ( ) 2 4 1f x x x= + + 2) ( )
1

1
f x

x
=

+
 3) ( ) sin 4f x x= 

4) ( ) xf x e= 5) ( ) lnf x x= 6) ( ) 10f x x= + 

1
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: נתונה הפונקציה (12
1

arctan 0
( )

0 0

nx x
f x x

x




= 
 =

  (n )טבעי . 

0xהפונקציה גזירה בנקודה   nעבור אילו ערכים של   . א =? 

0xהפונקציה גזירה ברציפות בנקודה   nעבור אילו ערכים של   .ב =? 

 

 :םאת הגבולות הבאי ובחש (13

 . א
0

ln(4 ) ln 4
lim
x

x

x→

+ −
 .ב                    

1

0
lim

x

x

e e

x

+

→

−
 

 

גזירה בנקודה   fנתון כי   (14
0x.  כי  הוכח: 

 . א
0

0
0

0

( ) ( )
'( ) lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−
  

 .ב
0

2 2
2 0 0

0 0 0 0

0

( ) ( )
2 ( ) '( ) lim

x x

x f x x f x
x f x x f x

x x→

−
− =

−
  

 

 אי זוגית.   f'כי   וחיגזירה וזוגית. הוכ fנתון כי   (15

 

]-פונקציה המוגדרת בנתונה  (16 , ]a b   ומקיימת לכל,x y ב-[ , ]a b: 
2| ( ) ( ) | | |f x f y x y−  −. 

]-גזירה ב fכי   וחיהוכ , ]a b את נגזרתה. ווחשב 

 

:  נתונה הפונקציה (17
2

3
( )

x x
f x

x x

 
= 


. 

)'את  וחשב )f x .על פי ההגדרה 

 

:  נתונה הפונקציה (18
2( 1)

( )
0

x x
f x

x

 − 
= 


. 

)'את  וחשב )f x .על פי ההגדרה 

 

)5נתונה הפונקציה  (19 ) sinf x x= . 

)'את  וחשב . א )f x. 

)'את כל הנקודות עבורן    ומצא .ב ) 0f x =. 
 

 ___________________________ 
  בכלל לופיטל. חל איסור להשתמש* בפרק זה 
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 :יכואו הפר וחיהוכ (20

-גזירה ב  hאם  . א
0x ו -g אינה גזירה ב-

0x, אזf g h= -אינה גזירה ב  +
0x . 

-אינה גזירה ב hאם  .ב
0x  ו -g אינה גזירה ב-

0x, אזf g h= -אינה גזירה ב +
0x. 

-אינה גזירה ב hאם  . ג
0x ו-g אינה גזירה ב-

0x,   אזf g h=  אינה גזירה ב-
0x  . 

-גזירה ב  hאם  .ד
0x ו -g אינה גזירה ב-

0x, אזf g h=   אינה גזירה ב-
0x . 

 

 :יכואו הפר וחיהוכ (21

אז  ,גזירה fאם  . א
1

lim ( ) '( )
n

n f x f x f x
n→

  
+ − =  

  
. 

אם הגבול  .ב
1

lim ( )
n

n f x f x
n→

  
+ −  

  
 גזירה. f אז , קיים וסופי 

 

 :יכואו הפר וחיהוכ (22

)-גזירה ב  fאם  . א ),a b ו -lim ( )
x a

f x
+→

= ,   אזlim '( )
x a

f x
+→

= . 

)-גזירה ב  fאם  .ב ),a b ו -lim '( )
x a

f x
+→

= ,   אזlim ( )
x a

f x
+→

= . 

 

)נתון כי   (23 )f x 4-רציפה בx , ומקיימת  =
4

( ) 10( 4)
lim 0

4x

f x x

x



→

− − −
=

−
. 

4x-גזירה ב f-ש וחיהוכ  .f(4)'את  ווחשב ,=

 

0x פונקציה רציפה בסביבת הנקודה fתהי  (24 מקיימת ה =
0

( )
lim 0
x

f x

x→
=. 

(0)כי   וחיהוכ . א 0f =. 

0x-גזירה ב fכי   וחיהוכ .ב (0)'-ו = 0f =. 

 

(0)  , ונתון כיפונקציה גזירה על כל הישר fתהי  (25 0f f(0)'-ו = k= . 

כי    וחיהוכ
1

lim
x

x f k
x→

 
= 

 
. 

 

f:תהי  (26  .0xפונקציה גזירה בנקודה   →

אם  . א
0( ) 0f x , שגם  וחיהוכ| |f גזירה ב-

0x. 

)0אם  .ב ) 0f x |שייתכן כי   והרא ,= |f 0-גזירה בx  .וייתכן שלא 
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,תהיינה  (27 :f g פונקציות גזירות בנקודה  →
0x. 

נגדיר   ( ) max ( ), ( )h x f x g x=  לכלx. 

0שאם  והרא 0( ) ( )f x g x, אז h גזירה ב-
0x. 

 

 . -פונקציה זוגית ב fתהי  (28

), אז 0- גזירה ב fכי אם  וחיהוכ )' 0 0f =. 
 

 בשתי דרכים שונות.  והערה: פתר

 

:נתונה פונקציה  (29 (0, )f  )המקיימת   → ) ( ) ( )f xy f x f y= +, 

,לכל  (0, )x y . 

1xגזירה בנקודה   fנתון כי   =. 

(1)כי   וחיהוכ . א 0f )-ו  = ) ( )
x

f f x f y
y

 
= − 

 
 . 

0xושלכל  ,גזירה fכי   והרא .ב , 
'(1)

'( )
f

f x
x

=. 

 

פונקציה גזירה המקיימת   fנתון כי   (30
( ) ( )

2 2

x y f x f y
f

+ + 
= 

 
. 

 פונקציה לינארית.  f-ש וחיהוכ

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (31

 את הטענה הבאה: וחיהוכ . א

אז  ,0x-גזירה ב  fאם 
( )0 0

0

( )
'( ) lim

n

n
n

f x a f x
f x

a→

+ −
= 

0naלכל סדרה  →. 

f:תהי  .ב 0פונקציה גזירה בנקודה   → 1x (1)- ו ,= 1f =. 

 אז ,kשאם  והרא

( )1 2
( 1)

lim (1 ) (1 ) ... (1 ) (1)
2

k
n n n

n

k k
n f f f k f

→

+
 + + + + + + − = . 

את הגבול  וחשב . ג
1 2 10

lim ... 10n n n

n
n e e e

→

 
+ + + − 

 
. 
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 על הסעיפים הבאים: וענ (32

שפונקציית דיריכלה  וחיהוכ . א
1

( )
0

x
D x

x


= 


 לא גזירה בכל מקום. 

)2שהפונקציה  וחיהוכ .ב ) ( 1) ( )f x x D x= 1xבנקודה רקגזירה  − =. 

 

)פונקציה   (33 )f x  2מקיימת( )f x x  לכלx. 

0x-שהפונקציה גזירה ב וחיהוכ =. 

 

)פונקציה   (34 )f x  2מקיימת( ) sinf x x  לכלx. 

 שהפונקציה גזירה באינסוף נקודות שונות.  וחיהוכ

 

-פונקציה גזירה ב fתהי  (35
0x. 

0כי   וחיהוכ . א 0
0

0

( ) ( )
'( ) lim

2h

f x h f x h
f x

h→

+ − −
=. 

 ,שהגבול בסעיף א' קייםבאופן , fדוגמה של פונקציה רציפה  נות .ב

)'0אך  )f x .אינו קיים 

)'0באמצעות   ועיהב . ג )f x  0את הגבול 0

0

( 2 ) ( 3 )
lim
h

f x h f x h

h→

− − +
. 

 

 .0x-פונקציה גזירה פעמיים ב fתהי  (36

0כי   וחיהוכ . א 0 0
0 20

( ) 2 ( ) ( )
''( ) lim

h

f x h f x f x h
f x

h→

+ − + −
=. 

 ,באופן שהגבול בסעיף א' קיים ,fדוגמה של פונקציה  נות .ב

)''0אך  )f x .אינו קיים 

 
 . 'כלל לופיטללמידת הנושא 'את סעיף א' רק אחרי   והערה: פתר

 

)נתון כי   (37 )f x  רציפה בנקודהx a=פונקציה חדשה   נגדיר, ו( ) ( ) ( )z x x a f x= − . 
 :יכואו הפר וחיהוכ

)הפונקציה   . א )z x  גזירה בנקודהx a=. 

)' .ב )z x רציפה ב-  x a=. 

 

)  -ו c  -גזירה ב f -נניח ש (38 ) 0f c = . 

 : וחיהוכ

)'אם  . א ) 0f c )אז   = )f x גזירה ב-  c   . 

) אם .ב )f x גזירה ב-  c אז '( ) 0f c =. 
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f,יהיו   (39 g פונקציות גזירות ב - c    ונניח כי( ) ( )f c g c=. 

)הוכיחו כי   . א ) ( )f x g x− גזירה ב- c   אם ורק אם'( ) '( )f c g c=. 

הוכיחו כי   .ב 1( ) min ( ), ( )z x f x g x= גזירה ב- c   אם ורק אם'( ) '( )f c g c=. 

הוכיחו כי   . ג 2 ( ) ( ), ( )z x Max f x g x= גזירה ב- c   אם ורק אם'( ) '( )f c g c=. 

 

) -נניח ש (40 )f x גזירה ב -c ו-f  רציפה ב- c . 

 . c -גזירה ב fכי   וחיהוכ
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 תשובות סופיות 

1) ( )' 2 4f x x= + 2) ( )
( )

2

1

1
f x

x
= −

+
 3) ( )' 4 cos 4f x x= 

4) ( )' xf x e= 5) ( )
1

f x
x

= 6) ( )
1

2 10
f x

x
=

+
 

7) !44 8) 2 9) 4 

1x  ב. לא גזירה בנקודה .x א. רציפה לכל (10  . קיים משיק אנכי בנקודה .=

1nא.  (11     .2בn  

1nא.  (12     .1בn  

 א. (13
1

4
 e  ב.  

 .הוכחהשאלת  (14

 .הוכחהשאלת  (15

’שאלת הוכחה.  (16 0f = 

0x- הפונקציה גזירה רק ב (17 (0)' :ומתקיים , = 0f =. 

1x- הפונקציה גזירה רק ב (18 (1)' :ומתקיים  , = 0f =. 

א.  (19

4

4

5sin cos 2 (2 1)

'( ) 0

5sin cos (2 1) (2 2)

x x n x n

f x x n

x x n x n

 



 

   +


= =

− +   +

ב.    
2

x n


= 

 .הוכחהשאלת  (20

 .הוכחהשאלת  (21

 .הוכחהשאלת  (22

 ה.שאלת הוכח (23

 ה.שאלת הוכח (24

 ה.שאלת הוכח (25

 ה.שאלת הוכח (26

 ה.שאלת הוכח (27

 ה.שאלת הוכח (28

 ה.שאלת הוכח (29

 ה.הוכחשאלת  (30

 55ג.  ה.שאלת הוכחב.  ה.שאלת הוכחא.  (31

 ה.שאלת הוכח (32

1
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 ה.שאלת הוכח (33

 ה.שאלת הוכח (34

)ב.   ה.שאלת הוכחא.  (35 )f x x=   .ג( )05 'f x− 

)ב.   ה.שאלת הוכחא.  (36 ) ( )

1 0

sgn 0 0

1 0

x

f x x x

x

− 


= = =
 

 

 ה.שאלת הוכח (37

 ה.שאלת הוכח (38

 ה.שאלת הוכח (39

 ה.שאלת הוכח (40

 

 

 

 www.GooL.co.ilאתר מלאים בווידאו היכנסו ללפתרונות  
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 צדדיות-נגזרות חד

 שאלות

שלה   שתי דרכים שונות לבדיקת גזירות של פונקציה מפוצלת בנקודות התפר ותאר (1
 )נקודה שבה מתחלפת נוסחת הפונקציה(. 

)  בפונקציה  והשתמש )
2

3

8    2

12   2

x x x
f x

x x

 + 
= 

+ 
 על מנת להדגים שתי שיטות אלה.  

 . אלהלהשתמש בכל אחת משיטות יש מתי  ור יבנוסף, הסב 
 

 . ובכל דרך שתבחר ,חום הגדרתןבת גזירות הפונקציות   ו אתבדק  9-2 בשאלות 

 . נוסחה עבור הנגזרת של כל אחת מהפונקציות מו בנוסף, רש

2) ( )
2

3

4 2

14 2

x x x
f x

x x

 − 
= 

− 
 3) ( )

2

3

5 2

14 2

x x x
f x

x x

 − 
= 

− 
 

4) ( )
2

3

8 2

12 2

x x x
f x

x x

 + 
= 

+ 
 5) ( )

( )
2

ln 1 2 0.5 0

2 0

x x
f x

x x x

 + −  
= 

+ 

 

6) ( ) 2 4 1f x x= + − 7) ( ) 23 1f x x x x= + + 

8) ( )
1

sin 0

0 0

x x
f x x

x




= 
 

 9) ( )
2 1
sin 0

0 0

x x
f x x

x




= 
 

 

 

0xגזירה פעמיים בנקודה   5האם הפונקציה משאלה   קובד (10 =. 
 

)נתונה הפונקציה   (11 )

3 1 1

1
1

x x

f x
a x

x

 +  −


= 
+  −



. 

1xהפונקציה רציפה בנקודה   a  עבור איזה ערך של הקבוע .א = −? 

על פי הגדרת הנגזרת האם   ושקיבלת בסעיף א', בדק  a- עבור ערך ה .ב
1xהפונקציה הנתונה גזירה בנקודה    = − . 

 האם קיים משיק בנקודה זו? 
 

 

 ___________________________ 
 בכלל לופיטל.  חל איסור להשתמש* בפרק זה 
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הפונקציה הבאה גזירה בנקודת   b- ו aעבור אלו ערכים של הקבועים   ומצא (12

)התפר:   )
3ln      0

    

x x e
f x

ax b x e

  
= 

+ 
. 

 נוסחה עבור הנגזרת.  מועבור ערכים אלו, רש
 

בנקודת  הגזיר   ההבא ההפונקצי b- ו  aערכים של הקבועים  אלועבור    ומצא  (13

)  :התפר )
          0 1

     1

xe x
f x

ax b x

  
= 

+ 
. 

 נוסחה עבור הנגזרת.  מועבור ערכים אלו, רש

 

:  נתונה הפונקציה (14
2 1
sin 4 0

( )

0

x x x
f x x

px q x


+ 

= 
 + 

. 

 : הנתונההפונקציה   q  -ו pעבור אילו ערכים של הקבועים    וקבע
 . א. רציפה.     ב. גזירה

 

4  :עבור הפונקציה ,f(0)'את   וחשב (15 3( ) sin(10 ) 1f x x x x= − + −. 

 

  :נתונה הפונקציה (16
| cos |

( )
0

x x
f x

x

 
= 


. 

 ממשי.  x  שהפונקציה לא גזירה לכל וח יהוכ 
 

 תזכורת )הערך השלם( 

]  פונקציית הערך השלם ]x מספר ממשי  מחזירה לכל  x הגדול ביותר מספר השלםאת ה , 

[4.1]  :)מעגלת כלפי מטה(. למשל x- שקטן או שווה ל 4 , [ 4.1] 5= − = −. 

 

)נתונה הפונקציה   (17 ) [ ] [ ]f x x x= − −. 

)'את   וחשב )f x. 

 

)נתונה הפונקציה   (18 ) [ ]sin( )f x x x=. 

)'את   וחשב )f x על פי ההגדרה. 

 

)נתונה הפונקציה   (19 )( ) [ ] 1 cos( )f x x x= −. 

)'את   וחשב )f x. 
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)היא פונקציה המקיימת  fשאם   וח יהוכ  (20 ) 2f x x   לכלx, 

0x- גזירה ב  fאז  =. 

 

- פונקציה רציפה ב fתהי   (21
0 0x =. 

)כי הפונקציה   וח יהוכ  ) ( )z x x f x= גזירה ב -
0 0x )אם ורק אם   = )0 0f =. 

 

שתי פונקציות המוגדרות בסביבה מלאה של  g- ו fיהיו   (22
0x . 

 : יכואו הפר וח יהוכ 

0אם  .א 0( ) ( )f x g x= 0- ו 0

' '( ) ( )f x g x− +=, 

0המוגדרת על ידי   ,zאז הפונקציה  

0

( )
( )

( )

f x x x
z x

g x x x


= 


- גזירה ב, 

0x. 

f:אם  .ב - לא גזירה ב →
0x ו -:g  ,- גזירה ב →

gאז  f איננה גזירה ב -. 

  מוגדרת בסביבה מלאה שלfוהפונקציה  0x- גזירה מימין ב  gאם  .ג

0( )g x 0- וגזירה מימין ב( )g x  אזי ,f g גזירה מימין ב -
0x. 

 
 הערה: אין קשר בין הסעיפים. 

 

 .- פונקציות המוגדרות ב g- ו f  תהיינה (23

x  ולכל , - היא פונקציה רציפה ב g- נתון ש y 

  מתקיים
( ) ( )

2

f x f y x y
g

x y

− + 
=  

−  
. 

)'ממשי מתקיים   xושלכל   ,- גזירה ב  f  כי  וח יהוכ  ) ( )f x g x=. 
 

נתונה הפונקציה   (24

1
1

( )

arctan 1
4

x
x

x
f x

x x


−


= 
 − 


. 

 .fאת רציפות וגזירות וקבד .א

)1את   והפיכה בתחום הגדרתה. אם כן, מצא  f  האם  וקבד .ב )f x−. 
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 תשובות סופיות 

1) ( )
2

2 8 2
'

3 2

x x
f x

x x

+ 
= 


 

2) ( )
2

2 4 2
'

3 2

x x
f x

x x

− 
= 


 

3) ( )
2

2 5 2
'

3 2

x x
f x

x x

− 
= 


 

4) ( )
2

2 8 2
'

3 2

x x
f x

x x

+ 
= 


 

5) ( )
2

0.5 0
' 1 2

2 2 0

x
f x x

x x


−  

= +
 + 

 

6) ( ) ( ) ( ) ( )' 4 1 , ' 4 1f x x f x x=  = −  

7) ( ) ( ) ( ) ( )' 8 0 , ' 4 0f x x x f x x x=  =  

8) ( )
1 1 1

sin cos 0

0 0

x
f x x x x

x


− 

= 
 

 

9) ( )
1 1

2 sin cos 0

0 0

x x
f x x x

x


− 

= 
 

 

0xגזירה פעמיים בנקודה   לא (10 =. 

1a א. (11  ב. לא גזירה. לא קיים משיק.   =

12) ( )

23
ln      0

' 3 / 2
3

    

x x e
x

f x a e b

x e
e


 

= = = −
 


 

13) ( )
          0 1

' 0
     1

xe x
f x a e b

e x

  
= = =


 

0qא.  (14 ,0ב.         = 4q p= = 

15) 10− 

 . הוכחהשאלת  (16

17) 
0

'( )
undefined

x
f x

x


= 


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18) 
[ ]cos( )

'( )
undefined

x x x
f x

x

  
= 


 

19) ( )

 sin

' 0 , even

undefined , odd

x x x

f x x x

x x

 


= 
 


 

 

 www.GooL.co.ilאתר היכנסו ל 20-23לפתרונות מלאים בווידאו של שאלות 

1xוגזירה לכל   x  רציפה לכל א.  (24 .  .1ב

1
1 0

1
( )

3
tan 0

4 4

x
x

f x

x x
 

−


−   +

= 
  −   

  
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 7 - חישוב נגזרת של פונקציה

תוכן העניינים

1. כללי הגזירה  י (ללא ספר)

2. תרגול בכללי הגזירה י 100

3. תרגילים נוספים לפי סוגים י 104

4. גזירה סתומה י 107

5. כלל השרשרת י 109

6. גזירה לוגריתמית י 112
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 תרגול בכללי הגזירה

 שאלות 

 :(רק את הנגזרת הראשונה  ומצא 72-35 שאלותבאת הפונקציות הבאות )  פעמיים  ורגז

1) 
2 2 4

( )
2

x x
f x

x

+ +
=  2) 

2 5 6
( )

2 10

x x
f x

x

− +
=

+
  3) 

2

2

2
( )

( 1)

x
f x

x
=

+
  

4) 
3

2
( )

4

x
f x

x
=

−
  5) 

3

2
( )

( 1)

x
f x

x
=

+
  6) 

3
1

( )
1

x
f x

x

+ 
=  

− 
  

7) 
ln

( )
x

f x
x

=  8) 
ln

( )
x

f x
x

=  9) ( ) lnf x x x=   

10) 2( ) lnf x x x=   11) 
1

( ) ln
2

f x
x

=
−

  12) 2( ) ln 2ln 32f x x x= + −  

13) 2

2

1
( ) ln

ln
f x x

x
= +  14) 

1

( ) xf x e=  15) 
1

( ) ( 2) xf x x e= +   

16) 
22( ) xf x x e−=   17) 3 2( )f x x=  18) 3 2( ) 1f x x= −  

19) 3 2( ) (1 )f x x x= −  20) 3( ) sin( )f x x=  21) 4( ) cos( )f x x=  

22) 3( ) sinf x x=  23) 2( ) tan( )f x x=  24) 2( ) ln(cos )f x x=  

25) ( ) arcsin(2 3)f x x= +  26) 2( ) arctan( )f x x=  27) ( )
sin

( ) 1
x

f x x= +  

28) ( )( ) sin
x

f x x=  29) ( )
ln

( ) cos
x

f x x=  30) ln xy x= 

31) xy x= 32) xy x= 33) 
1

x

y x
x

 
= + 
 

 

34) ( )2 1
x

y x= + 35) ( )
( )1

1
x

y x
+

= +  

 

 ן. נציג שתי דרכי פתרון. מומלץ לצפות בשתיה 29- ו 28בשאלות  הערה:
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 תשובות סופיות 

1) 
2

2 3

2 8 4
'( ) , ''( )

4

x
f x f x

x x

−
= = 

2) 
2

2 3

2 20 62 448
'( ) , ''( )

(2 10) (2 10)

x x
f x f x

x x

+ −
= =

+ +
 

3) 
3 4

4 4(1 2 )
'( ) , ''( )

( 1) ( 1)

x x
f x f x

x x

−
= =

+ +
 

4) 
2 2 2

2 2 2 3

( 12) 4 (2 24)
'( ) , ''( )

( 4) ( 4)

x x x x
f x f x

x x

−  +
= =

− −
 

5) 
2

3 4

( 3) 6
'( ) , ''( )

( 1) ( 1)

x x x
f x f x

x x

+
= =

+ +
 

6) 
2

4 5

6( 1) ( 1)( 3)
'( ) , ''( ) 12

( 1) ( 1)

x x x
f x f x

x x

+ + +
=− =

− −
 

7) 
2 3

1 ln 2ln 3
'( ) , ''( )

x x
f x f x

x x

− −
= = 

8) 
1.5 2.5

2 ln 3ln 8
'( ) , ''( )

2 4

x x
f x f x

x x

− −
= = 

9) 
1

'( ) ln 1, ''( )f x x f x
x

= + = 

10) '( ) (2 ln 1), ''( ) 2 ln 3f x x x f x x= + = + 

11) 
2

1 1
'( ) , ''( )

2(2 ) (4 2 )
f x f x

x x
= =

− −
 

12) 
2

2 2ln
'( ) (ln 1), ''( )

x
f x x f x

x x

−
= + = 

13) 
4 5 4

3 2 4

2 ln ) 1 2 (ln ) (ln ) (ln ) 3
'( ) , ''( )

(ln ) (ln )

x x x x
f x f x

x x x x

   ( − − − −
= = −   

   
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14) 
1 1

2 4

1 1 2
'( ) , ''( )x x

x
f x e f x e

x x

+   
=  − =   

   
 

15) 
1 12

2 4

2 5 2
'( ) , ''( )x x

x x x
f x e f x e

x x

 − − + 
= =   

  
 

16) 
2 22 22 2'( ) (1 4 ), ''( ) 4 (3 4 )x xf x e x f x xe x− −= − = − − 

17) 
3 3 4

2 2
'( ) , ''( )

3 9
f x f x

x x
= = −

 
 

18) 

2

2 5/32 23

1
1

2 2 3'( ) , ''( )
3 ( 1)3 ( 1)

x
x

f x f x
xx

− −

= = 
−−

 

19) 
3 3 4

2 5 2 1 5
'( ) , ''( )

93

x x
f x f x

x x

− +
= = −  

20) 3 2 4 3 3'( ) cos( ) 3 , ''( ) 9 sin( ) 6 cos( )f x x x f x x x x x=  = − +  

21) 4 3 6 4 2 4'( ) sin( ) 4 , ''( ) 16 cos( ) 12 sin( )f x x x f x x x x x= −  = − −  

22) 2 2 3'( ) 3sin cos , ''( ) 6sin cos 3sinf x x x f x x x x=  = − 

23) 
2 2 2 2 2

2 2 4 2

2 2 cos ( ) 8 cos( )sin( )
'( ) , ''( )

cos ( ) cos ( )

x x x x x
f x f x

x x

 −
= = 

24) ( )
2

2 2

2 2

4
'( ) tan( ) 2 , ''( ) 2 tan( )

cos ( )

x
f x x x f x x

x

−
=  − = − 

25) 
( )

( )

( )( )
1.52 2

4 2 31
'( ) 2 , ''( )

1 2 3 1 2 3

x
f x f x

x x

+
=  =

− + − +

 

26) 
( )

4

24 4

2 2 6
'( ) , ''( )

1 1

x x
f x f x

x x

−
= =

+ +
 

27) 
sinsin'( ) cos ln( 1)

1

xxf x x x x
x

 
=  + + 

+ 
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28) ( ) ( )'( ) sin ln(sin ) cot
x

f x x x x x= +  

29) ( )
ln ln(cos )

'( ) cos tan ln
x x

f x x x x
x

 
=  −  

 
 

30) ln 2ln
' x x

y x
x

 
=  

 
 

31) ( )
1

2

' 1 lnxy x x
−

= − 

32) 
1 ln

' 1
2

x x
y x

x

 
=  + 

 
 

33) 
2

1 1 1 1 1 1
' ln

2 1 2

x

y x x x
x x xx x

x
x

 
 

     = +  + + −      
      

+ 
 

 

34) ( ) ( )2 2

2

1
' 1 1 ln 1 2

1

x

y x x x x
x

 
= +  + +   

+ 
 

35) ( )
( )

( )
1

' 1 ln 1 1
x

y x x
+

= + + +   
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 תרגילים נוספים לפי סוגים

 שאלות 

 ית חזקה י הנגזרת של פונקצ

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (1

) . א ) 3f x x= ב. ( ) 7f x x= ג . ( ) 2f x x= 

) .ד ) 1f x x=  ה. ( ) 3f x x−= ו. ( ) 1f x x−= 

) .ז )
1

2f x x= ח. ( )
1

3
f x x= ט . ( )

3

4f x x= 

 

 הנגזרת של קבוע כפול פונקציה 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (2

) . א ) 32f x x= ב. ( ) 73f x x= ג . ( ) 41

2
f x x= 

) .ד )
6

7

x
f x ) .ה = ) 18f x x= ו. ( ) 23f x x−= 

) .ז )
4

f x
x

) .ח = )
1

26f x x= ט . ( )

2

3

3

x
f x = 

 

 הנגזרת של קבוע

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (3

) . א ) 12f x ) .ב = )
7

8
f x = 

 

 הנגזרת של סכום והפרש

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (4

) . א ) 3 22 3 5f x x x x= + − ) .ב + )
3

41 3 2

4 6 4 5

x x
f x x= − + −  
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 הנגזרת של פונקציה חזקה מורכבת 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (5

) . א ) ( )
3

5 2f x x= ) .ב − ) ( )
5

3 6f x x= ) . ג + ) ( )
2

23f x x x= − 

) .ד )
( )

3
5

4

x
f x

−
) .ה = )

( )
4

2 1

3

x
f x

+
=  

 

 הנגזרת של אחד חלקי איקס 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (6

) . א )
3

f x
x

) .ב = )
2

f x
x

) . ג = ) 2

1
f x

x
) .ד = ) 3

3
f x

x
= 

) .ה ) 2

1

3
f x

x x
=

−
) .ו  )

2

3
f x

x
=

−
) .ז  )

6

5
f x

x
=

+
 

 

 הנגזרת של מכפלה 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (7

) . א ) ( ) ( )5 1 3f x x x= + − 

) .ב ) ( ) ( )
3

5 1 3f x x x= + − 

) . ג ) ( )
43 6f x x x= − 

 

 הנגזרת של מנה 

 הפונקציות הבאות: את גזרו  (8

) . א )
3 1

1 2

x
f x

x

−
=

+
) .ב  )

2 1

5 12

x
f x

x

+
=

−
) . ג  )

2

2

1

3

x
f x

x

−
=

+
 

) .ד )
2 8

1

x
f x

x

+
=

−
) .ה  )

1
f x

x
) .ו  = ) 3

3
f x

x
= 

 

 הנגזרת של שורש

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (9

) . א )f x x= ב. ( ) 4 1f x x= ) . ג + ) 3 1f x x= − 

) .ד ) ( )3 1f x x x= ) .ה + ) 2 3f x x x= ) .ו + )
3x

f x
x

+
= 
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 תשובות סופיות 

1)  

) . א ) 2' 3f x x= ב. ( ) 6' 7f x x= ג . ( )' 2f x x= 

) .ד )' 1f x ) .ה = ) 4' 3f x x−= ו. ( ) 2

1
'f x

x
= − 

) .ז )
1

'
2

f x
x

) .ח = )
3 2

1
'

3
f x

x
) . ט = )

1

4
3

'
4

f x x
−

= 

2)  

) . א ) 2' 6f x x= ב. ( ) 6' 21f x x= ג . ( ) 3' 2f x x= 

) .ד )
56

'
7

x
f x ) .ה = )' 8f x ) .ו = ) 3

6
'f x

x
= − 

) .ז ) 2

4
'f x

x
= ) .ח − )

3
'f x

x
) . ט = )

3

2
'

9
f x

x
= 

 0ב.     0א.  (3

) א. (4 ) 2' 3 4 3f x x x= + )ב.    − )
2

3 3
'

2 4

x
f x x= − + 

)א.  (5 ) ( )
2

' 15 5f x x x= )ב.    − ) ( )
4

2 3' 15 6f x x x= + 

)ג.  ) ( )( )2' 6 1 2f x x x x= − )ד.   − ) ( )
23

' 5
4

f x x= − )ה.  − )
( )

3
8 1

'
3

x
f x

+
= 

)א.  (6 ) 2

3
'f x

x
= )ב.   − ) 2

2
'f x

x
)ג.   = ) 3

2
'f x

x
= )ד.        − ) 4

9
'f x

x
= − 

)ה.  )
( )

2
2

2 3
'

3

x
f x

x x

−
= −

−
)ו.   )

( )
2

2
'

3
f x

x
=

−
)ז.    )

( )
2

6
'

3
f x

x
= −

+
 

)א.  (7 )' 10 14f x x= )ב.   − ) ( ) ( )
2

' 5 1 20 44f x x x= + − 

)ג.  ) ( ) ( )
32' 6 18 7f x x x x= − − 

)א.  (8 )
( )

2

5
'

1 2
f x

x
=

+
)ב.    )

( )

2

2

5 24 5
'

5 12

x x
f x

x

− −
=

−
)ג.   )

( )
2

2

8
'

3

x
f x

x
=

+
 

)ד.   )
( )( )

( )
2

4 2
'

1

x x
f x

x

− +
=

−
)ה.   ) 2

1
'f x

x
= )ו.  − ) 4

9
'f x

x
= − 

)א.  (9 )
1

'
2

f x
x

)ב.   = )
2

'
1

f x
x

=
+

)ג.    )
2

3

3
'

2 1

x
f x

x
=

−
 

)ד.   )
9 1

'
2

x
f x

x

+
)ה.  = )

( )5 12
'

2 3

x x
f x

x

+
=

+
)ו.     )

3
'

2

x
f x

x x

−
= 

1
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 גזירה סתומה 

 שאלות 

2את הפונקציה הסתומה גזרו  (1 5 1 1x y+ − =. 

 

24lnאת הפונקציה הסתומה גזרו  (2 10lnx y y+ =. 

 

xאת הפונקציה הסתומה גזרו  (3 y xy+ =. 

 

נתונה הפונקציה הסתומה הבאה  (4
2 4 2 3 sin( 2 ) 4 1y xe x y y x y− + = − + +. 

 .(1,2)בנקודה  y'חשבו את 

 

3נתונה הפונקציה הסתומה הבאה  (5 2 2 34 cos ( ) ln( 1) lnx y xy x y e+ + = + +. 

0yבנקודה בה   y'חשבו את  =. 

 

10yxאת הפונקציה הסתומה גזרו  (6 xy− =. 

 

1yאת הפונקציה הסתומה גזרו  (7 xx y− =. 

 

3נתונה פונקציה סתומה  (8 2 0xy y x x− + − =. 

1yבנקודה בה   nyאת ערך  מצאו   = . 

 

2נתון עקום שמשוואתו  (9 yyx e x+ = . 

1xהראו שעבור   . א  אחד ויחיד ומצאו אותו. yקיים ערך  =

1xבנקודה בה   y''חשבו את  .ב =. 

 

)נתון כי המשוואה  (10 ) 31 2 4 2yh y x x e y− + = + +, 

)מגדירה את   )y y x=  כפונקציה סתומה שלx . 

)נתון כי   )h y .גזירה ברציפות ויורדת 

)הוכיחו כי   )y x .יורדת חזק 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 4

4

2
5 1 0, '

5 1

x
y y

y

−
−  =

−
 

2) 

4

10
2 0, '

10
2

xy y
y

y
y

−

−  =

−

 

3) 
1 2

0, 1, '
2 1

y y
x x y

x x

−
  = 

−
 

4) (1,2)

14
'

11
y = − 

5) (1,0)' 1y = 

6) ln 0, '
ln

y

y

y

y
y x

xx x x y
x x x

− 

 −  =
 −

 

7) 
ln

ln 0, '

ln

y x

y x

y x

y
x y y

x xx x y y
xy

x x y
y

−  + 

−   =

− 

 

8) 1− 

(1,0)ב.  (9

9
''

8
y = − 

 .הוכחהשאלת  (10

1
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 כלל השרשרת

 שאלות 

)נתונה פונקציה  (1 )f x  המקיימת ,( )' 4 10f =. 

)נגדיר פונקציה חדשה:  ) ( )2g x f x=. 

)את  וחשב )' 2g. 

 
 הבאים: פיםי ענו על הסע (2

)נתונה פונקציה  . א )f x.  נגדיר פונקציה חדשה

1
( ) (4 1)z x f f x

x

 
= − + 

 
. 

)'את וחשב  )z x. 

)נתונה פונקציה  .ב )f x   (1)המקיימת 2, '(1)f f e= =.   

)נגדיר פונקציה חדשה   )
( )

2

2

1
( ) ln

ln
z x f x

f x
= +. 

)'את  וחשב )z e. 

 

נתונה הפונקציה  (3
( )
( )

2 1
( )

f x
g x

f x

−
= . 

(10)ידוע כי   '(10) 4f f= =. 

 . g(100)'  וחשב
 

נתונה הפונקציה  (4

2

1
4

( )
1

f
x

g x

f
x

 
+ 

 =
 
 
 

 . 

(1)ידוע כי   1 , '(1) 4f f= =. 

 . g(1)'  וחשב
  

1
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נתונה הפונקציה  (5
( )

( )

2 ln
( )

ln 1

f x
g x

f x
=

+
 . 

(0)ידוע כי   2 , '(0) 1f f= =. 

 . g(1)'  וחשב
 

נתונה הפונקציה  (6
( )10 4 1

( )
4

1

f x
g x

f
x

+
=

 
+ 

 

 . 

(4)ידוע כי   1 , '(4) 2f f= =. 

 . g(1)'  וחשב
 

נתונה הפונקציה  (7
( )
( )

7 24

4
( )

f x
g x

f x
= . 

(1)ידוע כי   1 , '(1) 4f f= =. 

 . g(1)'  וחשב
 

 הבאים: פיםי ענו על הסע (8
זוגית -שהנגזרת של פונקציה זוגית היא פונקציה אי וחיהוכ . א

 היא פונקציה זוגית. זוגית -והנגזרת של פונקציה אי 

)הפונקציה  .ב )f xהאם הפונקציה  וקבד זוגית.-היא אי''''( )f x 
 זוגית. -היא זוגית או אי

)הפונקציה   . ג )f x  זוגית נגדיר  -אי( )
4

( ) ( )g x f x= . 

)'האם הפונקציה   וקבע )g x  זוגית. - זוגית או אי 

 ידוע שנגזרת של פונקציה היא זוגית.  .ד
 זוגית? -שהפונקציה היא אי האם ניתן לקבוע
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 תשובות סופיות 

1) 40 

א.  (2
2

1 1
'( ) ' '(4 1) 4z x f f x

x x

  
= − − +   

  
ב.   

3
'( ) 3

4
z e = 

3) 
17

80
 

4) 36 

5) 
8

9
 

6) 44 

7) 2− 

 .לאד.  זוגית. -איג.  זוגית. -איב.  (8

1
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 גזירה לוגריתמית 

 שאלות 

 : הבאותאת הפונקציות  ורגז

1) ( )
7

104
10 1

2 1
1

x
y x

x

−
=  +

+
 

 

2) ( )
2

4 10 1
x

y x= + 

 

3) 
( ) ( )

( ) ( )

3 4
2 5 6

7 8 9 10

x
x x

y
x x

+
+  +

=
+  +

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 
1 1 7 1 1 1

' 10 2
4 10 1 10 2 1 4 1

y y
x x x

 
=  +  − − + + 

 

2) ( ) ( )
2

1

4
1 1

' 10 1 2 ln 2 ln 10 1 10 2
4 10 1

x

x xy x x
x

   
= +    + +     +  

 

3) ( ) ( )
1 1 1 1

' 3 ln 2 3 4 5 7 9
2 5 6 7 8 9 10

y y x x
x x x x

 
=  + + + +  −  −  + + + + 

  

1
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 משיקה

 שאלות 

 את שיפוע הפונקציהמצאו   (1

) . א ) 32 7f x x x= ), בנקודה  − )2, 2. 

) .ב ) 2

1

3
f x

x
=

−
2x, בנקודה   = −. 

 

)נתונה הפונקציה  (2 )f x ax=  0, כאשרa . 

המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה 
1

2
x  .1, הוא בעל שיפוע =

 .aאת הקבוע מצאו  

  

2הישר   (3 3 3y x− )משיק לגרף הפונקציה  = ) 3h x x= . 

 את נקודת ההשקה. מצאו  

 

)לפונקציה שיפוע המשיק  (4 ) 2 13 3x x bf x a − −=  ), בנקודה  +  .21ln3, הוא 1,15(

 . b-ו aאת ערכי הפרמטרים  מצאו  

 

)שיפוע המשיק לפונקציה  (5 )
2ln

ln

x a
f x

x b

+
=

+
, בנקודה  

1
, 1

e

 
− 

 
, הוא 

3

e
. 

 . b-ו aאת ערכי הפרמטרים  מצאו  

 

5ישיק הישר  kלאילו ערכי  (6 6y x= − , לגרף הפונקציה +

( ) 3 22 4f x x x x k= − − +? 

 את נקודת ההשקה. מצאו כזה  kלכל ערך  

 

)נתונה הפונקציה  (7 ) 2 4 5f x x x= − + . 

3xאת גרף הפונקציה ואת המשיקים לגרף בנקודות  ושרטט . א 1x-ו = =. 

 שיוצר כל אחד מהמשיקים בסעיף א',את הזווית  וחשב .ב
 .x-עם הכיוון החיובי של ציר ה

  

1
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)נתונה הפונקציה  (8 )
22 1

2

x
f x

x

+
=

−
 . 

 45ר זווית של צאת הנקודות על גרף הפונקציה, שהמשיק דרכן יומצאו  
 .x-עם הכיוון החיובי של ציר ה

 

)נתונה הפונקציה  (9 ) 3 22 5f x x x= − + . 

של הנקודות, שהמשיק דרכן לגרף הפונקציה יוצר זווית   x-את שיעורי המצאו  
 .x-עם הכיוון החיובי של ציר ה 135של 

 

)פונקציה   (10 )f x ומקיימת   0-גזירה ברציפות ב( )0 0f =. 

ידוע שבראשית הצירים הזווית בין המשיק לגרף הפונקציה לבין הכיוון 
 .30היא  x-החיובי של ציר ה

את הגבול  וחשב
( )

0
lim
x

f x

x→
. 

 

)את הזווית שיוצר המשיק לגרף הפונקציה מצאו   (11 )
2

3 2 3f x x x= = 

1x, בנקודות x-עם הכיוון החיובי של ציר ה 0x-ו = =. 

 

 תשובות סופיות 

 4ב.    17א.  (1

2) 2a = 

3) ( )1,3 

4) 2, 1a b= = − 

5) 2, 2a b= = − 

6kלערך  (6 1x, בנקודה  = ; לערך =
158

27
k  , בנקודה=

1

3
x =. 

63.43ב.   א. ראו באתר. (7 , 116.56 =  =  

8) 5, 1x x= = − 

9) 
1

1,
3

x x= = 

10) 
1

3
 

11) 33.69 , 90 =  =  

1
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 בעיות משיקים 

 שאלות

4yהישר   (1 x b= )משיק לגרף הפונקציה   + ) 2

2
3f x

x
= +. 

 ואת נקודת ההשקה.  bאת  מצאו 

 

3yהישר   (2 x=   משיק לגרף הפונקציה( )f x x x b= +. 

 ואת נקודת ההשקה.  bאת  מצאו 

 

הישר   (3
1

2
y ax= )משיק לגרף הפונקציה   + )

2
g x

x c
=

+
0xבנקודה    =  . 

 .c- ו aאת  מצאו 

 

yהישר   (4 x b= )משיק לגרף הפונקציה   + ) xf x e=. 

 ואת נקודת ההשקה.  bאת  מצאו 

 

)את משוואת המשיק לגרף הפונקציה  מצאו  (5 ) lnf x x=   בנקודהx e=. 

 

 ההשקה, ואת משוואת המשיק לגרף העקומה, את נקודת  מצאו  7-6בשאלות 
 העובר דרך הנקודה הנתונה: 

6) ( ) 22, 3 , 2 1y x x− = − + 

 

7) ( )3,1 , y x− = 

 

2y  את משוואת המשיקים המשותפים לפונקציותמצאו  (8 x= 21- ו
5

4
y x= − −. 

 

הפונקציות   (9
1

y
x

=
 

21- ו

2
y x k= −  משיקות זו לזו. +

 ואת נקודת ההשקה.  kאת  מצאו 

  

1
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 .xגזירה לכל   fנתון כי   (10

)2הוכיחו כי הפונקציה   .א ) (3 2)z x x f x=  .xגזירה לכל   −

2הישר   .ב 10 11y x= )משיק לגרף הפונקציה   + )z x   1בנקודהx = −. 

)את השיפוע של   ומצא )f x   5בנקודהx = −. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

)נקודת ההשקה היא   (1 4ומשוואת המשיק היא  −1,5( 9y x= +. 

)נקודת ההשקה היא  (2 4b  -ו 4,12( =. 

נקודת ההשקה היא   (3
1

0,
2

 
 
 

ומשוואת המשיק היא  
1 1

8 2
y x= − +. 

)נקודת ההשקה היא  (4 1yומשוואת המשיק היא   0,1( x= +. 

משוואת המשיק היא   (5
1

y x
e

=. 

6) ( ) ( )6 15 , 4,9 ; 2 1 , 0,1y x y x= − = − + 

)המשיק   (7 )
1 3

, 9,3
6 2

y x= + . 

8) 2 1 , 2 1y x y x= − = − − 

9) 1.5k ), נקודת ההשקה  = )1,1. 

 . 2השיפוע הוא   א. שאלת הוכחה.  (10

1
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 עם נוסחת המשיק בעיות משיקים 

 שאלות 

)את משוואת המשיק לפונקציה מצאו   (1 ) ( )
3

2 4 3f x x= 1x, בנקודה  + = −. 

 

)את משוואת המשיק לפונקציה מצאו   (2 ) 4 2f x x x=  .2, ששיפועו −

 

)את משוואת המשיק לגרף הפונקציה מצאו   (3 ) 3 1f x x= 0xבנקודה  , + =. 

 

)את משוואת המשיק לגרף הפונקציה מצאו   (4 )
3

2

3 1

2

x x
f x

x

+ −
=

−
, בנקודה  

1 1x =. 

 

)שיפוע המשיק לפונקציה  (5 )
2

3
f x

ax
=

+
2y, בנקודה    .−4, הוא =

 ואת משוואת המשיק.  aאת ערכו של הפרמטר מצאו  

 

)המשיקים לפונקציה  תואת משוואמצאו   (6 ) 3

1

3
f x

x
, היוצרים זווית של =

135 
 .x-עם הכיוון החיובי של ציר ה

 

)את משוואת המשיק לפונקציה מצאו   (7 )
4

1
f x

x
=

−
 .−2, ששיפועו 

 

)את משוואת המשיק לגרף הפונקציה מצאו   (8 )
2

3

2

x
f x

x x

−
=

− +
 , 

1בנקודה  2x =. 

 

)שיפוע המשיק לגרף הפונקציה  (9 )
1

a
f x

bx
=

−
), בנקודה    .−6, הוא 1,6(

 , ואת משוואת המשיק. b-ו aאת ערכי הפרמטרים  מצאו  

 

2נתונה הפונקציה  (10 3xy e ex= 2x, והעבירו לה משיק בנקודה + =. 
 את משוואת המשיק. מצאו  

1
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)את משוואת המשיק לפונקציה מצאו   (11 ) 2x xf x e xe−= 0x, בנקודה  + =. 

 

)את משוואות המשיקים לפונקציה מצאו   (12 ) ( ) 21 x xf x e e e= + − , 

yבנקודות החיתוך של הפונקציה עם הישר   e= . 

 

)לפונקציה   (13 )
2ln x

g x
x

2xהעבירו משיק בנקודה שבה   = e= . 

 את משוואת המשיק. מצאו  

 

)את משוואת המשיק לגרף הפונקציה מצאו   (14 )2ln 1y x x=  1x, בנקודה  + =

. 

 

)הגרפים של  (15 ) lnf x x= ו-( ) 1g x  , ברביע הראשון.Aנחתכים בנקודה  =

 העבירו משיק. Aבנקודה 
 ראשית הצירים.דרך  שהמשיק עובר  וחיאת משוואת המשיק והוכמצאו  

 

2את משואת המשיק למעגל  מצאו   (16 2 25x y+ ), בנקודה = )3, 4. 

 

את משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה צאו  מ (17
2xy y x xy+ − ), דרך הנקודה = )1,1. 

 

את משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה מצאו   (18
22 4 ln 1y xx y e x−+ = +, 

)דרך הנקודה   הנמצאת על גרף הפונקציה.  ,1,2(

 

את משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה מצאו   (19
2 2xy y x y xy+ + =, 

)דרך הנקודה   הנמצאת על גרף הפונקציה.  ,1,2(

 

את משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה מצאו   (20
2 2 1xye y y+ = −, 

)דרך הנקודה  )0,  הנמצאת על גרף הפונקציה.  ,2
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2נתונה הפונקציה הסתומה  (21 2yx y e xy x+  = +. 

0yאת הנקודות על גרף הפונקציה, בהן  מצאו   . א =. 

את משוואת הישרים המשיקים של גרף הפונקציה,  מצאו   .ב
 בסעיף א. נמצאובנקודות ש
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 תשובות סופיות 

1) 24 22y x= + 

2) 2 3y x= − 

3) 1y = 

4) 12 9y x= − + 

5) 2, 4 2a y x= = − − 

6) 
1 1

1 , 1
3 3

y x y x= − + = − − 

7) 2 8y x= − + 

8) 
11 30

16 16
y x= − 

9) 6, 2, 6 12a b y x= = = − + 

10) ( )4 42 3 3y e e x e= + − 

11) 3 1y x= + 

12) ( ) ( )2 2 , 1y e e x e y e x e= − + + = − + 

13) 
4 2

2 6
y x

e e
= − + 

14) ( )ln 2 1 1y x= + − 

15) 
1

y x
e

= 

16) 
3 25

4 4
y x= − + 

17) 
1 1

2 2
y x= + 

18) 
1 4

1
5 5

y x= + 

19) 
1 5

1
5 6

y x= + 

20) 
4

2
3

y x= + 

)א.  (21 ) ( )0,0 , yב. בראשית הצירים:  1,0 x= 1y, המשוואה השנייה: − x= − . 
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 הנורמל

 שאלות 

)את משוואת הישר, הנורמל לגרף הפונקציה מצאו   (1 ) 2 2f x x= −, 

)בנקודה  )3, 2. 

 

)את משוואת הנורמל לגרף הפונקציה מצאו   (2 ) 4f x x=המאונך לישר העובר , 

)דרך הנקודות  )-ו 5,0( )2, 4. 

 

)משוואת נורמל לגרף הפונקציה  (3 ) 3 22 1f x x x= −  , בנקודה מסוימת, +

4היא  6y x+ =. 
 את הנקודה.מצאו  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ת תשובות סופיו

1) 2 8y x= − + 

2) 
1 5

4 4
y x= − + 

3) ( )2,1 

1
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 זווית שבין שתי עקומות 

 שאלות 

)את הזווית בין הפונקציות  מצאו   (1 ) 2y f x x= )-ו = )
1

y g x
x

= =. 

 

2את הזווית בין המעגל מצאו   (2 2 8x y+ 2והפרבולה  = 2y x=  . 

 

2שהאליפסה  וחיהוכ (3 22 8x y+ 2וההיפרבולה  = 2 2x y− נחתכות בזווית  =
 ישרה. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 71.57 
2) 71.56 

 שאלת הוכחה. (3

1
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 דיפרנציאל שלם  –נוסחת הקירוב הלינארי 

 שאלות 

בקירוב, בעזרת נוסחת הקירוב הלינארית, את הגדלים הבאים:  וחשב (1

5, 8, 27 

 

 בקירוב, בעזרת נוסחת הקירוב הלינארית, את הגדלים הבאים: וחשב (2
3ln 2, 9 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
5 1

5 2.25, 8 2 , 27 5
6 5

  = 

2) 3 1
ln 2 1, 9 2

12
  
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 9 - כלל לופיטל

תוכן העניינים

1. גבול מהצורה אפס חלקי אפס ואינסוף חלקי אינסוף י 124

2. גבול מהצורה אפס כפול אינסוף י 127

3. גבול מהצורה אינסוף פחות אינסוף י 128

4. גבול מהצורה אחד בחזקת אינסוף י 129

5. מקרים בהם כלל לופיטל נכשל י 130
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 גבול מהצורה אפס חלקי אפס ואינסוף חלקי אינסוף

 שאלות 

גבולות מהצורה   
0

0
-ו 




 

 את הגבולות הבאים )ביטויים רציונאליים(:חשבו 

1) 
2

23

6
lim

9x

x x

x→

− −

−
 2) 

2

25

2 50
lim

2 3 35x

x

x x→−

−

+ −
 3) 

1
lim

1

n

x

x x

x→

−

−
 

 

 רציונאליים(:  -את הגבולות הבאים )ביטויים איחשבו 

4) 
3

3
lim

1 2x

x

x→

−

+ −
 5) 

4

2 1 5
lim

4x

x x

x→

+ − +

−
 6) 

2

3

7 4
lim

2 1x

x

x→

+ −

− −
 

7) 
3 2

1

2 1
lim

1x

x x

x→

− −

−
 8) 

3
1 1

lim
1x

x

x

→

− −

  

 

 חזקות(: את הגבולות הבאים )פונקציות חשבו 

9) 
0

1
lim

x

x

e

x→

−
 10) ( )

0
lim , 0

x x

x

a b
a b

x→

−
 

11) 
20

1
lim

x

x

e x

x→

− −
 12) 

2

30

2 2 2
lim

2

x

x

e x x

x→

− − −
 

 

 את הגבולות הבאים )פונקציות לוגריתמיות(: חשבו 

13) 
21

ln 1
lim

2 1x

x x

x x→

− +

− +
 14) 

2

2

2

1
ln

1
lim

1x

x

x

x

→

 +
 

−  15) 
( )2

0

ln 1
lim
x

x x

x→

+ +
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 את הגבולות הבאים )פונקציות טריגונומטריות(: חשבו 

16) 
0

tan
lim
x

x

x→
 17) 

( )2

20

sin
lim
x

ax

bx→
 18) 

( )

( )0

sin
lim

sinx

ax

bx→
 

19) 
30

sin
lim
x

x x

x→

−
 20) 

30

tan sin
lim
x

x x

x→

−
  

 

 משולבות(: את הגבולות הבאים )שאלות  חשבו 

21) 
0

1 sin cos
lim
x

x x

x→

+ −
 22) 

( )
40

1 cos 1 cos
lim
x

x

x→

− −
 

23) 
( )

30

sin 1
lim

x

x

e x x x

x→

− +
 24) 

( )2 2

40

sin sin
lim
x

x x

x→

−
 

25) 
( )2

40

ln cos
lim
x

x

x→
 26) 

( )
( )

2

20

arctan 3
lim

arcsin 4x

x x

x x→

+

−
 

27) lim tanh
x

x
→

 28) 
0

sin
lim

sinhx

x

x→
 

29) 
0

2cosh 2
lim

1 cos 2x

x

x→

−

−
 30) 

2

2

1
lim

2 3x

x

x x→

+

+ +
 

31) lim
x

x

e

x→
 32) 

ln 1
lim

xx

x x

e→

+ +
 

33) 
( )

2
ln 2ln 3

lim
x

x x

x→

+ −
 34) 

( )

( )0

ln sin

ln tan
lim
x

x

x+→
 

35) 
0

1

lim
x

xe

x−→
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 תשובות סופיות 

1) 
5

6
 2) 

20

17
 3) 1n− 4) 4 5) 

1

6
 

6) 
3

2
 7) 

5

6
 8) 

3

2
− 9) 1 10) ln

a

b
 

11) 
1

2
 12) 

1

6
 13) 

1

2
− 14) 2 15) 1 

16) 1 17) 
a

b
 18) 

a

b
 19) 

1

6
 20) 

1

2
 

21) 
1

2
 22) 

1

8
 23) 

1

3
 24) 

1

3
− 25) 

1

2
− 

26) 
3

4
− 27) 1 28) 1 29) 

2

3
 30) 

1

2
 

31) 
1

2
 32)  33) 0 34)  35) 0 
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 אפס כפול אינסוף גבול מהצורה

 0גבולות מהצורה  

 את הגבולות הבאים:חשבו 

1) 
1

lim x

x
e

x→
 2) 2lim x

x
x e−

→
 

3) 
1

lim ln
x

x
x→
 4) 

0
lim tan ln
x

x x
+→

 

5) ( )
0

lim 1 cos cot
x

x x
→

− 6) 
0

lim ln
x

x x
+→

 

7) ( ) ( )2

3
lim 9 ln 3
x

x x
+→

−  − 8) 
3

lim ln
3x

x
x

x→

+ 
  

− 
 

9) 
5

lim 1 1
x

x
x→

 
 + − 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות 

1)  2) 0 3) 0 4) 0 5) 0 

6) 0 7) 0 8) 6 9) 
5

2
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 אינסוף פחות אינסוף גבול מהצורה

 שאלות 

 −גבולות מהצורה  

 את הגבולות הבאים:חשבו 

1) 
0

1 1
lim

sinx x x→

 
− 

 
 

 

2) 
1

1 1
lim

ln 1x x x→

 
− 

− 
 

 

3) ( ) ( )
0

lim ln 3 ln sin5
x

x x
+→
 −  

 

4) 2lim 1
x

x x x
→

+ + − 

 

5) 2lim 1
x

x x x
→−

+ + + 

 

6) ( )6 66 5 6 5lim
x

x x x x
→

+ − − 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0 

2) 
1

2
 

3) 
3

ln
5

 

4) 
1

2
 

5) 
1

2
− 

6) 
1

3
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 אחד בחזקת אינסוף גבול מהצורה

 שאלות 

 0  ,0   ,1גבולות מהצורה:

 את הגבולות הבאים: וחשב

1) 
1

1

1
lim x

x
x −

→
 2) ( ) ( )

0
lim  , 0

x

x
ax a

+→
 3) ( )

2

2
lim 2 4

x

x
x

+

−

→
− 

4) 

2

2

2

1
lim

1

x

x

x

x→

 +
 

− 
 5) sin

0
lim x

x
x

→ +
 6) ( )

1

0
lim 1 tan 3 x

x
x

→
+ 

7) 
2

1

0

tan
lim

x

x

x

x→

 
 
 

 8) ( ) 4

1
2

0
lim cos x

x
x

→
 9) ( )

tan

0
lim sin

x

x
x

+→

 

10) tan

0
lim x

x
x

+→

 11) ( )
cot

0
lim 1

x

x
x

→
+ 12) ( )

tan

0
lim sin

x

x
x x

+→
+ 

13) ( )
2cot

2

0
lim 1

x

x
x

+→
+ 14) 

2

1

0

sin
lim

x

x

x

x→

 
 
 

 15)  
1

1
lim ln(1 ln )

x

x
x

−

−

→
− 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) e 2) 1 3) 1 4) 1 5) 2e 

6) 1 7) 3e 8) 1/3e 9) 1/2e− 10) 1 

11) 1 12) e 13) 1 14) e 15) 0 
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 מקרים בהם כלל לופיטל נכשל

 שאלות 

כל אחד מהגבולות הבאים הוא מן הסוג  
 
  

. 

 למרות כך, כלל לופיטל אינו ישים. ,מדוע וריזאת והסב והרא
 את הגבול.  וחשב ,לבסוף

1) 
2 1

lim
x

x

x→

+
 2) 

1

4 2 3

16 4
lim

2 2

x x

x xx

+

+ +→

+

+
 3) 

3 sin
lim

4 cosx

x x

x x→

+

+
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 2) 
1

4
 3) 

3

4
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פרק 10 - חקירת פונקציה

תוכן העניינים

1. מושגי יסוד י 131

2. חקירת פולינום י 132

3. חקירת פונקציה רציונלית י 133

4. חקירת פונקציה מעריכית י 137

5. חקירת פונקציה לוגריתמית י 140

6. חקירת פונקציה עם שורשים י 144

7. חקירת פונקציה לא גזירה - שורש וערך מוחלט י 145

8. חקירת פונקציה טריגונומטרית י 148

9. חקירת פונקציות טריגונומטריות הפוכות י 152

10. חקירת פונקציה – שאלות כלליות י 154

11. הוכחת אי שוויונות בעזרת חקירת פונקציה י 159
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 הערות 

 יש לחקור לפי השלבים הבאים: בפרק זהבשאלות החקירה  .1

 . תחום הגדרה ורציפות •

 .נקודות חיתוך עם הצירים •

 . זוגיות-זוגיות ואי  •

 . אסימפטוטות אנכיות, אופקיות ומשופעות •

 . תחומי עלייה וירידה •

  .נקודות קיצון •

 . תחומי קמירות וקעירות •

 .נקודות פיתול •

 . הפונקציהשרטוט סקיצה של גרף   •

יש האומרים על פונקציה קמורה שהיא קעורה כלפי מעלה ועל פונקציה  .2
 קעורה שהיא קעורה כלפי מטה. אלה מינוחים שמקובלים בדרך כלל בתיכון.

שכוללת   ,ם לומדים למצוא אסימפטוטה משופעתיברוב המוסדות האקדמי .3
בחלק   ,בתוכה גם את האפשרות לאסימפטוטה אופקית. יחד עם זאת

ולכן בכל חקירה אני מוצא גם  ,סדות לומדים רק אסימפטוטה אופקיתמהמו 
 אסימפטוטה משופעת וגם אופקית. צפו בפתרון רק בחלק ברלוונטי עבורכם.

בחלק מהחקירות אציין בשאלה שאין צורך לעבור על כל שלבי החקירה.  .4
 שימו לב לזה.

 . מכאןשניתן להוריד  ,Graphאני ממליץ על תוכנה חינמית בשם  .5
 תוכלו לשרטט כל פונקציה בקלות ולבדוק את תשובותיכם. הבעזרת
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 חקירת פולינום

 שאלות 

 חקור את הפונקציות הבאות חקירה מלאה: 

1) ( ) ( )
2

9f x x x= − 2) ( ) 4 32f x x x= − 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . 9-ו x :0-, עם ציר הy :0-. נקודות חיתוך עם ציר הx תחום הגדרה: כל (1

)נקודות קיצון: מינימום:  ), מקסימום: 9,0( )3,108. 

9תחום עלייה:  3x or x   :3, ירידה 9x . 

6xתחום קמירות:     :6, קעירותx . 

): נקודת פיתול )6,54. 

 . 2-ו x :0-, עם ציר הy :0-. נקודות חיתוך עם ציר הxתחום הגדרה: כל  (2

נקודות קיצון: מינימום: 
27

1.5,
16

− 
 
 

. 

1.5xתחום עלייה:    :1.5, ירידהx . 
0תחום קמירות:   1x or x   :0, קעירות 1x . 

)נקודות פיתול:  ) ( )0,0 , 1, 1−. 

 
 גרפים

1)  2)  
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 פונקציה רציונלית חקירת  

 שאלות 

 חקור את הפונקציות הבאות חקירה מלאה: 

1) ( ) 2

1x
f x

x

−
= 2) ( )

( )

2

2

2

1

x
f x

x
=

+
 

3) ( )
3

2 4

x
f x

x
=

−
 4) ( )

( )

3

2
1

x
f x

x
=

+
 

5) ( )
3

1

1

x
f x

x

+ 
=  

− 
 6) ( )

( )( )

2 1

2 5

x
f x

x x

−
=

− −
 

7) ( )
2

2

4 3

4

x x
f x

x

− +
=

−
 8) ( )

3 2

2 1

x x
f x

x

−
=

−
 

 

 הערות

פיתול   6בשאלה   .1 נקודת  למצוא  ממעלה    ,יש  משוואה  לפתור  למדת  אם  רק 
 שלישית. 

פיתול  7בשאלה   .2 נקודת  למצוא  משוואות    ,יש  לפתור  למדת  אם  בדרך  רק 
 רפסון.-. למשל, בשיטת ניוטוןנומרית

משופעת.    8בשאלה   .3 ולא  אופקית  אסימפטוטה  רק  גם מצאתי  למצוא  מומלץ 
אסימפטוטה משופעת. פונקציה כמעט זהה יש בסרטון ההסבר על אסימפטוטה  

1yמשופעת. בכל אופן מקבלים שם אסימפטוטה משופעת   x= −. 
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 תשובות סופיות 

0xכל לתחום הגדרה ורציפות:  (1 .  זוגית )כללית(. -זוגיות: לא זוגית ולא אי 
 .x :1-, עם ציר האין: y-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xאסימפטוטה אנכית: הישר   0yהישר  : ואופקית  , משופעת=  .-ב =

): קסימוםנקודות קיצון: מ נקודת פיתול:  .2,0.25(
2

3,
9

 
 
 

. 

0תחום עלייה:  2x   :2, ירידה 0x or x . 

3xתחום קמירות:     :0, קעירות 3 0x or x  . 

1xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2   זוגית )כללית(. -. זוגיות: לא זוגית ולא אי −
 .x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אנכית: הישר   = 2y, משופעת ואופקית: הישר  −  .-ב =

)נקודות קיצון: מינימום:  . נקודת פיתול:  0,0(
1 2

,
2 9

 
 
 

. 

1תחום עלייה:  0x or x −   :1, ירידה 0x−  . 

תחום קמירות:  
1

1 1
2

x or x − −    :קעירות ,
1

2
x . 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (3  (. סימטרית ביחס לראשיתזוגית ) -. זוגיות: אי 
 .x :0-ה, עם ציר y :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

,2  יםאסימפטוטה אנכית: הישר 2x x= − y: הישר , משופעת = x= ב - , 
 .איןאופקית:  

)נקודות קיצון: מינימום:  )12, 27− ), מקסימום: − )12, 27. 

12תחום עלייה:  12x or x −   :12, ירידה 2 12x−    . 

)נקודת פיתול:  )0,0. 

2תחום קמירות:   2 0x or x −    :2, קעירות 0 2x or x −  . 

1xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4   זוגית )כללית(. -. זוגיות: לא זוגית ולא אי −
 .x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אנכית: הישר   = 2y, משופעת: הישר − x=  ,-ב −
 , כי הפונקציה רציונלית, שבה מעלת המונה גדולה ממעלת המכנה. אופקית: אין

נקודות קיצון: מקסימום: 
27

3,
4

 
− − 
 

. 

3תחום עלייה:  1x or x −  3, ירידה:  − 1x−   −. 

)נקודת פיתול:  )0,0. 

0xתחום קמירות:     :1, קעירות 1 0x or x − −  . 
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1xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (5  זוגית )כללית(. -. זוגיות: לא זוגית ולא אי 
 .−x :1- , עם ציר ה−y :1-ציר ה נקודות חיתוך עם 

1xאסימפטוטה אנכית: הישר   1y, משופעת ואופקית: הישר  =  .-ב =
 נקודות קיצון: אין; הפונקציה יורדת בכל תחום הגדרתה.

)נקודות פיתול:  )
1

3, , 1,0
8

 
− − 
 

. 

1תחום קמירות:   & 3 1x x −   3, קעירות:  − 1 1x or x − −  . 

,2תחום הגדרה ורציפות: לכל  (6 5x x  :כללית. זוגיות . 

: y-נקודות חיתוך עם ציר ה 
1

10
y =  .x :1- , עם ציר ה−

,2  יםאסימפטוטה אנכית: הישר 5x x= 1y: הישר ואופקית , משופעת=  . -ב  =

)נקודות קיצון: מקסימום:  )2.78, ), מינימום: −3.88 )0.36, 0.11−. 

2תחום עלייה:  2.78 0.36 2x or x   , 

0.36ירידה:   2.78 5 5x or x or x    .  :נקודת פיתול( )1,0−. 

5תחום קמירות:   1 2x or x −    :1, קעירות 2 5x or x −  . 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (7   .זוגיות: כללית . 

: y-נקודות חיתוך עם ציר ה 
3

4
y = ,x :1- , עם ציר ה− 3x x= =. 

,2אסימפטוטה אנכית: הישרים   2x x= = 1y, משופעת ואופקית: הישר −  . -ב  =
 .למשוואה הריבועית שקיבלנו אין פתרוןאין; כי נקודות קיצון: 

 .הפונקציה עולה בכל תחום הגדרתהתחום עלייה: 

)נקודת פיתול:  )0.85, 0.09−. 

2תחום קמירות:   0.85 2x or x −    :2, קעירות 2 0.85x or x −  . 

,1תחום הגדרה ורציפות: לכל  (8 1x x  −. 
 .x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אופקית: אין, אנכית: הישר   = −. 

)נקודות קיצון: מקסימום:  )2, 4− ), מינימום: − )0,0. 

1תחום עלייה:  0 1 2x or x or x    1, ירידה:  − 0 2 1x or x−   −   −. 
 נקודת פיתול: אין. 

1תחום קמירות:   1 1x or x −    :1, קעירותx  −. 
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 גרפים

1)  2)  

 
 

3)  4)  

 
 

5)  6)  

  

7)  8)  
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 חקירת פונקציה מעריכית

 שאלות 

 חקירה מלאה: חקור את הפונקציות הבאות 

1) ( ) xf x x e= − 

 

2) ( )
1

xf x e= 

 

3) ( )
1

( ) 2 xf x x e= +  

 

4) ( )
22xf x x e−=  
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 תשובות סופיות 

 זוגיות: כללית.   .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1
 : אין )ראו בהרחבה בסרטון(. x- , עם ציר ה−y :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

yאסימפטוטה אנכית: אין, משופעת: הישר   x= ב-− בלבד. 

)נקודות קיצון: מקסימום:  )0, 0xתחום עלייה:        .−1  :0, ירידהx . 

 .x: קעורה לכל תחום קמירות  . אין נקודת פיתול:

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2 .   .זוגיות: כללית 
 : אין.x-, עם ציר האין :y-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0x: צדדית(-)חד אסימפטוטה אנכית 1y: הישר  ואופקית  , משופעת=  .-ב =
 . איןנקודות קיצון: 

 . הפונקציה יורדת בתחום הגדרתה :וירידה תחום עלייה 

)נקודת פיתול:  )20.5,e−−. 

0תחום קמירות:   0.5 0x or x −    :0.5, תחום קעירותx  −. 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (3 .   .זוגיות: כללית 
 .−x :2-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xצדדית(: -אסימפטוטה אנכית )חד 3y, משופעת: הישר  = x=  .-ב +

)נקודות קיצון: מקסימום:  אופקית: אין. )11,e−− :מינימום ,
1

22, 4e
 
 
 

. 

2תחום עלייה:  1x or x  0, ירידה:  − 2 1 0x or x  −  . 

)נקודת פיתול:  )2.50.4,1.6e−−. 

0תחום קמירות:   0.4 0x or x −    :0.4, תחום קעירותx  −. 

 . זוגית )סימטרית ביחס לראשית(-אי זוגיות:  .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4
 .x: 0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0y: הישר  )אופקית(  , משופעתאין אסימפטוטה אנכית:  .-ב =

נקודות קיצון: מקסימום: 
1

2
1 1

,
2 2

e
− 

 
 

, מינימום: 
1

2
1 1

,
2 2

e
− 

− − 
 

. 

תחום עלייה: 
1 1

2 2
x−    :ירידה ,

1 1

2 2
x or x  −. 

)ת פיתול: ונקוד ) 1.5 1.53 3 3 3
0,0 , , , ,

4 4 4 4
e e− −

   
− −      
   

. 

תחום קמירות:  
3 3

0
4 4

x or x −  ת:  , תחום קעירו

3 3
0

4 4
x or x −  . 
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 גרפים

1)  2)  

  

3)  4)  

  

 

1

פרק 10חקירת פונקציה

139

139



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 חקירת פונקציה לוגריתמית

 שאלות 

 חקור את הפונקציות הבאות חקירה מלאה: 

1) ( )
ln x

f x
x

= 

 

2) ( )
ln x

f x
x

= 

 

3) ( )
1

ln
2

f x
x

=
−

 

 

4) ( ) lnf x x x=  

 

5) ( ) 2ln 2 ln 3f x x x= + − 

 

6) ( ) 24ln 4 ln 3f x x x= − − 

 

7) ( ) 2

2

1
ln

ln
f x x

x
= + 

 

 הערה 

נומרית.   7בשאלה   בדרך  משוואות  לפתור  למדת  אם  רק  פיתול  נקודת  למצוא  יש 
 רפסון. -למשל, בשיטת ניוטון 
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 תשובות סופיות 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1 .   .זוגיות: כללית 
 .x :1-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xאסימפטוטה אנכית: הישר   0y, משופעת ואופקית: הישר  =  .-ב =

נקודות קיצון: מקסימום: 
1

,e
e

 
 
 

. 

0תחום עלייה:  x e   :ירידה ,x e. 

1.5נקודת פיתול: 

1.5

1.5
,e
e

 
 
 

. 

1.5xתחום קמירות:   e  :1.50, קעירות x e . 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2 .   .זוגיות: כללית 
 .x :1-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xצדדית(: הישר  -אסימפטוטה אנכית )חד = , 
0yמשופעת ואופקית: הישר    .-ב =

2נקודות קיצון: מקסימום:  2
,e
e

 
 
 

. 

20תחום עלייה:  x e   :2, ירידהx e. 

נקודת פיתול: 
8

3

8

3

8

3,e

e

 
 
 
 
 

תחום קמירות:   .
8

30 x e   :קעירות ,
8

3x e. 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (3 .   .זוגיות: כללית 

: y-נקודות חיתוך עם ציר ה 
1

ln 2
2

y =  .x :1- , עם ציר ה−

2xאסימפטוטה אנכית: הישר    . איןמשופעת:  ,=
 . איןנקודות קיצון: 

 . : עולה בכל תחום הגדרתהתחום עלייה 
 קמורה בכל תחום הגדרתה.  . אין נקודת פיתול:

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4 .   .זוגיות: כללית 
 .x :1-, עם ציר האין :y-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 , משופעת: אין. איןאסימפטוטה אנכית: 

)מינימום: נקודות קיצון:  )1 1,e e− −−. 

1x תחום עלייה: e−  :10, ירידה x e− . 
 קמורה בכל תחום הגדרתה.  נקודת פיתול: אין. 
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0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (5 .   .זוגיות: כללית 

x :1-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה  3,x e x e−= =. 

0xאסימפטוטה אנכית:   , משופעת ואופקית: אין. =

)נקודות קיצון: מינימום:  )1, 4e− −. 

1xתחום עלייה:  e−  :10, ירידה x e− . 

)נקודת פיתול:  )1, 1xתחום קמירות:   .−3   :0, קעירות 1x . 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (6 .   .זוגיות: כללית 

x :1.5-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה  0.5,x e x e−= =. 

0xאסימפטוטה אנכית:   , משופעת ואופקית: אין. =

נקודות קיצון: מינימום: 
1

2 , 4e
 

− 
 

. 

תחום עלייה: 
1

2x e  :ירידה ,
1

20 x e . 

)נקודת פיתול:  )1.5 ,0e.   :0תחום קמירות 1.5x   :1.5, קעירותx . 

,0תחום הגדרה ורציפות: לכל  (7 1x x .   .זוגיות: כללית 
 .אין :x-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אנכית:   , משופעת ואופקית: אין. =

)נקודות קיצון: מינימום:  ) ( )1, 2 , ,2e e−. 

1תחום עלייה:  1x e or e x−    :11, ירידה x e or x e−  . 

)נקודת פיתול:  )5.15,3.06. 

0תחום קמירות:   1 1 5.15x or x     :5.15, קעירותx . 
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 גרפים

1)  2)  

  

3)  4)  

  

5)  6)  

  

7)   
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 חקירת פונקציה עם שורשים 

 שאלה 

)  :חקור את הפונקציה הבאה חקירה מלאה (1 )
2

1

1
f x

x
=

+
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

 .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1
 : אין.x-, עם ציר הy :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0y, אופקית: אין אסימפטוטה אנכית: =. 

): קסימוםנקודות קיצון: מ 0xתחום עלייה:  .0,1(   :0, ירידהx . 

ת פיתול: ונקוד
1 1 1 1

, , ,
2 21 1

2 2

   
   
   −
   
   
   

. 

תחום קמירות:  
1 1

2 2
x or x −   :קעירות ,

1 1

2 2
x−  . 

 גרף:
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 שורש וערך מוחלט –חקירת פונקציה לא גזירה 

 שאלות 

 חקור את הפונקציות הבאות חקירה מלאה: 

1) ( ) ( )
2 5

3 2 3 31f x x x x x= − = − 

 

2) ( ) ( )
2

3 2 1f x x= − 

 

3) ( ) 3 2 1f x x= − 

 

4) ( )
| 3 |

2

x
f x

x

−
=

−
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 תשובות סופיות 

 . זוגיות: כללית. xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1
 .1או  x: 0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 .אין אנכית: אין, אופקית: אסימפטוטה 

נקודות קיצון: מקסימום: 
2

,0.326
5

 
 
 

), מינימום:  )0,0. 

תחום עלייה: 
2

0
5

x   :ירידה ,
2

0
5

x or x . 

)נקודות פיתול:  )0.2,0.41−. 

0.2xתחום קמירות:    0, קעירות:  − 0.2 0x or x −  . 

 .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2
 .1או  -x :1-, עם ציר הy :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 אסימפטוטה אנכית: אין, אופקית: אין.

)נקודות קיצון: מקסימום:  ), מינימום: 0,1( ) ( )1,0 , 1,0−. 

1תחום עלייה:  0 1x or x−     :1, ירידה 0 1x or x −  . 
 נקודות פיתול: אין. 

 .xתחום קמירות: קמורה לכל 

 . זוגיות: זוגית. x תחום הגדרה ורציפות: לכל (3
 .x :1- , עם ציר ה−y: 1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 אסימפטוטה אנכית: אין, אופקית: אין.

)נקודות קיצון: מינימום:  )0, 1−. 

0תחום עלייה:  1 1x or x    :1, ירידה 1 0x or x − −  . 

)נקודות פיתול:  ) ( )1,0 , 1,0−. 

1תחום קמירות:   1x−    :1, קעירות 1x or x  −. 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4  .זוגיות: כללית . 
 .x :3- , עם ציר ה−y :1.5-נקודות חיתוך עם ציר ה 

2xאסימפטוטה אנכית: הישר   =, 
1yמשופעת ואופקית: הישר   1y-, ו-ב = =  .−-ב −

)נקודות קיצון: מינימום:  )3,0. 

3xתחום עלייה:    :2, ירידה 2 3x or x  . 

)נקודות פיתול:  )3,0. 

2תחום קמירות:   3x   :3, קעירות 2x or x . 
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 גרפים

1)  2)  

  

3)  4)  
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 חקירת פונקציה טריגונומטרית 

 שאלות 

)נתונה הפונקציה:   (1 ) 2cosf x x x= בתחום   + 0, 2  . 

 חקור לפי הסעיפים הבאים: 

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  . א

 מציאת נקודות הקיצון של גרף הפונקציה.  .ב

 תחומי עלייה וירידה של גרף הפונקציה. . ג

 .y-מציאת נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.  .ה

 מציאת נקודות פיתול.  .ו

 מטה.  ומציאת תחומי הקעירות כלפי מעלה   .ז

 סקיצה של גרף הפונקציה.  שרטוט .ח
 

)נתונה הפונקציה:   (2 ) 4 3tanf x x x= בתחום  −
2

,
6 3

  
− 
 

  . 

 ם הבאים:חקור את הפונקציה על פי הסעיפי

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  . א

 מציאת נקודות הקיצון של גרף הפונקציה.  .ב

 תחומי עלייה וירידה של גרף הפונקציה. . ג

 .y-מציאת נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה .ד

 מציאת אסימפטוטות אנכיות.  .ה

 מציאת נקודות פיתול.  .ו

 מעלה ומטה.  מציאת תחומי קעירות כלפי  .ז

 סקיצה של גרף הפונקציה.  שרטוט .ח

 

)נתונה הפונקציה:   (3 )
1 1

cos sin
f x

x x
= בתחום  + 0,  . 

 חקור לפי הסעיפים הבאים: 

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  . א

 מציאת נקודות הקיצון של גרף הפונקציה.  .ב

 הפונקציה.תחומי עלייה וירידה של גרף  . ג

 בתחום הנתון.  x-מציאת נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.  .ה

 סקיצה של גרף הפונקציה.   שרטוט .ו
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)נתונה הפונקציה:   (4 ) 2cos cos 2f x x x= − 0בתחום:  − 2x  . 

 תוך של גרף הפונקציה עם הצירים.מצא את נקודות החי . א

 מצא את נקודות הקיצון של גרף הפונקציה וקבע את סוגן.  .ב

 כתוב את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה. . ג

 רטט סקיצה של גרף הפונקציה. ש .ד

 

)נתונה הפונקציה הבאה:  (5 )sin 1 cosy x x= +      :0בתחום 1.5x  . 

 נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.מצא את  . א

 מצא את נקודות הקיצון של גרף הפונקציה.  .ב

 רטט סקיצה של גרף הפונקציה. ש . ג

)כמה פתרונות יש למשוואה:   .ד )cos sin 1 1x x +  בתחום הנתון? =

 

)נתונה הפונקציה:   (6 ) 2sin cos 1f x x x= + −. 

הפונקציה  ת הקיצון שלאת נקודות החיתוך עם הצירים ואת נקודומצא   . א

בתחום  0,. 

 הוכח שהפונקציה זוגית.  .ב

שרטט את הפונקציה בתחום  . ג , −. 

 

)נתונה הפונקציה:   (7 ) tan 2 8sin 2f x x x= 0.25בתחום:  − 0.25x −  . 

 הצירים בתחום הנתון.מצא את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם  . א

 כתוב את האסימפטוטות האנכיות של גרף הפונקציה.  .ב

 מצא את נקודות הקיצון של גרף הפונקציה בתחום הנתון. . ג

 רטט סקיצה של גרף הפונקציה בתחום הנתון.ש .ד

 

  חקור את הפונקציות הבאות חקירה מלאה:

8)   ( )0, 2 ,  8cos 2cos 2 3f x x x = + − 

 

9)   ( ) 20, , 2cos sin 2f x x x = − 
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 תשובות סופיות 

0א.  (1 2x  . 

)ב. )max 2 , 2 2  )קצה,  + )
5 5

min 0,2  , max , 3  , min , 3
6 6 6 6

 
 

   
+ −   

   
 

 קצה. 

ג. תחומי עלייה:
5

2
6

x


      0או
6

x


  :תחומי ירידה ,
5

6 6
x


 

 
 . 

)ד.   )0, ו. ה. אין.     . 2
3 3

,  , ,
2 2 2 2

      
   
   

. 

ז. קעירות כלפי מעלה:  
3

2 2
x


   , 

קעירות כלפי מטה:  
3

2
2

x


      0או
2

x


 . 

א.  (2
2

6 3
x


−      וגם

2
x




 
    

ב.
2

min ,13.57
3


 
 
 

minקצה,  , 0.36 ,max ,0.36
6 6

    
− −   
   

 .קצה 

ג.  תחומי עלייה: 
6 6

x
 

−   :תחומי ירידה   ,
2

6 3
x


     וגם

2
x


. 

)ד.    ה. אנכית:      0,0(
2

x


)ו.     = )0,0 

ז. קעירות כלפי מעלה:  
2

2 3
x


     0או

6
x


−  , 

0קעירות כלפי מטה:  
2

x


 . 

0א.   (3  ; 
2 2

x x
 

          .בmin ,2 2
4

 
 
 

. 

 , ג.  תחומי עלייה:  
4 2 2

x x
  

         :0תחומי ירידה
4

x


     

ד.   
3

,0
4


 
 
 

 ,   , 0ה. אנכית:         
2

x x x


= = =. 

)א.  (4 ) ( ), 0 , 0, 2 − 

)ב. ) ( ) ( )
2

max 1 , 2.25 ,max 2 , 2 ,max 0, 2 ,min , 2.25 ,max ,0
3 3


  

   
− − − −   

   
 

ג. עולה: 
2

 , 1 2
3 3

x x


       :יורדת ,
2

0  , 1
3 3

x x


    .  :גרף 
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)א.  (5 )
3

,0  , ,0  , 0,1
2 2

    
   
   

   

)ב. ) ( )
5

0,1 , ,1.29 , , 1.29 , 1.5 ,0
6 6


 

   
−   

   
    

 פתרונות.  2ד. 

)חיתוך: א.  (6 ),0 , 0,0
2

 
 
 

), קיצון:    )min , 2  קצה, −

( )
1

min 0,0 , max ,
3 4

 
 
 

 קצה.   

)א.  (7 ) ( )0,0 , 0.23 ,0      .0.25  בx =  . 

minג.  , 27  , max , 27
6 6

    
− −   

   
. 

 

 

: x-, עם ציר הy :7-נקודות חיתוך עם ציר ה  (8
5

, , 7
3 3

x x x
 

= = =. 

)נקודות קיצון: מינימום:  ), 9 ), מקסימום: − ) ( )0,7 , 2 ,7. 

נקודות פיתול: 
5

,
3 3

x x
 

= =. 

תחום קמירות:  
5

3 3
x

 
 , 

קעירות:  
5

0 2
3 3

x or x
 

   . 

3xתחום עלייה:    :2, ירידה 2 3x or x  . 

,: x-, עם ציר הy :2-נקודות חיתוך עם ציר ה  (9
4 2

x x
 

= =. 

נקודות קיצון: מינימום: 
3

,1 2
8

 
− 

 
, מקסימום: 

7
,1 2

8

 
+ 

 
. 

תחום עלייה: 
3 7

8 8
x

 
   :ירידה ,

3 7
0

8 8
x or x

 
   . 

נקודות פיתול: 
5

,1 , ,1
8 8

    
   
   

. 

תחום קמירות:  
5

8 8
x

 
 , 

קעירות:  
5

0
8 8

x or x
 

   . 

 

 

1

פרק 10חקירת פונקציה

151

151



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 חקירת פונקציות טריגונומטריות הפוכות

 באות חקירה מלאה: החקור את הפונקציות 

1) ( ) 2arctanf x x x= − 2) ( ) ( )arcsin sinf x x= 
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 תשובות סופיות 

 זוגית. -. זוגיות: איxתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1
 . y: 0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 ,איןאסימפטוטה אנכית: 
y: הישר  משופעת x =  . אין אופקית:, −-ב +

)מקסימום:  נקודות קיצון: )מינימום:  ,−1,0.575( )1, 0.575−. 

1תחום עלייה:  1x or x −   :1, ירידה 1x−  . 

)נקודות פיתול:  )0,0. 

0xתחום קמירות:     :0, קעירותx . 

 זוגית. -אי. זוגיות: xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2
 .2מחזוריות: כן, ממחזור 
,x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה  , 2x  =. 

 אסימפטוטה אנכית: אין,
yמשופעת: הישר   x =  , אופקית: אין. −-ב +

,נקודות קיצון: מקסימום: 
2 2

  
 
 

, מינימום: 
3

,
2 2

 − 
 
 

. 

תחום עלייה: 
3

2 0
2 2

x or x
 

     :ירידה ,
3

2 2
x

 
 . 

 נקודות פיתול: אין. 
 

 

 

 

 

 

 גרפים

1)  2)  
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 שאלות כלליות  – החקירת פונקצי

 שאלות 

) נתונה הפונקציה (1 ) 3 2f x ax x= 1x דוע שהנקודה, וי+  נקודת קיצון.  =

  . aאת הקבוע מצאו  

 

)נתונה הפונקציה  (2 ) 3 2f x ax bx= ) דוע שהנקודה, וי+  נקודת קיצון. 1,2(

a,את הקבועים מצאו   b . 

 

)נתונה הפונקציה  (3 ) 3 2f x ax x= 1xדוע שהנקודה , וי+  נקודת פיתול. =

 .aאת הקבוע מצאו  

 

)נתונה הפונקציה  (4 ) 3 2f x ax bx= )דוע שהנקודה , וי+  נקודת פיתול.  1,2(

a,את הקבועים מצאו   b  . 

 

)נתונה הפונקציה  (5 ) 3 2f x ax x=  . שיפוע המשיק לגרף הפונקציה +

3xבנקודה   . 33הוא  =
 .aאת  מצאו  

 

)נתונה הפונקציה  (6 ) 3 2f x ax bx= + . 

)שיפוע המשיק לגרף הפונקציה בנקודה   .12הוא  3,9(

a,את  מצאו   b. 

 

)נתונה הפונקציה  (7 )
3 2

32 6

ax x
f x

x x

+
=

+ +
 . 

4yידוע שהישר   אסימפטוטה לגרף הפונקציה.  =
 .aאת  מצאו  

 

)נתונה הפונקציה  (8 )
2 4ax bx

f x
x

+ +
= . 

0.5 ידוע שהישר 1y x=  אסימפטוטה לגרף הפונקציה.  +

 .bואת   aאת  מצאו  
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)נתונה הפונקציה  (9 )
2

2

2 4

6

x x
f x

x ax

+ +
=

+ +
 . 

1x ידוע שהישר  אסימפטוטה לגרף הפונקציה.  =
 .aאת  מצאו  

 

)גרף הפונקציה מתייחסות ל 10-71שאלות  ) 3 3f x x x= − : 

 

)מהו מספר הפתרונות של המשוואה   (10 ) 5f x =? 

)מהו מספר הפתרונות של המשוואה   (11 ) 2f x =? 

)מהו מספר הפתרונות של המשוואה   (12 ) 0.5f x =? 

)למשוואה  ,k  עבור איזה ערך של (13 )f x k=  ?יש בדיוק פתרון אחד 

)למשוואה  ,kעבור איזה ערך של   (14 )f x k=  ?יש בדיוק שני פתרונות 

)למשוואה  ,kעבור איזה ערך של   (15 )f x k=  ?יש בדיוק שלושה פתרונות 

) עבורו למשוואה ,kהאם קיים ערך של   (16 )f x k=  ?אין פתרון 

 את התחומים בהם הפונקציה חח"ע. מצאו   (17

 

)נתונה פונקציה  (18 )f x   (2)'המקיימת 4f =. 

נגדיר פונקציה חדשה  
1

( )z x f
x

 
=  

 
. 

 . z(0.5)'  וחשב .א

 יורדת.  zכי   וחיעולה. הוכfנתון בנוסף כי .ב

 

 

x

y

( ,- )

(- , )
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)נתונה פונקציה  (19 )f x (1)מקיימת  ה 2, '(1)f f e= =. 

)נגדיר פונקציה חדשה   )2 1
( ) lnz x f x

x
= +. 

xעולה או יורדת בנקודה  zהאם  .א e=? 

 עולה. שלילית ו fכי   בנוסף נתון .ב
 ?zמה ניתן לומר על תחומי העלייה והירידה של  

 

)נתונה פונקציה  (20 )f x .חיובית ויורדת 

)נגדיר פונקציה חדשה   )2( ) 4z x f x= +. 

 מי מהבאים בהכרח נכון?

 .xעולה לכל  z .א

 .xיורדת לכל   z .ב

0xעולה לכל  z .ג . 

0xיורדת לכל   z .ד . 
 

)נתונה פונקציה  (21 )f x  המקיימת ,( )' 1f e=. 

)נגדיר פונקציה חדשה:  ) ( )2 lng x x f x= +. 

)חשבו את  .א )'g e. 

xעולה בנקודה   gהוכיחו שהפונקציה  .ב e=. 

חשבו את הגבול 
( ) ( )

0
lim
h

g e h g e

h→

+ −
. 

 

)הפונקציה   (22 )f x  זוגית. -היא אי 

)ידוע שנקודת החיתוך היחידה של   )f x עם ציר ה- x  0 -היא בx =. 

)נגדיר   )
2

( ) ( )g x f x=.  בהכרח לא נכונהאיזו מבין הטענות הבאות : 

 יש נקודת מינימום.  g - עולה בכל תחום הגדרתה אז ל fאם  .א

 יש נקודת מינימום.  g -יורדת בכל תחום הגדרתה אז ל fאם  .ב

 אין נקודת קיצון.  g - עולה בכל תחום הגדרתה אז ל fאם  .ג
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)הפונקציה   (23 )f x   מוגדרת וגזירה פעמיים לכלx   ומקיימת''( ) ( )f x a f x=   ,

0aכאשר  . 
 : בהכרח לא נכונהאיזו מבין הטענות הבאות 

)בתחום בו   .א )f x שלילית   ,( )f x .)קמורה )קעורה כלפי מעלה 

)אם  .ב )f x  חיובית בתחום מסוים אז'( )f x  .יורדת באותו התחום 

)אם בתחום מסוים   .ג )f x  עולה וחותכת את צירx   בנקודה( , 0)n אז ,
xשיפוע המשיק לגרף הפונקציה בנקודה  n=  הוא המקסימלי באותו

 התחום. 

)אם לפונקציה  .ד )f x   יש נקודת פיתול אז( )f x   שלילית בכל תחום
 הגדרתה. 

 

 

  

1

פרק 10חקירת פונקציה

157

157



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 תשובות סופיות 

1) 
2

3
a = − 

2) 4 , 6a b= − = 

3) 
1

3
a = − 

4) 1 , 3a b= − = 

5) 1a = 

6) 
2

 , 1
3

a b= = − 

7) 8a = 

8) 
1

 , 1
2

a b= = 

9) 7a = − 

10) 1 

11) 2 

12) 3 

13) 2 , 2k k −  

14) 2k =  

15) 2 2k−   

   לא  (16

17) 1 , 1 1 , 1x x x − −    

(0.5)'א.  (18 16z =  ב. שאלת הוכחה. −

 ב. יורדת.   א. עולה.   (19

 ד (20

2א.  (21 1e+  .2ג.  ב. שאלת הוכחה 1e+ 

 ג (22

 ד (23
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 הוכחת אי שוויונות בעזרת חקירת פונקציה

 שאלות 

 את אי השוויונים הבאים לגבי התחום הרשום לידם: וחיהוכ

1) ( ) 3 4 2 , 8 3 6x x x x−     + 

 

2) 0  , 2sin
3

x x x
 

   
 

 

 

3) ( )0  , 1 1
2

x
x x +  + 

 

4) ( ) ( )0 ,  ln 1x x x +  

 

0xרציפה לכל  f  כי נתון (5  ,'( ) 0f x   0לכלx , (0)  וכן 0f =. 

0xהוכיחו כי לכל    מתקיים( ) ( )
21

( ) ( ) ln 1 ( )
2

f x f x f x−  +. 
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 11 - חישוב נגזרת של פונקציות מיוחדות

תוכן העניינים

1. נגזרת הפונקציה ההפוכה י 160

2. נגזרת מסדר גבוה י 161

3. נוסחת לייבניץ י 162

4. גזירה פרמטרית י 163
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 הפונקציה ההפוכהנגזרת  

 שאלות 

 , בעזרת כלל הנגזרת של הפונקציה ההפוכה, את הנוסחאות הבאות: וחיהוכ

1) ( ) 1
'

2
x

x
= 

 

2) ( )
2

1
arcsin '

1
x

x
=

−
 

 

3) ( ) 2

1
arctan '

1
x

x
=

+
 

 

 

 

 

 GooL.co.il  לאתר בסרטוני וידאו היכנסולתשובות מלאות 

 

1

פרק 11חישוב נגזרת של פונקציות מיוחדו...

160

160



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 גבוה נגזרת מסדר

 שאלות 

) ,n- ת הראת הנגז וחשב ) ( )n
f x :של הפונקציות הבאות , 

1) 
1

y
x a

=
+

 

 

2) 
2

2 3

3 2

x
y

x x

+
=

− +
 

 

3) 
( )( )2 1 2

x
y

x x
=

− −
 

 

4) 
4

2 1

x
y

x
=

−
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( ) ( ) ( )
1

1 !
n nn

y n x a
− −

= −   + 

2) 
( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

1 ! 5 1 7 2
n n nn

y n x x
− − − −

= −   − − + − 

3) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 11 1 2

2 6 3
1 ! 1 1 2

n n n nn
y n x x x

− − − − − −
= −   − − − + + − 

4) 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2 3 31
2

1 11
2

' 2 1 1   ,  '' 2 1 1

1 ! 1 1 , 2
n n nn

y x x x y x x

y n x x n

− − − −

− − − −

= − − − + = + − − +

= −   − − + 
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 נוסחת לייבניץ

 שאלות 

)את הנגזרת העשירית ,  וחשב )10
y,  :של הפונקציות הבאות 

1) 3 xy x e= 

 

2) 3 sin5y x x= 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) ( )
(10)

3 3 2103 456 120 6x xe x e x x x  = + + +   

2) ( )
(10)

3 10 3 10 2 9 9sin5 5 sin5 6 5 cos5 54 5 sin5 24 5 cos5x x x x x x x x x = − +  +  −  
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 גזירה פרמטרית 

 שאלה 

 את הנגזרות הראשונה והשנייה של הפונקציה הבאה, וחשב (1

 הנתונה בצורה פרמטרית
( )

( )

sin

cos

x t t t

y t t t

= −


=

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

1) 
3

cos sin ( cos 2sin )(1 cos ) sin (cos sin )
' , ''

1 cos (1 cos )

t t t t t t t t t t t
y y

t t

−  − − − − −
= =

− −
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 מוחלטים לפונקציה ומקסימום מינימום 

 שאלות

 את נקודות המינימום המוחלט והמקסימום המוחלט  ומצא  7-1בשאלות 
 בתחומים הרשומים לידן )אם יש כאלה(:  ,של הפונקציות

1) ( ) ( ) 3 21 3 3 3x f x x x x−   = − + 

 

2) ( ) 2 4 5f x x x= − + + 

 

3) ( ) ( ) ( )
2

31 20 20x f x x x−   = − 

 

4) ( )
( )( )

4 2 11 7
,

2 3 12 2

x x
f x

x x x

−  
=   − −   

  

 

5) ( ) ( ) 25 1 1 9x f x x−   = + − 

 

6) ( ) ( )
2

5 1
1

x
x f x

x
−   − =

+
 

 

7) ( ) ( ) 3 9 1x f x x x−    = − + 

 

)נתונה הפונקציה   (8 ) xf x x=  0בתחוםx . 

את המקסימום והמינימום המוחלטים של הפונקציה בתחום   ומצא .א
 הנתון. 

 .(0,0.5)דני טוען שהפונקציה הפיכה בקטע   .ב
 שדני טועה. וח יהוכ 

 

)את המקסימום והמינימום המוחלטים של הפונקציה   ומצא (9 ) 2 lnf x x x= +. 

 

)סימום והמינימום המוחלטים של  את המק  ומצא (10 ) 4 4sin cosf x x x=  . - , ב+

 אין להשתמש בנגזרות בתרגיל זה. הערה:  
  

1
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)את המקסימום והמינימום המוחלטים של   ומצא (11 ) 2 4 3f x x x= − +, 

- וב -ב 1,3. 

 אין להשתמש בנגזרות בתרגיל זה. הערה:  

 

 לחברת מי עדן יש שני מפעלים.  (12

 ק"מ מהמעיין.  aהאחד מרוחק  

 ק"מ מהמעיין.  bהשני מרוחק  

 ק"מ.  cהמרחק האופקי בין המפעלים הוא  
 החברה מעוניינת להקים תחנת שאיבה במעיין 

 התחנה מחוברת למפעלים. המפעלים.בין שני 
 ? שהחברה תצטרך האורך המינימלי של צינורות שאיבהמהו  
 למעיין שוות. בין כל צינור המינימלי מתקבל כאשר הזויות    אורךשה והרא

 

 גליל חסום בכדור.  (13
הוא זה שגובהו פי  הוכיחו, מבין כל הגלילים האפשריים הגדול ביותר בנפחו 

 מרדיוס הבסיס שלו.  2
 

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) ( )1, 7− )מינימום מוחלט,   −  מקסימום מוחלט.  3,9(

2) ( )מינימום מוחלט,   −1,0( )מינימום מוחלט,   5,0(  מקסימום מוחלט.   2,3(

3) ( )מינימום מוחלט,   0,0( )מינימום מוחלט,   20,0( )8,  מקסימום מוחלט.   48

4) ( )2.5, )מינימום מוחלט,   −0.25  מקסימום מוחלט.   1,2(

5) ( )מינימום מוחלט,   −3,1(  מקסימום מוחלט.   −5,17(

6) ( )2, 4−  מקסימום מוחלט. אין מינימום מוחלט.   −

 אין מקסימום ואין מינימום מוחלטים.  (7

אין מקסימום מוחלט. מינימום מוחלט הוא  א.  (8

1

1 e

e

 
 
 

 ב. שאלת הוכחה.   .

1)0.5אין מקסימום מוחלט. מינימום מוחלט   (9 ln 2)+. 

, מינימום מוחלט  1מקסימום מוחלט   (10
1

2
. 

): -ב (11 ) ( )1,0 ,  .לא קיים מינימום מוחלט, מקסימום מוחלט  3,0

-ב 1,3 :( ) ( )1,0 , )מינימום מוחלט,   3,0  מקסימום מוחלט.  2,1(

2הוא   שהחברה תצטרך האורך המינימלי של צינורות שאיבה (12 2( )a b c+ +. 

 אלת הוכחה. ש (13

1
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 שאלות המשלבות קיצון מוחלט עם קיצון מקומי

 שאלות

- פונקציה רציפה ב fתהי   (1 ,a b וגזירה ב -( ),a b. 

)נניח שקיימת נקודה   ),c a bכך ש ,-( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0f c f a f b f c− − . 

)כיחו כי קיימת נקודה  הו ),d a bכך ש , -( )' 0f d =. 

 

)פונקציה   (2 )f x בקטע    גזירה פעמיים ,a b. 

)ידוע כי  | )f x   מקיימת( ) ( ) ( )' ''f x f x f x− ), וכן  xלכל   = ) ( ) 0f a f b= =. 

)הוכיחו כי   ) 0f x  בקטע.  xל  לכ =

 
)''גזירה פעמיים ומקיימת   fהפונקציה   (3 ) '( ) ( ) ( ) 0f x f x g x f x+ − עבור   =

 מסוימת.  gפונקציה  

בשתי נקודות, אז היא שווה   0מקבלת את הערך  fאם הפונקציה  :וח יהוכ 
 בכל הקטע בין הנקודות. אפס 

 
]פונקציה רציפה בקטע   fתהי   (4 , ]a b   וגזירה פעמיים בקטע( , )a bכך ש ,-

''( ) 0f x   .בקטע זה 

)נתון כי   ) ( ) 0f a f b= =. 

)הוכיחו כי   .א ) 0f x    בקטע( , )a b. 
 האם סעיף א' נשאר נכון אם מורידים את דרישת הרציפות?  .ב

 . יכואו הפר וח יהוכ 
 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 שאלת הוכחה.  (1

 אלת הוכחה. ש (2

 אלת הוכחה. ש (3

 אלת הוכחה. ש (4

1
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 הוכחת אי שוויונים 

 שאלות 

 בסוגריים משמאל: שלגבי התחום  ,השוויונים שמימין-את אי וחיהוכ 3-1בשאלות 

1) 3

3

27xx e
e

−   לכל(x) 

 

2) ( )0 1xx xe− ,  

 

3) ( ) 2 11 0 1xx x e −  ,   

 

 מספרים חיוביים. b-ו a יהיו (4
 :הבאים לא יכולים להתקיים בעת ובעונה אחת  יםהשוויונ-הוכיחו שאי

1 1
(1) (1 ) , (2) (1 )

4 4
a b b a−  − 

  
 

 

 הערת סימון:  ( )  ),    ;   ,    ;   ,a b a x b a b a x b a b a x b        . 

 

 

 www.GooL.co.ilאתר  בסרטוני וידאו היכנסו ללתשובות מלאות 

 

1
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 שלבי עבודה

 .x- נגדיר את אחד הגדלים בשאלה כ •

 .xנבטא את שאר הגדלים בשאלה באמצעות  •

 נבנה פונקציה שמבטאת את מה שרצינו שיהיה מינימלי/מקסימלי.  •

 .x-הפונקציה, נשווה לאפס ונחלץ ערך/ערכי הנגזור את  •

 )או טבלה(.  y''הוא אכן מינימום/מקסימום באמצעות  4מסעיף  x-נוודא שערך ה •

 נסח את התשובה לשאלה המקורית. נ •

1
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 עם מספרים יסודיות  בעיות קיצון

 שאלות 

 . המספר הראשון שווה למספר השני.24 נתונים שלושה מספרים שסכומם (1
 מהם המספרים, אם ידוע שמכפלתם מקסימלית.   ומצא

 

 ,לו ההופכי המספר  אתו ל נוסיף שאםי, החיוב המספר אתו  מצא (2
 . מינימלי  יהיה המתקבל הסכום

 
 .. ידוע שמספר אחד זהה לשני36שלושה מספרים שסכומם הוא נתונים  (3

 מה צריכים להיות שלושת המספרים כדי שמכפלתם תהיה מקסימלית?  . א
מהשני במקום  2אם מספר אחד יהיה גדול פי   ,כיצד תשתנה התוצאה .ב

 שווה לו?

 באיזה מקרה תהיה מכפלה גדולה יותר? . ג

 

4) x ו-y   :6הם שני מספרים המקיימים 60x y+ =. 

 .xבאמצעות   yאת  ועיהב . א

 ,y-ו xמה צריכים להיות המספרים  .ב
 ? תהיה מקסימליתכדי שמכפלת ריבועיהם 

 מהי המכפלה הנ"ל? . ג
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 8,8,8 

2) 1 

 ג. מקרה א'.       8,12,16  ב.  12,12,12 א. (3

10א.  (4
6

x
y = 5x , 30ב.         − y= 22500Mג.      = = 

1
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 בהנדסת המישור קיצון בעיות 

 שאלות 

את אורך בסיסו   ו מצא ,ס"מ 24מבין כל המשולשים שווי השוקיים שהיקפם  (1
 של המשולש בעל השטח הגדול ביותר.

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (2

את בסיסו של  ו, מצאaמבין כל המשולשים שווי השוקיים שהיקפם   . א
 המשולש בעל השטח הגדול ביותר.

: מבין כל המשולשים שווי השוקיים בעלי אותו היקף, המשולש וחיהוכ .ב
 בעל השטח הגדול ביותר הוא משולש שווה צלעות. 

 

 ס"מ.  12סכום אורכי הניצבים הוא  במשולש ישר זווית (3
 מה צריך להיות אורך כל ניצב,

 שטח המשולש יהיה מקסימלי?שכדי 

 

ABC (Bבמשולש ישר זווית  (4 90=  ) 
 , ACנמצאת על היתר  Eהנקודה 

 הוא מלבן.  EDBFכך שהמרובע 
BCס"מ  AB=  ,16ס"מ  20נתון:  =. 

את שטחו של המלבן בעל   ומצא
  השטח הגדול ביותר.

  

ABC  (Bבמשולש ישר זווית  (5 90= ,) 
 , ACעל היתר נמצאת  Eהנקודה 

 הוא מלבן.  EDBFכך שהמרובע 
AB נתון: a=  ,BC b=. 
את שטחו של המלבן בעל   ומצא

  השטח הגדול ביותר.
  

ABC (Bבמשולש ישר הזווית  (6 90= ) , 
AD  תיכון לניצב הואBC. 

 ס"מ.  20ידוע כי סכום אורכי הניצבים הוא 
 ,מה צריכים להיות אורכי הניצבים  ומצא

 יהיה מינימלי. ADעבורם אורך התיכון 
 

  

1
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 , ס"מ 12-ס"מ ו 8נתון מלבן שאורכי צלעותיו הם  (7
 .כמתואר באיור

 4x-ו xמקצים קטעים באורכים של 
 שנוצרים המלבנים המקווקווים.  כך ,על צלעות המלבן

 עבורו סכום שטחי המלבנים הוא מינימלי.   ,xאת    ומצא
 

 ס"מ.   16נתון ריבוע בעל אורך צלע של  (8
 ,על הצלע העליונה xשאורכו מקצים קטע 

 ,ותהצדדי על הצלעות 2xושני קטעים שאורכם  
 המקווקו.  כך שנוצר המחומש  ,כמתואר באיור

 ,xמה צריך להיות ערכו של    ומצא
  עבורו שטח המחומש יהיה מקסימלי.

 

כך ש:   ,ABCDמקצות קטעים שווים במלבן  N-ו K ,L ,M הנקודות (9
BK BL DM DN x= = = =. 

 ס"מ.   12- ס"מ ו 20צלעותיו של המלבן הן 

 את סכום שטחי xבאמצעות   ועיהב . א
AKN  המשולשים KBL CLM DNM + + +. 

 ,xמה צריך להיות   ומצא .ב
 יהיה מקסימלי.  LKNMהמרובע   כדי ששטח

 ?במקרה זה, LKNM מהו השטח של המרובע . ג

 

 הוא מקבילית.  ABCDהמרובע  (10
 ,EFמעבירים את הצלע  B  דמהקודקו

 . AD- ו DCהנפגשת עם המשכי הצלעות 
 הן: ידוע כי מידות המקבילית 

 .=ADס"מ   AB= ,8ס"מ  2

 .x-ב  DEאת אורך הצלע  נסמן

 .DFאת אורך הצלע  xבאמצעות   ועיהב . א

 הוא מינימלי.  DF-ו DEעבורו סכום הצלעות   ,xאת    ומצא .ב

 הסכום המינימלי?מה הוא  . ג
  

1
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 .'דפוס יהלום בע"מ'חיים הוא אחד מעובדי חברת  (11
 , תפקידו של חיים הוא להדביק גלויות על משטחי קרטון בעלי שטח מינימלי

 ס"מ מקצות הקרטון העליון והתחתון,  3כך שיישארו רווחים של  
 די הקרטון )ראה איור(.מצ  ס"מ 5-ו

 , ימישיחת טלפון מלקוח אנונ יום אחד קיבל חיים
 ששאל אותו את השאלה הבאה:

 , "יש לי מגוון גדול של גלויות במידות שונות
 סמ"ר.  60אשר שטחן זהה והוא 

 .אשר שטח משטח הקרטון שלה יהיה מינימלי?" ,מה הן המידות של גלויה 

 .דרך חישוב וללקוח על שאלתו והרא לחיים לענות ורעז . א

 מה יהיו מידות הקרטון עבור הגלויה המסוימת? .ב

 

 לינה קיבלה משימה בשיעור מלאכה:א (12
 , יש להכין מסגרת לתמונה מלוח עץ

 , סמ"ר 242ששטחו הכולל הוא 
 , ס"מ   2כך שעובי המסגרת בצדדים יהיה 

 ס"מ )ראה איור(. 4 –ובקצוות העליון והתחתון 
 כדי לבחור את מידות לוח העץ, 

 אלינה צריכה לדעת את השטח המקסימלי 
 לתמונה )השטח המסומן(. לנסר עבור המקום  שעליה

 עבור המשימה?  מה יהיו מידות לוח העץ שאלינה צריכה להזמין . א

 מה יהיה השטח המקסימלי לתמונה עבור המידות שאלינה בחרה?  .ב

 

10ורדיוסו  O במעגל שמרכזו (13  העבירו   ס"מ 5
 . ס"מ 4 שמרחקו ממרכז המעגל הוא AB מיתר

 חסום מלבן כמתואר בשרטוט. במקטע שיוצר המיתר 
 את היקפו של המלבן בעל ההיקף הגדול ביותר.  ומצא

 

 AB העבירו מיתר R ורדיוסו O במעגל שמרכזו (14
 .aשמרחקו ממרכז המעגל הוא 

 במקטע שיוצר המיתר חסום מלבן כמתואר בשרטוט. 
 .את היקפו של המלבן בעל ההיקף הגדול ביותר  ומצא

 

 רוכבים יוצאים בו זמנית לדרכם:שני  (15
 . Cדרומה לעיר  Bוהשני מעיר  ,Bמערבה לעיר  Aמעיר האחד 

 ק"מ.  20הוא  B-ו Aהמרחק בין הערים 
 קמ"ש 4היא  A- מהירות הרוכב שיצא מ

 קמ"ש.   2ומהירות הרוכב השני 
 יהיה המרחק ביניהם מינימלי?  כעבור כמה זמן מיציאת הרוכבים 

 גם את המרחק המינימלי.  ומצא

1
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 ק"מ מהחוף.  0.5אדם נמצא על אי במרחק  (16
 ק"מ מהנקודה  3על החוף, במרחק של 

 הקרובה ביותר לאי, נמצאת גלידריה.
 קמ"ש  8שוחה במהירות של  האדם

 קמ"ש. 10במהירות של  ורץ על החוף
 , לאיזה מרחק מהגלידריה עליו לשחות

 גיע לגלידריה בזמן הקצר ביותר?כדי לה

 

 אדם מתכנן לבנות מרפסת בביתו  (17
 סביב המרפסת.ורוצה להציב מעקה 

 מ"ר. 24שטח המרפסת המתוכנן הוא 
 ( BCמחיר מעקה בחזית המרפסת ) 

 , ₪ למטר 120הוא 
 ₪ למטר. 40ומחיר מעקה בצדי המרפסת הוא 
 כדי שמחיר המעקה יהיה מינימלי?  ,מה צריכים להיות ממדי המרפסת 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 4  ס"מ.  3

 ס"מ.  2.5א.  (2

6ג.     .סמ"ר 18ב.   ס"מ    6- ס"מ ו 6א.  (3 2 8.48  .ס"מ 

Sסמ"ר  80 (4 = . 

5) 
4

ab
 יחידות שטח. 

 ס"מ.  16ס"מ,   4 (6

7) 2.75x = 

8) 6x = 

22א.  (9 32 240x x− 8xב.         + Sסמ"ר 128ג.      = =. 

א.  (10
8

DF
2

x

x
=

−
ב.         

2 6
6 , 

2

x x
x L

x

+
= =

−
18Lג.    = 

 ס"מ.  20על  ס"מ 12ב.      .ס"מ 10  עלס"מ  6א.  (11

98Sב.      .ס"מ 22ס"מ על  11א.  (12 = 

 . ס"מ 92 (13

14) 2 5 2R a− .יחידות אורך 

 ק"מ. 80שעות, המרחק:   4 (15

16) 
1

2
3

 ק"מ.  

17) 4 6 

1
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 בעיות קיצון בפונקציות וגרפים

 שאלות 

)נתונה הפונקציה  (1 ) 26f x x x= שעל  A. מנקודה −
הפונקציה ברביע הראשון הורידו אנכים לצירי  
 השיעורים כך שנוצר מלבן כמתואר בשרטוט. 

כדי ששטח  Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה  
 המלבן יהיה מקסימלי? 

 
  

)נתונות הפונקציות   (2 ) 2 12f x x= )-ו + ) 22g x x x= − ,

נמצאות על הגרפים  B-ו Aהנקודות  באיור. כמתואר
)הפונקציות של  )f x ו- ( )g x, בהתאמה , 

 .y-מקביל לציר ה ABכך שהקטע 
 ,Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה מצאו  

  יהיה מינימלי. ABכדי שאורך הקטע 
  

מתוארים הגרפים של הפונקציות  הלןבאיור של (3
( ) 2 8 18f x x x= − )-ו + ) 2 4g x x x= − +. 

)נמצאת על גרף הפונקציה  Aהנקודה  )f x   והנקודה

B  נמצאת על גרף הפונקציה( )g x,   כך שהקטעAB 

 B-ו Aאנכים מהנקודות  נעביר. y-מקביל לציר ה
 (.באיור מלבן )מסומן נוצרכך ש ,y-לציר ה

  .t-ב Aשל הנקודה  x-נסמן את שיעור ה
 את שטח המלבן המסומן.  tבאמצעות   ועיהב .א

 עבורו שטח המלבן הוא מקסימלי.  ,tאת ערכו של  מצאו   .ב

 מה יהיה שטח המלבן במקרה זה? .ג
 

)  נתונה הפונקציה: (4 ) 236f x x= − . 

 .Aעל גרף הפונקציה ברביע הראשון מסמנים נקודה 
 ,x-המקביל לציר ה ,מעבירים ישר Aמהנקודה 

 .Cבנקודה  y-שחותך את ציר ה
 היא נקודת החיתוך של הפונקציה עם  Bהנקודה 

 ראשית הצירים. O-ו ,x-ציר ה

 , Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה   .א
 יהיה מקסימלי?   ABOCהטרפז כדי ששטח  

 מה יהיה שטח הטרפז במקרה זה? .ב

 

 
  

1
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)נתונה הפונקציה:  (5 )
4

f x
x

3yונתון הישר: ,= x= − −. 

)נמצאת על גרף הפונקציה  Aהנקודה  )f x   

 ABכך שהקטע   ,נמצאת על גרף הישר Bוהנקודה 
 .y-מקביל לציר ה

 ,Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה מצאו  
  יהיה מינימלי. ABכדי שאורך הקטע 

  
 באיור שלפניך מתוארים הגרפים של  (6

)הפונקציה:  )
8

1

x
f x

x

+
=

−
והישר:  

9

25

x
y =. 

 ,נמצאות על הגרפים של הפונקציות B-ו  Aהנקודות 
 .y-מקביל לציר ה ABשהקטע כך 

 

 . ABCDכך שנוצר המלבן  ,y-מותחים אנכים לציר ה B-ו Aמהנקודות  

 .t-ב Aשל הנקודה  x-נסמן את שיעור ה

 . ABCDאת היקף המלבן  t  באמצעות ועיהב .א

 עבורו היקף המלבן הוא מינימלי.    ,tאת  מצאו   .ב

 מה יהיה ההיקף במקרה זה? .ג

 

) נתונה הפונקציה (7 )
2

1
f x

x
=

−
2yהישר  נתון ו   x=. 

 בין הישר והפונקציה ברביע הראשון חסמו מלבן.
 את מידות המלבן שהיקפו מינימלי. מצאו  

 

)נתונה הפונקציה:  (8 ) 2

12

3

x
f x

x

+
=

+
0xבתחום:  , . 

על גרף הפונקציה וממנה מורידים   Aמקצים נקודה 
 , ABCO כך שנוצר המלבן ,אנכים לצירים

 כמתואר באיור.

 ,Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה מצאו   .א
 עבורם שטח המלבן יהיה מקסימלי.

עבורם , Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה   .ב
 ? שטח המלבן יהיה מינימלי בתחום הנ"ל

 

  

1
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)נתונה הפונקציה:  (9 )
10

2

x
f x

x

+
=

−
. מעבירים  

החיתוך משיק לגרף הפונקציה דרך נקודת 
 .y-שלה עם ציר ה

 את משוואת המשיק. מצאו   .א

)על גרף הפונקציה  Aמסמנים נקודה  )f x  

 ,על גרף המשיק B-ברביע הראשון ו
 .y-מקביל לציר ה ABכך שהקטע 

עבורן אורך  ,Aאת שיעורי הנקודה מצאו   .ב
 א מינימלי. הו ABהקטע 

 במקרה זה? ABמה יהיה אורך הקטע  .ג

 

  

) נתונה הפונקציה (10 ) 3

1
f x

x
= . 

שיעורי נקודה על הפונקציה ברביע הראשון, שסכום הקטעים שהמשיק  מצאו 
 ה על הצירים הוא מינימלי. צ  ק  בה מ  

 

)  נתונות הפונקציות (11 ) 2f x x= ו-( ) 31

3
g x x=. 

)שעל  A  את הנקודה )f x חיברו עם הנקודה  

B על  ,, שנמצאת מתחתיה( )g x, ע כך שהקט 

 AB מקביל לציר ה-y. 
 , A  מה צריכים להיות שיעורי הנקודה

 יהיה מקסימלי? ABע כדי שאורך הקט 

 

  
 באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה (12

( ) 6 3f x x= −. 

נמצאת על גרף הפונקציה ברביע הראשון.  Aהנקודה 
מותחים אנכים לצירים אשר חותכים  Aמהנקודה 

 כמתואר באיור., C-ו Bאותם בנקודות 
 .t-ב Aשל הנקודה  x-נסמן את שיעור ה

את סכום הקטעים  tבאמצעות   ועיהב .א
AB AC+. 

עבורו סכום הקטעים  ,tאת ערכו של  מצאו   .ב
 י. הנ"ל יהיה מינימל

 

 

)  נתונות הפונקציות (13 ) 21f x x= )-ו − ) 2g x bx=   (0b .) 

 . B-ו Aהפונקציות נחתכות בנקודות 
 ראשית הצירים(. Oמינימלי ) AOשבעבורו הקטע , bאת ערכו של  מצאו  

  

1
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 תשובות סופיות 

1) ( )A 4,8 

2) ( )A 0.5,12.25 

3א.  (3 22 12 18S t t t= − 1tב.        + 8Sג.       = = 

)א.  (4 )A 128Sב.       2,32 = 

5) ( )A 2, 2 

א.  (6
21.28 0.72 16

1

t t
P

t

+ +
=

−
ב.        

3
4

4
t P  ס"מ 12.88ג.       = = 

7) 1 2 
)א.  (8 )A 2, )ב.         2 )A 0, 4 

3א.  (9 5y x= − )ב.       − )A ABג.      4,7 24= 

10) 
1

3,
3 3

 
 
 

 

11) ( )A 1, 2 

6א.  (12 3l t t= + 2.25tב.         − = 

13) 1b = 

1
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 בעיות קיצון בהנדסת המרחב

 שאלות 

 סמ"ר.  96נתונה תיבה שבסיסה ריבוע ושטח הפנים שלה הוא  (1
 את מידות התיבה שנפחה מקסימלי. מצאו  

 

 , נתונה תיבה שבסיסה הוא מלבן (2
   ,מהצלע הסמוכה לה 2שבו צלע אחת גדולה פי 

 כמתואר באיור.
 xוצלע המלבן הקטנה   hידוע כי גובה התיבה 

9xמקיימים:   h+ =  . 
בסיס התיבה ת מה צריכים להיות מידומצאו  

 . כדי שנפחהּ יהיה מקסימלי

 

  

ובסיסה הוא ריבוע  hנתונה תיבה שגובהה הוא  (3
 .xשאורך צלעו היא 

ם  נתון כי צלע הריבוע וגובה התיבה מקיימי
4 63x h+ =. 

 .xבאמצעות   hאת  ועיהב . א

את שטח הפנים של התיבה  ועיהב .ב
 .xבאמצעות  

כדי ששטח  ,xמה צריך להיות ערכו של  . ג
 הפנים יהיה מקסימלי? 

 

  

ליוסי משטח פח אשר הוא רוצה לבנות תיבה  (4
 סמ"ק.  225הוא ממנו שנפחה הכולל 

  5יוסי רוצה שאורך הבסיס יהיה גדול פי 
 כמתואר באיור הסמוך.  ,מרוחבו

ולכן הוא   ,כמות הפח שיש בידי יוסי מוגבלת
רוצה לדעת מה היא הכמות המינימלית של פח  

 כדי להשיג את מבוקשו.  ,שעליו להשתמש
  כמות הפח המינימלית.  מצאו את

 

 ,מרוחב בסיסה 2סמ"ק ואורך בסיסה גדול פי  144לבניית תיבה שנפחה  (5
 להם שני מחירים שונים:ו ,דרושים שני חומרים

 מהחומר לפאות הצדדיות והבסיס העליון.  3החומר לבסיס התחתון יקר פי 
 מהן מידות התיבה הזולה ביותר שניתן לבנות? 

 

 ,kשהיקף פרישת המעטפת שלהם הוא   ,מכל הגלילים הישרים (6
 את נפחו של הגליל בעל הנפח המקסימלי. מצאו  

  

1
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 ,שבסיסה ריבוע באיור שלפניך מתוארים תיבה  (7
רדיוס הגליל יסומן  וגליל החסום בתוך התיבה.

 .h-וגובהו ב x-ב
 ס"מ.  12הוא  h-ו xידוע כי הסכום של 

צוע את אורך מק xבאמצעות   ועיהב . א
 הבסיס של התיבה. 

 x  באמצעות ועיהב .ב

 את נפח הגליל. .1

 את נפח התיבה. .2

עבורו הנפח הכלוא בין   ,x  אתמצאו   . ג
 . ה מקסימליהתיבה לגליל יהי

 

 

 נתונה פירמידה מרובעת, משוכללת וישרה. (8
 .Sושטח המעטפת שלה הוא   kאורך מקצוע צדדי בפירמידה הוא 

22S  ו כיחיהוכ k. 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 4 4 4   .ס"מ 

 ס"מ.  3גובה:   .ס"מ 12ס"מ,  6בסיס:   (2

63א.  (3 4h x= 214ב.       − 252p x x= − 9xג.       + = 

 ס"מ.  5-ס"מ ו 15ס"מ,   3 (4

5) 8 6 3   .ס"מ 

6) 
3

216

k


Vיחידות נפח  =. 

1.2ב.   2xא.  (7 312V x x = −    2.2 348 4V x x= 8xג.      − = 

 הוכחה.שאלת  (8

1
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 בעיות קיצון עם תשובה נתונה

 בעיות קיצון בהנדסת המרחב 

 .  aשסכומם   ,q- ו p  ,נתונים שני מספרים חיוביים (1

 שכאשר מתקיים  ,והרא
p n

q m
n ערך הביטוי ,= mp q כאשר  ) מקסימליn ו-m 

 . טבעיים(

 

סמ"ק, החרוט בעל שטח  kשמכל החרוטים הישרים שנפחם  וחיהוכ (2

3המעטפת המינימלי הוא זה שגובהו  6k  .ס"מ 
 הוא הקו היוצר של החרוט( l, כאשר   Rl)שטח מעטפת של חרוט הוא 

 

 

 ת קיצון עם תנועהיבעי

 ק"מ.   Sקמ"ש ועליו לנסוע דרך של  vמהירותו של רכב היא  (3

לרכב יש הוצאות נסיעה של 
400

v
-₪ לכל ק"מ נסיעה ו 

2

48
200

v
  ₪ לכל שעת +

 נסיעה. 
 80 על הרכב לנסוע במהירות של ,שכדי שהוצאותיו יהיו מינימליות והרא

 קמ"ש. 
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 כלכליות מסוג ראשון  קיצוןבעיות 

 שאלות 

 ליטר שוקו ליום, xכאשר חברת 'יוטבתה' מוכרת  (1

)היא יכולה לקבל מחיר של  )
1

10
4

p x x= −  שקל לליטר. +

 ליטר? 4מהו מחיר ליטר אחד, אם הכמות שנמכרת ביום היא  . א

 ליטר? 12אחד, אם הכמות שנמכרת ביום היא מהו מחיר ליטר  .ב

 ₪ לליטר?  6מהי הכמות הנמכרת ביום, אם המחיר הוא  . ג

 את תחום ההגדרה שלה.מצאו את הגרף של פונקציית הביקוש, ו ושרטט .ד

פונקציית הביקוש הנתונה מתארת את מחיר המוצר, כפונקציה של  .ה
את  את נוסחת הפונקציה, כך שהיא תתאר והכמות הנמכרת ממנו. שנ

 הכמות הנמכרת מהמוצר, כפונקציה של מחירו.

 

)פונקציית הביקוש של מוצר מסוים היא  (2 ) 0.6 120p x x= − +. 

 יון ואת התחום שלה.ד את פונקציית הפ  ומצא . א

20xאם  .ב  , מהו מחיר המוצר ומהו הפדיון?=

 ₪, מהו הפדיון? 12אם המחיר הוא  . ג

 

)פונקציית הפדיון של מוצר מסוים היא  (3 ) 20.08 40R x x x= − +. 

 מהו התחום של פונקציית הפדיון? . א

 את הגרף של פונקציית הפדיון. ושרטט .ב

 את הגרף שלה.  ואת פונקציית הביקוש ושרטט   ומצא . ג

 

)פונקציית הביקוש של מוצר מסוים היא  (4 ) 0.4 100p x x= − +. 

 את תחום הפונקציה.  ומצא . א

 פונקציית הפדיון הממוצע.  את פונקציית הפדיון ואת  וצאמ .ב

 את פונקציית הפדיון השולי.  ומצא . ג

 יתקבל פדיון מקסימלי, ומהו?  xלאיזה ערך של  .ד

 

)פונקציית הביקוש של מוצר מסוים היא  (5 ) 26 240 1800p x x x= − + +. 

 הפדיון השולי.פונקציית  את פונקציית הפדיון ואתמצאו   . א

40xאם  .ב  , האם כדאי להגדיל את הייצור? =

 מתי יהיה הפדיון מקסימלי, ומהו?  . ג
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)פונקציית הביקוש של מוצר מסוים נתונה ע"י  (6 )
2

10
5

x
Q x x= − . 

 את המחיר הנותן את הפדיון המקסימלי. מצאו   . א

 מהו הביקוש במקרה זה? .ב

 ? מה משמעותו? זומהו הביקוש השולי בנקודת מחיר  . ג

 

)קפה ביום, היא  xפונקציית ההוצאות של יצרן, המייצר   (7 ) 5 150C x x= +. 

 גרף של פונקציית ההוצאות. מהן ההוצאות הקבועות?  ושרטט . א

 ₪.  1,000כמה ק"ג קפה מייצר היצרן, אם ההוצאות הן מצאו  .ב

 ק"ג קפה ביום? 20מהן ההוצאות, אם מייצרים  . ג

 את פונקציית ההוצאה השולית. מצאו   .ד

 

)פונקציית העלות, של יצרן כובעים, היא  (8 ) 20.04 10 400TC x x x= +  שקל ליום. +

 כובעים. 40את העלות הממוצעת ליום, אם הוא מייצר  וחשב . א

 כמה כובעים עליו לייצר, כדי שהעלות הממוצעת תהיה מינימלית?  .ב

100xאת העלות השולית ליום, עבור   וחשב . ג =. 
 איזו מסקנה ניתן להסיק? 

 

)פונקציית העלות של מוצר מסוים היא  (9 ) 20.004 10 200C x x x= + +. 

100xאת העלות, כאשר  וחשב . א 101xוכאשר   = =. 

100x את העלות השולית, כאשר וחשב .ב =. 

100x-כמה תעלה יחידת מוצר נוספת, כאשר הייצור יעבור מ וחשב . ג = 
101x- ל  , והשוו עם התוצאה של סעיף ב. מהי המסקנה?=

 מצאו האם קצב השינוי של העלות גדל או קטן.  .ד

 

)ליצרן פונקציית ביקוש  (10 ) 100 0.06P Q Q= −, 

)ופונקציית עלות כוללת   ) 200 4TC Q Q= +. 

 שעל היצרן לייצר, על מנת להביא למקסימום את רווחיו? Qמהי הכמות  
 מהו המקסימום במקרה זה?

 

)ליצרן פונקציית ביקוש  (11 ) 20P Q )ופונקציית עלות  ,= ) 2300 2TC Q Q= + . 

 מהי הכמות שעל היצרן לייצר, על מנת להביא למקסימום את רווחיו?
 מהו המקסימום במקרה זה?
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)ליצרן פונקציית ביקוש  (12 ) 0.15 50P Q Q= − +, 

)ופונקציית עלות שולית   ) 20.06 20MC Q Q= +. 

 לייצר, על מנת להביא למקסימום את רווחיו?מהי הכמות שעל היצרן 

 

ליצרן פונקציית ביקוש  (13
5000 50

3

P
Q

−
=, 

)ופונקציית עלות  ) 200 4TC Q Q= + . 

 שעל היצרן לייצר, על מנת להביא למקסימום את רווחיו? Qמהי הכמות  
 מהו המקסימום במקרה זה?

 

)ליצרן פונקציית עלות שולית  (14 ) 20.06 20MC Q Q= + . 

10Qאת פונקציית העלות, אם ידוע שכאשר הכמות המיוצרת היא מצאו   =, 
 ₪. 225העלות הכוללת היא 

 

 :וחיהוכ (15

יון השולי שווה להוצאה השולית. דשהרווח המקסימלי מתקבל כאשר הפ . א
 את המשמעות הגרפית.  וריהסב

שאם מחיר המוצר קבוע, אז הרווח המקסימלי מתקבל כאשר ההוצאה  .ב
 שולית שווה למחיר המוצר. ה

 

16) ( )C x –   ,פונקציית הוצאות( )'C x  –   ,הוצאות שוליות
( )C x

x
 הוצאות ממוצעות.  –  

 לית קבועה, למרות שהוצאה ממוצעת משתנה? האם יתכן שהוצאה שו  . א

 האם יתכן להפך? .ב

 כי ההוצאה הממוצעת היא פונקציה עולה אם ורק אם  וחיהוכ . ג
 ההוצאה השולית גדולה מן ההוצאה הממוצעת.

 

 מפעל המייצר מוצר מסוים משתמש בשני גורמי ייצור. (17

 , בהתאמה. 2p- וב 1p-נסמן את מחירי גורמי הייצור, ליחידה, ב

 ,2יחידות מג"י  y-וב 1יחידות מג"י  x-אם משתמשים ב

xהמפעל מייצר   y+  יחידות. תקציב המפעלA .₪ 

 כי באילוץ התקציב, הייצור מקסימלי  וחיהוכ . א

כאשר מתקיימת הנוסחה 
2

2

2

1

px

y p
=. 

 :עבורם הייצור מקסימלי, אם נתון  y-ו x את וחשב .ב

3,000   ₪1p = ,100  ₪2p =  ,372,000  ₪A=. 
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 תשובות סופיות 

)ה.  16ג.  7ב.   9א.  (1 ) 40 4x p p=  ד.   −

 
 
 

 

)א.  (2 ) 20.6 120R x x x= − 0x, בתחום: + . .2,160ג.  2,160  ב 

0xא.  (3     .ג.     ב 
 

 

 

0xא.  (4    :ב. פונקציית הפדיון( ) 20.04 100R x x x= − +, 

)הפדיון הממוצע:  )0 0.4 100x AR x x = − )ג.  . + )' 0.08 100R x x= − + 

,1  ד.  .62,500 ; הפדיון המקסימלי: 250

)א. פונקציית הפדיון:  (5 ) 3 26 240 1800R x x x x= − + +, 

)הפדיון השולי:  ) 2' 18 480 1800R x x x= − +  ב. לא.  .+

 .108,000 המקסימלי:; הפדיון 30ג. 

א.  (6
1

33
3

ב.    

2
1

33
1 1 333 10 33
3 3 5

Q
 

=  − 
 

 

ג. 
1

3
3

 יח', בערך.  3.33-תקטין את הביקוש ב –; העלאת המחיר ביחידה אחת −

 ההוצאות הקבועות הן הוצאות המפעל,      א.  (7
 170ב.  גם כאשר הוא אינו מייצר.     

)ד.    250ג.       ) 5MC x = 

 
 

₪; אם המפעל יעלה את הייצור ביחידה   18ג.   100  ב.  21.6 א. (8
 .בערך ₪ 18-, העלות הכוללת שלו תגדל ב101-ל 100- אחת, מ

)א.  (9 ) ( )100 1240, 101 1250.804C C=  10.8ב.   =

 ד. גדל. ג. בערך הסכום שיעלה למפעל לייצר יחידה נוספת. 

,38 , המקסימום:800  הכמות: (10 200. 

 .−250, המקסימום: 5  הכמות: (11

12) 25 

,38 , המקסימום:800  הכמות: (13 200. 

1
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14) ( ) 30.02 20 5TC Q Q Q= + + 

 הוכחה.שאלת  (15

 הוכחה.שאלת ג.   ב. לא.   א. כן. (16

,4ב.   הוכחה. שאלת א.  (17 3600x y= = 

1
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 כלכליות מסוג שני קיצוןבעיות 

 שאלות 

 למכונה. $225מכונות בשבוע, במחיר של  500יצרן מכונות כביסה מוכר  (1
. סקר שוק מראה, שעל כל הוזלה $125עלות הייצור למכונת כביסה אחת היא 

 . 50-מספר המכונות הנמכרות בשבוע עולה ב –במחיר   $5של 

 מהו המחיר שהיצרן צריך לקבוע למכשיר, על מנת להגיע לרווח מקסימלי? . א

 .ומהן ההוצאות במצב זה? האם בהכרח אלו ההוצאות המינימליות? נמק  .ב

 

 דקות.  200-₪ ל  100סלולר הוא  מחיר חבילת זמן אוויר בחברת (2
 ₪ בתשלום, 2בסקר שוק שערכה החברה התגלה, כי על כל הוזלה של 

 דקות זמן אוויר נוספות.  10לקוחות מנצלים 
לאור תוצאות הסקר, איזו חבילה כדאי לחברה להציע ללקוחותיה, כדי להגיע 

 ? (ולכמה דקותשיש לקבוע  מה המחיר)כלומר,  להכנסה מקסימלית

 

 ₪ עבור כל תכשיט.  30אמן מייצר תכשיטים בעלות של  (3
 ₪ לתכשיט.  40תכשיטים, כאשר מחירם   100הוא מצליח למכור 

 תכשיטים פחות.  ₪4 במחיר, הוא מוכר  2על כל עלייה של 

 שלו יהיה מקסימלי. הרווחכמה תכשיטים האמן צריך לייצר, כדי ש  ומצא . א

 באיזה מחיר ימכור האמן כל תכשיט במצב זה? .ב

 ?)עבור כל התכשיטים(  עלות הייצור של האמן במצב זה מהי . ג

 

 תיירים, 30-ל נעים' משכירה אוטובוס לוחברת 'טי  (4
 דולר. 100שכל אחד מהם משלם 

לכל אחד   על כל תייר נוסף שמצטרף, החברה מסכימה להוריד את התשלום
 מהתיירים, בשני דולר. 

 הגדול ביותר?מה צריך להיות מספר התיירים, כדי שלחברה יהיה הרווח  

 

 אג', 50ברשת 'סלקום' הוא  SMSמחיר שליחת  (5
 . 200־ים החודשי הממוצע הוא SMS- ומספר ה

 ־ים החודשי הממוצע בעשר.SMS- יורד מספר ה –מעלה  'אג' ש'סלקום 5על כל 
 , SMSמה צריך להיות מחיר שליחת   ומצא

 כדי שהכנסתה של 'סלקום' תהיה מקסימלית. 
  

1
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₪   45מימד במחיר של - כרטיסים לסרטי תלת  60שבוע קולנוע 'חן' מוכר כל  (6
לכרטיס. כל הורדה של מחיר הכרטיס בחצי שקל גורמת למכירת שני כרטיסים 

 נוספים בשבוע.
גדולה המה צריך להיות מחיר הכרטיס, כדי שהכנסתו של בית הקולנוע תהיה 

 גם מהי ההכנסה המקסימלית.  וביותר? מצא 

 

 ₪. 25לה לחברת 'ניקולדיאון' עו הייצור של בובת 'בוב ספוג' (7
 בובות ליום. ₪200, היא מצליחה למכור  45-אם החברה מוכרת את הבובה ב

 10על כל חצי שקל שהחברה מורידה ממחיר הבובה, היא מצליחה למכור 
 בובות נוספות ליום. 

 מהו הרווח היומי המקסימלי של החברה?

 

 ₪. 800-חברת 'אופיס דיפו' רוכשת מספר מסוים של מוצרים ב (8
 לכל מוצר, 20%מהמוצרים היא מוכרת ברווח של  5

 ₪ לכל מוצר.  2ואת שאר המוצרים היא מוכרת ברווח של 
 ₪. 70שהרווח של החברה, בעסקה כזו, הוא לפחות  וחיהוכ

 

 ₪ לזוג אופניים.  500חיר של מזוגות אופניים ב 300מוכרת  BMXחברת  (9
  – את מחירם בלבד   –נוספים שהיא מוכרת, היא מורידה  זוגות אופניים xלכל 

 הזוגות הראשונים היא ₪300 לזוג אופניים, ואילו את מחירם של 2x-ב
 ₪ לזוג אופניים.x-מורידה רק ב

מה מספר זוגות האופניים שעל החברה למכור, על מנת שהכנסתה תהיה 
  מקסימלית? 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 ; לא, כי תמיד ניתן לייצר פחות וכך להקטין הוצאות. $93,750ב.   200 א. (1

 דקות. 350-₪ ל 70 (2

 ₪ 1,800ג.  ₪ 60ב.    60 א. (3

4) 40 

 אג'. 75 (5

 ₪. ₪3,600, ההכנסה המקסימלית:   30  מחיר הכרטיס: (6

7) 4,500 .₪ 

 הוכחה.שאלת  (8

9) 350 
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 14 - משוואות - מציאת מספר הפתרונות, פתרון כללי ופתרון מקורב

תוכן העניינים

1. מציאת מספר הפתרונות של משוואה י 189

2. פתרון משוואות פולינומיאליות י 192

3. שיטת ניוטון-רפסון לפתרון מקורב של משוואות י 194
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 מציאת מספר הפתרונות של משוואה

 שאלות 

 שלמשוואות יש בדיוק פתרון אחד: וחיהוכ 4-1בשאלות 

1) 
3 4 1 0x x+ − = 

 

2) 
2 lnx x= − 

 

3) 0.25sin 7x x− = 

 

4) 
3 24 21 48 28 0x x x− + − + = 

 

3 נתונה המשוואה (5 2 0ax bx cx d+ + + 2  ונתון כי ,= 3b ac . 
 . זאת וחימהו מספר הפתרונות של המשוואה? הוכ

 

 :אותה ואת מספר הפתרונות ופתר ו, מצא9-6עבור כל אחת מהמשוואות 

6) 
1xe x− = 

 

7) arctan 0x x− = 

 

8) ( )ln 5 4x x+ − = 

 

9) 
2 sin 1 cosx x x x+ = − 

 

) המקיימת: ,x פונקציה גזירה לכל f תהי (10 ) ( ) ( )' 1 , 0 1, 1 2f x f f = = . 

) שלמשוואה וחיהוכ ) sin 4f x x x+  יש בדיוק פתרון אחד. =

 

 : יש בדיוק שני פתרונות 13-11בשאלות שלמשוואות  וחיהוכ

11) 5 0xe x− = 12) 3 1
4 5 0x x

x
+ − = 13) 

4 31 4 8x x+ = 
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על מנת שלמשוואות   ,קשר בין הפרמטרים ו, מצא 17-14בכל אחת מהמשוואות 
 : שכל הפרמטרים שונים מאפס( וחייהיה בדיוק פתרון אחד )הנ

14) 
2 0ax bx c+ + = 

 

15) 
3 2 0ax bx cx d+ + + = 

 

16) ( )cos 1x a bx+ = 

 

17) ( ) 2 44, 0n n nn odd ax bx cx d− − + + − = 

 

2מצאו את מספר הפתרונות של המשוואה  (18 xa x e a+  קבוע ממשי. aכאשר  =
 

3הוכיחו שלמשוואה  (19 2 22 0ax a x+ + קבוע   aקיים פתרון אחד ויחיד  כאשר  =
 ממשי. 

 

2הוכיחו שלמשוואה  (20 3 5 1x x x+ + יש לפחות פתרון אחד ולכל היותר פתרון  =
 אחד.

 .לפתור תוך שימוש במשפט רול ישהערה: שאלה זו 
 

4נתון הפולינום  (21 3 2( ) 3 2 1p x x x x cx= − + + −. 

 הוכיחו שלפולינום יש לכל היותר שני שורשים. . א

|נתון בנוסף כי   .ב | 1c . 
 ?מה מספר השורשים של הפולינום

 

  

1

פרק 14משוואות - מציאת מספר הפתרונות,...

190

190



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 תשובות סופיות 

 שאלת הוכחה. (1

 שאלת הוכחה. (2

 שאלת הוכחה. (3

 שאלת הוכחה. (4

 פתרון יחיד. (5

6) 1x =  

7) 0x = 

8) 4x = − 

9) 0x = 

 שאלת הוכחה. (10

 שאלת הוכחה. (11

 שאלת הוכחה. (12

 שאלת הוכחה. (13

14) 
2 4 0b ac− = 

15) 
24 12 0b ac−  

16) 
1 1

1 , 1
ab ab

 −   

17) ( ) ( )
22 2 4 4 0b n anc n− − −  

0aאם  (18 0a, למשוואה אין פתרון. אם = .למשוואה יש פתרון יחיד , 

 שאלת הוכחה. (19

 שאלת הוכחה. (20

 ב. שני שורשים שונים. א. שאלת הוכחה. (21

1
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 פתרון משוואות פולינומיאליות 

 שאלות 

 : 3-1בשאלות ים  יעד כמה שניתן את השברים האלגבר מוצמצ 

1) 
3 2 1

1

x x x

x

− + −

−
 

 

2) 
4 3 2

2

4 6 31 99 10

10

x x x x

x x

+ + + +

− +
 

 

3) 
24 1

2

x x

x

+ −

−
 

 

 את המשוואות הבאות:  ורפת

4) 4 3 23 15 19 30 0k k k k+ − − + = 

 

5) 3 22 3 20 0k k k+ − + = 

 

6) 5 4 3 23 2 2 3 1 0k k k k k+ + − − − = 

 

7) 3 26 12 8 0k k k− + − = 

 

8) 6 4 23 3 1 0k k k− + − = 

 

9) 3 2 1 0k k k− + − =  

 

10) 4 3 23 6 12 8 0k k k k− + − + = 

 

11) 3 27 33 21 61 0x x x− + + = 
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 תשובות סופיות 

1) 2 1x + 

2) 0 

3) 
17

4 9
2

x
x

+ +
−

 

4) 
1 2 3 41, 2, 3, 5k k k k= = − = = − 

5) 1 2,34, 1 2k k i= − =  

6) 1 2 3 4 51, 1, 1, 1, 1k k k k k= =− = − = − = − 

7) 
1 2 32, 2, 2k k k= = = 

8) 1 2 3 4 5 61, 1, 1, 1 1 1k k k k k k= = − = = − = = − 

9) 1 2,31,k k i= =  

10) 1 2 3,41, 2, 2k k k i= = =  

0.8459xמקורב:פתרון  (11 =. 
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 רפסון לפתרון מקורב של משוואות-שיטת ניוטון

 שאלות 

 רפסון(:-בשיטת ניוטון 2ה )שאל הבאות את המשוואות  ורפת

1) 4 31 4 8x x+ = 

 

2) 3 24 21 48 28 0x x x− + − + = 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1xפתרון מדויק  (1 = −. 

,0.5576  פתרונות מקורבים: (2 1.9672x x= = . 

1
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 15 - משפטי הערך הממוצע של רול, לגראנז', קושי ודרבו

תוכן העניינים

1. משפט רול י 195

2. משפט לגראנז' - הוכחת אי שוויונים בקטע [a,b] י 199

3. משפט לגראנז' - הוכחת אי שוויונים בקטע [o,x] י 201

4. משפט לגראנז' - הוכחת אי שוויונים עם מספרים י 202

5. משפט לגראנז' - שאלות כלליות י 203

6. משפט הערך הממוצע המוכלל של קושי י 207

7. משפט דרבו י 209
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 משפט רול

 שאלות 

)האם הפונקציה הנתונה, בדקו  (1 )f x  בקטע הנתון, מקיימת את תנאי משפט

 המקיימים את מסקנת משפט רול:  c את כל ערכימצאו  רול, ו

) . א )  3 23 2 0,2f x x x x= − + 

) .ב )  
2 1

1,1
2

x
f x

x

−
= −

− 
 

 

)- נתון ש (2 )
( )

2

1

3
f x

x
=

−
. 

)-שהראו  ) ( )1 5f f= אך אין נקודה ,cכך ש ,-( )' 0f c =. 

 . והאם הדבר סותר את משפט רול? נמק

 

 ,-פונקציה גזירה פעמיים ב fתהי  (3

ונניח שקיימות שלוש נקודות שונות, 
0 1 2, ,x x x,   עבורן( ) ( ) ( )0 1 2f x f x f x= =. 

)-ממשי, כך ש c שקייםהוכיחו  )'' 0f c =. 

 

:תהי  (4 (0,1)f  פעמים.  3גזירה    →

טבעי מתקיים   n נניח שלכל
1

0f
n

 
= 

 
. 

0שקיימת הוכיחו  (0,1)x , 0- כך ש'''( ) 0f x = . 

 

]:תהי  (5 , ]f a b  פעמים.  3גזירה  →

)נניח שמתקיים  ) ( ) '( ) '( ) 0f a f b f a f b= = = =.   

)'''שלמשוואה הראו  ) 0f x  יש פתרון. =
 

f:נתון כי   (6  ם. יגזירה פעמי →

0- פונקציה זוגית שיש לה נקודת מינימום מקומית ב fנתון בנוסף כי   2x =. 

 שתי נקודות שונות בהן הנגזרת השנייה מתאפסת. כי יש הוכיחו 
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 .-, גזירה בfנתונה פונקציה  (7

)מוגדרת על ידי  gתהי  ) ( ) ( )2 1g x x f x= −. 

 ,g'כי הנגזרת, הוכיחו , ו-גזירה ב gכי  הראו 

)מתאפסת לפחות פעם אחת בקטע   )1,1−. 

 

 :וחיהוכ (8

)- ו -גזירה ב  fאם  )1 0f ), אז הפונקציה = )g x המוגדרת על ידי ,

( ) ( )g x xf x=, וישנו פתרון ממשי למשוואה -גזירה ב ,( )' 0g x =. 

 

f[0,1]:תהי  (9 (0)-כך ש ,פונקציה גזירה → 0f )-ו = ) 0f x   0לכל 1x . 

-כך ש ,c(0,1)שקיים הוכיחו 
(1 ) ( )

2
(1 ) ( )

f c f c

f c f c

 −
=

−
. 

 

11אם  (10
0 ... 0

2 1

n nc cc
c

n n

−+ + + + =
+

 ( )ic , 

1שלמשוואה הוכיחו 

0 1 1... 0n n

n nc c x c x c x−

−+ + + + = 

 .(0,1)יש לפחות פתרון אחד בקטע  
 

f[0,1]:תהי  (11 (0)-כך ש ,פונקציה גזירה → 0, (1) 1f f= =. 

)שלמשוואה הראו  ) 2f x x  .(0,1)קיים פתרון בקטע  =
 

,תהיינה  (12 :f g  פונקציות גזירות.  →

)'ממשי מתקיים   x נניח שלכל ) ( ) '( ) ( )f x g x g x f x. 

 .gקיים לפחות שורש אחד של  fשבין כל שני שורשים של הראו 
 

f[0,1]:תהי  (13  ,פונקציה גזירה →

(0)-כך ש (1) 0f f= (0)'-ו = 0, '(1) 0f f . 
 שבה הפונקציה הנתונה שלילית.  ,1שקיימת סביבה שמאלית של הוכיחו  . א
 שבה הפונקציה הנתונה חיובית. , 0שקיימת סביבה ימנית של הוכיחו  .ב
 .(0,1)ת לפחות פעמיים בקטע  שהנגזרת של הפונקציה מתאפס הוכיחו  . ג
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 על הסעיפים הבאים: וענ (14

:תהי  . א ( 1, 2)f −  גזירה פעמיים.  →

טבעי   n נניח שלכל
1

1f
n

 
= 

 
. 

 .f(0)''את  וחשב
 

:תהי  .ב ( 1, 2)f − (0)''- ש כך ,גזירה פעמיים → 0f . 

-כך ש ,טבעי n שקייםהוכיחו 
1

1f
n

 
 

 
. 

 

:תהי  (15 ( 1, 2)f −  גזירה פעמיים.  →

טבעי   n נניח שלכל
1

1 1f
n

 
− = 

 
. 

 .f(1)''את  וחשב

 

f,נתון כי   (16 g גזירות לכל x  וכי'( ) ( ) '( ) ( ) 0f x g x g x f x+  ב -. 

)שלמשוואה הוכיחו  ) ( )f x g x A= .יש לכל היותר פתרון אחד 

A .קבוע כלשהו 

 

)'וכי   x  גזירה לכל fנתון כי   (17 )f x חד ערכית ב-חד-. 

תהי 
0x .נקודה כלשהי 

)כי לגרף של הוכיחו  )y f x=  ולישר המשיק בנקודה
0x  יש נקודה משותפת 

-אחת ויחידה 
0x. 

)כי הגרף של הוכיחו במילים אחרות:  )y f x= כולו מעל המשיק או מצאו נ
 מתחתיו. 

 

)גזירה פעמיים בקטע   fן כי  נתו (18 , )a b ולכל ,( , )x a b   מתקיים
2( '( )) ( ) ''( )f x f x f x . 

)'נתון שלמשוואה  ) 0f x  יש שלושה פתרונות בקטע.  =

)שלמשוואה הוכיחו  ) 0f x  יש לפחות שני פתרונות בקטע.  =

)2המקיימת   fדוגמה לפונקציה   נות '( )) ( ) ''( )f x f x f x . 

 

)נתון כי   (19 ), ( )f x g x  רציפות בקטע[ , ]a b  וגזירות בקטע( , )a b. 

)נתון בנוסף כי   ) ( ), ( ) ( )f a g a f b g b= = . 

aשקיימת נקודה   וחיהוכ c b   כך ש-  '( ) '( )f c g c= . 
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]-רציפות ב g-ו fהפונקציות  (20 , ]a b וגזירות ב -( , )a b. 

)ידוע כי   ) ( )f a g a ו-'( ) '( )f x g x  ב-( , )a b . 

)הוכיחו כי   ) ( )f x g x  ב-( , ]a b. 
 

 

 

 תשובות סופיות 

א. כן,  (1
1

1
3

.    ,2ב. כן 3−. 

3xלא, מכיוון שהפונקציה לא רציפה בנקודה  (2 =. 

 הוכחה.שאלת ב.  0א.  (14

15) 0 
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 יונים בקטעוהוכחת אי שו  – ' משפט לגראנז ,a b 

 שאלות 

 את אי השוויונים הבאים בתחום הרשום לידם: וחיהוכ

1) ( )0 ln
b a b b a

a b
b a a

− − 
    

 
 

 

2) ( )0
2 2

b a b a
a b b a

b a

− −
   −  

 

3) ( ) ( ) ( )a b a ba b a b e e e a b e− − − − −  −  − 

 

4) 
2 2

0 tan tan
2 cos cos

b a b a
a b b a

a b

 − − 
    −  

 
 

 

5) ( ) 2 2
0 arctan arctan

1 1

b a b a
a b b a

b a

− −
   − 

+ +
 

 

6) ( )
2 2

0 1 arcsin arcsin
1 1

b a b a
a b b a

a b

− −
    − 

− −
 

 

7) ( )
( ) ( )

2 2

arcsinh arcsinh
0

1 1

b ab a b a
a b

b ab a

−− −
   

−+ +
 

 

8) ( ) ( ) ( )2 2
0 1 arctanh arctanh

1 1

b a b a
a b b a

a b

− −
    − 

− −
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9) ( )0 n n n nb a b a
a b b b a a

n b n a

− −
    −  

 
 

 

10) ( )
( ) ( )2

2 2 2

2 21
1 ln

1 1 1

b b a a b ab
a b

b a a

− − +
    

+ + + 
 

 

11) ( ) ( )
1 1 1

1 3 ln ln
4

a b b a b a
b a

   − + −  − 

 

12) ( )1 2 2 1 2 1sin sinx x x x x x −  − 

 

13) ( )1 2 2 1 2 1cos cosx x x x x x −  − 

 

14) ( ) arctan arctanx y y x y x −  − 
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 ויונים בקטעו הוכחת אי ש – ' משפט לגראנז 0, x 

 שאלות 

 את אי השוויונים הבאים בתחום הרשום לידם: וחיהוכ

1) 
2

0 tan
2 cos

x
x x x

x

 
    

 
 

 

2) ( ) 2
0 arctan

1

x
x x x

x
  

+
 

 

3) ( )
2

0 1 arcsin
1

x
x x x

x
   

−
 

 

4) ( ) ( )
2

0 arcsinh
1

x
x x x

x
  

+
 

 

5) ( ) ( ) 2
0 1 arctanh

1

x
x x x

x
   

−
 

 

6) ( ) ( )0 ln 1
1

x
x x x

x
  + 

+
 

 

7) ( )0 1 1x xx x e xe +   + 

 

8) ( )0 sinx x x  

 

9) 0 tan 4
3

x x x
 

   
 
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 ויונים עם מספריםוש -הוכחת אי – ' משפט לגראנז

 שאלות 

 השוויונים הבאים:-את אי וחיהוכ

1) 
1 3 1

ln
3 2 2

 
  

 
 

 

2) 
1

1 2 1.5
2 2

+   

 

3) 
3 4 1

arctan
25 4 3 6 4

  
+   + 

 
 

 

4) ( )
3 1

arcsin 0.6
15 6 8 6

 
+   + 
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 שאלות כלליות –  'משפט לגראנז

 שאלות

)תהי   (1 )f x  פונקציה גזירה לכלx  המקיימת ,( )' 5f x . 

)ידוע כי   ) ( )1 3 , 4 18f f= = . 

)כי  הוכיחו  )2 8f =. 

 

)תהי   (2 )f x  פונקציה גזירה לכלx  המקיימת ,( )' 7f x . 

)ידוע כי   ) ( )1 3 , 4 18f f= = . 

)כי  הוכיחו  )4 2 10f . 

 

פונקציה גזירה פעמיים בקטע   f  תהי (3 ,a bונניח ש , -( ) ( ) 0f a f b= =, 

) כאשר ,c  וכן שקיימת נקודה ),c a bכך ש , -( ) 0f c . 

)בקטע   m  שקיימת נקודה הוכיחו  ),a bכך ש , -( )'' 0f m . 

 

)פונקציה גזירה בקטע   fתהי   (4 ),a bכך ש , -'f   חסומה בקטע( ),a b . 

0Mשקיים  הוכיחו  .א   כך שלכל ,x ו-y ב -( ),a b   :מתקיים

( ) ( )f y f x M y x−  −. 

)- רציפה במידה שווה ב f- שהוכיחו  .ב ),a b. 

0שלכל  הוכיחו כלומר,      0קיים ,   כך שלכלx ו -y ב -( ),a b,  

|המקיימים   |x y − ,   מתקיים( ) ( )f x f y − . 

 

- רציפה ב fנניח כי   (5 )0, וגזירה ב -( )0,. 

)כמו כן,   )0 0f  מונוטונית עולה.  f'- , ו=

)כי  הוכיחו  .א )
( )

'
f x

f x
x

 ב-( )0,. 

)כי  הוכיחו  .ב )
( )f x

g x
x

)- מונוטונית עולה ב = )0,. 
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f,תהיינה   (6 g פונקציות רציפות ב -[ , )a   וגזירות ב -( , )a . 

)נתון כי   ) ( )f a g a= ו -'( ) '( )f x g x   לכלx a. 

)כי  הוכיחו  ) ( )f x g x   לכלx a. 

 

)- גזירה ב fנניח כי   (7 )0,. 

limנתון כי   .א '( ) 0
x

f x
→

=. 

כי  הוכיחו  lim ( 1) ( ) 0
x

f x f x
→

+ − =. 

limנתון כי   .ב '( ) 0
x

f x
→

 . 

limכי  הוכיחו  ( )
x

f x
→

= . 

 

 .xפונקציה גזירה לכל  fתהי   (8
 הוכח:

אם הגבולות   .א
( )

lim , lim '( )
x x

f x
f x

x→ →
 קיימים, אז הם שווים זה לזה.  

אם  .ב
ln

lim
x

x
L

x→
0Lאז   =  לופיטל(.  שימוש בכלל )ללא =

ייתכן שהגבול    .ג
( )

lim
x

f x

x→
limקיים אבל הגבול    '( )

x
f x

→
 לא קיים. 

limאם הגבול   .ד '( )
x

f x
→

קיים אז גם הגבול   
( )

lim
x

f x

x→
ושני הגבולות   קיים 

 שווים זה לזה. 

) אם .ה ) lim '( ) 0lim '( ) 0
xx

xf x f
→→

 אז  ( ) )l limim ( ) (
x x

f xf x
→ →

== −. 

 הערה: סעיף ג' הוא למעשה הכללה של סעיף א'. 
 

 .- גזירה ב fניח כי  נ (9

האם נכון לומר כי מתקיים  
( )

lim lim '( )
x x

f x
f x

x→ →
=   = ? 

 . יכואו הפרהוכיחו 
 , משפט לגראנז'בהערה: למרות שתרגיל זה אפתור ללא שימוש 

 אותו כאן בזכות הקשר שלו לשאלה הקודמת. הכנסתי
 

f[0,1]:תהי   (10 |-כך ש ,פונקציה גזירה → '( ) | 1f x    0לכל 1x . 

)- כך ש ,[0,1]- אחד ב cשקיים לכל היותר הוכיחו  )f c c=. 
 

[0,1]:תהי   (11 [0,1]f )'-כך ש ,פונקציה גזירה → ) 0f x    0לכל 1x . 

)2- כך ש ,[0,1]- אחד ב cשקיים בדיוק  הוכיחו  )f c c=. 
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]- פונקציה גזירה ב fתהי   (12 , ]a b. 

שקיימים  הוכיחו 
1 2 3, , ( , )c c c a b, כך ש-

2 3c c 2- ו 3
1

'( ) '( )
'( )

2

f c f c
f c

+
=. 

 

f[0,1]:תהי   (13  פונקציה גזירה פעמיים.  →

)המחבר את הנקודות    ,נניח שהישר )0, (0)f ו -( )1, (1)f, 

)בנקודה   fחותך את הגרף של   ), ( )a f a,   0כאשר 1a  . 

שקיים  הוכיחו 
0 [0,1]x , כך ש -

0''( ) 0f x =. 

 
]:תהי   (14 , ]f a b  פונקציה רציפה.  →

)- גזירה ב  f- נניח ש , )a b ו-lim '( )
x a

f x L
+→

 .Lכאשר , =

'כי  הוכיחו  ( )f a+ קיים וש -' ( )f a L+ =. 

 
f[0,1]:תהי   (15 (0)פונקציה גזירה שמקיימת   → 0f =. 

|מתקיים   x[0,1]נניח שלכל   '( ) | | ( ) |f x f x. 

)כי  הוכיחו  ) 0f x  .x[0,1]לכל   =
 

]רציפה בקטע   fנתון כי   (16 , ]a b   וגזירה בקטע( , )a b. 

)'ידוע כי   .א ) 0f x )לכל   = , )x a b. 

]- קבועה ב fכי  הוכיחו  , ]a b. 

)'ידוע כי   .ב )f x m=   לכל( , )x a b. 

]- לינארית ב fכי  הוכיחו  , ]a b. 
 

 על הסעיפים הבאים:  ו ענ (17
f,נתון כי   .א g   רציפות בקטע[ , ]a b   וגזירות בקטע( , )a b. 

)'ידוע כי   ) '( )f x g x=   לכל( , )x a b. 

)כי  הוכיחו  ) ( )f x g x c= ]-ב + , ]a b. 

)arccosכי  הוכיחו  .ב ) arcsin( )
2

x x


= −. 

 

)גזירה בקטע   fנתון כי   (18 , )a b ו-  lim ( )
x a

f x
+→

= . 

 לא חסומה בקטע. f'הוכח כי   .א

 ?−או     - שואפת ל f'האם בהכרח   .ב
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 תשובות סופיות 

 0ב.   (8
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 משפט הערך הממוצע המוכלל של קושי

 שאלות 

1שלכל הוכיחו  (1 a b    מתקיים( )ln ln n nn b a b a−   .nכאשר  , −

 

a,כי עבור כל   וחיהוכ (2 b   0המקיימים 1a b  , 

מתקיים 
2 2

arctan arctan

1 ln ln 1

a b a b

a b a b

−
 

+ − +
. 

 

a,כי עבור כל   הוכיחו (3 b   1המקיימים a b , 

 מתקיים
2 2

2 arctan arctan 2

1 1

b b a a

b ab a

−
 

+ +−
. 

 

tanכי הוכיחו  (4 tan 8 sin siny x x y−  לכל  −
3

, 0,x y   . 

 

arctan  כיהוכיחו  (5 ln(1 )x x  .x(0,1)לכל  +

 

0xשלכל הוכיחו  (6    21מתקיים
1 cos

2
x x− . 

 

-פונקציה רציפה ב fתהי  (7 0,1  וגזירה ב-( )0,1. 

)שבקטע  הוכיחו  )קיים פתרון למשוואה  0,1( ) ( )
( )'

1 0
2

f x
f f

x
− =. 

 

-פונקציה רציפה ב fתהי  (8 0,1  וגזירה ב-(  מספר טבעי כלשהו. n, ויהי 0,1(

0שקיים הוכיחו  1c  המקיים ,( ) ( )
( )

1

'
1 0

n

f c
f f

nc −
− =. 

 

 מספרים חיוביים כלשהם. b-ו aיהיו  (9

)שקיים פתרון למשוואה  הוכיחו  ) ( )3 3 2cos 3 sin sina b x x a b− = −. 
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]-פונקציה גזירה ב f תהי (10 , ]a b,   0כאשרa . 

שקיימים הוכיחו 
1 2, [ , ]c c a b,  1-כך ש 2

2

'( ) '( )

2

f c f c

a b c
=

+
 . 

 

]פונקציה גזירה בקטע   fתהי  (11 , ]a b,   0כאשרab . 

שלמשוואה הוכיחו 
1

'( ) ( )
( ) ( )

a b
f x x f x

f a f bb a
 − =

−
 

]קיים פתרון בקטע   , ]a b. 
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 משפט דרבו

 שאלות 

שמקיימת  , f  האם קיימת פונקציה גזירה (1
4 1

'( )
1 1

x x
f x

x x


= 

− 
? 

 

שמקיימת  , f  האם קיימת פונקציה גזירה (2
4 1

'( )
0 1

x x
f x

x


= 

=
? 

 

שמקיימת  , f  האם קיימת פונקציה גזירה (3
2

4 0
'( )

0

x
f x

x x

=
= 


? 

 

שמקיימת  , f  האם קיימת פונקציה גזירה (4
2

1 0

'( ) 1
0

x

f x
x

x

=


= 




? 

 
 על הסעיפים הבאים: וענ (5

]:תהי  . א , ]f a b 0ותהי  ,פונקציה גזירה → ( , )x a b. 

 :וחיהוכ

 רציפות סליקה. -היא לא נקודת אי 0xאז  ,0x-לא רציפה ב f'אם 

 ,-גזירה ב, fהאם קיימת פונקציה  .ב

שהנגזרת שלה נתונה על ידי  
2

4 0
'( )

0

x
f x

x x

=
= 


? 

 
 על הסעיפים הבאים: ונע (6

]:תהי  . א , ]f a b 0ותהי  ,פונקציה גזירה → ( , )x a b. 

 :וחיהוכ

-לא רציפה ב f' אם
0x,  אז

0x רציפות מסוג -היא לא נקודת איI. 

 ,-גזירה ב fהאם קיימת פונקציה  .ב

שהנגזרת שלה נתונה על ידי  
1 1

'( )
4 1

x x
f x

x x

+ 
= 


? 
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 על הסעיפים הבאים: וענ (7

]:תהי  . א , ]f a b ותהי  ,פונקציה גזירה →
0 ( , )x a b. 

 :וחיהוכ

-לא רציפה ב f'אם 
0x,  אז

0 0

lim '( ) , lim '( )
x x x x

f x f x
− +→ →

   . 

שבה אחד הגבולות  ,רציפות מסוג שני-היא לא נקודת אי 0xכלומר, 

 צדדיים אינסופי. -החד
 ,-גזירה ב ,fהאם קיימת פונקציה  .ב

שהנגזרת שלה נתונה על ידי  
2

0 0

'( ) 1
0

x

f x
x

x

=


= 




? 

 
 ,[0,1]-גזירה ב ,fהאם קיימת פונקציה  (8

נתונה על ידי   [0,1]-שהנגזרת שלה ב
1

'( )
0

x
f x

x


= 


? 

 
(0)ונניח כי    ,-פונקציה גזירה ב fתהי  (9 0, (1) (2) 1f f f= = =. 

,0)שקיים  וחיהוכ 2)x,  שעבורו
1

'( )
4

f x =. 

 

)פונקציה גזירה בקטע   fתהי  (10 ),a b ומקיימת ,( )' 0f x   לכל( ),x a b. 

)מונוטונית בקטע    fכי   וחיהוכ ),a b. 

 
שהנגזרת של פונקציה גזירה מקיימת את תכונת ערך   ,ממשפט דרבו נובע (11

 הביניים )למרות שהנגזרת לא בהכרח רציפה(.
 האם הנגזרת של פונקציה גזירה מקיימת גם את משפטי ויירשטראס? 

 . זאת יכואו הפר וחיהוכ
 

פונקציה גזירה בקטע   fתהי  (12 0,1  המקיימת ,( )0 ' 2f x   לכל ,x  .בקטע 

- ב xכי קיימת נקודה  וחיהוכ 0,1כך ש ,-( ) 2'f x x x= +. 

 

פונקציה גזירה בקטע   fתהי  (13 0,1  המקיימת ,( )0 ' 1f x   לכל ,x  .בקטע 

- ב xהוכיחו כי קיימת נקודה  0,1כך ש ,-( )
2

4
'

15

x
f x

x
=

+
. 
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,0פונקציה גזירה בקטע   fתהי  (14
2

 
 
 

), המקיימת   )0 ' 1f x   לכל ,x  .בקטע 

,0בקטע  xכי קיימת נקודה  וחיהוכ
2

 
 
 

)- , כך ש )' sinf x x=. 

 
f[0,1]:תהי  (15 (0)פונקציה גזירה, לא קבועה שמקיימת → (1) 0f f= =. 

)- ב xשקיים  וחיהוכ )'שעבורו   ,0,1( )f x 0-רציונלי השונה מ . 
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 וטור מקלורןטור טיילור 

 שאלות 

0xאת הפיתוח לטור טיילור סביב  ומצא 1-24בשאלות   : )טור מקלורן( =

1) ( ) sin 2f x x=  2) 2 4( ) xf x x e−=  3) ( ) sinhf x x=  

4) 2( ) sinf x x=  5) 2( ) cosf x x=  6) ( ) 2xf x =  

7) 2( ) cos(4 )f x x x=  8) 2( ) ln(2 3 )f x x x= − +  9) ( ) arcsinf x x=  

10) 
1

( )
1

f x
x

=
+

  11) 
4

3
( )

1
f x

x
=

−
  12) 

2

1
( )

1 9
f x

x
=

+
  

13) 
1

( )
5

f x
x

=
−

  14) ( )
4 1

x
f x

x
=

+
  15) 

2
( )

9

x
f x

x
=

+
  

16) 
2

3
( )

2
f x

x x
=

+ −
  17) 

2

7 1
( )

3 2 1

x
f x

x x

−
=

+ −
  18) 

2

1
( )

(1 )
f x

x
=

+
  

19) ( ) ln(1 )f x x= +  20) ( ) ln(1 )f x x= −  21) 
1

( ) ln
1

x
f x

x

+
=

−
  

22) ( ) ln(5 )f x x= −  23) 
2

2
( )

(1 2 )

x
f x

x
=

−
  24) ( ) arctan

3

x
f x

 
=  

 
  

 
 להכיר את הנושא פירוק לשברים חלקיים.  יש ,16-ו  15 שאלותהערות: לפתרון 

 של טורי מקלורן.  ואינטגרציהלהכיר את הנושא גזירה  יש 24-ו  23 ,19, 18 לפתרון סעיפים 
 . להיעזר בפיתוחים הידועים לטור מקלורן המופיעים בנספח אפשר 

 
 

 את ארבעת האיברים הראשונים, השונים מאפס,  ומצא 27-25בשאלות 
 )נדרש ידע בכפל וחילוק של פולינומים(:  בפיתוח לטור מקלורן של הפונקציות

25) 
2

( ) cosxf x e x−=  26) ( ) tanf x x=  27) 
sin

( )
x

x
f x

e
=  
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 תשובות סופיות 

1) 

( )

2 1 2 1

0

2
( 1)

(2 1)!

n n
n

n

x

n

x

+ +

=

−
+

−   

 2) 

( )

2

0

4
( 1)

!

n n
n

n

x

n

x

+

=

−

−   

 3) 

( )

2 1

0 (2 1)!

n

n

x

n

x

+

= +

−   

 

4) 

( )

2 1 2
1

1

2
( 1)

(2 )!

n n
n

n

x

n

x

−
+

=

−

−   

 5) 

( )

2 1 2

0

1 2
( 1)

2 (2 )!

n n
n

n

x

n

x

−

=

+ −

−   

 6) 

( )
0

(ln 2)

!

n n

n

x

n

x



=

−   

 

7) ( )
2 4 1

0

4
( 1)

(2 )!

n n
n

n

x
x

n

+

=

−   − 8) ( )
1

1
0

1
1 1 ln 2 1

2 1

n

n
n

x
x

n

+

+
=

 
−   − + 

+ 
 

9) 

( )

2 1

1

1 3 ... (2 1)

2 4 ... 2 2 1

1 1

n

n

n x
x

n n

x

+

=

   −
+ 

   +

−  

 10) ( )
0

| | 1 ( 1)n n

n

x x


=

 − 

11) ( ) 4

0

| | 1 3 n

n

x x


=

  12) ( ) 21
3

0

| | ( 1) 9n n n

n

x x


=

 − 

13) ( ) 1
0

1
| | 5

5

n

n
n

x x


+
=

−
  14) ( ) 11

4

0

| | ( 1) 4n n n

n

x x


+

=

 − 

15) ( )
2 1

1
0

| | 3 ( 1)
9

n
n

n
n

x
x

+

+
=

 − 16) ( )
1

1
0

( 1)
| | 1 1

2

n
n

n
n

x x
+

+
=

 −
 − 

 
 

17) ( ) ( )1
3

0

| | 2( 1) 3n n n

n

x x


=

 − − 18) ( ) 1 1

1

| | 1 ( 1)n n

n

x n x


+ −

=

 −   

19) ( )
1

0

( 1)
1 1

1

n n

n

x
x

n

+

=

−
−  

+
 20) ( )

1

0

1 1
1

n

n

x
x

n

+

=

−   −
+

 

21) ( )
2 1

0

2
| | 1

2 1

n

n

x
x

n

+

=


+

 22) ( )
1

1
0

5 5 ln5
5 ( 1)

n

n
n

x
x

n

+

+
=

−   −
+

 

23) ( ) 21
2

0

| | 2 ( 1)n n

n

x n x


+

=

 + 24) ( )
2 1

2 1
0

| | 3 ( 1)
3 (2 1)

n
n

n
n

x
x

n

+

+
=

 −
+

 

25) 2 4 63 25 331
2 24 720

1 ..x x x− + − + 26) 
3 5 72 17

3 15 315
...x x xx + + + + 

27) 2 3 51 1
3 30

..x x x x− + − +  
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0xטור טיילור סביב  x= 

 שאלות 

0xאת הפיתוח לטור טיילור סביב    ומצא x=  הבאותשל הפונקציות : 

1) ( ) ( )0 1 lnx f x x= = 

 

2) ( ) ( )0

1
2x f x

x
= = 

 

3) ( )0 sin
2

x f x x
 

= = 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 

( )

1

0

( 1) ( 1)

1

0 2

n n

n

x

n

x

+

=

− −

+

 

 

2) 

( )

1
0

( 1) ( 2)

2

0 4

n n

n
n

x

x



+
=

− −

 

 

3) 

( )

2

2

0

( 1) ( )

2 !

n n

n

x

n

x



=

− −

−   

 
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 חישוב סכום של טור

 שאלות 

 :הבאיםאת סכום הטורים  וחשב

1) 
0

1

!n n



=

  2) 
0

( 1) 2

!

n n

n n



=

−
  3) 

0

1

2 !n
n n



= 
  

4) 
0

1

!n

n

n



=

+
  5) 

0

( 1)

2 1

n

n n



=

−

+
  6) 

0

( 1)

(2 1)!

n

n n



=

−

+
  

7) 
0

( 1)

(2 )!

n

n n



=

−
  8) 

0

( 1)

1

n

n n



=

−

+
  9) 

1
0

( 1)

2 ( 1)

n

n
n n



+
=

−

+
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) e 2) 2e− 3) e 4) 2e 5) / 4 

6) sin1 7) cos1 8) ln 2 9) 3
2

ln  
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 בעזרת טורי מקלורן חישוב גבולות 

 שאלות 

 את ערך הגבול: וחשב 3-1בשאלות 

1) 

3

50

1
sin

6lim
x

x x x

x→

− +

  2) 
30

arctan
lim
x

x x

x→

−
  3) 

30

sin (1 )
lim

x

x

e x x x

x→

− +
  

נתון כי   (4
2

0

(1 ) 1
lim

x

nx

x
k

x→

+ −
 קבוע שונה מאפס.  k  כאשר =

 .k  ואת n  מצאו את

 

חשבו את הגבול  (5 
1

1
lim ln(1 ln )

x

x
x

−

−

→
−. 

 

את הגבול  וחשב (6
4 4

40

sinh
lim

( sin )x

x x

x x→

−

−
. 

 

את הגבול  וחשב (7
2 3 3 2

100

(sin ) (sin )
lim

ln(1 )x

x x

x→

−

+
. 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1

120
 

2) 
1

3
 

3) 
1

3
 

4) 1, 3k n= = 

5) 1 

6) 216 

7) 
1

2
− 

1
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 חישובים מקורבים עם השארית של לייבניץ

 שאלות 

 : 0.001-בשגיאה הקטנה מ וחשב 3-1בשאלות 

1) 
1

e
 2) sin 3 3) arctan0.25 

 

בפיתוח לטור  ,איברים ראשונים )שונים מאפס( n בעזרת וחשב 4-6בשאלות 
 את השגיאה בחישוב: יכווהער ,מקלורן

4) ( )
1

3n
e

= 5) ( )1 cos 4n = 6) ( )4 ln1.5n = 

 

מהי השגיאה המקסימלית בקירוב  (7
3

sin
3!

x
x x |עבור   − |

6
x


? 

 

ln(1מהי השגיאה המקסימלית בקירוב  (8 )x x+    עבור| | 0.01x ? 

 

מהי השגיאה המקסימלית בקירוב  (9
2 4

cos 1
2! 4!

x x
x  − |עבור   + | 0.2x ? 

 

, xעבור אילו ערכי   (10
3

sin
3!

x
x x  ? 0.001-בשגיאה הקטנה מ −

 

, xעבור אילו ערכי   (11
3 5 7

arctan
3 5 7

x x x
x x − +  ? 0.01-בשגיאה הקטנה מ −
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 תשובות סופיות 

1) 
53

144
 

2) 
60


 

3) 
47

192
 

4) 
5

8
- בשגיאה הקטנה מ  ,

1

48
. 

- בשגיאה הקטנה מ  ,1 (5
4050

 
. 

6) 
77

192
- בשגיאה הקטנה מ  ,

1

160
. 

7) 
5( / 6)

5!


 

8) 
2(0.01)

2
 

9) 
6(0.2)

6!
 

10) 5| | 3 / 25x  

11) 9| | 9 /100x  
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 חישוב מקורב של אינטגרל מסוים 

 שאלות 

 :-בשגיאה הקטנה מ  הבאים בקירוב את האינטגרלים וחשב

1) ( )
0.2

0

sin
0.0001

x
dx

x
 =  

 

2) ( )
0.1

0

ln(1 )
0.001

x
dx

x


+
=  

 

3) ( )
0.5

2

0

1 cos
0.0001

x
dx

x


−
=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
449

2250
 

2) 
39

400
 

3) 
143

576
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 נז' אחישובים מקורבים עם השארית של לגר

)לפונקציה  שנינוסחת טיילור מסדר את  מורשא.  (1 ) 4f x x= 0סביב   + 0x =, 

 . 'לגראנזכולל שארית    

 השגיאה בקירוב. והעריכו את  5את   ,התקבלה הנוסחה ש בעזרת  ו,חשב   

0xב. הוכיחו שלכל   :מתקיים 

2 2 31 1 1 1 1
2 4 2

4 64 4 64 512
x x x x x x+ −  +  + − +  

21מהי השגיאה המקסימלית בקירוב  ג.  1
4 2

4 64
x x x+  + |עבור   ,− | 0.1x ? 

 

)3נוסחת טיילור מסדר שני לפונקציה את מו רשא.  (2 ) 64f x x= 0סביב   + 0x =, 

 . 'לגראנזכולל שארית    

3את   ,שהתקבלה הנוסחה  בעזרת  ,וחשב     את השגיאה בקירוב.  יכווהער 66

0xב. הוכיחו שלכל   :מתקיים 

2 2 331 1 1 1 5
4 64 4

48 9216 48 9216 5308416
x x x x x x+ −  +  + − +  

 

)לפונקציה  ראשוןנוסחת טיילור מסדר את  מורשא.  (3 ) tanf x x=  סביב
0 0x =, 

 . 'לגראנזכולל שארית    
 . את השגיאה בקירוב יכווהער tan0.1את   ,שהתקבלה הנוסחה   בעזרת  וחשב   

0ב. הוכיחו שלכל  1x  :מתקיים 
2tan 4 3x x x x  +  

 

)4לפונקציה    שנינוסחת טיילור מסדר את  מורש (4 )f x x=  0סביב 16x =, 

 . 'לגראנזכולל שארית 

4את   ,שהתקבלה הנוסחה   בעזרת ,וחשב  את השגיאה בקירוב.  יכווהער 15

 

3את  וחשב (5  .−310ברמת דיוק של  29

 

sinאת  וחשב (6 36 בשגיאה הקטנה מ- 
1

1000000
 בשתי דרכים:  ,

0xעל ידי שימוש בטור טיילור מתאים סביב  . א =. 

על ידי שימוש בטור טיילור מתאים סביב  .ב
4

x


=. 

1
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sinמי מהטורים טוב יותר על מנת לחשב את  36ו? נמק . 

)נתונה  (7 ) 1f x x= +. 

)את  וקרב . א )f x   0  עבור 1עד סדר  0על ידי פולינום טיילור סביב 1x , 

 את השגיאה בקירוב. יכוהערו

0xשלכל  וחיהוכ .ב    מתקיים
1

1 1
2

x x+  +. 

 

נתונה  (8
1

( )
1

f x
x

=
+

. 

)קרבו את  . א )f x   3עד סדר  0על ידי פולינום טיילור סביב, 

0.1עבור   0.9x את השגיאה בקירוב. יכוהער, ו 

 את הערכת השגיאה )השגיאה המקסימלית( בנוסחה המקורבת   ומצא .ב

2 31
1

1
x x x

x
 − + −

+
0.1עבור   , 0.9x . 

1כי עבור   וחיהוכ . ג x−   2מתקיים 31
1

1
x x x

x
 − + −

+
. 

 

נתונה  (9
3

1
( )

1
f x

x
=

+
. 

)קרבו את  . א )f x   עבור 2עד סדר  0על ידי פולינום טיילור סביב ,| | 0.5x , 

 והעריכו את השגיאה בקירוב.

 מצאו את הערכת השגיאה )השגיאה המקסימלית( בנוסחה המקורבת  .ב

2

3

1 1 2
1

3 91
x x

x
 − +

+
|עבור   , | 0.5x . 

2  פתרו את אי השוויון . ג

3

1 1 2
1

3 91
x x

x
 − +

+
1עבור   , x− . 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (10

)נוסחת מקלורן עבור  את   ומצא . א ) xf x e=,  כולל נוסחת השארית של
 נז'. אלגר

 .−410ברמת דיוק של  eאת  וחשב .ב

 את הערכת השגיאה של הנוסחה המקורבת:   ומצא . ג
2 3

1 ...
2! 3! !

n
x x x x

e x
n

 + + + + 0עבור   ,+ 1x . 

)פולינום  ומצא .ד )p x  בקטע( )5שעבורו   ,−(1,1 ) 10xe p x −− . 
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 הסעיפים הבאים:ענו על  (11

)את נוסחת מקלורן עבור    ומצא . א ) ln(1 )f x x= כולל נוסחת השארית  ,+
 '. זלגראנשל 

 .−410ברמת דיוק של  ln1.5את  וחשב .ב

 את הערכת השגיאה של הנוסחה המקורבת:   ומצא . ג
2 3 4

1ln(1 ) ... ( 1)
2 3 4

n
nx x x x

x x
n

++  − + − + + 0עבור   − 1x . 

)פולינום  ומצא .ד )p x  2שעבורו   ,(0,1)בקטעln(1 ) ( ) 10x p x −+ − . 

0xכי לכל  וחיהוכ .ה  השוויון   מתקיים אי
2 2 3

ln(1 )
2 2 3

x x x
x x x−  +  − +. 

 

 ,[0,1]פונקציה גזירה פעמיים בקטע   fתהי  (12

(0)-נניח שו (1) 0f f= )''-ו = )f x M  0לכל 1x . 

)'כי   וחיהוכ )
2

M
f x   0לכל 1x . 

 

]:תהי  (13 1,1]f − )פונקציה גזירה פעמיים המקיימת   → 1) (1) 0f f− = =. 

|-כך ש, M  נתון כי קיים ,כמו כן ''( ) |f x M  .בקטע 

1שלכל  וחיהוכ 1x−     מתקיים( )
2

M
f x . 

 

,0)-פונקציה גזירה ב fתהי  (14 ),    ונניח כי'( )f x M  0לכל x. 

כי   וחיהוכ
2

( )
lim 0
x

f x

x→
=. 

 

]:תהי  (15 , ]f a b )''  פונקציה גזירה פעמיים המקיימת → ) 0f x    לכל[ , ]x a b , 

נניח כי  ו
0 [ , ]x a b. 

]שלכל  וחיהוכ . א , ]x a b   0מתקיים 0 0( ) ( ) '( )( )f x f x f x x x + −. 

cosכי   וחיהוכ .ב cos ( )siny x x y x−  3לכל  −
2 2

, [ , ]x y  . 

 

f:תהי  (16  פונקציה גזירה פעמיים ונניח כי קיימים:  →

0 1 2sup | ( ) |, sup | '( ) |, sup | ''( ) |
x x x

M f x M f x M f x
  

= = =. 

)כי   וחיהוכ )
2

1 0 22M M M. 
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,0) -גזירה פעמיים ב f -נניח ש (17 ) ו-  ''f 0)  -חסומה ב, ) ו- lim ( ) 0
x

f x
→

=. 

limהוכח כי   '( ) 0
x

f x
→

=. 

 

 רציונלי. -הוא מספר אי  eהוכיחו כי   (18
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 תשובות סופיות 

נוסחה:  א.  (1
( )

2 33

8
3

1 1 5
64 4

48 9216 81 64
x x x x

c
+ = + − +

 +

, 

3חישוב:  1 1 9311
66 4

24 2304 2304
= + − , שגיאה בקירוב: =

5

663552
. 

ג.  ב. שאלת הוכחה.
1

480000
 

2נוסחה:  א.  (2

3

sin
tan

cos

c
x x x

c
= חישוב:   ,+

1
tan 0.1

10
, שגיאה בקירוב: =

1

970
. 

 ב. שאלת הוכחה.

  נוסחה:א.  (3
( )

2 3

8

1 1 1
4 2

4 64 16 4
x x x x

c
+ = + − −

+

, 

חישוב: 
1 1 143

5 2
4 64 64

= + − , שגיאה בקירוב: =
1

512
. 

 ב. שאלת הוכחה.

)נוסחה:   (4 ) ( ) ( )
2 34

114

1 3 7
2 16 16 16

32 4096 128
x x x x

c
= + − − − + −


, 

4חישוב:  1 3 8061
2

32 4096 4096
15 = − − , שגיאה בקירוב: =

1

3130
. 

5) 3 158
29 3

2187
= 

א.  (6
3 5 7

5 5 5

5 5
sin

3! 5! 7!

  
 = − + 2ב.   − 3

5 5 4 5 4 5 4

2 2 2 2
sin ( ) ( ) ( )

2 2 4 12
      = + − − − − − 

ב.   א.  (7
1

1 1
2

x x+ =  .0.25- , בשגיאה הקטנה מ +

2א.  (8 31
1

1
x x x

x
= − + −

+
- בשגיאה הקטנה מ  

6561

10000
. 

- שגיאה הקטנה מ ב. 
6561

10000
 שאלת הוכחה.ג.  .

2א.  (9

3

1 1 2
1

3 91
x x

x
= − +

+
- בשגיאה הקטנה מ  

7

27
. 

השגיאה המקסימלית היא ב. 
7

27
 . סרטוןראו בג.  . 

א.  (10
2 3

1 ...
2! 3! ! ( 1)!

n c
x nx x x e

e x x
n n

= + + + + + +
+

1.6487eב.    = 

ג. 
3

( 1)!n+
ד.   

2 3 4 5 6 7 8

( ) 1
2! 3! 4! 5! 6! 7! 8!

x x x x x x x
p x x= + + + + + + + + 

1
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א.  (11
2 3 4

1 1

1

( 1)
ln(1 ) ... ( 1)

2 3 4 ( 1)(1 )

n n
n n

n

x x x x
x x x

n n c

+ +

+

−
+ = − + − + + − +

+ +
 

ב.  
2 3 4 5 6 7 8 90.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5

ln(1.5) 0.5
2 3 4 5 6 7 8 9

= − + − + − + − + 

 ג.
1

1n +
ד.   

2 3 4 101 102

( ) ...
2 3 4 101 102

x x x x x
p x x= − + − + +  ה. שאלת הוכחה. −

 שאלת הוכחה. (12

 שאלת הוכחה. (13

 שאלת הוכחה. (14

 שאלת הוכחה. (15

 שאלת הוכחה. (16

 שאלת הוכחה. (17

 שאלת הוכחה. (18
 

 הערה לגבי קירובים 

 , ספרות אחרי הנקודה n- מדויק לקירוב שהוא   כאשר נדרש לספק

0.5- שהערך המוחלט של השגיאה יהיה קטן מ אז עלינו לדרוש 10 n− . 

 , דיוק של שלוש ספרות אחרי הנקודה משמעותו  ,למשל

30.5- שהערך המוחלט של השגיאה יהיה קטן מ  10 0.0005− =. 

 .במקומות מסוימים נעשה בו שימושבניסוח זה, אך  נובספר לא השתמש

 

1
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 של פונקציות חשובות טורי מקלורן  –נוסחאות 

 טור מקלורן             תחום התכנסות 

1 2 3

0

2 1 3 5 7

0

2 2 4 6

0

1 2 3 4

0

1 ...
! 1! 2! 3!

sin ( 1) ...
(2 1)! 3! 5! 7!

cos ( 1) 1 ...
(2 )! 2! 4! 6!

1 1ln(1 ) ( 1) ...
1 2 3 4

arctan

n
x

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

x x x x
xe

n

x x x x
x x x

n

x x x x
x x

n

x x x x
xx x

n

x



=

+

=



=

+

=

−  = = + + + +

= − = − + − + −  
+

= − = − + − + −  

−  + = − = − + − +
+

=









2 1 3 5 7

0

1 2 3

0

1

2 3

1 1( 1) ...
2 1 3 5 7

1
1 ... 1 1

1

1 1 ( 0)( 1) ... ( 1)
(1 ) 1

1 1 ( 1 0)!

1 1 ( 1)( 1) ( 1)( 2)
1 ...

0,1,2,3,...2! 3!

n
n

n

n

n

m n

n

x x x x
xx

n

x x x x x
x

x mm m m n
x x

x mn

x mm m m m m
mx x x

m

+

=



=



=

−  − = − + − +
+

= = + + + + −  
−

−   −   − +
+ = +

−   −  

−    −− − −
= + + + +








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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 17 - אינטגרלים מיידיים

תוכן העניינים

1. אינטגרלים מידיים י 227
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 אינטגרלים מיידיים 

 שאלות

)פתירה על ידי הכלל: 1-12בשאלות  את האינטגרלים  וחשב
1

1

n
n x

x dx c
n

+

= +
+:) 

1) 4dx 2) 4x dx 3) 
2

1
dx

x
 

4) xdx 5) 
1

dx
x x
 6) 104x dx 

7) ( )22 1x x dx− + 8) 3

4

3
2 x dx

x

 
+ 

 
 9) ( )

2
2 1x dx+ 

10) ( )( )2 1 2x x dx+ + 11) 
2 4

2

1 2x x
dx

x

+ +
 12) 

1x
dx

x

+
 

 

 : 20-13בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

))פתירה על ידי הכלל:  )
( )

( )

1

1

n

n ax b
ax b dx c

a n

+
+

+ = +
 +) 

13) ( )
10

4 1x dx+ 14) ( )
10

2 2 1x x dx− + 15) 
( )

5

4

2
dx

x −
 

16) 3 4 10x dx− 17) 
10

2 4
dx

x +
 18) 

( )
4

1

x
dx

x −
 

19) 
1

dx

x x− −
 20) 

1 1

xdx

x + +
  

 

 : 26-21בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

)פתירה על ידי הכלל: 
ln1 ax b

dx c
ax b a

+
= +

+) 

21) 
1

4
dx

x 22) 
21 x x

dx
x

+ +
 23) 

2
1

1 dx
x

 
+ 

 
 

24) 
1

4 1
dx

x − 25) 
3

2

x
dx

x

+

+ 26) 
4 1

2

x
dx

x

+

+ 
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 : 29-27בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

)פתירה על ידי הכלל: 
ax b

ax b e
e dx c

a

+
+ = +) 

27) ( )4x xe e dx−+ 28) ( )
2

1xe dx+

 29) 
3 4

1
4 x

x
e dx

e

 
+ 

 
 

 

:  את האינטגרל וחשב (30
2 32 4 10

5

x x x

x
dx

+ +
 

)פתירה על ידי הכלל: 
ln

mx n
mx n a

a dx c
m a

+
+ = +)  

 

 : 33-31בשאלות  האינטגרלים את  וחשב

31) 
2

1

1 4
dx

x+
 32) 

2

1

4
dx

x−
 33) 

2

21

x
dx

x−
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 תשובות סופיות 

1) 4x c+ 2) 
5

5

x
c+ 3) 

1
c

x
− + 

4) 
1.5

1.5

x
c+ 5) 

2
c

x
− + 6) 

114

11

x
c+ 

7) 
3 22

3 2

x x
x c− + + 8) 

3 4

3

1 3

2

x
c

x
− + + 9) 

5 32

5 3

x x
x c+ + + 

10) 
4 3 22

2
4 3 2

x x x
x c+ + + + 11) 

31
2

3

x
x c

x
− + + + 12) 

1.5 0.5

1.5 0.5

x x
c+ + 

13) 
( )

11
4 11

44

x
c

+
+ 14) 

( )
21

1

21

x
c

−
+ 15) 

( )
4

1

2
c

x
− +

−
 

16) ( )
4

3
3

4 10
16

x c− + 17) 10 2 4x c+ +  

18) 
( ) ( )

2 3

1 1

2 1 3 1
c

x x
− − +

− −
 19) ( )( )

3 3
2 2

2
1

3
x x c− − + + 

20) ( )
32

1
3

x x c+ − + 21) 
ln

4

x
c+ 22) 

2

ln
2

x
x x c+ + + 

23) 
1

2lnx x c
x

+ − + 24) 
ln 4 1

4

x
c

−
+ 25) ln 2x x c+ + + 

26) ( )4 1.75ln 2x x c− + + 27) 
4

4

x
xe

e c−− + 28) 
2 2

2

xe
c

+

+ 

29) 

4

3
2

3
8

4

x
x

e
e c

−

− + 30) 
( )

( )

2 16

2005 5

2 16 ln 200
ln ln

5 5

x x

x

c

   
   
   + + +
   
   
   

 

31) ( )
1

arctan 2
2

x c+ 32) arcsin
2

x
c

 
+ 

 
 33) 

1 1
ln

2 1

x
x c

x

 + 
− − + 

− 
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 מציאת פונקציה קדומה

 שאלות 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (1 ) 3' 2 4f x x x= −. 

)ידוע כי הפונקציה עוברת בנקודה  )2,3. 

 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (2 ) 3' 5 7f x x= +. 

4xבנקודה שבה   x-ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה  = . 
 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (3 ) ( )
2

5

10
' 1

1
f x x

x
= + −

+
. 

6yבנקודה שבה   y-ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה  = − . 
 את הפונקציה. מצאו  

 

) :נתונה נגזרת של פונקציה (4 )' 2 6f x x= −. 

 .5ערך הפונקציה בנקודת הקיצון שלה הוא 
 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה נגזרת של פונקציה:  (5 )' 2 1 2f x x x= + − − +. 

שיפוע המשיק לפונקציה, בנקודה שבה  
2

5
3

y  .3, הוא =

 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת השנייה של פונקציה:   (6 )'' 6 6f x x= +. 

 ,−12שיפוע הפונקציה בנקודת הפיתול שלה הוא 
 . 1וערך הפונקציה בנקודה זו הוא  

 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת השנייה של פונקציה:   (7 ) 3

8
'' 1f x

x
= +. 

4yהמשיק לפונקציה בנקודת הפיתול שלה הוא הישר   = −. 
 את הפונקציה. מצאו  
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f:נתונה פונקציה  (8 (0)המקיימת   → 0f =, 

לכל   כי בנוסףנתון ו
0x :ממשי 

0

0
0

0

( ) ( )
lim | |
x x

f x f x
x

x x→

−
=

−
. 

 את תחומי הרציפות של הפונקציה. מצאו   . א

שהוא אינו קיים קבעו את הגבול הבא או  וחשב .ב
0

lim ( )
x

f x
→

   

 .x-ה כמה נקודות חיתוך יש לגרף הפונקציה עם צירמצאו  . ג

 נקודות הפיתול של הפונקציה. את כל מצאו   .ד

)תהי  .ה )G x פונקציה קדומה של| |x. 

)את הנגזרת  וחשב )( ) ( ) 'G x f x−. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )
42 3

3
4 2

16
f x x x= − + 

2) ( ) ( )
4

3
3 3

5 7 12
20 20

f x x= + − 

3) ( ) ( ) ( )
4 3

5
1 1 1

12 1 1 18
2 3 6

f x x x= + + − − 

4) ( ) 2 6 14f x x x= − + 

5) ( ) ( ) ( )
3 32 2

2 1 2 3
3 3

f x x x x= + − − + − 

6) ( ) 3 23 9 10f x x x x= + − − 

7) ( ) 21 4
3 2

2
f x x x

x
= + + + 

ב.   .x א. רציפה לכל (8
0

lim ( ) 0
x

f x
→

)  ג. נקודת חיתוך אחת = )0,0. 

) ד. נקודת פיתול אחת  0ה.    .0,0(

1
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 18 - אינטגרלים בשיטת ''הנגזרת כבר בפנים''

תוכן העניינים

1. אינטגרלים בשיטת הנגזרת כבר בפנים י 232
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 "הנגזרת כבר בפנים"אינטגרלים בשיטת 

 שאלות 

 הערה: את האינטגרלים בפרק זה ניתן לפתור גם בעזרת שיטת ההצבה.

 

 : הבאים את האינטגרלים וחשב 

1) 
2

2

1

x
dx

x + 2) cot xdx 3) 
2

3 1

x
dx

x + 

4) tan xdx 5) 
1

ln
dx

x x 6) 
2

1

x

x

e
dx

e

+

+ 

7) 
2

2xe xdx 8) 
tan

2cos

xe
dx

x 9) 
22xe xdx−

 

10) ( )2cos 2 1 4x xdx+  11) ( )cos sin cosx xdx 12) 
( )cos ln x

dx
x 

13) ( )4 3cos 10 1x x dx+ 14) ( )2sin 1x xdx+ 15) 
sin x

dx
x

 

16) 
ln x

dx
x 17) 

2

arctan

1

x
dx

x+ 18) 
( )

2

tan

cos

x
dx

x 

19) 
2

2

1

x
dx

x +
 20) 

cos

2sin

x
dx

x
 21) 22 1x x dx+ 

22) 2 3 4x x dx+ 23) 
ln x

dx
x 24) 

2

arctan

1

x
dx

x+ 
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 תשובות סופיות 

1) 2ln 1x c+ + 2) ln sin x c+ 3) 
31

ln 1
3

x c+ + 

4) ln cos x c− + 5) ln ln x c+ 6) 2 ln 1xe e c+ + 

7) 
2xe c+ 8) tan xe c+ 9) 

22

4

xe
c

−

− + 

10) ( )2sin 2 1x c+ + 11) ( )sin sin x c+ 12) ( )sin ln x c+ 

13) ( )41
sin 10 1

40
x c+ + 14) ( )21

cos 1
2

x c− + + 15) ( )2cos x c− + 

16) ( )
21

ln
2

x c+ 17) ( )
21

arctan
2

x c+ 18) ( )
21

tan
2

x c+ 

19) 22 1x c+ + 20) 2sin x c+ 21) ( )
3

2 2
2

1
3

x c+ + 

22) ( )
3

3 2
2

4
9

x c+ + 23) ( )
3

2
2

ln
3

x c+ 24) ( )
3

2
2

arctan
3

x c+ 
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 19 - אינטגרלים של פונקציות רציונליות

תוכן העניינים

1. אינטגרלים של פונקציה רציונלית י 234

2. חילוק פולינומים ואינטגרלים של פונקציה רציונלית י 236

3. אינטגרלים שמשלבים הצבה ופונקציה רציונלית י 237
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 אינטגרלים של פונקציה רציונלית 

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) 
( )

2

1

4

x
dx

x

+

−
 2) 

( )
4

2

2 5

2 1

x
dx

x x

+

− +
 

3) 
2 4

dx

x − 4) 
2

2

5

x
dx

x x

−

+ 

5) 
2 5 6

x
dx

x x+ + 6) 
2

3

1x x
dx

x x

+ −

− 

7) 
2

3

6 4 6

7 6

x x
dx

x x

+ −

− − 8) 
4 2

10

13 36

x
dx

x x− + 

9) 
( ) ( )

2

8

2 2

x
dx

x x− +
 10) 

3 2

5 x
dx

x x

−

+ 

11) 
3 2

9 36

6 9

x
dx

x x x

+

+ + 12) 
( )( )2 22 1 4 4

dx

x x x x− + − +
 

13) 
2

1

2 3
dx

x x+ + 14) 
2

1

1
dx

x x+ + 

15) 
( )( )

2

2

2 1

1 3

x x
dx

x x

+ −

+ −
 16) 

( )( )

2

2

2 2 1

1 2

x x
dx

x x

+ +

+ +
 

17) 
( )( )2 2

3

1 4
dx

x x+ +
 18) 

( )
2

2

1

1
dx

x x +
 

19) 
( )( )

2

2
2

25

1 4

x
dx

x x− +
  
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 תשובות סופיות 

1) 
5

ln 4
4

x c
x

− − +
−

 

2) 
( ) ( )

6 7

1 1

3 6 1
c

x x
− − +

− −
 

3) 
1 2

ln
4 2

x
c

x

−
+

+
 

4) 
2 7

ln 5
5 5

x x c− + + 

5) 3ln 3 2ln 2x x c+ − + + 

6) 
1 1

ln 1 ln 1
2 2

x x x c+ − − + + 

7) ln 1 2 ln 2 3ln 3x x x c+ + + + − + 

8) ln 3 ln 3 ln 2 ln 2x x x x c+ + − − + − − + 

9) 
4

ln 2 ln 2
2

x x c
x

− − − + +
−

 

10) 
1 5

6ln
x

c
x x

+
− + 

11) 
3

4ln
3 3

x
c

x x
+ +

+ +
 

12) 
1 1 1

2ln
2 1 2

x
c

x x x

−
− − +

− − −
 

13) 
1 1

arctan
2 2

x
c

+ 
+ 

 
 

14) 
1 0.5

arctan
3 3

4 4

x
c

 
+ 

+
 
 
 

 

15) arctan 2 ln 3x x c+ − + 

16) ( )21
ln 1 ln 2

2
x x c+ + + + 

17) 
1

arctan arctan
2 2

x
x c

 
− + 

 
 

18) ( )
( )

2

2

1 1
ln ln 1

2 2 1
x x c

x
− + + +

+
 

19) 
1 1

arctan sin arctan
16 2 2 2

x x
c

     
+ +     

     
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 חילוק פולינומים ואינטגרלים של פונקציה רציונלית 

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) 
3 23 5 4 2

1

x x x
dx

x

− + −

− 

 

2) 
4 3 22 10 8

4

x x x x
dx

x

+ − −

+ 

 

3) 
3 212 11 6 1

4 1

x x x
dx

x

− + −

− 

 

4) 
( )

4 3 2

2

2

1

x x x x
dx

x

− + +

−
 

 

5) 
4 2

2

4 1

4

x x x
dx

x

− + +

− 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 
3 2 2x x x c− + + 

2) 
4 3

22

4 3

x x
x c− − + 

3) 
3 2x x x c− + + 

4) 
3 1

ln 1
3 1

x
x c

x
+ − − +

−
 

5) 
3 3 1

ln 2 ln 2
3 4 4

x
x x c+ − + + + 

1
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 אינטגרלים שמשלבים הצבה ופונקציה רציונלית 

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) 
3

dx

x x−
 

 

2) 
3

dx

x x+
 

 

3) 
4

1

1 1
dx

x+ −
 

 

4) 
3 2

1

x
dx

x + 

 

5) 
1

1 x
dx

e+
 

 

6) 1 xe dx+ 

 

7) 
2

1

1
dx

x x−
 

  

1

פרק 19אינטגרלים של פונקציות רציונליו...

237

237



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 תשובות סופיות 

1) 
2

31.5ln 1 x c− − + 

2) 
( ) ( )

( )
3

6 6

6 6
1 3 1

6 3 1 ln 1
3 2

x x
x x c

 + +
 

− + + − + +
 
 
 

 

3) 
( ) ( )

( )
2 2

4 4

4 4
1 1 3 1 1

4 3 1 1 ln 1 1
3 2

x x
x x c

 + − + −
 

− + + − − + − +
 
 
 

 

4) ( )( )
32

3 3 33 1 2 1
ln 1 ln 0.5 0.75 3 arctan

2 2 3

x
x x x c

 −
+ + − − + − +  

 
 

5) ln 1 xe x c− + + + 

6) 
1 1

2 1 ln
1 1

x
x

x

e
e c

e

+ −
+ + +

+ +
 

7) 
21 1

ln
x

c
x

− −
+ 

 

 

 

 

 

 

 נוסחאות 

( )
3 3 2 2 33 3a b a a b ab b− = − + −  
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 20 - אינטגרלים טריגונומטריים והצבות טריגונומטריות

תוכן העניינים

1. אינטגרלים טריגונומטריים - מבוא  י (ללא ספר)

2. אינטגרלים טריגונומטריים - פתרון על ידי זהויות י 239

3. אינטגרלים טריגונומטריים - פתרון על ידי הצבות פשוטות י 241

4. אינטגרלים טריגונומטריים - פתרון על ידי הצבה כללית י 242

5. הצבות טריגונומטריות שמטרתן להיפטר משורשים י 243

6. חישוב שטחים בין פונקציות טריגונומטריות י 246
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 פתרון על ידי זהויות –אינטגרלים טריגונומטריים 

 כי:  ורזכ

2

1
cos sin cos( ) sin( )

1
sin cos sin( ) cos( )

1
tan ln | cos | tan( ) ln | cos( ) |

1
cot ln | sin | cot( ) ln | sin( ) |

1 1
tan

cos cos

xdx x c ax b dx ax b c
a

xdx x c ax b dx ax b c
a

xdx x c ax b dx ax b c
a

xdx x c ax b dx ax b c
a

dx x c
x

= + + = + +

= − + + = − + +

= − + + = − + +

= + + = + +

= +

 

 

 

 

 2

2 2

1
tan( )

( )

1 1 1
cot cot( )

sin sin ( )

dx ax b c
ax b a

dx x c dx ax b c
x ax b a

= + +
+

= − + = − + +
+



 

  

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) sin 2 4cos
3

x
x dx

 
− 

 
 2) 

2cos 4

dx

x 

3) 
2sin 10

dx

x 4) ( )2 2cos sinx x dx− 

5) ( )4 4cos sinx x dx− 6) ( )
2

sin cosx x dx+ 

7) sin cos cos 2x x xdx 8) 2tan xdx 

9) 
( )

2
sin cos

dx

x x
 10) sin 7 cos5x xdx 

11) ( )cos cos 2 sin sin 2x x x x dx+ 12) ( )4 4sin cosx x dx+ 

13) 2cos xdx 14) 2sin 4xdx 

15) 3cos xdx 16) 3sin 4xdx 

17) 4cos xdx 18) 4sin 4xdx 

19) 
1 cos 2

1 cos 2

x
dx

x

+

−
 20) 

sin 5 sin

sin 4 sin 2

x x
dx

x x

−

− 

21) 
sin 2 cos 2 1

sin 2 cos 2 1

x x
dx

x x

− +

+ + 22) 
3sin

1 cos

x
dx

x−
 

23) 
3

2

2

1 cos

cos
x

x
dx

+
 24) 2 4sin cosx xdx 
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 תשובות סופיות 

1) 
1

cos 2 12sin
2 3

x
x c− − + 2) 

1
tan 4

4
x c+ 

3) 10cot10x c− + 4) 
1

sin 2
2

x c+ 

5) 
1

sin 2
2

x c+ 6) 
1

cos 2
2

x x c− + 

7) 
1

cos 4
16

x c− + 8) tan x x c− + 

9) tan cotx x c− + 10) 
1 1 1

cos12 cos 2
2 12 2

x x c
 
− − + 
 

 

11) sin x c+ 12) 
3 1

sin 4
4 16

x x c+ + 

13) 
sin 2

2 4

x x
c+ + 14) 

sin 8

2 16

x x
c− + 

15) 
3 1

sin sin 3
4 12

x x c+ + 16) 
3 1

cos 4 cos12
16 48

x x c− + + 

17) 
3 1 1

sin 2 sin 4
8 4 32

x x x c+ + + 18) 
3 1 1

sin 8 sin16
8 16 128

x x x c− + + 

19) cot x x c− − + 20) 2sin x c+ 

21) ln cos x c+ 22) 
1

cos cos 2
4

x x c− − + 

23) 
1

3 sin 2 2sin
2

x x x c+ − +  

24) 
1 1 1 1 1

sin 2 sin 4 sin 6
8 2 8 8 24

x x x x c
 

+ − − + 
 
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 פתרון על ידי הצבות פשוטות  –אינטגרלים טריגונומטריים  

 כי:  ורזכ

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )n

sin

cos
s

co
sin

arcsin

cos

arc

s

si
co

x t
f f

x t

x t
f f

x t

x
x

xdx dt

xdx dtt
t

=
 = =

=

=
 = =

=
−

 

 

 

 

 שאלות 

 : הבאים את האינטגרלים וחשב

1) ( )2sin sin 2 cosx x xdx+ + 2) ( )3cos cos 2 sinx x xdx+ − 

3) 3cos xdx 4) 3sin 2xdx 

5) 4 5sin cosx xdx 6) 5 4sin cosx xdx 

7) 5cos xdx 8) 5tan xdx 

9) 
1

cos
dx

x 10) 
sin

dx

x 

11) cossin 2 xx e dx 12) 
2sin

cos 2 4cos 7

x
dx

x x+ + 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 
3 2sin sin

2sin
3 2

x x
x c+ + + 2) 

4 2cos cos
2cos

4 2

x x
x c

−
− + + 

3) 
3sin

sin
3

x
x c− + 4) 

31 cos 2
cos 2

2 3

x
x c

 
− − + 

 
 

5) 7 91 2 1
sin 5 sin sin

5 7 9
x x x c− + + 6) 5 7 91 2 1

cos cos cos
5 7 9

x x x c− + − + 

7) 
5

32 sin
sin sin

3 5

x
x x c− + + 8) 

4 2

1 1
ln cos

4cos cos
x c

x x
+ − + 

9) 
1 1 sin

ln
2 1 sin

x
c

x

+
+

−
 10) 

1 cos 1
ln

2 cos 1

x
c

x

−
+

+
 

11) ( )cos2 cos 1xe x c− − + 12) 
1 cos 1

arctan
2 2

x
c

+ 
− + 

 
 

 

1

פרק 20אינטגרלים טריגונומטריים והצבות...

241

241



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

 פתרון על ידי הצבה כללית  –אינטגרלים טריגונומטריים 

) כי:  ורזכ )
( )

2

22 2

2t

r

1
c

an
, ,2

n

s

2

in

a

o
1

s
1

2

1
cta

x
t

f
t

f
tt

dx dt

x

x
t t

t

x
=  

= =
+


−


+ +

=
  

 

 שאלות 

 : הבאים את האינטגרלים וחשב

1) 
1 sin

dx

x+
 

 

2) 
1 sin cos

dx

x x+ + 

 

3) 
cos

2 cos

x
dx

x− 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
2

tan 1
2

c
x

− +
 

+ 
 

 

2) ln 1 tan
2

x
c

 
+ + 

 
 

3) 
( )

1 1
3 3

tan / 22
2 arctan

3

x
x c

  
− + +    

  
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 הצבות טריגונומטריות שמטרתן להיפטר משורשים

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2

2

2

2

2

2 2

co

a

sin

( arcsin )

tan

( rctan )

cos

( arcco

n

cos

cos

s

s

cos

n

)

si

cos
ta

x
a

x
a

a
x

x a t
f

t

dx a tdt

a
dx dt

t

t

t

a t

a x a

a
a x

x t

f
t

x a t

adx d

t

t
t

f f
t

a
x

af f 

−

+

=
= = 

=

=    
= =    

=    

=

− 

= = 
 =

−

 

 

 

 

 

 שאלות 

 : יםהבאאת האינטגרלים  וחשב

1) 
2 24

dx

x x−
 

 

2) 
2

1

4
dx

x +
 

 

3) 24 1x dx− 

 פונקציות רציונליות". הערה: כדי לפתור את השאלה צריך לדעת "אינטגרלים של 

 

4) 
2 2 1

dx

x x −
 

 

5) 
2

24

x
dx

x−
 

 

6) 2 2 3x x dx+ − 
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7) 26x x dx− − 

 

8) 
( )

2
24

dx

x+
 

 

9) 
( )

3/2
2 2 5

dx

x x+ +
 

 

10) 2 1x dx+ 

 

11) 
2

1

1
dx

x −
 
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 תשובות סופיות 

1)  
1

cot arcsin
4 2

x
c

 
− + 

 
 

2) 

1 sin arctan
21

ln
2

1 sin arctan
2

x

c
x

  
+   

   +
  

−   
  

 

3) 
2 2

2 2

1 4 1 4 1
ln 1 1 ln 1 1

8 4 4
1 1 1 1

c
x x

x x

 
 
 − − + − + − − +
 

− − + − 
 

 

4) 
1

sin arccos c
x

  
+  

  
 

5) 
1

2 arcsin sin 2 arcsin
2 2 2

x x
c

     
− +     

     
 

6) 
( )

( )
( )

( )

2 2

2 2

4 1 4 1
ln 1 1 ln 1 1

4 41 1
1 1 1 1

1 1

c
x x

x x

− − + − + − − +
+ +

− − + −
+ +

 

7) 
9 3 1 3

arcsin sin 2arcsin
2 3 2 3

x x
c

 + +  
+ +  

  
 

8) 
1 1

arctan sin 2arctan
16 2 2 2

x x
c

    
+ +    

    
 

9) 
1 1

sin arctan
4 2

x
c

 +  
+  

  
 

10) 2 21 1
ln 1 1

2 2
x x x x

 
+ + + + 

 
 

11) 2ln 1x x c+ − + 
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 חישוב שטחים בין פונקציות טריגונומטריות 

 שאלות 

) נתונה הפונקציה (1 ) 2sinf x x x= + . 

 בתחום שבין ראשית הצירים לנקודת המקסימום הראשונה
 . 1מימינה העבירו לפונקציה משיק ששיפועו 

 . את משוואת המשיקמצאו   . א

 בין הפונקציה, את גודל השטח הכלוא חשבו   .ב
 .ברביע הראשון והשני, x-המשיק וציר ה

 

)מתואר גרף הפונקציה  הלןבאיור של (2 )
sin 2 1

2

x
f x

+
=, 

0.25 בתחום 1.75x −  . 
 , הפונקציה דרך נקודת המקסימום של ABמשיק  נעביר

 החיתוך הראשונה מנקודת x-אנך לציר ה נעלהו
 ,בתחום הנתון x-של גרף הפונקציה עם ציר ה

 .  ABCOכך שנוצר המלבן  ,C-המסומנת ב 

 )מקווקו(.  1S-יסומן ב ח הכלוא בין גרף הפונקציה והציריםהשט

 .2S-יסומן ב y-המלבן, גרף הפונקציה וציר ההשטח הכלוא בין צלעות 

 של המלבן.  ABאת משוואת הצלע מצאו   . א

1את היחס חשבו  .ב

2

S

S
. 

 

siny נתונה הפונקציה הלןבאיור של (3 x x= 0 בתחום ,+ 2x  . 

 . ו זאתחיהוכ בתחום הנתון? האם יש לפונקציה נקודות קיצון פנימיות . א

2x בנקודה שבה x-אנך מגרף הפונקציה לציר ה נוריד .ב =, 
 מהנקודה שמאפסת את הנגזרת.  x-ישר המקביל לציר ה נעבירו

 ,רטוטשהמסומנים ב כי השטחים והרא
1S ו-

2S, .שווים 
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 ות מתוארים הגרפים של הפונקצי הלןבאיור של (4

( ) 2cosf x x= ו-( ) 2sin cosg x x x= 0בתחום  ,+ x  . 

 את נקודות החיתוך של הגרפים בתחום הנתון. מצאו   . א

 את השטח הכלוא בין שני הגרפים.חשבו  .ב

2 בזהות והשתמש 2cos 2 cos sin  = −. 

 

)הנגזרת של פונקציה   (5 )f x היא ( )' cos 2 sinf x x x= − −. 

 המקיימות  של הנקודות x-את שיעורי המצאו   . א

( )' 0f x 0בתחום  ,= 2x  . 

)ידוע כי הנקודה המקיימת   )' 0f x  ,אשר אינה קיצון, =

 .x-נמצאת על ציר ה

)את הפונקציה  מצאו   .ב )f x. 

 מתואר גרף הפונקציה בתחום הנתון.  הלןבאיור של . ג
 את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה והצירים.חשבו 

 

2 נתונה הפונקציה (6 cos 2 sin 2cosy x x x x x= − + + . 

'2כי נגזרת הפונקציה היא  וחיהוכ . א siny x x=. 

) נתונה הפונקציה הלןבאיור של ) 2 sinf x x x= , 

xבתחום  −  . 

 כי גרף הפונקציה עובר בראשית הצירים.     הראו  .ב

 . בתחום הנתון x- את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה וציר החשבו  . ג

 

) נתונה הפונקציה (7 ) cos sinf x a x b x= a,כאשר  , + b .פרמטרים 

בנקודה שבה   x-הפונקציה חותכת את ציר ה
4

x


=, 

,0והיא חיובית בתחום 
4

 
 
 

. 

,0גודל השטח הכלוא מתחת לפונקציה בתחום 
4

 
 
 

2הוא   2 2−. 

 . b-ו aאת ערכי הפרמטרים  מצאו  
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 תשובות סופיות 

2yא.  (1 x=  יח"ש. ב.      +

1yא.  (1 1ב.     =

2

3 2
1.538

3 2

S

S





+
= =

−
 

)א. אין נקודת קיצון, הנקודה   (2 ),    .היא נקודת פיתול 

20.5ב.   2 2.934S = − = 

) א. (3 )
2 1

0,1  , ,
3 4

 
 
 

ב.      
3

1.5 1.299
2

S = = 

א.  (4
7 11

 ,  , 
2 6 6

x
  

)ב.     = )
1

sin 2 cos
2

f x x x= − ג.       +
1

2
 יח"ש. 

) ג.  .הוכחהשאלת ב.  .הוכחהשאלת א.  (5 )22 4 11.74S = − . 

6) 2 , 2b a= − = 
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 זהויות בטריגו – נספח 

2 2

2 2 2 2

2

2

2

2

2

2

sin cos 1

sin
tan

cos

cos
cot

sin

sin 2 2sin cos

cos 2 cos sin 1 2sin 2cos 1

1
1 tan

cos

1
1 cot

sin

1
sin (1 cos 2 )

2

1
cos (1 cos 2 )

2

1
sin cos sin( ) sin(

2
a

 











  

    







 

 

   

+ =


=


 =


=


= − = − = −


+ =


 + =



= −


 = +


= + +( )

( )

( )

)

1
sin sin cos( ) cos( )

2

1
cos cos cos( ) cos( )

2

a

a



    

    


−




= − − +



= + + −

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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 21 - האינטגרל המסוים, אינטגרביליות לפי רימן ולפי דארבו

תוכן העניינים

1. האינטגרל המסוים, הנוסחה היסודית של החדו"א י 250

2. מונוטוניות האינטגרל, אי שוויונות אינטגרליים י 256

3. האינטגרל המסוים לפי ההגדרה, אינטגרביליות י 259

4. משפטי האינטגרביליות י 262

5. אינטגרביליות לפי דארבו י 263

6. אינטגרביליות לפי דארבו - תרגול נוסף באנגלית י 265
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 האינטגרל המסוים, הנוסחה היסודית של החדו"א

 שאלות

 : 9-1בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

1) ( )
4

2

1

4 1x x dx− + 

 

2) 
2

2

1

4 1

2 5

x
dx

x x

+

+ + 

 

3) 
1

0

xxe dx−

 

 

4) 
4

1

ln
e

x
dx

x 

 

5) 
4

2

1

1

4 5
dx

x x+ + 

 

6) 2

0

cos 10xdx



 

 

7) ( )
4

0

f x dx  כאשר ,( )
2

0 1

1
1

x x

f x
x

x

  


= 




. 

 

8) 
4

1

4 1x dx
−

+ − 

 

9)  
2

2

0

max ,x x dx 
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 כי:  וח יהוכ  (10

) .א ) ( )

b b

a a

f x dx f a b x dx= + −  

 .ב
1 1

0 0

(1 ) (1 )m n n mx x dx x x dx− = −  

 

 :fשלכל פונקציה רציפה   וח יהוכ  (11

 .א
/2 /2

0 0

(sin ) (cos )f x dx f x dx

 

=  

 .ב
0 0

(sin ) (sin )
2

x f x dx f x dx

 


=  

 

,1]:תהי   (12 )f  מוגדרת על ידי   →
1

ln
( )

1

x
t

f x dt
t

=
+

. 

)את המשוואה    ופתר )
1

2f x f
x

 
+ = 

 
. 

 

  הערך שלללא חישוב האינטגרלים, חשבו את  (13
1/

2 2

1 1

1 1

1 1

x x

dt dt
t t

+
+ + . 

 

  חשבו: (14
/2 4

4 4
0

sin

sin cos

x
dx

x x



+
. 

 

חשבו:   (15
2

0

sin

1 cos

x x
dx

x



+
. 

 

 :וח יהוכ   .fנתונה פונקציה רציפה   (16

)אזי   ,זוגית fאם  .א ) ( )
0

2

a a

a

f x dx f x dx
−

= . 

)אזי   ,זוגית-אי  fאם  .ב ) 0

a

a

f x dx
−

=. 
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 : 18-17בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

17) ( )
1

3 5

1

cosx x xdx
−

+ 

 

18) 
4

2

4

sin 1

1

x
dx

x
−

+

+ 

 

)נתון כי   (19 )f x זוגית לכל  -פונקציה רציפה ואיx,   ונתון כי
1

| ( ) |
2

f x . 

חשבו את האינטגרל  

1

2

1

2

1 ( )
ln

1 ( )

f x
dx

f x
−

 −
 
+ 

. 

 

 ים הבאים: חשבו את ערך האינטגרל  (20

 .א
/2

0

(sin )

(sin ) (cos )

f x
dx

f x f x



+ 

 .ב
/2

0

(cos )

(sin ) (cos )

f x
dx

f x f x



+ 

) .ג )
/2

0

1

1 tann
n dx

x




+ 

 

 )אזהרה לגבי שיטת ההצבה(  (21

את האינטגרל   וחשב .א
1

2

1

1

1
dx

x
−

+,   בעזרת ההצבה
1

t
x

=. 

את האינטגרל   וחשב .ב
1

2

1

1

1
dx

x
−

+  .ישירות 

 את הסתירה.   ו ריתשובות שונות. הסב   נוב' קיבל -בסעיפים א' ו  .ג

 

כי    וח יהוכ  (22
/2

2 2

0 0

1 1
2

1 cos 1 cos
dx dx

x x

 

=
+ + . 

 

 הבאים: ענו על הסעיפים  (23

tant  בעזרת ההצבה  .א x= את האינטגרל וחשב  
2

1

1 cos
dx

x+
. 

את ערך האינטגרל  וחשב .ב
2

0

1

1 cos
dx

x



+
. 
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את ערך האינטגרל  ושבח (24
2

0
1 cos

x
dx

x



+
. 

 

)תהי   (25 )f x   פונקציה גזירה פעמיים בקטע[ , ]a b. 

xנניח כי הישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה   a=   יוצר זווית
3


עם הכיוון   

xוהישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה   xהחיובי של ציר   b=   יוצר זווית
4


 

 .xעם הכיוון החיובי של ציר 

את ערך האינטגרל  וחשב
' '(ln )

b

a

e

e

f x
dx

x. 

 

 :וח יהוכ  (26
 fהמחזור של   Tפונקציה רציפה ומחזורית על כל הישר ואם   fאם 

מתקיים   aאז לכל מספר ממשי  
0

( ) ( )

a T T

a

f x dx f x dx

+

= . 

 

 ות הבאות: את הטענ  יכואו הפר וח יהוכ  (27

- פונקציות רציפות ב g- ו fאם  .א ,a b  ואם ,( ) 0

b

a

f t dt =   וגם

( ) 0

b

a

g t dt =,   אז( ) ( ) 0

b

a

f t g t dt = . 

 , זוגית ואינטגרבילית בכל קטע fאם  .ב

אז הפונקציה  
0

( ) ( )

x

g x f t dt=   זוגית. -אי 
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 תשובות סופיות 

1) 6− 

2) 
15

ln
8

 
 
 

 

3) 
12 1e−− + 

4) 
1

5
 

5) arctan6 arctan3− 

6) 
2


 

7) 
17

12
 

8) ( )1.5 1.52
16 6 7

3
− + + 

9) 
17

6
 

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

12) 
2x e= 

13) 0 

14) 
4


 

15) 
2

4


 

 הוכחה. שאלת  (16

17) 0 

18) 2arctan 4 

19) 0 

א, ב, ג.   (20
4


 

ב.   0א.  (21
2


 ג. ראו בסרטון.   

 שאלת הוכחה.  (22

א.  (23
1 tan

arctan
2 2

x
c

 
+ 

 
ב.  

2


 

24) 
2

2 2


 

25) 1 3− 

1
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 שאלת הוכחה.  (26

 שאלת הוכחה.  (27

1

פרק 21האינטגרל המסוים, אינטגרביליות ...

255

255



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 מונוטוניות האינטגרל, אי שוויונות אינטגרליים

 שאלות 

]:תהי  (1 , ]f a b  , פונקציה אינטגרבילית →

)ונניח כי   )m f x M   לכלx  בקטע[ , ]a b. 

)כי   וחיהוכ ) ( ) ( )

b

a

m b a f x dx M b a−   −. 

 

 : 10-2השוויונים בשאלות  -הוכיחו את אי

2) 
3

4

1

2
4

41 1

dx

x
−

 
+ 

 

3) 
2

2

4

6 1 6 17x dx
−

 +  

 

4) 
2

2

4

0

2 2xe dx e  

 

5) 
10

10

0

1
1

2 10

xe
e dx

x

−
−  

+ 

 

6) 
4

3 3 3
3

1 1

ln 4 ln ln 3

dx

x
  

 

7) 
/2

2

0
14 3 4sin 6

dx
dx

x


 
 

+ 

 

8) 
1

3

1

2 2

9 8 7

dx

x
−

 
+ 

 

9) 
( )1

0

ln 11 1
sin

2 1 2

x
x dx

x

+ 
−    

+ 
 
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10) 2

0

sin
arctan

4 6

x
x dx

x

  
 

+ 
 

 

]:תהי  (11 , ]f a b  פונקציה אינטגרבילית.  →

|שטוען כי גם  ,בהסתמך על המשפט |f אינטגרבילית בקטע , 

)כי  הוכיחו  ) ( )

b b

a a

f x dx f x dx . 

 

f[0,1]:תהי  (12 פונקציה רציפה המקיימת   →
0

( ) ( )
x

f x f t dt   [0,1]לכלx. 

)כי  הוכיחו  ) 0f x  .x[0,1]לכל  =

 

,0]:תהי  (13 ]f a )-כך ש ,→ ) 0f x   0]לכל, ]x a.  

כי  הוכיחו 
20

( ) ( )
a

af x dx af. 

 תנו משמעות גיאומטרית לתוצאה שהתקבלה. 

 

-פונקציה רציפה ב gתהי  (14 ,a b  המקיימת ,( ) 0

b

a

g t dt =. 

)בקטע  x כי לכלהוכיחו  ),a b מתקיים ,( ) 0g x =. 

 

פונקציה אינטגרבילית בקטע  fתהי  (15 ,a b  המקיימת ,( ) 1

b

a

f x dx . 

שקיים הוכיחו 
0x  בקטע ,a b  עבורו ,( )0

1
f x

b a


−
. 

 

 פונקציה מונוטונית עולה ואינטגרבילית  fמספר טבעי, ותהי   nיהי  (16

בקטע   1, n. 

)כי  הוכיחו   ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 1 2 3

n

f f f n f x dx f f f n+ + + −   + + +. 

 

חשבו את הגבול  (17
1

1
lim ln

n

n
k

k
n→

=

. 

  

1

פרק 21האינטגרל המסוים, אינטגרביליות ...

257

257



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

רציפה בקטע   fשאם הפונקציה הוכיחו  (18 ,a b  גזירה בקטע ,( ),a b 

)גם ו )'f x M  לכלx  בקטע זה, וכן( ) 0f a ), אז  = )
( )

2

2

b

a

M b a
f x dx

−
 . 

 

,יהיו  (19 :[ , ]f g a b  פונקציות אינטגרביליות.  →

 שלילית. -אי g-עולה ו fנניח כי  

]שקיים הוכיחו  , ]c a b, כך ש-( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

c

b

a

c

a
f x g x dx f b g x dx f a g x dx= +  . 
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 האינטגרל המסוים לפי ההגדרה, אינטגרביליות 

 : 7-1בשאלות  את הגבולות   וחשב

1) 
4 4 4

5

1 2 ...
lim
n

n

n→

+ + +
 

 

2) 

1 2
sin sin ... sin

lim
n

n

n n n

n→

+ + +

 

 

3) 
1 1 1

lim ...
1 2n n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

 

4) 
2 2 2 2 2 2

lim ...
1 2n

n n n

n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

 

5) 
2 2 2 2 2 2

1 1 1
lim ...

1 2n n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

 

6) 
3/2

1 2 ... 2
lim
n

n n n

n→

 + + + + + 
 
  

 

 

7) 
2 2 2

lim ...
( 1) ( 2) ( )n

n n n

n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

 

  ו:חשב (8
!

lim ln
n

n

n

n→

 
  
 

. 

 אמיתיים. -* תרגיל זה רלוונטי רק למי שלמד אינטגרלים לא 
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 על פי ההגדרה )של רימן(: 12-9בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

) להיעזר בזהויות הבאות:  ותוכל  )

( )( )

( )

2 2 2 2

23 3 3 3 2

1
2 2

2

1 2 3 ... 0.5 1

1
1 2 3 ... 1 2 1

6

1
1 2 3 ... 1

4

sin sin
sin sin 2 ... sin

sin

n n

n n n

n n n n

n n n

n


 
  

+

+ + + + = +

+ + + + = + +

+ + + + = +

+ + + =

 

9) 

1

0

xdx 10) 

1

2

0

x dx 11) 

1

3

0

x dx 12) 
0

sin xdx



 

 

חשבו לפי ההגדרה של רימן את   (13
4

2

1

x dx . 

 

לפי ההגדרה של רימן את    וחשב (14
2

1

1
dx

x
 . 

בחלוקה הבאה של הקטע   ורמז: השתמש 
0 1 2 3

1 2 ,2 ,2 ,2 ,..., 2 2
n

n n n n nP
 

= = = 
 

. 
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 תשובות סופיות 

1) 
1

5
 

2) 1 cos1− 

3) ln 2 

4) 
4


 

5) ( )ln 1 2+ 

6) 
1.52 2

1.5 3
− 

7) ln 2 

8) 1− 

9) 
1

2
 

10) 
1

3
 

11) 
1

4
 

12) 2 

13) 21 

14) 0.5 

1

פרק 21האינטגרל המסוים, אינטגרביליות ...

261

261



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

 משפטי האינטגרביליות 

 שאלות 

]עבור כל אחת מהפונקציות הבאות האם היא אינטגרבילית בקטע  וקבד (1 , ]a b: 

 . א
1

( ) 1

1 1

x
x

f x x

x




= −
 =

    [ , ] [0, 2]a b = 

 .ב
2

2

1
( )

1

x x
f x

x

+ +
=

+
        [ , ] [ 4,14]a b = − 

 . ג
4 1

( )
41 1

x x
f x

x


= 

− =
      [ , ] [0,9]a b = 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (2

]שפונקציית דיריכלה אינה אינטגרבילית בשום קטע   וחיהוכ . א , ]a b  . 

 דוגמה לפונקציה חסומה בקטע מסוים שאינה אינטגרבילית בו. ומצא .ב

]דוגמה לפונקציה מונוטונית למקוטעין בקטע   ומצא . ג 1,1]−, 
 בקטע. שאינה אינטגרבילית 

 

 . ואם היא נכונה או לא נכונה. נמק ולגבי כל אחת מהטענות, קבע (3

, בקטע fיימת פונקציה אינטגרבילית ק . א ,a b, 

 זה.  שאין לה פונקציה קדומה בקטע

, החסומה בקטע  f קיימת פונקציה .ב ,a b  וגזירה בקטע( ),a b, 

- ב שאינה אינטגרבילית ,a b. 

 

 הפונקציהנתונה  (4

1 1
0 , ,

2 4

( ) 1

1 1
2 ,

2 4

x x x

f x x

x x


  


= 

 = =


 . 

 ?[0,1]האם הפונקציה אינטגרבילית בקטע 
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 רבו אאינטגרביליות לפי ד

 שאלות

f[0,1]:נתונה   (1 )המוגדרת על ידי   ,→ )f x x=. 

 את האינטגרל העליון והאינטגרל התחתון של הפונקציה בקטע.  ומצא .א

 רבו אשהפונקציה אינטגרבילית לפי ההגדרה של דהוכיחו  .ב
 את האינטגרל המסוים שלה בקטע.  ו ומצא

 

,0]:נתונה   (2 2]f )2המוגדרת על ידי   → )f x x=. 

 את האינטגרל העליון והתחתון של הפונקציה בקטע.  ומצא .א

 רבו בקטע אשהפונקציה אינטגרבילית לפי ההגדרה של דהוכיחו  .ב
 האינטגרל המסוים שלה בקטע. את   ו ומצא

 

נתונה הפונקציה הבאה   (3

0 0 0.5

( ) 2 0.5

1 0.5 1

x

f x x

x

 


= =
  

. 

 רבו. אשהפונקציה אינטגרבילית לפי ההגדרה של דהוכיחו 

 

נתונה הפונקציה    (4
1

( )
1

x
f x

x


= 

− 
 . [0,1]בקטע   

 , לפי ההגדרה של דארבו, האם הפונקציה אינטגרבילית בקטע. וקבד .א

|  -כך ש ,fדוגמה לפונקציה    נות .ב |f 2- וf אינטגרביליות , 

 לא אינטגרבילית.  fאך  

 

]:י  תה (5 , ]f a b  פונקציה חסומה.  →

]של הקטע   P  נניח שקיימת חלוקה , ]a b, כך ש -( , ) ( , )L P f U P f=. 

 פונקציה קבועה.  f- שהוכיחו 

 

]:תהי   (6 , ]f a b  פונקציה חסומה.  →

]של הקטע   nPנניח שקיימת חלוקה   , ]a b, כך ש -( , ) ( , ) 0n nU P f L P f− →. 

 אינטגרבילית בקטע.  f- שהוכיחו  .א

limכי  הוכיחו  .ב ( , ) lim ( , ) ( )
b

n n
an n

U P f L P f f x dx
→ →

= = . 
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אינטגרבילית בעזרת  שהפונקציה הוכיחו בכל אחד מהסעיפים הבאים  (7
 את האינטגרל המסוים של הפונקציה בקטע. ובנוסף, חשב  קריטריון רימן.

) .א )f x x=,   [0,1]בקטע. 

)2 .ב )f x x=,   [0,2]בקטע. 

 

שהפונקציה  הוכיחו  (8
1

( )f x
x

,1]אינטגרבילית בקטע   =  בעזרת קריטריון רימן.  [2

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות

א.  (1
1 1

0 0

1

2
f f= =    .ב

1

0

1

2
f dx = 

א.  (2
2 2

0 0

8

3
f f= =    .ב

2

0

8

3
f dx = 

 שאלת הוכחה.  (3

ב.  שאלת הוכחה. א.  (4
1

( )
1

x
f x

x


= 

− 
 

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 שאלת הוכחה.  (8

1
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 יתנוסף באנגל  תרגול  – אינטגרביליות לפי דארבו 

 שאלות

,0]:תהי   (1 2]f )2מוגדרת על ידי   → )f x x=. 
 n- סכום דארבו עליון ותחתון של הפונקציה המתאים לחלוקת הקטע ל ומצא
6,8,10,20nכאשר   , בעלי אורך שווה קטעים-תת =. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (2

 את המושג עידון של חלוקה.  ור יהגד .א

 את המשפט הבא: וח יהוכ  .ב
]:תהי   , ]f a b שתי חלוקות של   Q- ו P  פונקציה חסומה ויהיו  →

)אז    ,P  עידון של Q- כך ש ,הקטע , ) ( , ), ( , ) ( , )L Q f L Q P U Q f U Q P . 

 את המסקנה הבאה מהמשפט:  וח יהוכ  .ג

]:תהי   , ]f a b )אז  ,פונקציה חסומה → ) ( )

b b

a a

f x dx f x dx . 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (3

 לאינטגרביליות. את קריטריון רימן הוכיחו  .א
 את המשפט הבא:הוכיחו כלומר,  

  היא אינטגרבילית בקטע f  פונקציה חסומה  ,a b   אם ורק אם לכל

0  ה  קיימת חלוקP של הקטע   ,a b ,כך ש-( , ) ( , )U P f L P f − . 

 את המסקנה מהמשפט לעיל: הוכיחו  .ב

  פונקציה חסומה בקטע f  תהי ,a b ,  ונניח כי( )nP   היא סדרה של

  חלוקות של הקטע ,a b, כך ש-( , ) ( , ) 0n n
n

U P f L P f
→

− →. 

 אינטגרבילית. f- שהוכיחו 

f[0,1]:נתון   .ג מוגדרת על ידי   →
1/

( )
0 1/

x x n
f x

x n

=
= 


. 

את   ואינטגרבילית ומצא  fכי  הוכיחו 
1

0

( )f x dx. 

 

 את המשפטים הבאים:  וח יהוכ  (4

 פונקציה רציפה בקטע סגור היא אינטגרבילית בקטע.  .א

 פונקציה מונוטונית בקטע סגור היא אינטגרבילית בקטע.  .ב
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)סדרת פונקציות   (5 ) :[0,1]nf x מוגדרת על ידי:   →

1

0 1
( ) 1

0 1

n

n

nx
x

f x x

x

−
 

= +
 =

. 

כי   וח יהוכ 
1 1

0 0

1
lim ( ) , lim ( ) 0

2
n n

n n
f x dx f x dx

→ →
= . 

 

תהי פונקציה   (6 : 0,1f )- , כך ש→ )f x x=   לכלx  ,רציונלי 

)- ו ) 0f x  רציונלי. -אי xלכל   =

 אינה אינטגרבילית. fכי  הראו , וfאת האינטגרל העליון והתחתון של  העריכו 
 

תהי    (7   : 0,1 0,1f  , מוגדרת באופן הבא:→

p, אין גורמים משותפים  q , ול-  ,p q , כאשר   1
p

x
q

=   אם 
( )

1

0

qf x




= 



 
1x = 0x או   = x אי -רציונלי או    אם 

תהי   .א
NA   מוגדרת באופן הבא, לכלN: ( )0,1 |N

p
A x x

q

 
=  = 
 

 ,

p,כאשר   q ,q N ול -,p q  .אין גורמים משותפים 

שהקבוצה  הראו 
NA  .סופית 

0- ו N- ל .ב    ,כי קיימים קטעים  הראו נתונים

     1 2 3 4 2 1 2, , , ,..., ,m mx x x x x x−:כך ש , 

1 2 3 4 2 1 20 ... 1m mx x x x x x−        ,

( ) ( ) ( )1 2 3 4 2 1 2, , ... ,N m mA x x x x x x−   , 

1- ו 2 3 4 2 1 2...
2

m mx x x x x x


−− + − + + − . 

 אינטגרבילית.  f- ש הראו  .ג

-ב h- ו gשתי פונקציות אינטגרביליות,  מצאו  .ד 0,1, 

gכך שההרכבה   h  .אינה אינטגרבילית 
 

תהי   (8 : ,f a b ]  אינטגרבילית וכן  → , ] [ , ]c d a b. 

-אינטגרבילית ב  f- ש הראו  ,c d. 
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 הסעיפים הבאים:   ענו על (9

- חסומה ב fתהי   .א ,c d,  :ונתון 

( )      sup | , , sup ( ) | ,M f x x c d M f x x c d=  =  

( )      inf | , , inf ( ) | ,m f x x c d m f x x c d=  =  

Mכי  הוכיחו  m M m −  −. 

תהי   .ב : ,f a b  אינטגרבילית.  →

 אינטגרביליות.  2f- ו fכי  הוכיחו 

 

- שתי פונקציות אינטגרביליות ב g- ו fתהיינה   (10 ,a b. 

)כי אם  הוכיחו  .א ) ( )f x g x   לכל ,x a b  אז ,( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx . 

)כי  הוכיחו  .ב ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx . 

)כי אם  הוכיחו  .ג )m f x M    לכל ,x a b, 

)אז  ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx M b a−   −. 

- שוויון זה כדי להראות ש-באי והיעזר 
3

4

3 sin 2

8 6

x
dx

x





 . 

 

תהי   (11  0: ,f a b →   ,כלומר(( ) 0f x .) 

)  כןרציפה ו fכי אם  הוכיחו  .א ) 0
b

a
f x dx = אז ,( ) 0f x לכל   = ,x a b. 

- אינטגרבילית ב fדוגמה לפונקציה   וא יבה .ב ,a b  כאשר ,( ) 0
b

a
f x dx =, 

אבל קיים   0 ,x a b  עבורו ,( )0 0f x . 

 לא תהיה רציפה. fהערה:  

 

תהי   (12 : 0,1f  פונקציה חסומה.  →

)נניח שלכל   )0,1c  הפונקציה ,f אינטגרבילית ב - ,1c. 

- אינטגרבילית ב fכי  הוכיחו  .א 0,1. 

)כי  הוכיחו בסעיף א, ו  והיעזר  .ב )
( 

0 0

1
sin 0,1

x

f x
x

x

=


= 




 

- אינטגרבילית ב 0,1. 
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תהי   (13 : ,f a b  . פונקציה חסומה →

- אינטגרבילית ב fgנניח שכאשר המכפלה   ,a b ,  פונקציה אינטגרבילית  עבור

)  קיים, מתgכלשהי   )( ) 0
b

a
fg x dx =. 

)כי  הוכיחו  ) 0f x    ,כלומר(( ) 0f x לכל   = ,x a b.) 

 

 הסעיפים הבאים:   ענו על (14

,יהיו   .א 0x y . 

)כי  הוכיחו  )  
1

lim max ,n n n

n
x y x y

→
+ =. 

תהי   .ב  0: ,f a b →  .רציפה 

)כי  הוכיחו  )( )( ) ( )   lim sup | ,
b n

an
f x dx f x x a b

→
= . 

 

 שוורץ[ -שוויון קושי-]אי (15

יהיו   .א
1 2 1 2, ,... , , ,...n nx x x y y y . 

)כי  הוכיחו  ) ( )
1 1

2 22 2

1 1 1

n n n

i i i ii i i
x y x y

= = =
  . 

)רמז:  )
2

1
0

n

i ii
tx y

=
+    לכלt . 

f,תהיינה   .ב g  שתי פונקציות אינטגרביליות ב - ,a b. 

)כי  הוכיחו  ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )
1 1
2 22 2b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx  . 

)רמז:  ) ( )
2

0
b

a
tf x g x dx+      לכלt . 

 

תהי   (16 : ,f a b  אינטגרבילית.  פונקציה →

 במספר סופי של נקודות.  fאת הערכים של   נשנה 

 שהפונקציה שמתקבלת אינטגרבילית. הוכיחו 
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 סעיף א'  (17

)  כי הוכיחו  .1 )( )1 2 3 2 1...n n n n n n nb a b a b b a b a b a− − − − −− = − + + + ++ +, 

n  כאשר + כן  ו,a b. 

כי  הוכיחו  .2
( )

( )
1 11

1
1

n n
nn

k k
k k

n

+ ++ −
  +

+
k,, כאשר  n +. 

כי  הוכיחו  .3
11

1 11

nm m
n n

k k

m
k k

n

+−

= =

 
+

 . 

)כלומר,   ) ( )
1

1 2 ... 1 1 2 ... 1
1

n
n nn n n n nm

m m m
n

+

+ + + −   + + + − +
+

. 

 סעיף ב' 

)תהי   ) nf x x=  בתחום  מוגדרת 0,1,  כאשרn. 

- אינטגרבילית ב fכי  הוכיחו ,  סכומי רימן בעזרת 0,1ו, וחשב  ( )
1

0
f x dx. 

את הקטע   וחלק רמז:  0,1  ל-m בסעיף א' להערכת    ווהיעזר   קטעים שווים

 הסכומים העליונים והתחתונים. 
 

)תהי   (18 ) cosf x x=  0- מוגדרת ב,
2

 
 
 

 .n, כאשר 

 אינטגרבילית  f- שהוכיחו בסכומי רימן ו   והשתמש

,0-ב
2

 
 
 

)את   ו, וחשב )
2

0
f x dx



. 

,0את   ו : חלק1רמז 
2

 
 
 
 . n→כי  הניחו קטעים שווים, ו  n- ל 

kהבאה, כאשר  בזהות הטריגונומטרית   והשתמש: 2רמז  + ו - , 

( ) ( )2 1 2 11
sin cos sin sin

2 2 2 2

k k
k

 


+ − 
= − 

 
 כדי להעריך את הסכום: ,

( )

1

2 11
sin cos sin sin

2 2 2 2

n

k

n
k

 


=

+ 
= − 

 
. 

 

)את   וחשב (19 )
2

1
f x dx החלוקה, בעזרת   

1 2

0 1, , ,n nP x x x
= =

=, 

)כאשר   )2 0
i

n
ix i n=  :וגם , 

 .א
1

( )f x
x

 .ב = 
31 2

4 4 4

24 1,2 , 2 ,2
1

, 2 ( )P f x
x

== 
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f,תהיינה   (20 g  פונקציות אינטגרביליות בקטע  שתי ,a b. וחי הוכ : 

)אם  .א ) ( )f x g x   לכל ,x a b אז ,( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx . 

)אם  .ב )m f x M    לכל ,x a b אז ,( ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx M b a−   −. 

 

נניח כי   (21 : ,f a b  שלילית. -אינטגרבילית אי  →

- אף היא אינטגרבילית ב  fכי  הוכיחו  ,a b. 

 

נתונה הפונקציה   (22 : ,f a b  :יכואו הפרהוכיחו . →

 שלילית ולא שווה זהותית לאפס, -אי ,אינטגרבילית fאם  .א

)אז  ) 0
b

a
f x dx . 

)אז   שלילית ולא שווה זהותית לאפס, -רציפה, אי fאם  .ב ) 0
b

a
f x dx . 

 .2fגם  כך אינטגרבילית, אז  fאם  .ג

 .fאינטגרבילית, אז כך גם   fאם  .ד

 

את   וחשב (23
4.3

0.25
x dx    כאשר , max |x n n x=     

 השלם(.  ךהער)פונקציית 
 

- ינטגרבילית ב א f  כי אםהוכיחו  (24 ,a b ו -, 

- אינטגרבילית ב  fאז  ,a b,  וכן( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx = . 

0תחילה כי  הניחו רמז:    והיעזר בפונקציה ,f−0- , ל . 

 

f,כי אם  הוכיחו  (25 g אינטגרביליות ב - ,a b  אז כך גם ,f g+, 

)  מתקיים ובנוסף )
b b b

a a a
f g f g+ = +  . 

)כי  הוכיחו רמז:  )
b b b

a a a
f g f g+  +     וכן( )

b b b

a a a
f g f g+  +  . 

 

נניח כי   (26 : ,f a b 0cקיים  שאינטגרבילית וכן  → כך ש , -( )f x c   לכל

 ,x a b.   :לחלופין[f אפס;  אינה אינטגרבילית ו
1

f
 [חסומה 

כי גם  הוכיחו 
1

g
f

אינטגרבילית בקטע   = ,a b. 

1
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f,נניח כי   (27 g  אינטגרביליות ב- ,a b. 

fכי גם  הוכיחו  .א g  אינטגרבילית ב - ,a b. 

)כי אם  הוכיחו  .ב ) 0g x c    לכל ,x a b, 

גם  אז 
f

g
- אינטגרבילית ב  ,a b. 

 

כי  הניחו  (28 : ,f a b a- וכן ש → c b כי: הוכיחו , ו 

- אינטגרבילית ב  fאם  .א ,a bאז היא אינטגרבילית גם ב , - ,a c ו - ,c b. 

- ב  אינטגרבילית fאם  .ב ,a c ו - ,c bאז היא אינטגרבילית גם ב , - ,a b. 

  :מתקיים השוויון ב',-בסעיפים א' ו מהמקרים, איזה ב .ג

( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +  . 

 

f,נניח כי   (29 g  אינטגרביליות ב- ,a b. 

נגדיר   max ,f g וכן   = min ,f g =. 

,כי גם  הוכיחו   ב אינטגרביליות - ,a b. 

רמז:  
1

max ,
2

a b a b a b=  + + −    , min ,a b=? 

 

תהי   (30 : ,f a b  פונקציה חסומה.  →

  החלוקהבהינתן  0 ,..., nP x x=   של ,a b  0וכן , 

) קבוצות, -נגדיר שתי תתי )A P ו -( )B P   של 1, , n:באופן הבא , 

( )i A P   אםi iM m − ו ,-( )i B P   אםi iM m − . 

)כמו כן, נגדיר   )
( )

i

i B P

s P x






= . 

- אינטגרבילית ב fכי פונקציה חסומה  הוכיחו  ,a b  אם ורק אם 

0לכל      0ולכל    0קיים   כך שלכל ,P   כנ"ל( )P s P   . 

 

נניח כי   (31 : ,f a b   תהיחסומה ו → 0 1, , , nP x x x= וקה של חל ,a b. 

  לבחור תגיותהאם תמיד נוכל  .א 1, , nC c c= ל -P, 

)- כך ש ) ( ); , ,S f P C L f P=? ונמק . 

1i  -הערה: ב"תגיות" הכוונה ש i ix c x−   . 

 ? רציפה fגם כי   יינתן אם תשתנה  התשובההאם  .ב

1
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a,לכל   תיקרא קמורה, אם Iעל קטע   fכי פונקציה  זכרו  (32 b I  ולכל , 0,1t, 

)מתקיים   )( ) ( ) ( ) ( )1 1f t a t b t f a t f b + −    + − . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

f:תהי   .א  קמורה.  →

כי לכל  הוכיחו  1, , 0,1nt t   המקיימים
1

1
n

i

i

t
=

=השוויון -, מתקיים אי 

( )
1 1

n n

i i i i

i i

f t a t f a
= =

 
 

 
 .    רמז: אינדוקציה על[n] 

 ( ןס  נ  שוויון י  -אי) .ב
f:תהי   g:קמורה ורציפה, ותהי   →  רציפה.  →

)  כי הוכיחו  )( ) ( )( )
1 1

0 0
f g x dx f g x dx . 

  

f:תהי   (33 )רציפה ותהי   → ) ( )
0

x

F x f t dt= . 

 זוגית.  Fזוגית אם ורק אם  -אי fכי  הוכיחו  .א

 זוגית. -אי Fזוגית אם ורק אם   fכי  הוכיחו  .ב
 

f:תהי   (34 )ותהי  רציפה   → ) ( )
0

x

F x f t dt= . 

 . מחזורית fמחזורית, אז גם   Fכי אם  הוכיחו  .א

 מחזורית. -לא Fמחזורית אבל   f  שבה דוגמהמצאו  .ב

 

תהי   (35 : ,f a b  גרבילית. ינטא →

שקיים  הוכיחו  ,c a bכך ש , -( ) ( )
c b

a c
f x dx f x dx= . 

 

1
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f:קבוצת כל הפונקציות   Aתהי   (36 , שהן אינטגרביליות בכל  → ,a b, 

): xומקיימות את השוויון הבא לכל   ) ( )
0

1
x

f t dt f x= − . 

 .A-דוגמה לפונקציה ב מצאו  .א

fכי אם  הוכיחו  .ב A אז ,f גזירה ב-  . 

 . רציפה( f- שהראו )רמז: תחילה  

 .A- ב fאת כל הפונקציות מצאו  .ג
 

 

 www.GooL.co.ilלפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו לאתר 

1

פרק 21האינטגרל המסוים, אינטגרביליות ...

273

273



 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 22 - שימושי האינטגרל המסויים (שטח-אורך קשת)

תוכן העניינים

1. חישוב שטחים י 274

2. חישוב שטחים ביחס לציר ה-y י 294

3. אורך קשת י 295
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 חישוב שטחים 

 אינטגרל )מקרים פרטיים( חישוב שטחים באמצעות 

 :x- שטח הכלוא בין גרף פונקציה וציר ה .1
 

 
 

 כך שגרף אחד כולו מעל השני:  ,שטח הכלוא בין שני גרפים .2
 

 
 
 

 :x-שטח הכלוא בין שני גרפים וציר ה .3

 

 

  

  

  

  

 

1
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 שאלות 

)נתונות הפונקציות   (1 ) 2 4 12f x x x= − )-ו − ) 6g x x= −. 

 .g-ו fת גודל השטח הכלוא בין הגרפים של אחשבו 
 
 
 

 

)נתונות הפונקציות   (2 ) ( )2 21 , 7f x x g x x= − = −. 

 .g-ו f שלאת גודל השטח הכלוא בין הגרפים חשבו 
 
 
 

 

)נתונות הפונקציות   (3 ) ( )
2

2f x x= )-ו  − ) ( )
2

2g x x= − −, 

 כמתואר באיור.

 .II-ו Iבין הפונקציות לגרפים התאימו  . א

 את השטחים שבין כל פונקציה והציריםנסמן  .ב

 כמתואר באיור., 2S-ו 1S-ב

 שווים זה לזה. 2S-ו 1Sכי השטחים הראו 

 

 

)  נתונות הפונקציות (4 ) ( )2 22 1 , 6 9f x x x g x x x= − + = − +. 

 .x-את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות ובין ציר החשבו 
 
 
 

 

) הפונקציהנתונה  (5 ) 2 6 12f x x x= + + . 

 ישר העובר בראשית הצירים חותך את גרף הפונקציה 
4xבנקודה שבה  =    כמתואר באיור., −

 את משוואת הישר.  מצאו . א

 את נקודת החיתוך השנייה של הישר והפונקציה. מצאו   .ב

4xוהישר   x-גבל בין הישר, גרף הפונקציה, ציר האת השטח המומצאו   . ג = − . 
  

 

 

  

1
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) הפונקציהנתונה  (6 ) ( )
2

2f x x= − . 

 משיק. נעביר y-נקודת החיתוך שלה עם ציר הב

 את משוואת המשיק. מצאו   . א

 . x-המשיק עם ציר האת נקודת החיתוך של מצאו   .ב

 x-את השטח הכלוא בין המשיק, גרף הפונקציה וציר החשבו  . ג
 )השטח המסומן(. 

 
 

 

) הפונקציהנתונה  (7 ) 2f x kx x= − . 

9yהישר    הפונקציה בשתי נקודות. חותך את גרף  =

9xהוא   אלהשל אחת מנקודות  x-כי שיעור הידוע  =. 

 .kאת ערך הפרמטר מצאו   . א

 את נקודת החיתוך השנייה בין שני הגרפים.מצאו   .ב

 x- את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, הישר וציר החשבו  . ג
 )השטח המסומן(. 

 

)הנגזרת של הפונקציה   (8 )f x,  שלהלן המתוארת באיור, 

) היא )' 3 2f x x= 6yשמשוואתו , ABישר . − = 

) חותך את גרף הפונקציה  )f x  בנקודותA ו-B . 

 ,x- מנקודות אלו מורידים אנכים לציר ה

 .  ABCDכך שנוצר מלבן 
4xהוא  Aשל הנקודה  x-ידוע ששיעור ה =. 

)  את הפונקציהמצאו   . א )f x  . 

 x- המלבן וציר האת השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, חשבו  .ב
 . )השטח המסומן(

 

) הפונקציהחותך גרף  שלהלןבאיור  (9 ) 2f x x= 

)הפונקציה את גרף  )g x,   2בנקודה שבהx =. 

)הנגזרת של הפונקציה   )g x  היא ( )' 2 8g x x= −. 

)  את הפונקציהמצאו   . א )g x. 

 x-את השטח הכלוא בין שני הגרפים וציר החשבו  .ב
 המסומן(. השטח )

  

( )f x

y

x

1
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)מתוארים גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  (10 )f x   2והישרy x= . 

) נגזרת הפונקציה )f x  היא( )' 2 6f x x= −, 

 הפונקציה הישר חותך את כי וידוע 
16y הוא y-שבה ערך ה בנקודה =. 

)הפונקציה את מצאו   . א )f x. 

 אותן. מצאו  ,האם יש לגרף הפונקציה ולישר עוד נקודות חיתוך? אם כן .ב

 את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה והישר.חשבו  . ג

 

  הסעיפים הבאים: ענו על (11

) מבין כל המשיקים לגרף הפונקציה . א ) 2 3

2 1
f x

x x
= − , 

 ששיפועו מינימלי. את משוואת המשיק מצאו  

 מתוארים הגרפים של הפונקציה  שלהלןבאיור  .ב
 והמשיק שמצאת בסעיף א'.

 , x-ואנך לציר ה ,בין גרף הפונקציה, המשיק את השטח הכלוא חשבו 
 .x-היוצא מנקודת החיתוך של המשיק עם ציר ה

 

) נתונות שתי פונקציות (12 ) ( )
2

2

1 2
, 

2

x x
f x g x

x x

+
= =

+
. 

 את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות, חשבו 
2xהישר    .x- וציר ה =

 

 מתוארים הגרפים של הפונקציות  שלהלןבאיור  (13

( ) 22f x x=
 

)-ו  ) 2

a
g x

x
= (a )0בתחום  ,קבועx  . 

 , ידוע כי הגרפים נחתכים ברביע הראשון
4yבנקודה הנמצאת על הישר   x=. 

 . aאת נקודת החיתוך של הגרפים ואת מצאו   . א

4xוהישר  x-את השטח המוגבל בין שני הגרפים, ציר ה חשבו  .ב =. 
 

) הפונקציהגרף  (14 )
2

2

a x
f x

x

−
=   (a )קבוע  

) בנקודה x-החותך את ציר  )6,0. 

 את הפונקציה. כתבו ו  aאת  מצאו   . א

   את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה,חשבו  .ב
2xוהישר   x-ציר ה =. 

( )f x
y

x

y

x
( )f x

 

 
  

1
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) הפונקציהנתונה  (15 )
( )

2
2

A
f x

x A
=

+
 (A חיובי פרמטר.) 

 ידוע כי שיפוע הפונקציה בנקודת החיתוך שלה עם 

הוא  ,y-ציר ה
1

9
−. 

 .Aאת ערך הפרמטר מצאו   . א

 .y-הפונקציה בנקודת החיתוך עם ציר האת משוואת המשיק לגרף כתבו  .ב

4.5xכי המשיק חותך את גרף הפונקציה בנקודה שבה  הראו  . ג = −. 

ישר אופקי מנקודת החיתוך של המשיק וגרף הפונקציה מהסעיף   וריהעב .ד
 הפונקציה.את נקודת החיתוך הנוספת של ישר זה עם גרף מצאו ו ,הקודם

 באיור(. היעזרואת השטח כלוא בין המשיק, הישר וגרף הפונקציה ) חשבו  .ה

 

) הפונקציהנתונה  שלהלןבאיור  (16 )
1

2
f x x

x
= + . 

 את נקודת המינימום שלה. מצאו   . א

 נעבירמנקודת המינימום של הפונקציה  .ב

)לנקודה  ישר  .x- שעל ציר ה ,2,0(

 לציר גרף הפונקציה, ואנך זה,  ישר  את השטח הכלוא ביןמצאו  

)היוצא מהנקודה   ,x- ה  עד לנקודת החיתוך עם גרף הפונקציה. 2,0(

 

)מתוארים גרפים של הפונקציות   הבאבאיור  (17 )
16

f x
x

)-ו = ) 2g x x=. 

 את נקודת החיתוך של הגרפים.מצאו   . א

 את השטח המוגבל בין שני הגרפים,חשבו  .ב
9xוהישר   x-ציר ה =. 

 

) הפונקציהנתונה  (18 ) ( )6f x x x= − . 

הכלוא בין הפונקציה, המשיק לפונקציה בנקודת את גודל השטח חשבו 
 .y-המינימום שלה וציר ה

 

) נתונה הפונקציה (19 )
2 1

x
f x

x
=

+
  ברביע הראשון.  

 לפונקציה העבירו משיק העובר בראשית הצירים.
 את גודל השטח הכלוא בין הפונקציה, חשבו 

3xהמשיק והישר   =. 

  

x

y

( )f x

y

( )f x

( )f x

 

 

 

1

פרק 22שימושי האינטגרל המסויים (שטח-א...

278

278



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  

 

)הפונקציהמתואר גרף  שלהלןבאיור  (20 )
1

1f x
x

= −.  

x,  4x- שני אנכים לציר ה נעביר x-ו = t= (  4כאשרt  .) 

- ב x- וציר ה השטח הכלוא בין גרף הפונקציהאת  נסמן
1S, 

-ב והאנכים x-השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, ציר הואת 
2S.  

1ידוע כי   28S S=. 

 .tאת  מצאו  
 

 

)הפונקציה נתונה  (21 )
8x x

f x
x

−
=. 

 הסעיפים הבאים: ענו על . א

 את תחום ההגדרה של הפונקציה.מצאו   .1

 .x-את נקודת החיתוך של הפונקציה עם ציר המצאו   .2

 בכל תחום הגדרתה.כי הפונקציה עולה הראו  .3

משיק לגרף הפונקציה ששיפועו הוא  נעביר .ב
17

16
m =. 

 את נקודת ההשקה. מצאו  

  x-ואנך לציר ה x- את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, ציר החשבו  . ג
 מנקודת ההשקה שמצאת בסעיף הקודם.

 

)ת נתונות שתי פונקציו  (22 ) ( ),  2f x x b g x x= + ), כאשר = )0b . 

 גודל השטח הכלוא בין הפונקציות 

הוא  x-וציר ה
2

2
3

 יחידות שטח. 

 . bאת ערכו של הפרמטר מצאו  
 

 

)מתוארים גרפים של הפונקציות   שלהלןבאיור  (23 ) 2f x x= ו-( )
32

g x
x

=, 

 ברביע הראשון.

xישר   נעביר a=,   החותך את גרף הפונקציה( )g x 

 ויוצר את השטח הכלוא בין שני הגרפים,
 . )השטח המסומן( והישר x-ציר ה

-ידוע כי שטח זה שווה ל 
1

85
3

S = . 

 .aאת  מצאו  

  

 

 
 

 

( )g x

x

y
( )f x

x a=

1
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) מתוארים הגרפים של הפונקציות שלהלןבאיור  (24 )
3

f x
x

)-ו = )
3

g x
x

= −. 

xשני ישרים   נעביר k= ו-x t= ,ותכים את הגרפים של הפונקציות אשר ח 
 . CD-ו ABויוצרים את הקטעים 

AB  ידוע כי 2CD=. 

4k  כיהראו  . א t=. 

 השטח הכלוא בין הפונקציות  .ב
xהישרים לבין  k= ו-x t=,  12הואS =. 

 .tאת  מצאו  

 

 הסעיפים הבאים: ענו על (25

)עבור איזה ערך של מצאו  . א )1  , a a  יתקיים
1

3
1 0

2 1

a

dx
x

 
− = 

− 
. 

)מתואר גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  .ב )
3

1
2 1

f x
x

= −
−

. 

x,  1x- שני אנכים לציר ה נעביר 13x-ו = =, 

 . 2S-ו 1Sכך שנוצרים השטחים 

 .x-ת החיתוך של הפונקציה עם ציר האת נקודמצאו  

 הסעיפים הבאים: - תתי  ענו על . ג

 את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, חשבו  .1

1xוהאנך   x-ציר ה  .1S, כלומר את =

 . 2Sלכמה שווה השטח קבעו ובסעיף א' ו שהתקבלהבתוצאה  היעזרו .2

 . נמקו 

 

)הפונקציה   (26 )f x   0מוגדרת בתחום 10x . 

)בציור מתואר גרף הנגזרת  )'f x. 

)סקיצה של גרף הפונקציה  שרטטו  . א )f x, 

)אם  ) ( )0 4 , 2 6f f= − =,( )5 0f =, 

)וכן   )10 0f . 

 והציריםגרף הנגזרת י את השטח המוגבל ע"חשבו  .ב
2xברביע הראשון, עד לנקודה שבה   =. 

  

y

x
x a=

1
 S

2
 S

1

פרק 22שימושי האינטגרל המסויים (שטח-א...

280

280



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  

 

)גרף הפונקציה  להלן  (27 )'f x חותך את , אשר 

),  בנקודה אחת בלבד x-ציר ה )5,0. 

)את התחומים שבהם מצאו   . א )'f x חיובית, 

 ואת התחומים שבהם היא שלילית. 

)מהם תחומי העלייה והירידה של הפונקציה קבעו  .ב )f x. 

)את נקודת הקיצון של הפונקציה כתבו  . ג )f x אם ידוע כי שיעור ה ,-y  

2y שלה הוא = −. 

)סקיצה של גרף הפונקציה  שרטטו  .ד )f x אם ידוע כי גרף הפונקציה ,

8yכאשר   y-חותך את ציר ה =. 

) גרף הנגזרתאת השטח הכלוא בין חשבו  .ה )'f x .והצירים 

 

)הנגזרת מתוארת   שלהלןבאיור  (28 )'f x.  

)פונקציה האם ל . א )f x  ?נמקו. יש נקודות קיצון 

)סקיצה של גרף הפונקציה  שרטטו  .ב )f x, 

)אם ידוע כי   )3 4f  וכי היא חותכת את  ,=

5yבנקודה שבה   y-ציר ה = −. 

) גרף הנגזרתאת השטח הכלוא בין חשבו  . ג )'f x 

 והצירים ברביע הראשון.
 

 

)מתוארים גרפים של הפונקציות   שלהלןבאיורים  (29 )f x ו-( )'f x: 

 

 נמקו. גרף שייך לאיזו פונקציה ואיזה  וזה . א

)נתון  .ב )10 3f = )וכי   ,− )f x חותכת את ציר ה-y   2בנקודה שבהy = − . 

) גרף הנגזרת מהו השטח המוגבל בין  )'f x  10, הצירים והישרx =? 

  

I                                                  II 

1
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)נתון גרף הנגזרת  (30 )'f x : 

 

 

)את גרף הפונקציה שרטטו  . א )f x   4בתחום 7x−  , 

)הנתונים  לפי ) ( )2 7.6  ,  0 2f f− = = )-ו − )6 606.8f = −. 

 ברביע השלישי.  x- וציר ה גרף הנגזרתבין את השטח המוגבל חשבו  .ב

 ברביע הרביעי. x- ה וציר גרף הנגזרתאת השטח המוגבל בין חשבו  . ג

 

  

1
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 פונקציות מעריכיות 

 מעריכיותאינטגרלים מיידים של פונקציות 

 אינטגרלים יסודיים  אינטגרלים של פונקציות מורכבות

 
ln

mx n
mx n a

a dx c
m a

+
+ = +

 
ln

x
x a

a dx c
a

= + 

mx n
mx n e

e dx c
m

+
+ = + x xe dx e c= + 

 

) הפונקציהנתונה  (31 ) 5 xf x e= − . 
 . −eהעבירו לפונקציה משיק ששיפועו 

 בין  השטח הכלוא את גודל חשבו 
 .x-הפונקציה, המשיק וציר ה

 .בתשובה ln-ו eניתן להשאיר  
 
  

)נתונה הפונקציה  (32 ) bxf x e=,   0כאשרb . 
המשיק לפונקציה העובר בראשית הצירים גודל השטח הכלוא בין הפונקציה,  

הוא  y-וציר ה
2

4

e −. 

 . bאת ערכו של הפרמטר מצאו  
 

)נתונות הפונקציות   (33 ) xg x e−= ו-( )
1

2
x

f x e=. 

)הפונקציה מנקודה הנמצאת על גרף  )g x רידו אנך לשני  ברביע הראשון הו

)חותך את הפונקציה  y-לציר ההצירים. המשך האנך  )f x, 
 כך שנוצר מלבן. ,x-לציר הומנקודת החיתוך יורד אנך נוסף 

כי שטחו המקסימלי של מלבן כזה הוא  הוכיחו 
3

e
. 

 
 מתוארים גרפים של הפונקציות  שלהלןבאיור  (34

( ) 2xf x e= ו-( ) 2xg x e−=   . 
x  את הישר x-אנך לציר ה נעביר a= , 
0a כאשר  ,.כמתואר באיור 

 .2S-ו 1Sאנך זה יוצר את השטחים 

 . 2Sמהשטח   3גדול פי  1Sידוע כי השטח 
 .aאת  מצאו  

 

 

 

 

y

x

 ( )f x  ( )g x

1 S

2 S

    x a=

1
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)נתונה הפונקציה  (35 ) 2 1 2 2xf x e ex−= − − . 

 היא נקודת המינימום של הפונקציה. Aהנקודה 

 .Aאת שיעורי הנקודה מצאו   . א

 עם ראשית הצירים. Aמחברים את הנקודה 

את משוואת הישר המחבר את הנקודה כתבו  .ב
A  .עם הראשית 

את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה,  חשבו  . ג
אם ידוע כי גרף הפונקציה  ,x- ההישר וציר  

1.7xבנקודה שבה   x-חותך את ציר ה =. 
 

 

)נתונה הפונקציה  (36 )
4

x axe e
f x

+
= . 

ידוע כי הפונקציה עוברת דרך הנקודה  
3

2

1
1,

4

e

e

 +
 
 

 . 

 את הפונקציה. כתבו ו  aאת  מצאו   . א

)מתואר גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  .ב )f x,    
0.1yוהישר   x= . 
 y-ה ציר ,את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, הישרחשבו 

2xוהאנך  =. 
 

מתוארים גרפים של שלוש  שלהלןבאיור  (37
 פונקציות: 

1 .( ) 2xf x =      2  .( ) 4xg x =      3 .( ) 4 22 xh x −= 

 איזה גרף מתאר כל פונקציה. קבעו  . א

 C- ו A ,B את שיעורי הנקודותמצאו   .ב
 )נקודות החיתוך בין הגרפים(.

 .את השטח המסומן באיורחשבו  . ג
 

 

 הסעיפים הבאים: ענו על (38

)את הפונקציה גזרו   . א )1xy e x= − . 

מתוארים גרפים של  שלהלןבאיור  .ב
)הפונקציות  ) xg x e= )-ו − ) xf x xe= . 

x  ישר נעביר a=,   0כאשרa ,   החותך את
  הגרפים של שתי הפונקציות ויוצר את  

 . )מקווקו( והישר y-ציר ה, השטח הכלוא בין הגרפים של שניהם

 . 22e-ידוע כי שטח זה שווה ל 
 .aאת  מצאו  

  

y

x

( )f x

A 

y

x

( )f x

y

x

 ( )f x

22S e=

 g( )x

1
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 פונקציות לוגריתמיות

 לוגריתמיות אינטגרלים מיידים של פונקציות 

 אינטגרל יסודי אינטגרל של פונקציה מורכבת

1 1
lndx ax b c

ax b a
= + +

+ 
1

lndx x c
x

= + 

 

)נתונה הפונקציה  (39 )
1

f x
x

=.  

את גודל השטח הכלוא בין  חשבו 
1xהפונקציה, הישרים   = 4x- ו − = − 

 .x-וציר ה
 בתשובה. lnניתן להשאיר  

 
 

) הפונקציהנתונה  (40 )
2 3

1

x
f x

x

+
=

−
 . 

את גודל השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, חשבו 
2xהמשיק לפונקציה בנקודה שבה   =, 

 . ההעובר בנקודת המינימום של x-ואנך לציר ה
 בתשובה.  ln אפשר להשאיר ביטוי עם

 
  

)נתונות הפונקציות  שלהלןבאיור  (41 )
1

a
f x

x
=

−
 

)-ו )
1

2

a
g x

x

−
=

−
0xבתחום  , . 

ידוע כי הגרפים של הפונקציות נחתכים בנקודה 
3xשבה   = . 

 את שתי הפונקציות. כתבו ו  aאת  מצאו   . א

את השטח המוגבל ע"י הגרפים של חשבו  .ב
xוהישר  y-הפונקציות, ציר השתי  e= −. 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

1
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) הפונקציהנתונה  (42 ) 7
b

f x ax
x

= + + . 

ידוע כי משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודת 
18היא  x-החיתוך שלה עם ציר ה  9y x= −. 

 את הפונקציה. כתבו ו b-ו  aאת  מצאו   . א

שחותך את גרף  ,y-ישר המקביל לציר ה נעביר

ואת משוואת המשיק  ,Aהפונקציה בנקודה 
 .18  הוא AB. אורך הקטע Bבנקודה 

 

נמצאת מימין  Aאם ידוע כי הנקודה  ,את משוואת הישר הנ"למצאו   .ב
 .x-לנקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה

 בין גרף הפונקציה, המשיק והישר.את השטח המוגבל חשבו  . ג
 

)נגזרת הפונקציה  (43 )f x היא ( ) 2

4
'f x

x
= −. 

 משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודה 
2xשבה   4yהיא  = x= −. 

)את  מצאו   . א )f x. 

ארים גרף הפונקציה מתו  שלהלןבאיור  .ב
( )f x 0בתחום  ,ומשיקx  .   

את השטח המוגבל בין גרף  חשבו 
2xוהישר   x-הפונקציה, המשיק, ציר ה e=. 

 

 

  הפונקציהנתונה  שלהלןבאיור  (44

( )
2

f x
x

0xבתחום  ,= .   

3x  את הישרים נעביר k= ,2x k= ,x k=  
4x-ו )באיור  כמתואר ,= )4x . 

 את  kבאמצעות   ועיהב . א
 . 2S- ו 1Sהשטחים 

 

2כי ההפרש הראו  .ב 1S S− אינו תלוי ב-k, את ערכו.חשבו ו 

 .1Sמהשטח   3גדול פי  2Sנתון כי השטח  . ג
 .kאת  מצאו  

 

)  נתונות הפונקציות (45 )
4

f x
x

= )-ו − )
2 5

k
g x

x
=

+
. 

)גרף  )g x חותך את ציר ה -y  0.4 שבה בנקודהy =. 

)הפונקציה  את מצאו   . א )g x. 

 את נקודת החיתוך של שני הגרפים. מצאו   .ב
 

1xאת השטח המוגבל ע"י שני הגרפים והישר  חשבו  . ג = −. 

 ( )f x

  ( )g x

1
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הפונקציות מתוארים גרפים של  שלהלןבאיור  (46

( ) ( )ln 1xf x e−= )-ו + ) ( )2 3ln x xg x e e− −= +, 

0xבתחום  . 

 .y-כי הגרפים נחתכים על ציר ההראו  . א

x  ישר נעביר .ב a=  ( )1a ,  המאונך 
חותך את הגרפים של שתי  ,x-לציר ה

 )ראה איור(.  Sהפונקציות ויוצר את השטח 
4Sעבורו מתקיים  ,aאת ערכו של  מצאו   =. 

 

 

) הפונקציהמתוארים גרפים של  שלהלןבאיור  (47 )
2

3 1
f x

x
=

−
y  והישר  x= . 

 ברביע הראשון.  ה והישר,את נקודת החיתוך של הפונקצימצאו   . א

x ,x-אנך לציר ה נעביר a=, מימין מצאו  הנ 
  החיתוך שמצאת בסעיף הקודם.לנקודת 

 האנך חותך את הגרפים ויוצר את השטחים 

1S 2-וS , איור. בהמתוארים 

   2Sעבורו השטח , a  את הערך שלמצאו   .ב

-יהיה שווה ל
1 2

ln 7
2 3
+ . 

 

1את יחס השטחים חשבו  ,בסעיף הקודם נמצאש a-עבור ערך ה  . ג

2

S

S
. 

 
 

  

 ( )f x

  ( )g xx a=

S
( )f x

( )g x

 ( )f x

x

x a=

1S

2S

1
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 חזקה עם מעריך רציונאלי   ית יפונקצ

 אינטגרלים מיידים של פונקצית חזקה עם מעריך רציונאלי 

 אינטגרל יסודי אינטגרל של פונקציה מורכבת

( ) ( )
( )

1

1

m

m n
m

n n
ax b

ax b dx ax b dx c
m

a
n

+
+

+ = + = +
 
 + 
 

  
1

1

m
m n

n m n
x

x dx x dx c
m

n

+

= = +

+
  

 

1תנאי לקיום האינטגרציה 
m

n
 −. 

 

)הפונקציה מופיע גרף  שלהלןבאיור  (48 ) 34f x x x= −. 

 את נקודות החיתוך של הפונקציה עם מצאו   . א
 .x-ציר ה

את השטח הנוצר בין גרף הפונקציה חשבו  .ב
 והצירים.

 
 

 

) הפונקציה גרף  מופיע שלהלןבאיור  (49 )
2 4x

f x
x

−
=. 

 מהו תחום ההגדרה של הפונקציה?  . א

 את נקודת החיתוך של הפונקציה מצאו   .ב
 .x-עם ציר ה

 
)מהנקודה  y-לציר האנך  נעביר . ג )4,6 . 

 , והציריםהשטח הנוצר בין גרף הפונקציה, האנך את חשבו 
 .ברביע הראשון

 

) הפונקציהמתואר גרף  שלהלןבאיור  (50 ) 42f x x= −.  
רף  אנכים לצירים מנקודות החיתוך של ג נעביר

 ,מלבןכך שנוצר   ,הפונקציה עם הצירים
 ,1S-ב  השטח שבין גרף הפונקציה והצירים אתונסמן 

 .2S-ואת השטח שבין גרף הפונקציה והאנכים ב

1את היחס מצאו  

2

S

S
. 

 

1
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גרפים של הפונקציות   מתוארים שלהלןבאיור  (51

( ) 34f x x= ו-( )
3

1
g x

x
=. 

את נקודת החיתוך של הגרפים מצאו   . א
0xבתחום  . 

x ,x-ה אנך לציר נעביר .ב a=  (a .)פרמטר 
 ,ידוע כי השטח שנוצר בין שני הגרפים

 ,מנקודת החיתוך שלהם ועד לאנך

הוא 
3

42
16

 .יח"ש 

 .aאת  מצאו  

 

 

) הפונקציהנתונה  (52 ) 4 5 6f x x ax= + −, a רמטר. פ
בנקודה   x-ידוע כי גרף הפונקציה חותך את ציר ה

2xשבה   = . 

 את הפונקציה. כתבו ו aאת הפרמטר  מצאו   . א

 הפונקציה? מהו תחום ההגדרה של  .ב

 קצה של הפונקציה. באת נקודת קיצון  מצאו   . ג

 

דרך נקודת החיתוך  העובר ,את משוואת המשיק לגרף הפונקציהמצאו   .ד
 .x-ה שלה עם ציר

)מתואר גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  .ה )f x בסעיף נומצאוהמשיק ש 
  קצה של הפונקציהבקיצון האנך מהמשיק אל נקודת  נוריד .הקודם

 .  בסעיף ג' מצאנוש
)את השטח הנוצר בין גרף הפונקציה חשבו  )f x  .והמשיק 

 

נתונים גרפים של הפונקציות   שלהלןבאיור  (53

( ) 62g x x= )-ו − ) 3f x x=. 

 החיתוך של הגרפים.את נקודת מצאו   . א

 את השטח הכלוא בין שני הגרפים חשבו  .ב
 .y-וציר ה

 
 

 

)הנגזרת של  (54 )f x  היא( )
( )

4
5

1
'

6 5
f x

x
= −

−
. 

 x-ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה 
1.2xבנקודה שבה  =. 

)את  מצאו   . א )f x. 

את השטח הכלוא בין גרף  חשבו  .ב
)הפונקציה   )f x הפונקציה, גרף 

( ) 10g x x= וציר ה-x. 
 

 

1
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) הפונקציהנתונה  (55 ) 2

3

3 1

25
f x x

x
= +

−
 . 

את משוואת המשיק לגרף מצאו   . א
3xבנקודה שבה  הפונקציה  = −. 

את השטח הכלוא בין גרף  חשבו  .ב
)הפונקציה   )f x ,המשיק וציר ה-y. 

 

 
  

) הפונקציהנתונה  (56 ) 3 4f x x x= − . 

 מהו תחום ההגדרה של הפונקציה?  . א

את נקודות החיתוך של מצאו   .ב
 .x-עם ציר ההפונקציה 

מתואר גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  . ג
השטח הכלוא בין גרף   ברביע הראשון.

 .1S-יסומן ב x-הפונקציה וציר ה
x  ישר נעביר k=  ,ר את השטח  צאשר יו

2S, באיור כמתואר . 

1אם ידוע כי    ,kאת  מצאו   2S S=. 
 

 

 

 
  

1
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 תשובות סופיות 

1) 
1

57
6 

 יח"ש. 

2) 
1

21
3

 יח"ש. 

)א.  (3 ) If x =, ( ) IIg x  הוכחה. שאלת ב.       =

4) 
2

3
     .יח"ש 

yא.  (5 x= )ב.         − ג.       −3,3(
5

7
6

 יח"ש. 

4א.  (6 4y x= − )ב.    + )1,0
 

ג.     
2

3
 יח"ש. 

10kא.  (7 )ב.       = )1,9
 

ג.    
1

81
3 

 יח"ש. 

) א. (8 ) 2 3 10f x x x= − + ב.         +
1

27
6

 יח"ש.  

)א.  (9 ) ( )
2

4g x x= −
 

ב.       
1

5
3

 יח"ש.  

)א.  (10 ) 2 6f x x x= −
 

)ב.      )0,0
 

ג.    
1

85
3

 יח"ש. 

2yא. (11 x= − ב.        +
1

8
 .יח"ש 

 . יח"ש 1 (12

) א. (13 )2,8  , 32a ב.           =
1

13
3

 . יח"ש 

) א. (14 )
2

2

36
=  , 36

x
f x a

x

−
 יח"ש. 8ב.       =

Aא.  (15 ב.       =6
1 1

9 6
y x= − ד.       ג. הוכחה.  +

2
1.5,

3

 
− 
 

ה.       
5

8 
 . יח"ש

)א.  (16 )min 0.5,1.5
 

 .יח"ש 1.75ב.      

)א.  (17 )4,8
 

 .יח"ש 48ב.       

 יח"ש.  2.26 (18

 . יח"ש 0.5 (19

20) 16t = 

i .0xא.  (21      ii  .( )4,0     iii  .( )
4

' 1 0f x
x x

= +      .ב(  יח"ש.  88ג.    16,14(

22) 2b = 

23) 9a = 

1
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1tב.  .הוכחהשאלת א.  (24 = 

13aא.  (25 )ב.       = .  iג.      5,0(
1 2S = ii .2 1 2S S= − =. 

 יח"ש. 10ב.  (26

5xא. חיובית:   (27   :5, שליליתx .  :5ב. עולהx  :5, יורדתx . 

)ג.  )min 5,  יח"ש.  10ה.   .הוכחהשאלת ד.      −2

)א. לא. הנקודה   (28  מכיוון שהפונקציה עולה לפניה ואחריה.  ,היא פיתול 3,0(

 יח"ש.  9ג.    .הוכחהשאלת ב. 

)א.  (29 ) ( ): II ,  ' : If x f x      .יח"ש. 1ב 

 יח"ש. 604.8ג.   יח"ש.     9.6ב.  .הוכחהשאלת א.  (30

31) 0.192S  ש."יח =

32) 2b = 

 הוכחה.שאלת  (33

34) ln 2a = 

) א. (35 )A 1, 2e− )ב.    − )2y e x= − 4.744S ג. +  ש."יח =

2aא.  (36 = − ,( )
2

4

x xe e
f x

−+
 1.52  ב.  =

)  ב. (37 )C 0,1 ,
1

B 1 , 2.52
3

 
 
 

 ,( )A 1, 1.03S ג. 4  ש."יח =

'א.  (38 xy xe=    .2בa = 

39) ln 4S   ש."יח =

40) 4ln 2 2S =  ש."יח −

2aא.  (41 = ,( )
1

2
g x

x
=

−
 ,( )

2

1
f x

x
=

−
1.76S  .ב    ש. "יח =

4b א. (42 = −, 2a =, ( )
4

7 2f x x
x

= + 2xב.    − = 

6 ש."יח 11.54ג.  ln256S = +  

) א. (43 )
4

f x
x

6  ב.  = 4ln 2S =  ש. "יח −

2 א. (44 2lnS k= ,1 2ln ln16S k= 2ב.   − 1 ln16S S− 8k ג. = = 

) א. (45 )
2

2 5
g x

x
=

+
)ב.   )2,  ג. −2

1
ln 5 1.674

3
S =  ש."יח 

2a  ב. (46 = 

). א (47 5aב.     1,1( 1ג.  =

2

5.955
S

S
= 

)א.  (48 ) ( )0,0 , 16Sב.   8,0  ש. "יח =

0x א. (49      .ב( 18.149Sג.  2,0(  ש."יח =

1
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50) 1

2

4
S

S
= 

א.  (51
1

,2
8

 
 
 

8aב.     = 

1aא.  (52 =, ( ) 4 5 6f x x x= + 1.2xב.    −  )ג.   − )1.2,1.2− 

ד.  
27 27

32 16
y x= − 4.56Sה.    +  ש."יח =

) א. (53 ב.     1,1(
11

28
S  ש. "יח =

) א. (54 ) ( )
1

56 5f x x= ב.    −
5

1
66

S  ש. "יח=

 א. (55
15 45

2
16 16

y x= − 4.56Sב.    −  ש. "יח =

ב.   .xכל  א. (56
1

,0
8

 
− 
 

, 
1

,0
8

 
 
 

 ,( ג.   0,0(
1.5

3
0.2296..

8
k

 
= = 
 

 

1
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 y-חישוב שטחים ביחס לציר ה

 שאלות 

2yאת השטח הכלוא בין הפרבולה  וחשב (1 x= 6yוהישר   − x= +. 

 

2את השטח הכלוא בין הפרבולה  וחשב (2 2x y= 8yוהישר   + x= −. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
5

20
6

 

2) 
5

20
6

 

1
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 אורך קשת

 שאלות 

 את אורך העקום הנתון:  וחשב

1) ( )
4

2

1
1 2  ,

8 4

x
x y

x
  = + 2) ( ) 2/31 8  , x y x  = 

3) ( )
5

3

1
1 2  ,  

15 4

x
x y

x
  = + 4) ( ) ( )

3/2
22

0 3  , 1
3

x y x  = + 

5) ( ) ( )
1

0 3  , 3
3

x y x x  = − 6) ( ) 2/3 2/31 8  , 4x x y  + = 

7) ( ) 3/20 4 ,  3 1y x y  = − 8) ( )1 2 ,  lnx y x  = 

9) ( ) 21 2  ,  x y x  =  

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 
33

16
 

2) 
1.5 1.51 40 13

9 3 3

 
− 

 
 

3) 
1097

480
 

4) 21 

5) 
1.51 2

2 3 3
2 3

 
+ 

 
 

6) 9 

7)  1.58
82 1

243
− 

8) 
1 5 1 1 2 1

5 ln 2 ln
2 25 1 2 1

   − −   
+ − +   

+ +      

 

9) ( ) ( ) ( )
5 1 1

17 ln 17 4 ln 5 2 Decimal: 3.16784
2 4 4

− + + − + 

1
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 23 - שימושי האינטגרל המסויים (נפח-שטח מעטפת)

תוכן העניינים

1. חישוב נפח גוף-סיבוב י 296

2. חישוב שטח מעטפת גוף-סיבוב י 299

3. חישוב נפח גוף כללי י 300
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 סיבוב-חישוב נפח גוף

 שאלות 

2y ותהכלוא בין גרף הפונקצי השטח (1 x= 2-וy x= ה מסתובב סביב ציר -x. 
 את נפח הגוף המתקבל בשתי דרכים:חשבו 

 . (cavalieri)שיטת הדיסקות  . א

 הגליליות. שיטת הקליפות  .ב

 

2y ותהשטח הכלוא בין גרף הפונקצי (2 x= 2-וy x= ה מסתובב סביב ציר -y. 
 את נפח הגוף המתקבל בשתי דרכים:חשבו 

 . (cavalieri)שיטת הדיסקות  . א

 שיטת הקליפות הגליליות.  .ב

 

)בין גרף הפונקציה   הכלואהשטח  ) 31f x x=   .מסתובב סביב ציר כלשהו ,והצירים −

 : 8-3בשאלות  את נפח הגוף המתקבל בכל מקרה  ומצא

 .x-ציר ה (3

1yהישר   (4 = − . 

2yהישר   (5 = . 

 .y-ציר ה (6

1xהישר   (7 = − . 

2xהישר   (8 = . 

x

y

y = - 

y =  

x = - x =  

 

 

 את הנוסחה לחישוב נפח גליל.  וחיוהוכ ונסח (9

 

 את הנוסחה לחישוב נפח חרוט. וחיוהוכ וחנס (10

 

 את הנוסחה לחישוב נפח כדור.  וחיוהוכ ונסח (11

 

1
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)השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   (12 )2siny x=
   

,והישרים   , 0
6 3

x x y
 

= = = , 

 . y- ה מסתובב סביב ציר
 מהו נפח הגוף המתקבל? 

x

y

 
  

השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   (13
2xy e= 

,0  והישרים 0, 1y x x= = = , 
 .y- מסתובב סביב ציר ה

 מהו נפח הגוף המתקבל? 

x

y

 
  

)  השטח הכלוא בין גרף הפונקציה (14 ) lnf x x x=  ,

)  המשיק לגרף בנקודה ),e e וציר ה-x, 
 .x- מסתובב סביב ציר ה

 מהו נפח הגוף המתקבל? 
x

y

 
 

)2השטח הכלוא בין הגרפים של  (15 ) , ( ) 2 8 , 0f x x f x x x= = + = 

4xמסתובב סביב הישר  =. 
 את נפח גוף הסיבוב שמתקבל.   ומצא
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 תשובות סופיות 

א.  (1
64

15
   .ב

64

15
 

א.  (2
8

3
   .ב

8

3
 

3) 
9

14


 

4) 
15

7


 

5) 
33

14


 

6) 
3

5


 

7) 2.1 

8) 
12

5


 

9) 2V R H=  

10) 
2

3

R H
V

 
= 

11) 34

3
V R= 

12) ( )3 1
2


− 

13) ( )1e − 

14) 
3 4

54

e


−
 

15) 128 
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 סיבוב-שטח מעטפת של גוףחישוב 

 שאלות 

24yהפונקציה   (1 x= 1עבור   ,− 1x−  , מסתובבת סביב ציר ה-x. 
 מהו שטח המעטפת של הגוף שנוצר?

 

 לחישוב שטח מעטפת של חרוט.  האת הנוסחהוכיחו ו ונסח (2

 

 לחישוב שטח מעטפת של כדור.  האת הנוסחהוכיחו ו ונסח (3

 

29xהפונקציה   (4 y= 2, עבור  − 2y−  ,  המסתובבת סביב ציר-y. 

 מהו שטח המעטפת של הגוף שנוצר?
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 8 

2) 2 2S R H R= + 

3) 
24S R= 

4) 24 

1
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 חישוב נפח גוף כללי

 שאלות 

 hנוסחה לחישוב נפח פירמידה ישרה, אשר גובהה  ומצא (1
 . aובסיסה הוא ריבוע שאורך צלעו  

 

 ,את נפחה של פירמידה וחשב (2
 הוא משולש ישר זווית )ראו איור(.  שבסיסה

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
2

3

a h
V = 

2) 
6

abc
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 תרגילי חישוב –המשפט היסודי של החדו"א 

 שאלות 

 , של החדו"א על סמך המשפט היסודי, 2-ו  1בשאלות 

)כי אם  וחיהוכ )f x גם רציפה ו( )a x ו-( )b x  :גזירות, אזי 

1) ( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )' '

b x

a

I x f t dt I x f b x b x=  = 

 

2) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )' ' '

b x

a x

I x f t dt I x f b x b x f a x a x=  = − 

 
 : 6-3בשאלות את הפונקציות  וגזר

3) ( )
2

2

x

tI x e dt−=  4) ( )
3

2

1

ln
x

t
I x dt

t
=  

5) ( )
3

2

ln

x x

I x t tdt

+

=  6) ( )
2

3
41

x

x

dt
I x

t
=

+
 

 

 : 9-7בשאלות את הגבולות  וחשב

7) 0

20

cos
lim

sin

x

x

tdt

t

x→


 

 

8) 

2

3
0

0

1
lim sin

x

x
tdt

x+→
 9) 

2

4
4

lim
4

x

t

x

x
e dt

x→ −  

 

את הגבול  וחשב (10

2

2

2

0

2

0

lim

x

t

xx
t

e dt

e dt
→

 
 
 




. 
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)את הפונקציה   וחקר (11 ) ( ) ( )
4 10

0

1 1

x

F x t t dt= + −,  :לפי הפירוט הבא 

 ה וירידה, נקודות פיתול יתחום הגדרה, נקודות קיצון ותחומי עלי
 ותחומי קמירות וקעירות. 

 

נתונה הפונקציה  (12
2 1

0
( ) ( )

t

g t f x dx
−

= ,   כאשר( )
2 2

0

( ) 2 2

x

yf x e dy= + +. 

 רציפה(.  fכי   וחי)הנ  g(1)''את  וחשב

 

f:תהי  (13  פונקציה רציפה. →

נגדיר  
0

( ) ( ) ( )
x

g x x t f t dt= −  לכלx. 

)''כי   וחיהוכ ) ( )g x f x=  לכלx. 

 

f:תהי  (14 0ויהי  ,פונקציה רציפה → . 

נגדיר   
0

1
( ) ( )sin ( )

x

g x f t x t dt


= −  לכלx. 

)2כי   וחיהוכ ) ( ) ( )f x g x g x=  .xלכל  +

 

0xפונקציה רציפה וחיובית לכל  fתהי  (15  . 

0כי הפונקציה   וחיהוכ

0

( )
( )

( )

x

x

f t dt
z x

t f t dt
=



,0]מונוטונית יורדת בקטע    ). 

 

את    ומצא (16
4

( )
e

f x dx,   אם נתון כי
3

2

2 2 2

2 1
( ) 2

1

x x x
t t

dt f t dt dt
t t t

− +
= +

− −  . 

 

)צאו את משוואת המשיק לגרף הפונקציה מ (17 )
2

sin

0

x

tF x e dt=   0, בנקודה 2x =. 
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 תשובות סופיות 

 הוכחה.שאלת  (1

 הוכחה.שאלת  (2

3) ( )
2

' xI x e−= 

4) ( )
( )

( )

3

2

2
3

ln
' 3

x
I x x

x
=  

5) ( ) ( )( ) ( )3 2 3' 3 1 lnI x x x x x x= + + + 

6) ( )
2

8 12

2 3
'

1 1

x x
I x

x x
= −

+ +
 

7) 
1

2
 

8) 
2

3
 

9) 164e 

10) 0 

 .xתחום הגדרה: כל  (11
 .xנקודות קיצון: אין קיצון, עולה לכל 

נקודות פיתול:  
3

1,1,
7

x = − − . 

תחומי קמירות: 
3

1  , 1
7

x x−   − . 

תחומי קעירות:  
3

1 , 1
7

x x − −  . 

12) 40 

 שאלת הוכחה. (13

 שאלת הוכחה. (14

 הוכחה.שאלת  (15

16) 21
14 2ln 4

2
e e− − − 

17) 2y x = − 

1
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 תרגילי תיאוריה  –המשפט היסודי של החדו"א 

 שאלות

 כך: [0,2]המוגדרת בקטע   fנתונה הפונקציה   (1
0 0 1

( )
1 1 2

x
f x

x

 
= 

 
. 

 אינטגרבילית בקטע הנתון.  f- שהוכיחו  .א

את  מצאו  .ב
0

( ) ( )

x

F x f t dt=    לכלx  .בקטע הנתון 

)האם  בדקו   .ג )F x .רציפה/גזירה בקטע 

)'האם   .ד ) ( )F x f x=? 

 

]המוגדרת בקטע   fנתונה הפונקציה   (2  כך: −[1,1
0 0

( )
1 0

x
f x

x


= 

=
. 

 אינטגרבילית בקטע הנתון.  f- שהוכיחו  .א

את  מצאו  .ב
1

( ) ( )

x

F x f t dt
−

=    לכלx  .בקטע הנתון 

)האם  בדקו   .ג )F x .רציפה/גזירה בקטע 

)'האם   .ד ) ( )F x f x=? 

 

]:נגדיר   (3 1,1]f −   על ידי →
2 2

1 2 12 sin cos ;  0
( )

0 ; 0

xx x
x x

f x
x

− 
= 

=

. 

]:נגדיר   1,1]F − על ידי   →
2

2 1sin ;  0
( )

0 ; 0

x
x x

F x
x

 
= 

=

. 

Fכי  הוכיחו  f ]-ב = אבל   ,−[1,1
1

1
( )f t dt

−  .לא קיים 

 האם הדבר עומד בסתירה למשפט היסודי של החדו"א? 

 

]:  אינטגרביליתנתונה פונקציה  (4 , ]f a b →. 

)כי  הוכיחו  ) lim ( )
b x

a ax b
f t dt f t dt

−→
= . 
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פונקציה אינטגרבילית בקטע   fתהי   (5 ,a b  המקיימת ,( ) 1

b

a

f t dt . 

שקיים  הוכיחו 
1x  בקטע ,( ),a b  עבורו ,( )

1

1

x

a

f t dt =. 

 

 .pעם מחזור   ,x  ומחזורית לכלפונקציה רציפה  fתהי   (6

)שלאינטגרל  הוכיחו  )
x p

x
f t dt

+

   יש את אותו הערך לכלx. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (7

  הראו כי הפונקציה .א
1/

2 2

0 0

1 1
( )

1 1

x x

f x dt dt
t t

= +
+ +    0)קבועה בקטע, ) ,

)עבורו מתקיים    Cומצאו את הקבוע הממשי  )f x C=   0)לכל, )x . 

הוכיחו כי   .ב
1

arctan arctan
2

x
x


+ 0xלכל   = . 

 

f[0,1]:הי  ת (8 פונקציה רציפה ונניח כי   →
1

0
( ) 1f x dx =. 

)שקיימת נקודה  הוכיחו  )0,1c , 2  -כך ש( 3)f c c=. 

 

- פונקציה רציפה ב fתהי   (9 0, 2   ונניח כי
2

0
( ) 0f t dt



= . 

)שקיימת נקודה  הוכיחו  )0, 2c  , 2- כך ש( 2) cos cf c =. 

 

תהי   (10
4

:[0, ]f   פונקציה רציפה.  →

,0]שקיים  הוכיחו  / 4]c , כך ש -
4

0
2cos 2 ( ) ( )c f t dt f c



=. 

 

f[0,1]:תהי   (11  פונקציה גזירה. →

- כך ש ,c(0,1)שקיים  הוכיחו 
1

1
20

( ) (0) ( )f x dx f f c= +. 

 

]:תהי   (12 , ]f a b  פונקציה רציפה.  →

)נניח כי   ) ( ) [ , ]
x b

a x
f t dt f t dt x a b=   . 

)כי  הוכיחו  ) 0 [ , ]f x x a b=   . 
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- פונקציה רציפה ב fתהי   (13 ,a b  ,ונניח כי קיימות שתי נקודות ,
1 2x x, 

)בקטע   ),a b, עבורן מתקיים  ש( ) ( )
1 2x x

a a

f t dt f t dt= . 

), בקטע  cכי קיים  הוכיחו  .א ),a bכך ש , -( ) 0f c =. 

- רציפה ב f-האם הטענה שבסעיף א' נכונה גם אם לא נדרוש ש .ב ,a b, 

- אינטגרבילית ב f- ונסתפק בדרישה החלשה יותר, ש ,a bו? נמק . 

 

|פונקציה קדומה לפונקציה   ומצא (14 |( ) xf x e−=. 

 

אינטגרבילית בכל קטע  פונקציה  fתהי   (15 ,a b , 

מתקיים   xונניח שלכל  
0

( ) ( )

x

f x f t dt= . 

)כי   וח יהוכ  ) 0f x  לכל    ,)כלומרx   מתקיים( ) 0f x =.) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות

ב.  שאלת הוכחה. א.  (1
0 0 1

( )
1 1 2

x
F x

x x

 
= 

−  
 .גזירהרציפה ולא ג.  

 לא. ד. 

)ב.  א. שאלת הוכחה.  (2 ) 0F x  . רציפה וגזירהג.  . בקטע הנתון xלכל   =
 ד. לא. 

0Cא.    (7  ב. שאלת הוכחה.   =

14)   
2 0

( )
0

x

x

e D x
F x

e D x

−− + + 
= 

+ 
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 משפטי הערך הממוצע לאינטגרלים 

 שאלות

בעזרת   בסרטון התיאוריה הוכחנו את משפט הערך הממוצע לאינטגרלים (1
 משפט ערך הביניים של קושי. 

את משפט הערך הממוצע לאינטגרלים בעזרת משפט הערך   וח יוהוכ  ונסח 
 הממוצע של לגראנז'. 

 

- רציפה ב fתהי   (2 ,a bו , -( ) 1

b

a

f x dx =. 

)שקיים פתרון למשוואה   וח יהוכ  ) ( ) 1b a f x− =. 

 

פונקציה רציפה בקטע   fתהי   (3 ,a b  ונניח כי ,
1 2a x x b     

)וכי   ) ( )
1 2x x

a a

f t dt f t dt= . 

), בקטע  xשקיים   וח יהוכ  ),a b  שעבורו ,( ) 0f x =. 

 

כי   , ללא חישוב האינטגרל, וח יהוכ  (4
1 1 1n

n
dx

x n

+

   לכלn. 

 

]פונקציה רציפה ויורדת בקטע   fתהי   (5 , 1]n n +. 

כי   וח יהוכ 
1

( 1) ( ) ( )
n

n
f n f x dx f n

+

+     לכלn. 

 

,יהיו   (6 :[ , ]f g a b )פונקציות רציפות המקיימות   → ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx= . 

]שקיימת נקודה   וח יהוכ  , ]c a b כך ש-  ( ) ( )f c g c=. 

 

f[0,1]:תהי   (7  פונקציה רציפה.  →

כי   וח יהוכ 
1

0
lim ( ) (0)n

n
f x dx f

→
=. 
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,0]:תהי   (8 )f   פונקציה רציפה.  →

limנתון כי   ( )
x

f x a
→

=. 

כי   וח יהוכ 
1

0
lim ( )
n

f nx dx a
→

=. 

 

)את הערך הממוצע של הפונקציה   וחשב (9 ) sin sin( )f x x x = ,0]בקטע   + 2 ]. 

 

 במשפט הערך הממוצע לאינטגרלים. ניזכר   (10
]:תהי   , ]f a b  פונקציה רציפה.   →

)אז קיימת נקודה   , )c a b כך ש-  ( ) ( )( )
b

a
f x dx f c b a= − 

את דרישת הרציפות בדרישה   נחליףאם   ,שהמשפט לעיל אינו נכון והרא
 לאינטגרביליות. 

 

הוכח כי   (11
4

2

3 6

ln 2 ln ln 2

x
dx

x
 . 

 

הוכח כי   (12
2 2

2

6

2

9 sin 9

x
dx

x





 
 . 

 

הוכח כי   (13
2

/4

0

1 1
ln 2 tan ln 2

2 2

xe xdx
e



− . 

 

f[0,1]:תהי   (14  פונקציה רציפה.  →

הוכח כי  
1

0
lim ( ) 0n

n
x f x dx

→
=. 

 

 את משפט הערך הממוצע האינטגרלי השני.  וח יוהוכ  ונסח  (15
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 25 - אינטגרלים לא אמיתיים

תוכן העניינים

1. אינטגרל לא אמיתי מסוג ראשון י 309

2. אינטגרל לא אמיתי מסוג שני י 311

3. אינטגרל לא אמיתי מסוג שלישי י 312

4. שימושים של אינטגרלים לא אמיתיים י 313

5. מבחני השוואה י 314

6. התכנסות בהחלט י 316

7. מבחן דיריכלה י 317

8. התכנסות בתנאי י 318

308

308
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 אינטגרל לא אמיתי מסוג ראשון

 שאלות 

 : 5-1בשאלות את האינטגרלים  וחשב

1) 
( )

2
2

1 1

xdx

x



+
 

 

2) 
( )1 1

dx

x x



+
 

 

3) 
2

1

xxe dx



−

 

 

4) 
2

1
5

dx
x

x



+ 

 

5) 2 2

1

xx e dx



−

 

 

כי   וחיהוכ (6
2

0

1

1 cos 1
dx

x




 
=

+ −
,    עבור| | 1 . 

 

כי   וחיהוכ (7
2

0

1

cos 1
dx

x




 
=

− −
,    עבור| | 1 . 
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 תשובות סופיות 

1) 
1

4
 

2) 
2


 

3) 
1

2e
 

 .מתבדר:  (4

5) 
2

5

4e
 

 שאלת הוכחה. (6

 שאלת הוכחה. (7

1
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 אינטגרל לא אמיתי מסוג שני

 שאלות 

 : הבאים את האינטגרלים וחשב

1) 
1

2

0

1
sin

dx

x x
 

 

2) 
1

2
0 1

dx

x x +
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 .מתבדר:  (1

 .מתבדר:  (2

1

פרק 25אינטגרלים לא אמיתיים

311

311



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
  

 אינטגרל לא אמיתי מסוג שלישי

 ה שאל

 את האינטגרל וחשב (1
2

1
dx

x



−

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

 .מתבדר:  (1

1
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 שימושים של אינטגרלים לא אמיתיים 

 שאלות 

2xyאת השטח בין גרף הפונקציה  וחשב (1 e=  1, הישרx  ,x-וציר ה =

1xעבור   . 

 

את השטח בין גרף הפונקציה  וחשב (2
1

y
x

 x-, ציר הy- , ציר ה=

5xוהישר   = . 
 

) נתונה הפונקציה (3 ) 3

2

x

x
f x

e
= . 

0בתחום  ,x-הידוע כי השטח הכלוא בין גרף הפונקציה לבין ציר  x k   ,
xבתחום   ,x- השווה לשטח הכלוא בין גרף הפונקציה לבין ציר   k. 

 .kאת הקבוע   ומצא
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 21

2
e 

2) 2 5 

3) 3 ln 2k = 

1
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 מבחני השוואה

 שאלות 

 : הבאים את התכנסות או התבדרות האינטגרלים וקבד

1) 
2

4 2

1

2 1

4 5

x x
dx

x x


+ +

+ + 2) 
2

3 2

1

2 1

4 5

x x
dx

x x


+ +

+ + 

3) 
4

1

arctan

1

x
dx

x



+ 4) 
2 2

3

sin ln

4

x x
dx

x x




−
 

5) ( )2

1

1x x dx



+ − 6) 
3

2

1x
dx

x


+

 

7) 
4

0

1

1
dx

x



+ 8) 
2 3

21

xe
dx

x
−

+ 

9) 
1

ln

1

x
dx

x



+ 10) 
2

0

1 cos x
dx

x


−

 

11) 
0

sin x
dx

x



 12) 
( )

( )0

ln 1

1 1

x
dx

x x

 +

+ −
 

13) 
( )2

0

1 cos

1 1

x
dx

x x


−

+ −
 14) 

( )0

1 cos

1 1

x
dx

x x


−

+ −
 

15) 
( )

( )

2

2
0

ln 1 x

x x x

 +

+
 16) 

( ) ( )

2

5 5
41

2

1 1

x x
dx

x x


+ −

− +
 
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 תשובות סופיות 

 מתבדר. (2 מתכנס.  (1

 מתכנס.  (4 מתכנס.  (3

 מתבדר. (6 מתבדר. (5

 מתכנס.  (8 מתכנס.  (7

 מתכנס.  (10 מתבדר. (9

 מתבדר. (12 מתכנס.  (11

 מתבדר. (14 מתכנס.  (13

 מתכנס.  (16 מתכנס.  (15
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 התכנסות בהחלט

 שאלות 

 גרלים מתכנסים:טאם האינה וקבד 3-1בשאלות 

1) 
2

0

cos 2

1

x
dx

x



+ 

 

2) 10

0

sin 4xe xdx



−

 

 

3) 
1

0

1
sin dx

x

 
 
 

 

 

): אם וחיהוכ (4 )
a

f x dx



  מתכנס, אז( )
a

f x dx



  .מתכנס 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 מתכנס.  (1

 מתכנס.  (2

 מתכנס.  (3

 שאלת הוכחה. (4

1
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 מבחן דיריכלה

 שאלות 

 כי האינטגרלים הבאים מתכנסים:  וחיהוכ

1) 
( )

1

ln cos
p

x x
dx

x



 

 

)א.  (2 )
1

sin
0

p

x
dx p

x



 

)ב.   )2

1

sin x dx



 

 

3) ( )
sin

1

sin cos
0

x

p

e x x
dx p

x



 
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 התכנסות בתנאי

 שאלות 

 או מתבדרים: בתנאי  ,מתכנסים בהחלט הבאים האם האינטגרלים וקבע

)א.  (1 )
1

0

sin
1

p

x
dx p

x
 

)ב.   )
1

sin
1

p

x
dx p

x



 

)ג.  )
0

sin
1

p

x
dx p

x



 

 

)א.  (2 )
1

0

sin
0 1

p

x
dx p

x
  

)ב.   )
1

sin
0 1

p

x
dx p

x



  

)ג.  )
0

sin
0 1

p

x
dx p

x



  

 

א.  (3
0

sin
p

x
dx

x



 

ב.  
( )4

0

sin

p

x
dx

x



 

 

4) 
2

sin 4

1

x
dx

x



−
 

 

5) 
( )2

0

sin tan

cos

x x
dx

x



 
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 תשובות סופיות 

1א. מתכנס בהחלט עבור  (1 2p    2ומתבדר עבורp . 

 מתכנס בהחלט. ב. 

1ג. מתכנס בהחלט עבור  2p    2ומתבדר עבורp . 

 ג. מתכנס בתנאי.   ב. מתכנס בתנאי.   א. מתכנס בהחלט.  (2

0א. מתכנס בתנאי עבור (3 1p 1, מתכנס בהחלט עבור 2p , 

2pמתבדר עבור   . 

3ב. מתכנס בתנאי עבור  1p−   1, מתכנס בהחלט עבור 5p , 

5pמתבדר עבור   . 

 מתכנס בתנאי.  (4

 מתכנס בתנאי.  (5

1
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 26 - הוכחות של משפטים נבחרים בקורס

תוכן העניינים

1. הוכחות של משפטים נבחרים י 320
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 הוכחות של משפטים נבחרים 

 את המשפטים הבאים: וחי הוכ

 
 גזירות גוררת רציפות

)אם הפונקציה  )f x גזירה בנקודה 
0x.אזי היא רציפה בנקודה זו , 

 
 

 כלל השרשרת

)תהי  )y g x=   פונקציה גזירה בנקודהx, ותהי ( )( )f g x גזירה בנקודה ( )g x. 

)אזי הפונקציה המורכבת  )( )f g x  גזירה בנקודהx , ומתקיים 

( )( )( ) ( )( ) ( )' ' 'f g x f g x g x=   

 
 

 כלל לופיטל 

 ,0xפונקציות גזירות ובעלות נגזרות רציפות בנקודה  f-ו g-נניח ש

)ונניח כי   ) ( )0 0 0f x g x= )וכן  = )0' 0g x   אז ,
( )

( )

( )

( )0 0

'
lim lim

'x x x x

f x f x

g x g x→ →
= . 

 
 

 נז' אמשפט לגר 

)אם הפונקציה )f x 

רציפה בקטע הסגור  . א ,a b, 

)גזירה בקטע הפתוח  .ב ),a b, 

aאז קיימת נקודה  b c  כך ש ,-
( ) ( )

( )'
f b f x

f c
b a

−

−
 . 
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 משפט פרמה 

פונקציה המוגדרת בתחום המכיל את הנקודה  f-נניח ש
0x. 

גזירה בנקודה  fאם 
0x ם גו

0x   נקודת מקסימום מקומית, אז( )0' 0f x = . 

 

 

 משפט רול 

) אם הפונקציה )f x 

רציפה בקטע הסגור  . א ,a b, 

)גזירה בקטע הפתוח  .ב ),a b, 

)מקיימת   . ג ) ( )f a f b=, 

aאז קיימת נקודה  b c  כך ש ,-( )'f c . 

 

 

 נגזרת הפונקציה ההפוכה

)תהי  )y f x=  0פונקציה הפיכה ורציפה בסביבת הנקודהx. 

)אם  )f x  גזירה בנקודה
0x ם גו( )0' 0f x ,אז גם הפונקציה ההפוכה שלה , 

( )x g y=,  פונקציה גזירה בנקודה( )0 0y f x= ומתקיים השוויון ,( )
( )

0

0

1
'

'
g y

f x
=. 
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 27 - משוואות מסדר ראשון

תוכן העניינים

1. מבוא  י (ללא ספר)

2. הפרדת משתנים י 322

3. משוואה הומוגנית י 324

4. משוואה מהצורה dx+(dx+ey+f)dy=0(ax+by+c) י 326

5. משוואה מדויקת י 327

6. גורם אינטגרציה י 329

7. משוואה לינארית מסדר ראשון י 332

8. משוואת ברנולי י 334

9. משוואת ריקטי י 335

10. הצבות שונות ומשונות י 336

11. משפט הקיום והיחידות על שם פיאנו ופיקארד י 337

12. פתרונות גרפיים ונומריים למשוואה מסדר ראשון י 340

13. משוואות מסדר ראשון וממעלה גבוהה י 342
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 הפרדת משתנים

 שאלות

 את המשוואות הבאות:    ורפת

1) ( )
2

0
dy x

y
dx y

 = 

 

2) ( ) 21 'x y y− = 

 

3) 2 2' 1 1 0yy x x y+ + + = 

 

4) (2) 1 ; ( 1) 4
dy

y x y
dx

= − = 

 

5) (1) 1 ; 3 3 9
dy

y xy y x
dx

= − = + − − 

 

6) ( ) ( )2 2 2 22 2 4 4 0x y x y dx xy x y dy− + − − − − + = 

 

7) ( )22 4dy t y dt= + 

 

8) 2 2 2
dx

x x
dt

= − + 

 

9) 2( ) 1 ; ' sin 0y y y x = + = 

 

10) ( ) 2cos 0 (0) 5 ; sec
dy

x y y x
dx

 = = 

 

11) ( )
3

2
0 1    ;     

1

dy xy
y

dx x
= =

+
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 תשובות סופיות 

1) 32

3
y x k=  + 

2) 
1

,    0
ln |1 |

y y
x c

= =
− −

 

3) 2 21 1y x c+ = − + + 

4) 
1

ln | | ln | 1|
4

y x= − 

5) 
2

ln | 3 | 3 ln 4 3.5
2

x
y x− = + + − 

6) ( )
2

2 1y x k=  − + 

7) ( )22tan 2y t k= + 

8) ( )1 tanx t c= + + 

9) 
1

cos
y

x
= − 

10) ln tan ln 5y x= + 

11) 2

2

1
1 1.5

2
x

y
= + −

−
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 הומוגנית המשווא

 שאלות

 : 8-1בשאלות  את המשוואות   ורפת

1) ( )3 3 2 0y x dx xy dy+ + = 

 

2) 
4 3

'
2

y x
y

x y

−
=

−
 

 

3) 2 2 ' 'y x y xyy+ = 

 

4) ( ) ( )2 23 0xy y dx x xy dy+ + + = 

 

5) cos cos 0
y y

x y dx x dy
x x

 
− + = 

 
 

 

6) 
2

2 2

( / )

2 2 ( / ) 2 ( / )

2
'

2

x y

x y x y

xye
y

y y e x e
=

+ +
 

 

7) ( )2 2(1) 0 ; 0y y x y dx xdy= + + − = 

 

8) ( ) ( )2 3 3 2 22 2 4 6 2 0x t x dt x x t xt dx− + − + = 

 

)  נתונה המשוואה (9 )2 2 0ny x dx xy dy+ + =. 

 על מנת שהמשוואה תהיה הומוגנית? , nמה צריך להיות הערך של הקבוע   .א

 בסעיף א.  נמצאש nאת המשוואה עבור הערך של    ורפת .ב

  

1

פרק 27משוואות מסדר ראשון

324

324



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 תשובות סופיות 

1) ( )
3

1/3

1
ln ln 2 / 1  ,       

6 2

x
x y x c y− = + + = − 

2) ( ) ( )
1 5

ln ln / 1 ln / 3  ,    ,   3
4 4

x y x y x c y x y x= − − + + = = − 

3) ( ) ( )ln ln / / ,     0x y x y x c y− = − + = 

4) ( )
21

ln ln 2 / 4 ,    0,     2
4

x y x c y y x− = + + = = − 

5) ( )ln sin /x y x c= − + 

6) ( )( )
2

/
ln 1 ln ,      0

x y
e y c y+ = + = 

7) 1ln sinh
x

x c
y

−  
= + 

 
 

8) ( ) ( ) ( ) ( )
21

ln ln / / ,    0,     
2

t x t x t c x t x t t= − − + = = 

9) ( )( )21
1,   ln ln 1 2 /

4
n x y x c= = − + + 
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)משוואה מהצורה  ) ( ) 0ax by c dx dx ey f dy+ + + + + = 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 
1

2

dy x y

dx x y

+ +
=

+ +
 

 

2) ( ) ( )2 3 2 4 1 0x y dx x y dy+ + + + − = 

 

3) 
2 5

2 4

dy y x

dx x y

− +
=

− −
 

 

4) 
3 2

1

dx x y

dy x y

+ +
=

+ +
 

 

5) ( ) ( )2 3 1 0x y dx x y dy+ − + + − = 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )( )
1 1 1

1 ln 2 1 1 ,    1.5
2 4 4

x x y x y c y x= + + + + + + + + = − − 

2) 
1 2 3 2

ln 1 ln 1 ln 1   , 3  ,    1
2 1 2 1

y y
x c y x y x

x x

+ +
− = − − + + = − = − −

− −
 

3) ( )
2

0 14 2 3y x y k= − + + + 

4) ( ) ( )1 2 2
ln 1 2 2 ln 2 2 2 2 ln 2 2

4 1 1

y y
x c

x x

 + + 
− = − + − + − + + + − − 

 

0.5 2 0.5 ,  0.5 2 0.5y x y x= − − = − − + 

5) 
2

1 1 1
ln 2 ln 2 2

2 2 2

y y
x c

x x

 + + 
− = + + +   − −  
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 משוואה מדויקת

 שאלות

 : 6-1בשאלות  את המשוואות   ורפת

1) ( ) ( )32 3 3 1 0x y dx x y dy+ + + − =

 
 

2) ( ) ( )2 3 22 2
4 2 3 0xy xyy e x dx xye y dy+ + − =

 
 

3) ( ) ( )2cos 2 sin 1 0y yy x xe dx x x e dy+ + + − =

 
 

4) ( )2 21 sin 2 2 cos 0y x dx y xdy+ − =

 
 

5) 2 1
2 2 ( 1) 0

( )

y
y dx y x dy

x x y x y

   
− + + + + =   

+ +    
 

6) ( ) ( )2 3 3 2 22 2 4 6 2 0x t x dt x x t xt dx− + − + =

 
 

)נתונה המשוואה   (7 ) ( )2 33 2 0xy xyx ye dx y kxe dy+ + +  קבוע.   kכאשר  ,=

 שהמשוואה תהיה מדויקת?  על מנת, kמה צריך להיות הערך של הקבוע   .א

 בסעיף א.  מצאנש kפתור את המשוואה עבור הערך של   .ב
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 תשובות סופיות 

1) 4 20.5 3 0.5x yx y y c+ + − = 

2) 
2 4 3xye x y c+ − = 

3) 2sin yy x x e y c+ − = 

4) 
2 2cos2

2 2

y x y
x c− − = 

5) 2ln ( 1) 2 lnx y x y x x c+ + + + − = 

6) 2 2 3 42x t x t x c− + = 

7) 
4

31,   
2

xy y
k x e c= + + = 
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 גורם אינטגרציה 

 שאלות

)שהמשוואה   והרא (1 )2 3 21 ' 0x y x y y+ +  , אינה מדויקת =

האינטגרציה  אותה בעזרת גורם  ור ופת
3

1

xy
. 

 

שהמשוואה   והרא (2
sin cos 2 cos

2 sin 0
x

xy y e x
e x dx dy

y y

−
−    +

− + =  
   

 

 .xyeאותה בעזרת גורם האינטגרציה   ו רופת ,אינה מדויקת

 

)שהמשוואה  והרא (3 )2 sin cos 0x ydx x ydy+ +  , אינה מדויקת =

 .xxeאינטגרציה  האותה בעזרת גורם  ור ופת

 

 : 9-4בשאלות    המשוואותאת   ורפת

4) ( ) ( )2 2 0x y x dx xy dy+ + + =  

 

5) ( )2 2 0x x y dx ydy− − + = 

 

6) ( ) ( )3 4 32 2 0xy y dx xy dy+ + − = 

 

7) ( )2 0y y dx xdy− + = 

 

8) ( ) ( )2 2 2 0y xy dx x x y dy− + + = 

 

9) ( )
2

3 4

3
1 1 ; '

2

yx
y y

x y
= − =

+
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)נתונה מד"ר לא מדויקת   (10 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

): אם  וח יהוכ  .א )y xM N
f x

N

−
אז  ,=

( )f x dx

e  .הוא גורם אינטגרציה 

): אם  וח יהוכ  .ב )y xM N
g y

M

−
אז  ,=

( )g y dy

e
− הוא גורם אינטגרציה . 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (11 ) ( )4 3 24 2 3 0y xy dx xy x dy− + − =. 

 בלבד. xyבהנחה שהוא פונקציה של   ,את גורם האינטגרציה של המשוואה ומצא

)  גורם האינטגרציה מהצורה  ,כלומר )xy. 

 

)נתונה המשוואה   (12 ) ( )2 3 2 2 35 3 2 3 3 6 0x y xy dx x xy y dy+ + + + + =. 

)  בהנחה שהוא מהצורה ,את גורם האינטגרציה ומצא )x y +. 

 

)  ציאליתנ נתונה המשוואה הדיפר  (13 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

 על מנת שיהיה לה גורם אינטגרציה  ,תנאי על המשוואה  ומצא

  פונקציה שלשהוא  
x

y
 בלבד. 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (14 ) ( )2 3 2 0x y dx x xy dy+ + =. 

x  בהנחה שהוא פונקציה של ,את גורם האינטגרציה של המשוואה ומצא y . 

)גורם אינטגרציה מהצורה    ,כלומר )x y . 

 

)נתונה המשוואה הדיפרנציאלית   (15 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

על מנת שיהיה לה גורם אינטגרציה שהוא   ,תנאי על המשוואה  ומצא .א
 בלבד.  xy  פונקציה של

בסעיף א' על מנת למצוא את גורם האינטגרציה של המשוואה   והיעזר  .ב

( )2 ln 0y xy x dx xdy− + =. 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (16 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

 שיהיה לה גורם אינטגרציה תנאי על המשוואה על מנת  ומצא
xשהוא פונקציה של   y+ .בלבד 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

20.5 ln
2

y
x y c

−

+ + =
−

 

2) sin 2 cosxe y y x c+ = 

3) 2sin xy e x c  = 

4) 
3

4 2 20.25 0.5
3

x
x x y c+ + = 

5) ( )2 21
ln

2
x y x c+ − = 

6) 2

2

1
x xy c

y
+ + =  

7) 
x

x c
y

− = 

8) 
1

ln x y c
xy

− − + = 

9)  
3 32 1

3 3

x y

y
− + = 

 . שאלת הוכחה (10

11) ( ) ( )
2

xy xy = 

12) ( ) ( )
2

x y x y + = + 

13) 
( ) ( )

( )2
2

if:    then:  I.F.:

y xy M N

y x yN xM
y M N

xh e
yyN xM



−

+
− 

= =
+

 

14) 
3

1

xy
 = 

)א.  (15 )if :      then: I.F. : 

y xM N

y x yN xM
M N

h xy e
yN xM



−

−
− 

= =
−

 

ב. 
2 2

1

x y
 = 

16) ( )if :      then:I.F.:
y xM N

y x N M
M N

h x y e
N M



−

−
− 

= + =
−
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 ת מסדר ראשוןוליניארי משוואות

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 2 4
dy

xy x
dx

+ = 

 

2) 3 2' 3 2xy y x x x= + + − 

 

3) ( ) ( ) ( )
3

2 2 ' 2 2x x y y x − = + − 

 

4) ( ) ( )3 2 30 ' 2 3x x y x y x + − = 

 

5) ( )0 1 ; 2 2
dy

y y t
dt

= + = + 

 

6) ( ) cossin 0 cot 5 xdy
x y x e

dx
 + = 

 

7) ( )sin 0 ' 2 cot 1x y y x − = 

 

8) ( ) 20 ; ' 2 cosz x z xz x = + = 

 

9) ( )32ydx x y dy= + 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

2 xy C e−= +  

2) 
2

3 2ln
2

x
y x x x C

 
= + − + 

 
 

3) ( ) 22 4y x x x C = − − +  

4) 
2

1

3 31

2
xy x C x e= +  

5) 2 ty t e−= + 

6) cos1
5

sin

xy e C
x
 = − +  

7)  2sin coty x x C= − + 

8) 
2

sin x
z

x
= 

9) ( ) ( )2x y y y c= + 
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 משוואת ברנולי

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 2 3' 2 0x y xy y+ − =

 
 

2) ( )2 21 ' 2 0x y xy y+ − − =

  

3) 2 1/22
dy

x y x y
dx

− =

 
 

4) ( ) 4 3 21
1 2.5 ; ' 5y y x y x y

x

 
= − + = − 

  
 

5) ( ) 31
sin 0 ' cot

sin
x z x z z

x
 −  = 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
4

1

2

5

y

c x
x

= 

+ 

 

2) 
2 1x

y
x C

+
=
− +

 

3) 
2

2

2

x
y x C

 
= + 

 
 

4) 
5

5

5 x

x

xe
y

e e
=

+
 

5) 
2sin

cos

x
z

x C
= 

+
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 משוואת ריקטי 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 2 25
' 1

2

x xy e e y y
 

= + + + 
  

 

2) ( )
2

' 1y x y= + −

  

3) ( )2 2' 1 2 cos 1 4 cos 2 cosy x x x x x y y x= + + − + + 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות  תשובות

1) ( )
1.52

3

0.5
x

x

x

e
y x e

Ce−

= − +

− +

 

2) ( )
1

y x x
x C

= +
− +

 

3) ( )
1

cos sin x
y x x

x x Ce
= +

− +
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 ומשונות שונות הצבות 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) ( )' cosy y x= − 

 

2) ( )2

2
' cos ; 1 0

y y
y y

x x

 
= + = 

 
 

 

3) ( )
4

2 2' , 0 1
4

x
y x y y x y− + = − = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1

sin
c

z
− + 

2) 
1 1 sin

ln
2 1 sin

z

z

+ 
 
− 

 

3) 
2 1

2 1

x
y

x
= +

+
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 על שם פיאנו ופיקארד   משפט הקיום והיחידות

 שאלות

)נתונה הבעיה   (1 ) 21 1
2 1  ,  '

2 4
y y x x y= − = − + +. 

)- ש וח יהוכ  .א ) ( ) 2

1 2

1
1,    

4
y x x y x x= − + =  הם פתרונות לבעיה.  −

 באיזה תחום תקף כל אחד מהפתרונות.   וקבע

 מדוע קיום שני פתרונות לא סותר את משפט היחידות.  ור יהסב .ב

 

)  נתונה הבעיה (2 ) 30 0 ,    ' 4y y y= = +. 

 שהבעיה מקיימת את תנאי משפט הקיום. וח יהוכ  .א

 שהבעיה אינה מקיימת את תנאי היחידות. וח יהוכ  .ב

 אותו.  וומצא   ,שלבעיה קיים פתרון יחיד וח יהוכ  .ג

 

)את הבעיה    ורפת (3 ) ( )2 2 24 0 ,   ' cos sin
2

y y x y y x y
 

= = + − + 
 

. 

 

)נתונה הבעיה   (4 ) ( )( )
5

20 4 ,   ' 1y y y x y= = − +. 

 הבעיה בהכרח חסום מלמטה.שכל פתרון של   והרא .א

 שכל פתרון של הבעיה בהכרח עולה בתחום הגדרתו.  והרא .ב
 

)  נתונה המד"ר (5 )32ydx x y dy= +. 

)הראו שעבור   .א )x x y=  ,המד"ר ליניארית מסדר ראשון 

 . אתופתרו אותה ככז

 קבעו, על פי משפט הקיום והיחידות למד"ר ליניארית,  .ב

)מהן נקודות ההתחלה   )0 0,x yהנתונה קיים פתרון יחיד,  , כך שלמד"ר 

)העובר דרך   )0 0,x y. 

 צטטו את המשפט עבור המד"ר הליניארית שקיבלתם.

)מהו הקטע הארוך ביותר שבו קיים פתרון יחיד העובר דרך   )0 0,x y? 
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התחלה  נתונה בעיית ה (6
' 2

(0) 1

y xy

y

=


=
. 

 רובי פיקארד לפתרון הבעיה. יק 3מצאו  .א

 )הוכיחו באינדוקציה(.  nמצאו צורה כללית לקירוב פיקארד מסדר   .ב

 n  והראו כי קירוב פיקארד מסדר ,פתרו את המד"ר ישירות  .ג
nמתכנס לפתרון כאשר   → . 

 

)כמה פתרונות יש לבעיית ההתחלה   (7 )
1

' | sin |
0

(1)

y y
x x

y 


=

 
 =

? 

 

  נתונה בעיית התחלה (8
2' 5 5

(0) 0

y y

y

 = +


=
. 

 יה קיים פתרון יחיד. עקטע כלשהו שבו לב ומצא .א

שבו משפט הקיום והיחידות יודע להגיד   ,את הקטע הגדול ביותר ומצא .ב
 שקיים פתרון יחיד. 

  נמצאשקיים קטע גדול יותר מהקטע ש ,על ידי חישוב ישיר  ,והרא .ג
 בו קיים לבעיה פתרון יחיד.  ,בסעיף ב'

 

  נתונה בעיית התחלה (9
( )' 0

(0) 1

x
y y

y

y


= − 


 =

. 

 יה קיים פתרון יחיד. עקטע כלשהו שבו לב ומצא .א

שבו משפט הקיום והיחידות יודע להגיד   ,הגדול ביותראת הקטע  ומצא .ב
 שקיים פתרון יחיד. 

  מצאנ שקיים קטע גדול יותר מהקטע ש ,על ידי חישוב ישיר  ,והרא .ג
 בו קיים לבעיה פתרון יחיד.  ,בסעיף ב'

 

הראו כי לבעיה   (10
0 0

' sin

( )

y x y

y x y

= +


=
 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 

 

הראו כי לבעיה   (11
0 0

' sin

( )

y x xy

y x y

= 


=
 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 

 

הראו כי לבעיה   (12
2

0 0

'

( )

yy xye

y x y

− =


=

 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 
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 תשובות סופיות 

 . ב. שאלת הסבר  . שאלת הוכחהא.  (1

 . ג. שאלת הוכחה  . ב. שאלת הוכחה  . א. שאלת הוכחה (2

3) ( ) 0y x =  

 ב. שאלת הוכחה.   . א. שאלת הוכחה (4

 ראו שאלה אחרונה בנושא 'מד"ר ליניארית מסדר ראשון'. א.  (5

)כל נקודת התחלה  ב.  )0 0,x y  0, שעבורה 0y . 

)הקטע הארוך ביותר:       )0,   או( ),0−. 

א.  (6
2 4 2 4 6

2

0 1 2 3( ) 1, ( ) 1 , ( ) 1 , ( ) 1
1! 2! 1! 2! 3!

x x x x x
y x y x x y x y x= = + = + + = + + + 

ב. 
4 6 2

2( ) 1 ...
2! 3! !

n

n

x x x
y x x

n
= + + + +  ג. הוכחה.   +

 אחד.  (7

א.  (8 0.08,0.08−  .ב[  הוכחה. ג.   −[0.1,0.1

א.  (9
1 1

,
4 4

 
− 
 

]ב.     ג. הוכחה.   −[0.5,0.5

 הוכחה.  (10

 הוכחה.  (11

 הוכחה.  (12
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 פתרונות גרפיים ונומריים למשוואה מסדר ראשון

 שאלות

'שדה כיוונים למשוואה הדיפרנציאלית   ושרטט (1 2y y x= −. 

 

 : ג' לשדה הכיוונים שלה-כל אחת מהמשוואות שבסעיפים א' ימוהתא (2

' .א
x

y
y

= 

y' .ב xy= 

y' .ג x y= + 

 

   

 3איור     2איור    1איור 

 

)  נתונה המד"ר (3 )' , 0 2y y x y= − =. 

)  בקירוב את ומצא )1y 0.1  בעזרת שיטת אוילר עםh =. 

 

)  נתונה המד"ר (4 )' , 1 2y x y y= + =. 

)  בקירוב את ומצא )2y 0.2  בעזרת שיטת אוילר עםh =. 
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 תשובות סופיות 

1)  

 

 . סעיף א' –  3איור   ,סעיף ב' – 2איור   ,סעיף ג' –  1איור  (2

3) ( )1 4.593y = 

4) ( )2 6.95328y = 
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 משוואות מסדר ראשון וממעלה גבוהה

 .או לא הוא נדרשאם  מרצה ה עם  וקנושא זה לא נלמד בדרך כלל; בדהערה: 

'  נסמןפרק זה  -בתת :ת סימוןהער
dy

p y
dx

= =. 

 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) ( ) 2 2 2 2' 4 4 2 0p y x p x p xy y= − − − =

 
 

2) ( ) 2 2 2' 6 0p y x p xyp y= + − =

 
 

3) ( ) ( )2 2 2 2' 0p y xyp x xy y p x xy= + + + + + =

 
 

4) ( ) 4 2' 2p y y px p x= = +

 
 

5) ( ) 2' 2 4 0p y xp yp x= − + =

 
 

6) ( ) ( ) 2 2' 0 6 3 0p y y p y px y=  + − = 
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 תשובות סופיות 

1) ( )1 2

1
2 ln ln 0

2
y x x c y x c

 
− −   + − = 

 
 

2) ( ) ( )1 2ln 2ln ln 3ln 0y x c y x c− −  + − = 

3) 
2 2

1
20.5 0,   0

2 2

c y x
y x c x

x

  
+ −  + − =   

   
 

4) 22y cx c=  + 

5) 21 2

2
y cx

c
= + 

6) 
2

2

2 2
6 3 0

c c
y x y

y y

   
+ − =   

   
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 ותחומים במישורקווים 

 שאלות 

 במישור את התחומים הבאים:שרטטו  (1

 . א ( , ) | 1 1, 1 4S x y x y= −   −   

 .ב 2( , ) | 1 1, 1 4S x y x y= −   −   

 . ג ( , ) | 4S x y x y=   

 

 במישור את התחומים הבאים:שרטטו  (2

 . א ( , ) | 1 2 1S x y x y x= −   +  

 .ב ( , ) || 2 | 1S x y y x= −  

 . ג ( , ) || | 4S x y x y= +  

 .ד 2( , ) |( ) 4 , 1S x y x y x= +   

 

 את המרכז והרדיוס של המעגלים הבאים:מצאו   (3

2 . א 2 2 3 0x y x+ − − = 

2 .ב 2 8 15x y y+ − = − 

2 . ג 2 2 4 0x y x y+ + + = 

 

 אותו. שרטטו בכל אחד מהסעיפים הבאים חלק ממעגל.  (4

21y . א x= − 

21y .ב x= − − 

21x . ג y= − 

21x .ד y= − − 

20 .ה 1 1x y x  = − 

23 .ו 3
1

5 5
x y x−   = − 
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 אותו. שרטטו בכל אחד מהסעיפים הבאים חלק ממעגל.  (5

22 . א 1 ( 3)y x= + − − 

22 .ב 6 8y x x= − − + − 

,23.5 . ג 4 1x x y = − − 

 

 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (6

 . א 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ב 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 . ג 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ד 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ה 2 2( , ) | 4 4S x y x y x= − −   − 

 .ו 2 2( , ) | 4 4S x y y x y= − −   − 

 .ז 2( , ) | 0 4S x y y x=   − 

 .ח 2( , ) | 4 0S x y y x= − −   

 

 :את התחומים הבאים במישורשרטטו  (7

 . א 2 2( , ) |1 4S x y x y=  +  

 .ב 2 2( , ) |1 4, 0, 0S x y x y x y=  +    

 . ג 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y x=  +   

 .ד 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y y=  +   

 

 :את התחומים הבאים במישורשרטטו  (8

 . א 2 2( , ) | 2 4 1 0S x y x y x y= + − + +  

 .ב 2( , ) | 0 1 1S x y y x=  +  − 
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 :את התחומים הבאים במישורשרטטו  (9

 . א 2 2( , ) |1 4, 2S x y x y x y x=  +    

 .ב 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

21 . ג 25
( , ) | 25

7 7
S x y x y x

 
= +   − 
 

 

 .ד 2 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

 .ה 2 2( , ) | 4S x y x y x=   − 

 .ו 2( , ) || 1| 1 ( 1)S x y x y x= −   − − 

 

2נתונה המשוואה  (10 225 4 50 16 59x y x y+ − + =. 

 אותה. שרטטו שהמשוואה מתארת אליפסה ו וחיהוכ . א

 את הפונקציות שמתארות את החצי העליון ואת החצי התחתון  מורש .ב
 של האליפסה. 

 את הפונקציות שמתארות את החצי הימני ואת החצי השמאלי  מורש . ג
 של האליפסה.

 ? החסומה בתוך האליפסה או עליה ,מהי קבוצת כל הנקודות במישור .ד

החסומה בתוך האליפסה ומעל לציר   ,מהי קבוצת כל הנקודות במישור .ה
 ?שלה  המשני

 

 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (11

 . א 2 2( , ) | 4 8 4 4 0S x y x y x y= + + − +  

22 .ב
( , ) | 0 9

3
S x y y x

 
=   − 
 

 

21 . ג 3
( , ) | 1 4

2 2
S x y y x y

 
= +   − 
 

 

2 .ד 22
( , ) | 9

3
S x y x y x

 
= − −   − 
 
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 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (12

 . א 2 2( , ) | 2S x y x y x=   − 

 .ב 2( , ) | 2S x y y x= −   − 

 . ג 2 2( , ) | 2S x y y x y= −   − 

 .ד 2( , ) | 1S x y y x y=   − 

 

 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (13

 . א
2 2

( , ) 1
4 9

x y
x y

  
−  

  
 

 .ב
2 2

2 2( , ) 1, 16
4 9

x y
x y x y

  
−  +  

  
 

 . ג
2 2

21
( , ) 1,

4 9 4

x y
x y y x

  
−   

  
 

 .ד
2 2

2 2( , ) 1, 4
4 9

x y
x y x y

  
−  +  

  
 

 

 

 תשובות סופיות 
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 ותחומים במישור בהצגה פרמטרית קווים 

 שאלות 

 מן ההצגה הפרמטרית הנתונה, להצגה קרטזית: עברו  (1

2 . א 20 1,t x t y t = + = 

20 .ב sin , cost x t y t  = = 

2 . ג cos , 4sint x t y t   = = 

 

 תיאור פרמטרי של מסלולים במישור. להלן (2
 משוואה מתאימה שמבטאת כל מסלול מצאו  ,tעל ידי חילוץ של הפרמטר  

 בלבד: y-ו xבאמצעות המשתנים  

24 . א ,x t y t= − = 

4  .ב cos , 1 2sinx t y t= − + = + 

3 . ג 34cos , 4sinx t y t= = 

) .ד 1) 1 , (0.5 1) 1x t t y t t= + + = + + 

  .ה
2

2 2

20 20 5
,

4 4

t t
x y

t t

−
= =

+ +
 

t,  .ו t t tx ke ke y ke ke− −= + = − (k  .)קבוע 

 

2נתון המעגל   (3 2 8x y+ = . 

 שרטטו את המעגל ומצאו את משוואתו הפרמטרית. . א

לנקודה  A(2,2)מצאו הצגה פרמטרית של חלק המעגל מהנקודה   .ב

B( 2, 2)− −. 

ומתחת  AB  המוגבל מעל הישר, D מצאו הצגה פרמטרית של התחום . ג
 למעגל. 

המוגבל בין המעגל הנתון למעגל , E מצאו הצגה פרמטרית של התחום .ד
2 2 16x y+ =. 
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2נתונים שני מעגלים  (4 2( 8) ( 4) 25x y− + − 2-ו = 2 25x y+ = . 

מצאו את משוואותיהם הפרמטריות ומצאו הצגה  ,שרטטו את המעגלים . א
 פרמטרית לתחום הכלוא בכל אחד מהמעגלים. 

 בעלת ערך A הנקודה תהיו  ,B-ו A,  המעגלים נחתכים בשתי נקודות .ב
 הגדול יותר. y- ה

 .B  לבין A מצאו את ההצגה הפרמטרית של חלק המעגל בין
 הפרידו לשני מקרים. 

 מצאו הצגה אלגברית לתחום החסום בין שני המעגלים.  . ג

 

 נתונות משוואות של שתי אליפסות:  (5

2 2

2 2

1
4 2

1
2 4

x y

x y


+ =


 + =


. 

 האליפסות ומצאו את הצגתן הפרמטרית. שרטטו את  . א

 אותן.  ומצא ,נקודות  4-האליפסות נחתכות ב .ב

 מסילות.  4-הנקודות לעיל מורכב מ 4הקו המחבר את  . ג
 מצאו את ההצגה הפרמטרית של כל אחת מהמסילות. 

 המוגבל בתוך שתי האליפסות.  ,מצאו הצגה פרמטרית של התחום .ד

 

2נתונה היפרבולה   (6 24 4x y− =. 

 ההיפרבולה מורכבת משתי מסילות.  . א
את ההצגה האלגברית ואת ההצגה הפרמטרית של כל אחת   ומצא

 מהמסילות. 

הציגו באופן פרמטרי את התחום המוגבל בין ההיפרבולה לבין   .ב
 האסימפטוטות שלה. 

 

2נתונה המשוואה  (7 23 3x y− =. 

 . ומתארת המשוואה? שרטטאיזה קו במישור  . א

 הקו מסעיף א' מורכב משתי מסילות.  .ב
את ההצגה האלגברית ואת ההצגה הפרמטרית של כל אחת   ומצא

 מהמסילות. 

)Aהיא חלק של הקו הנתון מהנקודה   C המסילה . ג 2, 3)−  לנקודה −

B( 1,0)−. 

 בצורה פרמטרית.  C אתכתבו 

 .C למסילה y-מצאו את המרחק הקצר ביותר בין ציר ה .ד
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את אורך העקום חשבו  (8
sin

1 cos

x t t

y t

= −


= −
   0 2t  . 

 

את אורך העקום חשבו  (9

4sin

2 10

4cos

x t

t y t

z t

 

=


−   =
 =

. 
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 תשובות סופיות 

,1א.  (1 1y x x= −      .21ב , 1 1y x x= − −    

ג. 
2

2 1 , 1 1, 0
16

y
x x y+ = −    

)2א.  (2 4)y x= ב.      +
2

2 1
( 4) 1

2

y
x

− 
+ + = 

 
ג.  

2 2 2

3 3 34x y+ = 

2ד.   24 4 2 1x xy y y− + = 2ה.     − 2 25x y+ 2ו.     = 2 24x y k− = 

א.  (3
( ) 8 cos

0 2
( ) 8 sin

x t t
t

y t t


 =
 

=

ב.   
( ) 8 cos 5

4 4( ) 8 sin

x t t
t

y t t

  =
 

=

 

ג. 
( , ) 8 cos 5

0 1,
4 4( , ) 8 sin

x u v u v
u v

y u v u v

  =
   

=

 

ד.  
( , ) cos

8 4, 0 2
( , ) sin

x u v u v
u v

y u v u v


=
   

=
 

2המעגל  א.  (4 2 25x y+  . 5. רדיוס: (0,0)מרכז: :=

הצגה פרמטרית של המעגל:   
( ) 5cos

0 2
( ) 5sin

x t t
t

y t t


=
 

=
 

הצגה פרמטרית של העיגול:  
( , ) 5 cos

0 1, 0 2
( , ) 5 sin

x u v u v
u v

y u v u v


=
   

=
. 

2המעגל  2( 8) ( 4) 25x y− + − ,8)מרכז: :=  .5. רדיוס: (4

הצגה פרמטרית של המעגל:  
( ) 8 5cos

0 2
( ) 4 5sin

x t t
t

y t t


= +
 

= +
. 

הצגה פרמטרית של העיגול:  
( , ) 8 5 cos

0 1, 0 2
( , ) 4 5 sin

x u v u v
u v

y u v u v


= +
   

= +
. 

 : 1מקרה ב. 
( ) 5cos 4

, 0 arctan
( ) 5sin 3

x t t
t

y t t

=  
   

=  
, 

  - 2מקרה 
8 5cos 4

, arctan
4 5sin 3

x t
t

y t
 

= +  
  +  

= +  
. 

ג.  2 2( , ) | 25 ( 4) 8 25x y y x y− − − +   − 

א.  (5
( ) 2cos , ( ) 2 sin 0 2

( ) 2 cos , ( ) 2sin 0 2

x t t y t t t

x t t y t t t





 = =  


= =  

 

ב.  
2 2 2 2 2 2 2 2

, , , , , , ,
3 3 3 3 3 3 3 3

A B C D
       

− − − −       
       
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              : DAהמסילה ג. 
1 1( ) 2 cos

arctan arctan
2 2( ) 2sin

x t t
t

y t t

 =    
−      

=    
. 

:  BCהמסילה 
1 1( ) 2 cos

arctan arctan
2 2( ) 2sin

x t t
t

y t t
 

 =    
− +   +    

=    
. 

)           :  ABהמסילה  ) ( )
( ) 2cos

arctan 2 arctan 2
( ) 2 sin

x t t
t

y t t


=
  − +

=
. 

) :  CDהמסילה  ) ( )
( ) 2cos

arctan 2 arctan 2 2
( ) 2 sin

x t t
t

y t t
 

=
+   − +

=
. 

ד.  

1 2 3 4

1

3

2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

1 1
0 1, arctan arctan

2 2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

1 1
0 1, arctan arctan

2 2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

0 1

D D D D D

x u v v
D

y u v v

v

x u v v
D

y u v v

v

x u v v
D

y u v v

 

=   

 =


=

   
  −     

   

 =


=

   
  − +   +   

   

=


=

 

u

u

u

u

u

u

u

u

u ( ) ( )

( ) ( )

4

, arctan 2 arctan 2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

0 1, arctan 2 arctan 2 2

v

x u v v
D

y u v v

v



 

  − +

=


=

  +   − +

u

u

u
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אלגברית: ימנית  א.  (6
2

1
4

y
x = שמאלית   ,+

2

1
4

y
x = − +. 

פרמטרית: ימנית  
cosh

2sinh

x t
t

y t

=


=
:  שמאלית ,

cosh

2sinh

x t
t

y t

= −


=
. 

ב.  

1 2

1

2

( , ) cosh
: 0 1,

( , ) 2 sinh

( , ) cosh
: 0 1

( , ) 2 sinh

D D D

x u v u v
D u v

y u v u v

x u v u v
D u v

y u v u v

= 

=
  

=

= −
  

=

 

אלגברית: ימנית  . ב א. היפרבולה. (7
2

1
3

y
x = שמאלית   ,+

2

1
3

y
x = − +. 

פרמטרית: ענף ימני 
cosh

3 sinh

x t
t

y t

=


=
וענף שמאלי  

cosh

3 sinh

x t
t

y t

= −


=
 . 

ג. 
cosh

: ln(2 3) 0
3 sinh

x t
C t

y t

= −
−  

=
 1ד.   

8) 8 

9) 6 29 
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 קווים ותחומים במישור בהצגה קוטבית )פולרית(

 שאלות 

 על הסעיפים הבאים: וענ (1

,4את הנקודה הקוטבית  וריהמ . א
3

 
 
 

 לנקודה קרטזית.  

)את הנקודה הקרטזית   וריהמ .ב )1, 1−  לנקודה קוטבית.  −

 
 

 על הסעיפים הבאים: וענ (2

,10את הנקודה הקוטבית  וריהמ . א
3

 
− 

 
 לנקודה קרטזית.  

)את הנקודה הקרטזית   וריהמ .ב )0,  לנקודה קוטבית.  −4

)את הנקודה הקרטזית   וריהמ . ג )2,  לנקודה קוטבית.  −2

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (3

24את המשוואה   וריהמ . א 1x x xy− =  לקואורדינטות קוטביות.  +

4cosrאת המשוואה   וריהמ .ב =  לקואורדינטות קרטזיות.  −

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (4

2את המשוואה   וריהמ . א 2 4x y y+  לקואורדינטות פולריות.  =

10xאת המשוואה   וריהמ .ב  לקואורדינטות פולריות.  =

4yאת המשוואה   וריהמ . ג  לקואורדינטות פולריות.  =

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (5

4rאת המשוואה   וריהמ . א  לקואורדינטות קרטזיות.  =

/את המשוואה   וריהמ .ב 4 =  .לקואורדינטות קרטזיות 

2cosאת המשואה   וריהמ . ג 4sinr  =  לקואורדינטות קרטזיות.  +

36את המשוואה   וריהמ .ד sin 4 cosr  =  לקואורדינטות קרטזיות.  −
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 קו. אחד מהםבכל  ש ,שני איורים להלן (6
 כל אחד מהקווים בהצגה פולרית.  בוכת

 
 איור א                                                               איור ב                          

               

 

 . בכל אחד מהסעיפים הבאים חלק ממעגל (7
 אותו בהצגה פולרית.  ובכת

21y .א x= − 

21y .ב x= − − 

21x .ג y= − 

21x .ד y= − − 

21 .ה , 0 1y x x= −   

2 .ו 3 3
1 ,

5 5
y x x= − −   

 
 שכל אחד מהקווים מתאר חלק ממעגל. וחיהוכג - בסעיפים א  (8

 אותו בצורה פולרית )קוטבית(.   וגיאת הקו והצ ושרטט

24 .א ( 2)y x= − − 

26x .ב y y= − − 

21 .ג 1y x= − + − 
 את הקו מסעיף ג' על ידי ישר מתאים.  ורסג .ד

 מהי הצגתו הפולרית של ישר זה? 
 

 אותם בהצגה פולרית:  וגיאת התחומים הבאים במישור והצ ושרטט (9

 .א 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ב 2( , ) | 0 4S x y y x=   − 

 .ג 2( , ) | 4 0S x y y x= − −   
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 : אותם בהצגה פולרית וגיאת התחומים הבאים במישור והצ ושרטט (10

 .א 2 2( , ) |1 4S x y x y=  +  

 .ב 2 2( , ) |1 4, 0, 0S x y x y x y=  +    

 .ג 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y x=  +   

 .ד 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y y=  +   

 

 אותם בהצגה פולרית:  וגיאת התחומים הבאים במישור והצ ושרטט (11

 .א 2 2( , ) |1 4, 2S x y x y x y x=  +    

 .ב 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

 

21את התחום הבא בצורה פולרית:   וגיהצ (12 25
( , ) | 25

7 7
S x y x y x

 
= +   − 
 

. 

 

21את התחום הבא בצורה פולרית:   וגיהצ (13
( , ) | 8

3
S x y x y x x

 
=   − 
 

. 

 

 בכל איור תחום. ו ,שני איורים להלן (14
 במילים כל אחד מהתחומים.  ו תארו כל אחד מהתחומים בהצגה פולרית ובכת

 איור א                                                               איור ב                          
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 תשובות סופיות 

)א.  (1 ) ( ), 2,2 3x y )ב.   = )
5

, 2,
4

r



 

=  
 

 

) א. (2 ) ( ), 5, 5 3x y = )ב.   − )
3

, 4,
2

r



 

=  
 

)ג.   )
3

, 8,
4

r



 

=  
 

 

2א.  (3 24 cos cos 1 cos sinr r r r   − = +  .2  ב 2 2( 2) 2x y+ + = 

4sinr א. (4 =  .ב  cos 10r  sin ג.  = 4r  = 

2א.  (5 2 24x y+ yב.    = x=  .2 ג 2( 1) ( 2) 5x y− + − = 

)  ד. )
3

2 2 2 26 4x y y x y x+  = + − 

א.  (6
1

0
cos 3

r





=     .ב
1

sin 6 2
r

 



=   

א.  (7
1

0

r

 

=


 
ב.    

1

2

r

  

=


 
ג.  

1

2 2

r

 


=


−  


 

ד.  
1

3

2 2

r

 


=



 


ה.   
1

0
2

r




=



 


. ו  
1

4 4
arctan arctan

3 3

r

 

=

  

  − + 
 

 

4cosא.  (8 , 0 0.5r   =     .6בsin , 0.5r    =   

ג. 
2sin

1.25 1.75 2

r

or



     

= −


   
ד.   

1
, 1.25 1.75

sin
r   


= −   

א.  (9
0 2

0 2

r

 

 


 
ב.    

0 2

0

r

 

 


 
ג.   

0 2

0.5 1.5

r

  

 


 
 

א.  (10
1 2

0 2

r

 

 


 
ב.    

1 2

0 0.5

r

 

 


 
ג.  

1 2

0.5 0.5

1 2

1.5 2.5

r

or

r

  

  

 

−  

 


 

 

ד.  
1 2

0

r

 

 


 
 

א.  (11
1 2

0.25 arctan 2

r

 

 

 
0  ב.   2, 0.25 1.25r       

12) 

25
5

7sin cos

4 3
arctan arctan

3 4

r
 

 

 
−

 
  − + 

 
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13) 0 8cos ,
6 2

r
 

     

א.  (14
1

0 0
cos 3

r





      .ב
1

0
sin 6 2

r
 




    
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 משטחים במרחב

 שאלות 

 : 3-1בשאלות המשטחים  את ו ושרטט וזה

1) 
2 2 2

1
4 9 25

x y z
+ + = 

 

2) 2 25 1.25z x y= + 
 

3) 2 2 220 45 180 36x y z+ = + 

 

 את המשטחים הבאים: ו ושרטט וזה (4

2 . א 24 1z x y= + + 

2 .ב 23z x y= − − 

 

 כל אחד מהמשטחים הבאים: וזה (5

2 . א 2 225 100 4 100x y z+ + = 

2 .ב 225 4 50 16 100 41 0x y x y z+ − − − + = 

2 . ג 2 24 4 80 404 0x y z z+ − + − = 

 

2  את החיתוך בין המשטח  ומצא (6 2 2 169x y z+ + 12zלבין המשטח   = =. 
 את התוצאה מבחינה גרפית.  וריהסב

 

2נתון המשטח  (7 2 22 2 2 16 4 40 206 0x y z x y z+ + − − + + =. 

 . את המשטח וזה . א

את נקודות החיתוך של המשטח עם הישר    ומצא .ב
5 1 14

2 1 2

x y z− + +
= =. 

 

2  את החיתוך בין המשטחים  ומצא (8 2 2( 10) 24x y z+ + − 2-ו = 2 2 64x y z+ + =. 
 את התוצאה מבחינה גרפית.  וריהסב

 

2נתון המשטח  (9 2 236 4 9 36z x y+ − =. 

 את המשטח ושרטט אותו.  וזה . א

 ,הצגה פרמטרית של שני ישרים שאינם נמצאים באותו מישור מורש .ב
 שנמצאים כולם על המשטח. ו
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2נתונים שני משטחים:  (10 2 2 2 2 2: 2 3, : 2 3R x y z Q x y z− + = − + =. 
 זהו את המשטחים ושרטטו אותם.  . א
הוא שתי מסילות , כל אחת נמצאת  Q-ו R  הראו כי החיתוך בין .ב

 .ללוכתבו את משוואת המישורים ה, ובמישור
)Aנתון כי  .Q-ל Rן  היא חלק של החיתוך בי C המסילה . ג 2, 3, 2)− היא  −

)B-ו C נקודת התחלה של  .C היא נקודת סיום של −(1,0,1

 בצורה פרמטרית.  C כתבו את
 .C למסילה y-מצאו את המרחק הקצר ביותר בין ציר ה .ד

 

 

 .סיכום של כל המשטחים הנפוצים ובסוף קובץ זה תמצא •

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . אליפסואיד (1

 מעלה. פרבולואיד אליפטי הנפתח כלפי  (2

 .היפרבולואיד חד יריעתי (3

)א. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה   (4  ונפתח כלפי מעלה.  0,0,1(

)ב. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה    . ונפתח כלפי מטה  0,0,3(

 .א. אליפסואיד (5

)ב. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה    ונפתח כלפי מעלה.  1,2,0(

)  יריעתי שמרכזו בנקודה-ג. היפרבולואיד חד )0,0,10. 

2החיתוך הוא מעגל   (6 2 25x y+ )  שמרכזו בנקודה ,= )0,0,12 . 

)א. ספירה שמרכזה  (7 )4,1,  .14ורדיוסה  −10

)נקודות החיתוך הן  )
59 2 112

A 7,0, 12 , B , ,
9 9 9

 
− − − 

 
. 

2החיתוך הוא המעגל   (8 2 15x y+ )שמרכזו בנקודה    ,= )0,0,7. 

 .y-ה יריעתי שמרכזו על ציר-א. היפרבולואיד חד (9

1ב.    2: ( , , ) (3 ,2 ,1) : ( , , ) (3,2 , )x y z t t x y z t t= = 

z,ב.   . יריעתי-שני המשטחים הם היפרבולואיד חדא.  (10 x z x=− = 

:ג.  cosh , 3 sinh , cosh ln(2 3) 0C x t y t z t t= − = = −      .2ד 
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 גופים במרחב

 שאלות 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (1

 . א 2 2 2( , , ) | 4V x y z x y z= + +  

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4 4V x y z x y z x y= − − −   − − 

 . ג 2 2 2( , , ) | 4 , 0V x y z x y z z= + +   

 .ד 2 2( , , ) | 0 4V x y z z x y=   − − 

 .ה 2 2 2( , , ) | 4 , 0V x y z x y z z= + +   

 .ו 2 2( , , ) | 4 0V x y z x y z= − − −   

 .ז ( , , ) | 0 2, 0 4, 0 3V x y z x y z=       
 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (2

 . א 2 2 2( , , ) | 1, 0, 0, 0V x y z x y z x y z= + +     

 .ב 2 2( , , ) | 0 1 , 0, 0V x y z z x y x y=   − −   

 . ג 2 2 2( , , ) |1 4, 0, 0, 0D x y z x y z x y z=  + +     

 .ד 2 2 2( , , ) |1 4, 0, 0, 0D x y z x y z x z y x=  + +      

 .ה 2 2( , , ) | 1 1 1V x y z z x y=   + − − 

2 .ו 2 2 21 1
( , , ) |

2 4
V x y z x y z x y

  
= +   + − − 
  

 

 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (3

 . א 2 2 2 2 2( , , ) | 4 , 3( )V x y z x y z z x y= + +   + 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 3( ) 4V x y z x y z x y= +   − − 

 . ג 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 1V x y z z x y x y=   − − +  

 .ד 2 2( , , ) | 0 3, 0, 0, 4V x y z y x z x z=     +  

 .ה
2 2

2 2 2( , , ) | 0, 0, 0, 36, 1
9 16

x y
V x y z x y z x y z

 
=    + +  +  
 
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 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (4

 . א 2 2 2 2( , , ) | 2V x y z x y z x y= +   − − 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4V x y z x y z x y= +   − − 

 . ג 2 2 2 2( , , ) | 1V x y z x y z x y= +   − − 

 .ד 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 2 0V x y z z x y x y x=   − − + −  

 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (5

 . א 2 2 2 2 2( , , ) | 4, 1x y z x y z x y+ +  +  

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4, 0, 0, 0, 1x y z x y z x y z x y+ +     +  

 . ג 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 0, 0, 1V x y z z x y x y x y=   − −   +  

 .ד 2 2 2 2 2 2( , , ) | 4 , 1V x y z x y z x y x y= +   − − +  

 .ה 2 2( , , ) | 0 10 , 1 4U x y z z y x y=   −  +  

 

 במרחב. V בכל אחד מהסעיפים הבאים איור של גוף (6
)}אותו לפי התבנית  ובמילים את הגוף וכתב ותאר , , ) | ...}V x y z=. 

 ב.       .א

                                    
 

 

2משטחים הנתונים  (7 2z x y= 2-ו + 22z x y= − +. 

 כל אחד מהמשטחים בשם. וזה . א

 את התחום החסום בין המשטחים.  ושרטט .ב

 את משוואת עקום החיתוך בין המשטחים.  ומצא . ג
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2נתונים שני משטחים:  (8 2 2z x y z= + 2-ו + 2z x y= + . 

 כל אחד מהמשטחים בשם. וזה . א

את התחום החסום בין המשטחים וכתוב אותו בתבנית  ושרטט .ב

( ) , , | ? ??V x y z z=  . 

 .את משוואת עקום החיתוך בין המשטחים  ומצא . ג
 

נתונים על ידי   N-ו  Mממדיים  - תחומים תלת (9
2 2 2

2 2 2

: 2 3

: 2 3

M x y z

N x y z

− + 

− + 
. 

 .N- ל  Mהוא החיתוך בין Wממדי - תחום תלת
1yעם המישור   W, החיתוך של Dשרטטו את   (,xz)במערכת צירים  =

 בהצגה פרמטרית.  Dוכתבו את 
 

 

 GooL.co.ilלפתרונות מלאים ראו את הסרטונים באתר 
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 קואורדינטות גליליות וכדוריות

 שאלות

 בכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת קרטזית. (1
   משוואה של המשטח במערכת גלילית ובמערכת כדורית.את ה ומצא

 את המשטח.  ומהו שמו של המשטח? שרטט

3z .א = 

2 .ב 24 4z x y= + 

2 .ג 2 4x y+ = 

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת קרטזית. (2
   משוואה של המשטח במערכת גלילית ובמערכת כדורית.את ה ומצא

 המשטח. את  ומהו שמו של המשטח? שרטט

2 .א 2 2 9x y z+ + = 

2 .ב 3 4 1x y z+ + = 

2 .ג 216x z= − 

2 .ד 2z x y= + 

 

 . גליליתבכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת   (3
 את המשטח.  ומהו שם המשטח? צייר  את המשוואה במערכת קרטזית. וג יהצ

3r .א = 

2z .ב r= 

z .ג r= 

 .ד
4


 = 

4sinr .ה = 

2 .ו cos 2r z =  
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 . כדוריתבכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת  (4
 את המשוואה במערכת קרטזית. מהו שם המשטח?  וג יהצ

3r .א = 

 .ב
3


 = 

 .ג
4


 = 

2secr .ד = 

4cosr .ה = 

 

 . כדוריתבכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת  (5
 את המשטח.  ו את המשוואה במערכת קרטזית. מהו שם המשטח? שרטט וג יהצ

sin .א 1r  = 

sin .ב 2cosr  = 

2sin .ג cos 0r  − = 

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים גוף במרחב.  (6
 אותו בקואורדינטות גליליות.   ובאותו, וכת ושרטט ,אותו במילים ותאר

 .א 2 2 2 2( , , ) | 2V x y z x y z x y= +   − − 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 6V x y z x y z x y= +   − − 

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים גוף במרחב.  (7
 אותו בקואורדינטות גליליות.   ובאותו, וכת ושרטט ,אותו במילים ותאר

 .א 2 2 2 2( , , ) | 1V x y z x y z x y= +   − − 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 2 0V x y z z x y x y x=   − − + −  

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים גוף במרחב.  (8
 אותו בקואורדינטות גליליות.   ובאותו, וכת ושרטט ,אותו במילים ותאר

 .א 2 2 2 2 2( , , ) | 4, 1V x y z x y z x y= + +  +  

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4, 0, 0, 0, 1V x y z x y z x y z x y= + +     +  

 .ג 2 2 2 2 2 2( , , ) | 4 , 1V x y z x y z x y x y= +   − − +  

 .ד 2 2( , , ) | 0 10 , 1 4U x y z z y x y=   −  +  
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 תשובות סופיות

3zמערכת גלילית:  א. (1 מערכת כדורית: . =
3

cos
r


 . שם המשטח: מישור. =

24zמערכת גלילית:ב.  r=  :מערכת כדורית .
2

cos

4sin
r




= . 

 פרבולואיד.  שם המשטח:

2rמערכת גלילית:  ג.  . מערכת כדורית: =
2

sin
r


 . שם המשטח: גליל.  =

2מערכת גלילית:   א. (2 2 9r z+ 3r.  מערכת כדורית:  =  . ספירה. שם המשטח: =
2cos)  מערכת גלילית:ב.  3sin ) 4 1r z + + =. 

2cos)   מערכת כדורית: sin 3sin sin 4cos ) 1r     + + =. 
 . :מישור שם המשטח 

2  מערכת גלילית:ג.  2 2cos 16r z + 2מערכת כדורית:   .= 2 2(1 sin sin ) 16r  − = .
 . גליל  שם המשטח:

z:מערכת גליליתד.  r=  .:מערכת כדורית  
4


  . חרוט שם המשטח:. =

2: מערכת קרטזית א. (3 2 9x y+  גליל.   :שם המשטח .=

2:  מערכת קרטזיתב.  2z x y=  . פרבולואיד:  שם המשטח .+

2  :מערכת קרטזיתג.  2z x y=  . : חרוטשם המשטח .+

y  :מערכת קרטזיתד.  x= .מישורשם המשטח : . 

2  מערכת קרטזית:ה.  2( 2) 4x y+ −  גליל. :  שם המשטח. =

2  מערכת קרטזית:ו.  2z x y=  פרבולואיד היפרבולי. :  שם המשטח. −

2: מערכת קרטזיתא.  (4 2 2 9x y z+ +  . ספירה  :שם המשטח .=

3y  :מערכת קרטזיתב.  x= .מישור.   :שם המשטח 

2  :מערכת קרטזיתג.  2z x y=  חרוט.   :שם המשטח. +

2z  :מערכת קרטזיתד.   מישור.   :שם המשטח. =

2  :מערכת קרטזיתה. 2 2( 2) 4x y z+ + − =. 

 .2ורדיוסה   (0,0,2)  ודהספירה שמרכזה בנק:  שם המשטח

2  :מערכת קרטזיתא.  (5 2 1x y+  גליל.   :שם המשטח. =

2  :מערכת קרטזיתב.  2( 1) 1x y− +  גליל.   :שם המשטח. =

2  :מערכת קרטזיתג.  2 2( 1) 1x y z− + +  ספירה.   :שם המשטח .=

א.  (6 2( , , ) | 0 1, 0 2 , 2r zV r z r r z r   =       − 

ב.  2 2( , , ) | 0 2, 0 2 , 6r zV r z r r z r   =       − 
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א.  (7 2 2( , , ) | 0 0.5, 0 2 , 1r zV r z r r z r   =       − 

ב.  2( , , ) | 0 2cos , 0.5 0.5 , 0 4r zV r z r z r     =   −     − 

א.  (8 2 2( , , ) | 0 1, 0 2 , 4 4r zV r z r r z r   =     − −   − 

)2ב.  , , ) | 0 1, 0 , 0 4
2

r zV r z r z r


 

 
=       − 
 

 

ג.  2( , , ) | 0 1, 0 2 , 4r zV r z r r z r   =       − 

ד.  ( , , ) |1 2, 0 2 , 0 10 sinr zV r z r z r    =       −  
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 משטחים ממעלה שנייה – נספח 

 אליפסואיד 

 

 

 

 

 חרוט אליפטי 

 

 

 

 

 אליפטי גליל

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + = 

 :  החתכים במישורי הקואורדינטות הם אליפסות;תיאור

aבמישורים מקבילים. אם    כך הם גם החתכים b c= = ,

 הנ"ל הם מעגלים. והחתכים  aעם רדיוס  כדורנקבל 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2

x y z

a b c
+ = 

במישור  תיאור החתך    :xy   ;)הראשית( נקודה  הוא 

הם אליפסות.    xyהחתכים במישורים מקבילים למישור  

הנחתכים   yz  -ו  xzבמישור    החתכים ישרים  זוג  הם 

אלו   בראשית; למישורים  מקבילים  במישורים  החתכים 

 הם היפרבולות.

* מרכז החרוט הוא על הציר המתאים למשתנה המופיע 

 אחד האגפים. ב לבד

:  משוואה
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

הוא אליפסה; כך הם החתכים   xy:  החתך במישור  תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyבמישורים מקבילים למישור 

yz במישורים  הם זוג ישרים מקבילים וכך הם החתכים 

 מקבילים למישורים אלו . במידה ומשוואת הגליל היא 

2 2 2x y r+  הם מעגלים.  , החתכים הנ"ל=

 * מרכז הגליל הוא על הציר המתאים למשתנה שאינו מופיע 

 במשוואת הגליל. 
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 יריעתי-היפרבולואיד חד

 

 

 

 

 יריעתי-דוהיפרבולואיד 

 

 

 

 

 פרבולואיד אליפטי 

 

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = 

 הוא אליפסה; כך הם החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyלמישור  במישורים מקבילים

yz במישורים מקבילים הם היפרבולות; כך הם גם החתכים 

 למישורים אלו.

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-ז היפרבולואיד חד* מרכ

 למשתנה שלפניו המינוס. 

 

 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = − 

 ; החתכים  xy:  למשטח זה אין חתך במישור תיאור

 , החותכים את המשטח, xy במישורים מקבילים למישור 

 הם היפרבולות ; yz  -ו xzהם אליפסות. החתכים במישור 

 כך הם גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-* מרכז היפרבולואיד דו

 שלפניו המינוס. למשתנה 

 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
+ = 

 הוא נקודה )הראשית(; החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 ונמצאים מעליו הם  xyבמישורים מקבילים למישור 

 הם פרבולות; כך הם yz  -ו xzאליפסות. החתכים במישור 

 גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

אם      *0c     ואם מעלה  כלפי  נפתח  0cהפרבולואיד   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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 היפרבולי פרבולואיד  

 

 

 

 

 

 

 

 דוגמאות שונות 

 

 

 

 

 
2 2 2 1x y z+ + =  2 2 2

1
4 4 16

x y z
+ + = 

 2 23z x y= − − 

     

 

 

 

 

 

2 24 1z x y= + +  2 2z x y= +  1x y z+ + = 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
− = 

 הוא זוג ישרים נחתכים  xy:  החתך במישור תיאור

 הם xyבראשית; החתכים במישורים מקבילים למישור 

למישור   שמעל  אלו  ציר   xyהיפרבולות;  בכיוון   נפתחות 

 .x-נפתחות בכיוון ציר ה xyואלו שמתחת למישור  y-ה

 הם פרבולות; כך הם גם yz  -ו xzהחתכים במישור 

 החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

0c* אם         0הפרבולואיד נפתח כלפי מעלה ואםc   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 29 - פונקציות של מספר משתנים - מבוא, קווי גובה, משטחי רמה

תוכן העניינים

1. מבוא לפונקציה של שני משתנים י 371

2. קווי גובה לפונקציה של שני משתנים י 373

3. משטחי רמה לפונקציה של שלושה משתנים י 375

4. נספח – משטחים ממעלה שנייה י 376
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 מבוא לפונקציה של שני משתנים 

 : ציות הבאותקעבור כל אחת מהפונ 

 של הפונקציה.  Dאת תחום ההגדרה   ומצא . א

 .D סקיצה של הקבוצה ושרטט .ב

 

1) 2 2 2( , ) 5 ln(4 )f x y x y y x= − − + − 

 

2) 
2 2 1

( , ) 4f x y x y
x

= + − + 

 

3) 
2 2( , ) 1

x y
f x y x y

x y

+
= − + + +

−
 

 

4) ( , ) 4 4g x y x y x y= + + − 

 

5) 
1 1

( , )
4 4

f x y
x y x y

= +
+ −

 

 

6) ( , ) 4h x y x y= − + 

 

7) 
2 2

2 2

4
( , ) ln 4xyf x y e x y

x y
= + + −

+
 

 

8) 
4

( , )
1 | | | |

z x y
x y

=
− −

 

 

9) 
4

( , ) ln
4

x y
z x y

x y

 −
=  

+ 
 

 

10)  ( , ) ln ln( 4 )f x y x y x= − 
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11) 
1 1 1

( , , )
4 1

u x y z
x y z

= + +
+ −

 ( ענו על סעיף א בלבד) 

 

12) ( , ) tan
y

f x y
x

 )רק לתלמידי מדעים מדויקים/הנדסה(  =

 

13) 
( )

2 2

2 2

1 1
arcsin

4 4
( , )

ln 1

x y

f x y
x y

 
+ 

 =
+ −

 )רק לתלמידי מדעים מדויקים/הנדסה(  

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 2 21
( , ) 5

4
D x y x y x

 
=   − 
 

 

2)  2 2( , ) | 4 , 0D x y x y x= +   

3)  2 2( , ) | 1 ,D x y x y y x= −   

4) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

5) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

6)  2( , ) | 4 4 , 0D x y y x x= −   −  

7)  2 2( , ) | 4D x y x y= + = 

8)  ( , ) | | | | | 1D x y x y= +   

9) 
1 1 1 1

( , )
4 4 4 4

D x y x y x or x y x
 

=   − −   
 

           

10)  ( , ) | [ 0and 4 4 1] or [ 0 and 4 1]D x y x x y x x y x=    +   + 

11)  ( , , ) | 4, 1, 0D x y z x y z=  −                   

12) 2( , ) 0,
2

D x y R x y k x k



  

=    +   
  

 

13)  2 2( , ) 1 2 4D x y x y=  +   
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 קווי גובה לפונקציה של שני משתנים 

 , אותו ו, שרטטתחום הגדרה  ומצא ,6-1  בשאלותעבור כל אחת מהפונקציות 
 :מפת קווי הגובה/רמה של הפונקציה את  וושרטט

1) ( , )
y

f x y
x

= 

 

2) ( , ) ln lnf x y x y= + 

 

3) 2 2( , )f x y x y= + 

 

4) 2 2( , ) 1f x y x y= − − 

 

5) 2( , ) ln( )f x y x y= − 

 

6) ( , )f x y x y= 

 

 : וי גובהומפת ק ושרטט  10-7  בשאלותעבור כל אחת מהפונקציות 

7) 2 2( , ) ( 1) ( 3)f x y x y= − + + 

 

8) ( , ) x yf x y e −= 

 

9) ( , ) 2ln lnf x y x y= + 

 

10) ( , ) min{3 , }f x y x y= 

 

 :kאת קו הגובה  ושרטט ,11-31בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

11) ( ) 20,4 ( , ) ( )k f x y x y= = − 

 

12) ( )  20,2 ( , ) min ,k f x y y x x y= = − + 

 

13) ( )
2 2

2 2

3 3
1 ( , )

3 3

x x y x y
k f x y

x x y x y

 + − − 
= = 

− + + − 
 

1

פרק 29פונקציות של מספר משתנים - מבוא...

373

373



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

נתונה הפונקציה  (14
2 1

( , )
2 1

x y x
f x y

x y x

 − 
= 

+ 
 . 

)את קו הגובה  ושרטט . א , ) 0f x y =. 

)קו הגובה  Cלאילו ערכי  .ב , )f x y C=  ?הוא קו רציף 
 ציירו את קו הגובה במקרה זה.

 

 

 הערות

 .סיכום של כל המשטחים הנפוצים ובסוף קובץ זה תמצא  * 
 .עקומות שוות ערך =עקומות אדישות  =  = קווי רמהקווי גובה   **
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0x  ה, המישור ללא ציר -y. 

2) 0, 0x y .הרביע הראשון ללא הצירים , 

 כל המישור. (3

4) 2 2
1x y+ .עיגול היחידה , 

5) 2
y x 

6) 0y .חצי המישור העליון , 

 

 GooL.co.ilלפתרונות מלאים ושרטוטים של שאר השאלות, היכנסו לאתר: 
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 משטחי רמה לפונקציה של שלושה משתנים 

 שאלות 

2נתונה הפונקציה  (1 2( , , ) 4f x y z x y z= − − − . 

 אותו.  ושרטט ו של הפונקציה 2את משטח הרמה   ומצא

 

2נתונה הפונקציה  (2 2( , , )f x y z z x y= + + . 
 אותו.  ושל הפונקציה ושרטט  4את משטח הרמה   ומצא

 

 את משטחי הרמה:  ומהפונקציות הבאות מצאעבור כל אחת  (3

) . א , , ) 4x y zf x y z + −= 

2 .ב 2( , , )f x y z z x y= − − 

 

נתונה הפונקציה  (4
2 2

2 2
( , , )

x y
f x y z

x z

+
=

+
 . 

 את משטחי  הרמה של הפונקציה.  ומצא

 

2נתונה הפונקציה  (5 2 2( , , )f x y z z y x= − − . 
 את משטחי  הרמה של הפונקציה.  ומצא

 

 
 

 תשובות סופיות 

)חצי ספירה עליונה שמרכזה בנקודה  (1 )0,0,  . 2ורדיוסה  −2

)פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה  (2  ונפתח כלפי מטה.  0,0,4(

 א. מישורים. (3
 , הוא פרבולואיד אליפטי kב. משטח רמה 

)שמרכזו בנקודה   )0,0,k  .ונפתח כלפי מעלה 

0kעבור   (4   לא קיים משטח רמהk. 

0kעבור   )נקודה  = 1kעבור   .0,0,0(  מישורים. =

1kעבור     ה חרוט אליפטי שמרכזו על ציר-y. 

0עבור   1k   ה חרוט אליפטי שמרכזו על ציר-z. 

0kעבור   (5  0עבור  יריעתי.-היפרבולואיד חדk  . חרוט אליפטי =
0kעבור    יריעתי. -היפרבולואיד דו 
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 משטחים ממעלה שנייה – נספח 

 אליפסואיד 

 

 

 

 

 חרוט אליפטי 

 

 

 

 

 אליפטי גליל

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + = 

 :  החתכים במישורי הקואורדינטות הם אליפסות;תיאור

aבמישורים מקבילים. אם    כך הם גם החתכים b c= = ,

 הנ"ל הם מעגלים. והחתכים  aעם רדיוס  כדורנקבל 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2

x y z

a b c
+ = 

במישור  תיאור החתך    :xy   ;)הראשית( נקודה  הוא 

הם אליפסות.    xyהחתכים במישורים מקבילים למישור  

הנחתכים   yz  -ו  xzבמישור    החתכים ישרים  זוג  הם 

אלו   בראשית; למישורים  מקבילים  במישורים  החתכים 

 הם היפרבולות.

* מרכז החרוט הוא על הציר המתאים למשתנה המופיע 

 אחד האגפים. ב לבד

:  משוואה
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

הוא אליפסה; כך הם החתכים   xy:  החתך במישור  תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyבמישורים מקבילים למישור 

yz במישורים  הם זוג ישרים מקבילים וכך הם החתכים 

 מקבילים למישורים אלו . במידה ומשוואת הגליל היא 

2 2 2x y r+  הם מעגלים.  , החתכים הנ"ל=

 * מרכז הגליל הוא על הציר המתאים למשתנה שאינו מופיע 

 במשוואת הגליל. 
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 יריעתי-היפרבולואיד חד

 

 

 

 

 יריעתי-דוהיפרבולואיד 

 

 

 

 

 פרבולואיד אליפטי 

 

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = 

 הוא אליפסה; כך הם החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyלמישור  במישורים מקבילים

yz במישורים מקבילים הם היפרבולות; כך הם גם החתכים 

 למישורים אלו.

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-ז היפרבולואיד חד* מרכ

 למשתנה שלפניו המינוס. 

 

 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = − 

 ; החתכים  xy:  למשטח זה אין חתך במישור תיאור

 , החותכים את המשטח, xy במישורים מקבילים למישור 

 הם היפרבולות ; yz  -ו xzהם אליפסות. החתכים במישור 

 כך הם גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-* מרכז היפרבולואיד דו

 שלפניו המינוס. למשתנה 

 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
+ = 

 הוא נקודה )הראשית(; החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 ונמצאים מעליו הם  xyבמישורים מקבילים למישור 

 הם פרבולות; כך הם yz  -ו xzאליפסות. החתכים במישור 

 גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

אם      *0c     ואם מעלה  כלפי  נפתח  0cהפרבולואיד   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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 היפרבולי פרבולואיד  

 

 

 

 

 

 

 

 דוגמאות שונות 

 

 

 

 

 
2 2 2 1x y z+ + =  2 2 2

1
4 4 16

x y z
+ + = 

 2 23z x y= − − 

     

 

 

 

 

 

2 24 1z x y= + +  2 2z x y= +  1x y z+ + = 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
− = 

 הוא זוג ישרים נחתכים  xy:  החתך במישור תיאור

 הם xyבראשית; החתכים במישורים מקבילים למישור 

למישור   שמעל  אלו  ציר   xyהיפרבולות;  בכיוון   נפתחות 

 .x-נפתחות בכיוון ציר ה xyואלו שמתחת למישור  y-ה

 הם פרבולות; כך הם גם yz  -ו xzהחתכים במישור 

 החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

0c* אם         0הפרבולואיד נפתח כלפי מעלה ואםc   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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 גבול של פונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 : 9-1בשאלות את הגבולות  וחשב

1) 
3

3( , ) (0,0)

sin( )
lim

x y

x y

x y→
 

 

2) 
2 2( , ) (3,2)

sin( 6)
lim

36x y

xy

x y→

−

−
 

 

3) 
( , ) (1,2)

arctan( 3)
lim

ln( 2)x y

x y

x y→

+ −

+ −
 

 

4) 2 2

( , ) (0,0 )
lim ( )ln( )

x y
x y x y

+→
+ + 

 

5) 
( , ) (1 ,1 )

sin( 2 3)
lim

2 3x y

x y

x y+ +→

+ −

+ −
 

 

6) 
( , ) (1,2)

2 3 1
lim

2 4x y

x y

x y→

+ − −

+ −
 

 

7) 
2

( , ) (1,1)
lim

x y

xy y

x y→

−

−
 

 

8) 
( )( )2 2

2( , , ) (0,1,2)

sin
lim

x y z

x y z

xy→

+
 

 

9) 
( ) ( )

( )2 2

2 2, 0,0 3

sin
lim

x y

x y

x y→

+

+
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 : 17-10בשאלות את הגבולות  וחשב

10) 
( )

2
2 2

4 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+

+
 

11) 
0
0

lim | |x
x
y

y
→
→

 

12) 
3 2

2 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+

+
 13) 

0
0

lim
x
y

x

y→
→

 

14) 
2

4 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+
 15) 

3

6 20
0

lim
2x

y

x y

x y→
→

+
 

16) 
( )

2 20
0

sin
lim
x
y

xy

x y→
→

+
 17) 

2 4 40
0
0

lim
x
y
z

xyz

x y z→
→
→

+ +
 

 

 : 25-18בשאלות  את הגבולות וחשב

18) 
3

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y

x y→ +
 19) 

2 4( , ) ( , )
lim

x y

x y

x yx y→  

−

+ +
 

20) 
( )

2 2( , ) (0,0)

sin
lim

x y

xy

x y→ +
 21) 

4 4

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y

x y→

+

+
 

22) 
2 2 2 2

2 2( , ) (0,0)

3 3
lim

x y

x x y y

x y→

− +

+
 23) 

( ) ( )

2 4

2 2, 0,0

4 5
lim

4x y

x y y

x y→

−

+
 

24) ( )2 2

( , ) (0,0)
lim ln

x y
y x y

→
+ 25) 

3 3 3

2 2 2( , , ) (0,0,0)
lim

x y z

x y z

x y z→

+ +

+ +
 

 .שונות מומלץ לנסות לפתור בשתי דרכים 25-ו 23-20, 18בשאלות *         

 

 הבאים:על הסעיפים  וענ (26

את הגבול  וחשב . א
3

3 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+
. 

בגבול הידוע  ועזריה .ב
0

sin
lim 1
t

t

t→
את הגבול  ו, וחשב=

( )3

3 20
0

sin
lim
x
y

x y

x y→
→

+
. 

בגבול הידוע  ועזריה . ג
0

1
lim 1

t

t

e

t→

−
את הגבול  ו, וחשב=

3

3 20
0

1
lim

x y

x
y

e

x y→
→

−

+
. 

בגבול הידוע  ועזריה .ד
0

ln( 1)
lim 1
t

t

t→

+
את הגבול  ו, וחשב=

( )3

3 20
0

ln 1
lim
x
y

x y

x y→
→

+

+
. 

 בגוף השאלה. לא יינתן  הגבול הידוע קחו בחשבון שייתכן ש*            
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)לפי ההגדרה כי   וחיהוכ (27 )
0
0

lim sin cos 1
x
y

x y
→
→

+ =. 

 

2לפי ההגדרה כי   וחיהוכ (28

2
1

lim 4
x
y

x y
→
→

=. 

 

2לפי ההגדרה כי   וחיהוכ (29

1
4

lim 2 8
x
y

x y
→
→

=. 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 

2) 
1

12
 

3) 1 

4) 0 

 . אינסוף (5

6) 
1

2
 

7) 2 

8) 5 

9) 0 

 אין לפונקציה גבול. (17 – (10

18) 0 

19) 0 

20) 0  

21) 0 

22) 3 

23) 0 

24) 0 

25) 0 

 0ד. -א (26

 שאלת הוכחה. (27

 שאלת הוכחה. (28

 .שאלת הוכחה (29
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 שני משתנים  שלרציפות של פונקציה 

 שאלות 

)  את רציפות הפונקציות בנקודה ובדק 1-3שאלות ב )0,0. 

 במידה והפונקציה אינה רציפה בנקודה,
   רציפה בנקודה?  האם ניתן להגדיר אותה כך שתהיה

1) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

sin
, 0,0

,

2 , 0,0

x y
x y

f x y x y

x y

 +
 

= +


=

 

 

2) ( )
( ) ( )

( ) ( )

3 3

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 +


+= 
 =

 

 

3) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

3
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 

 

)  את רציפות הפונקציות בנקודה ובדק 4-5בשאלות  )1,4. 

4) ( )

( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

1 4
, 1,4

, 1 sin 4

0 , 1,4

x y
x y

f x y x y

x y

 − −


= − + −


=

 

 

5) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 4
, 1, 4

1 sin 4,

0 , 1,4

x y
x y

x yf x y

x y

− −


− + −= 


=

 

 

)נתון  (6 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

5,

0 , 0,0

mx y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 קבוע. m כאשר ,

 הפונקציה רציפה בראשית?  mעבור אילו ערכים של  
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)נתונה פונקציה ממשית רציפה  (7 )f f x=שאינה פונקציה קבועה ,, 

)נגדיר פונקציה חדשה  ו )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

4
, 0,0

5,

0 , 0,0

x y
f x y

x yg x y

x y

  −
  

+  


=

 . 

)רציפה בנקודה  g האם הפונקציה )0,0? 

 

 את הטענה הבאה:יכו או הפר וחיהוכ (8

)אם  ) ( )
0

lim , 0,
x

f x y f y
→

 ,yלכל  =

)וגם  ) ( )
0

lim , ,0
y

f x y f x
→

 ,xלכל  =

)אז  ) ( )
0
0

lim , 0,0
x
y

f x y f
→
→

=. 

 

)פונקציה   (9 ),f x y  מקיימת( ) ( )2 4 4, sinf x y x y )לכל ,+ ),x y. 

)שהפונקציה רציפה בנקודה  וחיהוכ )0,0. 

 

 )אם בכלל(, על מנת שהפונקציה  kמה צריך להיות הערך של הקבוע  (10

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
, , 0,0,0

, ,

, , 0,0,0

xyz
x y z

x y zf x y z

k x y z




+ += 
 =

 תהיה רציפה בכל המרחב? 

 

 נתון כי: (11

2מתקיים  xל לכ 1 2 1| ( , ) ( , ) | | |f x y f x y y y−   .(y  )תנאי ליפשיץ לפי המשתנה −

2מתקיים  y לכל 1 2 1| ( , ) ( , ) | | |f x y f x y x x−   .(x  )תנאי ליפשיץ לפי המשתנה −

)כי   וחיהוכ , )f x y  .רציפה בכל המישור 

 

 :יכואו הפר וחיהוכ (12
)נתון כי   , )f x y .רציפה בכל המישור 

נגדיר פונקציה חדשה  
2

( , )
( , )

( ) 100

f x y
z x y

x y
=

− −
. 

(1,14)ידוע כי   0, (14,1) 0z z . 

1קיימת נקודה   zאז בתחום ההגדרה של  2( , )c c, 1-כך ש 2( , ) 0z c c =. 
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 תשובות סופיות 

(0,0)הפונקציה לא רציפה. אם נגדיר   (1 1f  הפונקציה תהיה רציפה., =
 הפונקציה רציפה.  (2
 גבול. בכלל הפונקציה אינה רציפה. אין לה  (3
 הפונקציה רציפה.  (4
 הפונקציה לא רציפה. אין לה בכלל גבול.  (5
1mעבור   (6    1הפונקציה רציפה, ועבורm  .הפונקציה לא רציפה 
 הפונקציה לא רציפה.  (7
 .שאלת הוכחה (8
 .שאלת הוכחה (9

10) 0k = 
 שאלת הוכחה. (11

 שאלת הוכחה. (12
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 גבולות  –סחאות ונ

0

1 1 1 1 1
0 , 0

0 0

______________________________________________________________________

0 1

______________________________________________________________________

ln

0

x

y
x

y e e e e

y x

x x x

+ −

− 

= = =  = − =
− 

= = = = 

= − −−

→− → →

ln(0 ) ln( )

______________________________________________________________________

arctan atan( ) atan(0) 0 atan( )
2 2

_____________________________________________________________________

,x

y x

y a

 

+ = −  = 

= − = − =  =

= 0

0
0 1

1 0 1

, 1 0

_____________________________________________________________________

sin sin 0 0

_____________________________________________________________________

cos

x
a

a a a a

y a a a a

y x

y

− 

− 
 

 = = = 

= =  = =

= − − − = − − −

= cos 0 1

_____________________________________________________________________

sin
0 1 0

_____________________________________________________________________

tan
1

_________________________

x

x
y

x

x
y

x

− − − = − − −

=

= − − − − − −

1

33 3

(from right)

____________________________________________

1
1 1

(1 ) 1

_____________________________________________________________________

0 0

0 0

__________________

x

x

y e e
x

y x e

y x

y x

+

 
= + 
 

= + − − −

= − − − =  = 

= − =  = 

0 0

___________________________________________________

Defined Limits:

, ( ) , , , ( ) , / ( )

Undefined Limits :

0
, , , 0 , 1 , 0 ,

0

a a a



 =   − = − + =   =    =    = 


−  


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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 31 - נגזרות חלקיות דיפרנציאבליות

תוכן העניינים

1. נגזרות חלקיות מסדר ראשון י 386

2. נגזרות חלקיות מסדר שני י 388

3. נגזרות חלקיות לפי הגדרה י 392

4. דיפרנציאביליות י 394
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 מסדר ראשון  נגזרות חלקיות

 שאלות 

 .הפונקציה הנתונהאת הנגזרות החלקיות מסדר ראשון של  וחשב 10-1בשאלות 

1) 3 2 2( , ) 4 3 2 3f x y x x y x y= − + + 2) 5( , ) lnf x y x y= 

3) 
( )2 4

2

5ln
( , )

5 y

x y y y
f x y

y y y

+
=

+ +
)רק 

xf.) 4) ( ) ( )2 3( , ) 2 3f x y x y x y= +  + 

5) 
2

2

3
( , )

x y
f x y

x y

−
=

+
 6) ( )( , ) sinf x y xy= 

7) ( , ) arctan(2 3 )f x y x y= + 8) ( , ) cosf r r = 

9) 2 3( , , )f x y z xy z= 10) ( , , ) sin( )uvf u v t e ut= 

  

)נתון  (11 ) ( ), lnz x y x y= +. 

כי   וחיהוכ
1

2

z z
x y

x x

 
 +  =
 

. 

 

)נתון  (12 ) 2 1
, , xf x y z e y

z

 
= − 

 
. 

  וחשב
1 1 1

0, 1, , 0, 1, , 0, 1,
2 2 2

f f f

x y z

       
− − −     

       
 . 

 

 הערת סימון

1 2( , ) ;x y

f f
f f x y f f f f

x y

 
=  = = = =

 
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 תשובות סופיות 

1) 2 212 6 2xf x xy= − +  26 3yf x y= − + 

2) 45 lnxf x y=   
5

y

x
f

y
= 

3) 
( )4

2

5ln
2

5
x y

y y y
f x

y y y

+
=

+ +
 

4) 2 36 6 2xf x xy y= + +  2 3 26 12 3yf xy y x= + + 

5) 
( )

2 2

2
2

2 3
x

x xy y
f

x y

+ +
=

+
  

( )

2 2

2
2

3 3 2
y

x y x y
f

x y

− + −
=

+
 

6) cos( )xf xy y=    cos( )yf xy x=  

7) 
2

2

1 (2 3 )
xf

x y
=

+ +
  

2

3

1 (2 3 )
yf

x y
=

+ +
 

8) cosrf =   sinf r = − 

9) 2 3

xf y z=   32yf xyz=   2 23zf xy z= 

10)  sin cosuv

uf e v ut t ut= + sinuv

vf u e ut=    cosuv

tf u e ut=   

 הוכחה.שאלת  (11

12) 
1 1 1

0, 1, 1, 0, 1, 2, 0, 1, 4
2 2 2

f f f

x y z

       
− = − − = − − =     

       
 

 

 הערת סימון

1 2

2 2

11 222 2

2 2

12 21

( , )

x y

xx yy

xy yx

f f
f f f f

x y

f f
f f x y f f f f

x y

f f
f f f f

y x x y

 
= = = =
 

 
=  = = = =

 

 
= = = =
   
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 מסדר שני נגזרות חלקיות

 שאלות 

 : הפונקציה הנתונהשל   עד סדר שניהנגזרות החלקיות כל את  וחשב 14-1בשאלות 

1) 2 2 2( , ) 4 4 10f x y x x y x y= − + + 
 

2) 4( , ) lnf x y x y= 
 

3) 3 3( , ) 6f x y x y xy= + − 
 

4) 3 3( , ) 3(1 )( )f x y x y y x y= + + − + 
 

5) ( , ) ( )f x y xy x y= − 
 

6) ( , ) ( 9)(2 6)(4 3 12)f x y x y x y= − − − + 
 

7) ( , ) ( )xyf x y e x y= + 
 

8) ( )2 2( , ) x yf x y e x y+= + 

 

9) ( ) ( )2 2
2 2( , ) 2

x y
f x y x y e

− +
= + 

 

10) ( )2 2( , ) ln 1f x y x y= + + 

 

11) ( )2 2( , ) lnf x y x y= + 

 

12) ( )2 23( , ) lnf x y x y= + 

 
13) ( , ) sin(10 4 )f x y x y= + 

 
14) ( , , )f x y z xyz= 
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)  וחשב (15 )' 1,1xyf,  עבור( ) ( )2 2, lnf x y xy x y= − −. 

 

)  וחשב (16 )' 1,1xyf,  עבור( ) ( )2 2, lnf x y x y= +. 

 

)  וחשב (17 )' 1,1xyf,  עבור( ) 2 2,f x y x y= +. 

 

)נתון  (18 )
2

,
ln

x
f x y

y x
=

+
. 

)  וחשב ) ( ) ( )
2 2 2

2 2
1, , 1, , 1,

f f f
e e e

x y x y

  

   
 . 

 

 

 

 

 ערת סימוןה

1 2

2 2

11 222 2

2 2

12 21

( , )

x y

xx yy

xy yx

f f
f f f f

x y

f f
f f x y f f f f

x y

f f
f f f f

y x x y

 
= = = =
 

 
=  = = = =

 

 
= = = =
   
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 תשובות סופיות 

1) 28 2 4xf x xy= − +  28 2xxf y= −   22 10yf x y= − + 
22yyf x= −   4xyf xy= −   4yxf xy= − 

2) 34 lnxf x y=   212 lnxxf x y=   
4

y

x
f

y
= 

4

2yy

x
f

y
= −   

34
xy

x
f

y
=   

34
yx

x
f

y
= 

3) 23 6xf x y= −   6xxf x=   23 6yf y x= − 

6yyf y=    6xyf =    6yxf = − 

4) 23 3 3xf x y= + −  6xxf x=   23 3 3 6yf y x y= + − − 

6 6yyf y= −   3xyf = − 

5) 22xf xy y= −   2xxf y=   2 2yf x xy= − 

2yyf x= −   2 2xy yxf f x y= = − 

6) 22 8 3 1 24 0 57 1 72 0 0xf xy y x y = −  − − +  + + + 

22 4 1 3 2 0 54 57 1 0 27 0yf x x y y x =  −  − − +  + + +  

 2 8 0 24xxf y= − −  2 0 6 1 54 0 0yyf x= −  − + + 

 2 8 1 6 0 57 0xyf x y=  − − + + 

7) ( )2 1xy

xf e xy y= + +  ( )2 1xy

yf e x xy= + + 

( ) ( )2 1 0 0xy xy

xxf e y xy y y e=  + + + + +  ( ) ( )2 1 0xy xy

yyf e x x xy x e=  + + + +  

 ( ) ( )2 1 2xy xy

xyf e x xy y x y e=  + + + +  

8) ( )2 2 2x y

xf e x y x+= + +    ( )2 2 2x y

yf e x y y+= + + 

( ) ( )2 2 2 2 2x y x y

xxf e x y x x e+ += + + + +, 

( ) ( )2 2 2 2 2x y x y

yyf e x y y y e+ += + + + + 

( )2 2 2 2x y x y

xyf e x y x y e+ += + + +  

9) ( )
2 2 3 22 2 4x y

xf e x x xy− −= − −   ( )
2 2 2 34 2 4x y

yf e y x y y− −= − − 

( )( ) ( )
2 2 2 23 2 2 22 2 2 4 2 6 4x y x y

xxf e x x x xy x y e− − − −= − − − + − −  

( )( ) ( )
2 2 2 22 3 2 22 4 2 4 4 2 12x y x y

yyf e y y x y y x y e− − − −= − − − + − −  

( )( ) ( )
2 2 2 23 22 2 2 4 4 2x y x y

xyf e y x x xy x y e− − − −= − − − + −  
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10) 
2 2

2

1
x

x
f

x y
=

+ +
     

2 2

2

1
y

y
f

x y
=

+ +
  

( )
2

2 2

2 2

1
xy

y x
f

x y


=

+ +
    

( )
( )

2 2

2 2

2 1 2 2

1
yy

x y y y
f

x y

 + + − 
=

+ +
 

11) 
2 2

2
x

x
f

x y
=

+
  

2 2

2
y

y
f

x y
=

+
  

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2
xx

x y x x
f

x y

+ − 
=

+
 

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2
yy

x y y y
f

x y

+ − 
=

+
   

( )

( )

2 2

2
2 2

0 2 2
xy

x y y x
f

x y

+ − 
=

+
 

12) 
2 2

2 1

3
x

x
f

x y
= 

+
  

2 2

2 1

3
y

y
f

x y
= 

+
 

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2 1

3
xx

x y x x
f

x y

+ − 
= 

+

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2 1

3
yy

x y y y
f

x y

+ − 
= 

+
   

( )

( )

2 2

2
2 2

0 2 2 1

3
xy

x y y x
f

x y

+ − 
= 

+
 

13) ( )10cos 10 4xf x y= +  ( )100sin 10 4xxf x y= − + 

( )4cos 10 4yf x y= +  ( )16sin 10 4yyf x y= − + 

( )40sin 10 4xyf x y= − +  ( )40sin 10 4yxf x y= − + 

14) xf yz=  0xxf =  xyf z= xzf y= 

yf xz=  yxf z= 0yyf = yzf x= 

zf xy=  zxf y= zyf x= 0zzf = 

15) 2− 

16) 1− 

17) 
1

2 2
− 

18) 
2

4 1
1

16

e e

 
+ 

  
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 לפי ההגדרה נגזרות חלקיות

 שאלות 

)נתונה הפונקציה  (1 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

xy
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 . 

)  את הנגזרות החלקיות של הפונקציה הבאה בנקודה וחשב . א )0,0. 

) רציפה בנקודה האם הפונקציה .ב )0,0? 

 האם פונקציה גזירה חלקית היא בהכרח רציפה?  . ג
 

את הנגזרות החלקיות של    ומצא (2
( ) ( )

( ) ( )

3

2 2
, 0,0

( , )

0 , 0,0

x
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

, 

)בנקודה  )0,0. 

 

)את הנגזרות החלקיות של    ומצא (3 )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2

2 4
, 0,0

,

1 , 0,0

y x
x y

f x y y x

x y

 +
 

=  +


=

, 

) בנקודה )0,0. 

 

) נתונה הפונקציה (4 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

,

0 , 0,0

y x
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 . 

)  שהפונקציה לא רציפה בנקודה וחיהוכ . א )0,0 . 

)שלפונקציה קיימות נגזרות חלקיות בנקודה   וחיהוכ .ב  אותן.   ווחשב 0,0(

 

 נתונה הפונקציה (5
( ) ( )

( ) ( )

3 4

2 2
, 0,0

( , )

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 +


+= 
 =

 . 

 את הנגזרות החלקיות של הפונקציה.  וחשב . א

) של הפונקציה רציפות בנקודה  הנגזרות החלקיותהאם  .ב )0,0? 
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) נתונה הפונקציה (6 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
xy x y

x yf x y

x y

 −


+= 
 =

 . 

(0,0)האם  ובדק . א (0,0)xy yxf f=,  .על ידי חישוב ישיר 

) האם הנגזרות המעורבות רציפות בנקודה .ב )0,0? 

(1,4)האם  . ג (1,4)yxyxyxy xyxyxyxf f=. 

 

 הערה
 סעיף ב'. 7-ו 6שאלות  – דיפרנציאביליותתחת הכותרת  ,תרגילים נוספים בהמשך הפרק

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

(0,0)א.  (1 0 , (0,0) 0x yf f= )ב. לא רציפה בנקודה = )0,0 . 

 ג. פונקציה גזירה חלקית אינה בהכרח רציפה.

2) (0,0) 1 , (0,0) 0x yf f= = 

3) (0,0) 0 , (0,0) 0x yf f= = 

(0,0)ב.   א. שאלת הוכחה. (4 0 , (0,0) 0x yf f= = 

א.  (5

( )

( )

4 2 2 4

2
2 2

5 2 3 3

2
2 2

3 2
( , ) (0,0)

( , )

1 ( , ) (0,0)

2 4 2
( , ) (0,0)

( , )

0 ( , ) (0,0)

x

y

x x y xy
x y

f x y x y

x y

y x y x y
x y

f x y x y

x y

 + −


= +


=

 + −


= +


=

 . ב. לא רציפות 

(0,0)א.  (6 1 (0,0) 1xy yxf f= − = 

)ב. הנגזרות המעורבות לא רציפות בנקודה  .ג. כן .0,0(

1
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 ליות ידיפרנציאב

 שאלות 

)  האם הפונקציה הנתונה דיפרנציאבילית בנקודה וקבד 1-4בשאלות  )0,0. 

1)    ( )
( ) ( )

( ) ( )

3 3

2 2
, 0,0

2,

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 +


+= 
 =

 

 

2) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1
sin , 0,0

,

0 , 0,0

x y x y
x yf x y

x y


+ 

+= 


=

 

 

3) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

,

0 , 0,0

y
x y

x yf x y

x y




+= 


=

 

 

4) ( )
( ) ( )

( ) ( )

4
, 0,0

4,

0 , 0,0

x y
x y

y xf x y

x y

+


+= 
 =

 

 

)  הפונקציהדיפרנציאביליות   וקבד (5 ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

1

, 0,0,

0 , 0,0

x ye x yf x y

x y

−
+


 = 
 =

. 

 

) נתון (6 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

,

0 , 0,0

mx y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 ,m .קבוע 

 הפונקציה רציפה בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . א
 הפונקציה גזירה חלקית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   .ב
 הפונקציה דיפרנציאבילית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . ג
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) נתון (7 ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

m

xy
x y

x yf x y

x y




+= 


=

,m  .קבוע 

 הפונקציה רציפה בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . א
 הפונקציה גזירה חלקית בראשית?  mכים של  עבור אילו ער .ב
 הפונקציה דיפרנציאבילית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . ג

 

)פונקציה דיפרנציאבילית בנקודה   fתהי   (8 )0,0 . 

)נגדיר פונקציה חדשה     )
( ), 0

,
0 0

f x y xy
x y

xy



= 


 . 

(0,0)נתון  (0,0) (0,0) 0x yf f f= = =. 

) דיפרנציאבילית בנקודה -ש וחיהוכ )0,0. 

 

)דיפרנציאביליות   וקבד (9 )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1
2 2 2 3

sin
, , 0,0,0

, ,

0 , , 0,0,0

z xy
x y z

f x y z x y z

x y z




= + +


=

, 

) בנקודה )0,0,0. 

 

:נתונה  (10 nf R R→, המוגדרת על ידי ( )

2

2

1 1
0

0.5 0

x
x

f x x

x

 + −
 

= 


=

. 

0xדיפרנציאבילית בנקודה  fהאם  =? 
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 תשובות סופיות 

 לא דיפרנציאבילית.  (1

 דיפרנציאבילית.  (2

 דיפרנציאבילית. לא  (3

 לא דיפרנציאבילית.  (4

 דיפרנציאבילית בכל נקודה במישור. (5

1mא.  (6     .0בm    .2גm 

1mא.  (7    ב. לכלm     .0.5גm  

 הוכחה.שאלת  (8

 דיפרנציאבילית.  (9

 כן. (10

1
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פרק 32 - כלל השרשרת בפונקציות של מספר משתנים

תוכן העניינים

1. כלל השרשרת בפונקציות של מספר משתנים י 397
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 של מספר משתנים בפונקציות כלל השרשרת 

 שכל הנגזרות הרשומות קיימות.  וחי, הנבתרגילים בפרק זה
 

 שאלות 

2נתון:  (1 2ln( )z x y= − ,2 22 ,x u v y u v= − = +. 

u, חשבו: vz z. 

 

24נתון:  (2 , 4 , u vv t k u t m z e −= + = + = . 

, חשבו: ,t m kz z z. 

 

2נתון:  (3 2( )z f x y= − . 

0x הוכיחו: yy z x z +  =. 

 

)נתון:  (4 )z f xy= . 

0x הוכיחו: yx z y z −  =. 

 

נתון:  (5
x

z f
y

 
  
 

= . 

0x הוכיחו: yx z y z +  =. 

 

)נתון:  (6 , )z f x y y x= − − . 

0x הוכיחו: yz z+ =. 

 

)נתון:  (7 , , )w f x y y z z x= − − − . 

0x הוכיחו: y zw w w+ + =. 

 

sinנתון:  (8 (sin sin )u x f y x= + − . 

cos הוכיחו: cos cos cosx yu y u x x y+ =. 

 

1
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2נתון:  (9 2( )z y f x y=  − . 

 הוכיחו:
2

1 1
x y

z
z z

x y y
+ =. 

 

נתון:  (10
y

z xy xf
x

 
 
 

= + . 

x הוכיחו: yx z y z xy z +  = +. 

 

)2נתון:  (11 , , ) ,
y z

u x y z x f
x x

 
 
 

=  . 

2x הוכיחו: y zxu yu zu u+ + =. 

 

)נתון:  (12 , ) ( ) ( )h x y f y ax g y ax= + + − . 

2הוכיחו:
xx yyh a h= . 

 

)נתון:  (13 , ) ( sin ) ( sin )x xu x y f e y g e y= − . 

 הוכיחו:

 . א
2sin

xx x
xx yy

u u
u u

y

−
+ = 

xy .ב yxu u= 

) את חשבו . ג )1,xyu אם ידוע ש ,-( ) ( )' 0 2, ' 0 1f g= = . 

 

sinנתון:  (14 , cos , ( , )y r x r u f x y = = = . 

) הוכיחו: . א ) ( ) ( ) ( )
2 22 2

2

1
x y ru u u u

r + = +. 

2 הוכיחו: .ב 2cos 2 cos sin sinrr xx xy yyu f f f   = + +. 

 הוכיחו: . ג
2

1 1
xx yy rr rf f u u u

rr + = + +. 
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)נתון  (15 , )z h u v=  ונתון כי ,( , ) , ( , )u f x y v g x y= מקיימות את משוואת   =

x,רימן, כלומר מקיימות  -קושי y y xu v u v= = −. 

 כי:  וחיהוכ

u, . א v  .מקיימות את משוואת לפלס 

0xx כלומר, yyu u+ 0xxוכן   = yyv v+ =. 

) .ב ) ( ) ( )
2 2

xx yy x x uu vvh h u v h h 
 
 

+ = + + 

 

)נתון:  (16 )sinh , cosh , ,y r s x r s u f x y= = = . 

)כי:   וחיהוכ ) ( ) ( ) ( )
22 22

2

1
x y r su u u u

r
− = −. 

 

)פונקציה   (17 ),f x y  תיקרא הומוגנית מסדרn אם ,( ) ( ), ,nf tx ty t f x y= . 

 הומוגנית, אז:  fכי אם  וחיהוכ

) . א ),x yx f y f n f x y +  =   

) .ב ) ( )2 2 2 1 ,xx yy xyx f y f xyf n n f x y+ + = −  

 

)נתונה הפונקציה  (18 )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yz f x y

x y




+= = 
 =

 . 

)  החלקיות של הפונקציה בנקודהאת הנגזרות חשבו  . א )0,0. 

2נתון  .ב ,x t y t= =. 

 באופן ישיר. z(0)'את חשבו 

2נתון  . ג ,x t y t= =. 

 כלל השרשרת. לפי z(0)'את חשבו 

 האם הפונקציה דיפרנציאבילית.   וקבע ,בעזרת תוצאת סעיף ג' בלבד .ד
  

1
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 תשובות סופיות 

1) ( )2 2 2 2

1 1
2 2 2 2uz x y u

x y x y
=   + − 

− −
 

2) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 1 4, 1 4, 1 1u v u v u u v

t m kz e t e z e z e− − − −=  + −  =  = −  

 −eג.      (13

)  א.    (18 ) ( )0,0 0,0 0x yf f= ב.   =
4

5
 דיפרנציאבילית. ד. לא  0ג.  

 
 GooL.co.il היכנסו לאתר שאר השאלות הן שאלות הוכחה, לפתרונות מלאים

1
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פרק 33 - נגזרת מכוונת וגרדיאנט
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 נגזרת מכוונת וגרדיאנט

 שאלות 

2 תהי (1 2( , )f x y x y= +. 

 (3,4).ואת אורכו בנקודה   f את הגרדיאנט של חשבו  . א

 מהי משמעות התוצאה? 

 .(3,4)העובר דרך   ,f שהגרדיאנט הוא נורמל לקו הגובה שלהראו  .ב

 

)2תהי  (2 , ) 3f x y x y=. 

3קטור ובכיוון הו, (1,2)בנקודה f את הנגזרת המכוונת שלחשבו  4u = +i j . 

 

)תהי  (3 , ) sin( )f x y x xy= −. 

,1  בנקודה f את הנגזרת המכוונת שלחשבו 
2

 
 
 

, 

קטור ובכיוון הו
1 3

2 2
u = +i j. 

 

2תהי  (4 2( , ) 2 3 5f x y x xy y= − +. 

 בכיוון וקטור היחידה, ,(1,2)  בנקודה f את הנגזרת המכוונת שלחשבו 

 .x-ר העם החלק החיובי של צי 45 של זווית היוצר
 

)2תהי  (5 , )f x y xy=. 

 .(4,5) הנקודלבכיוון   (1,3)  בנקודה f את הנגזרת המכוונת שלחשבו 

 

2תהי  (6 2( , , )f x y z x y z=. 

 ,(2,1,4)בנקודה  ,f את הנגזרת המכוונת שלחשבו 

1 קטורובכיוון הו 2 2u =  +  + i j k. 

 

)  בנקודה V החשמליאם הפוטנציאל  (7 , )x y,  2נתון על ידי 2ln x yV +=, 

 . (2,6)  נקודהלבכיוון  (3,4) בנקודההפוטנציאל קצב השינוי של  אתמצאו  

 

)את הכיוון בו הנגזרת המכוונת של מצאו   (8 , ) (cos sin )xf x y e y y= + 

 את ערכה.חשבו ו ,היא מקסימלית (0,0) בנקודה

1
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3את הכיוון בו הנגזרת המכוונת של הפונקציה מצאו   (9 2( , , ) 2 3f x y z x y y z= −, 

,1,2) בנקודה  .את ערכהחשבו ו ,היא מקסימלית −(1

 

2אם הטמפרטורה נתונה על ידי   (10 2 2( , , ) 3 5 2f x y z x y z= −   מצאנ ניוא ,+

 בנקודה
1 1 1

, ,
3 5 2

 
 
 

 ללכת?  יבאיזה כיוון עלי ורוצה להתקרר כמה שיותר מהר, 

 

)2נתונה הפונקציה  (11 , ) 4f x y x y= . 

)את הנגזרת המכוונת של הפונקציה בנקודה מצאו   . א )1,2, 

 .x-ה עם הכיוון החיובי של ציר 30ית של והיוצר זו בכיוון וקטור

)את הנגזרת המכוונת של הפונקציה בנקודה מצאו   .ב )1,2, 

 .y-ה עם הכיוון החיובי של ציר 30וית של והיוצר ז בכיוון וקטור

)הצגה פרמטרית של הישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה מצאו  . ג )1,2, 

 קטור הנתון בסעיף ב'.ובכיוון הו
 

2נתונה הפונקציה  (12 4( , , )f x y z x yz=. 

,1)את הנגזרת המכוונת של הפונקציה בנקודה מצאו   2, )1−, 

 ,x-ה עם הכיוון החיובי של ציר 60היוצר זווית של  בכיוון וקטור
 .z-ה של ציר הכיוון החיובי עם 60-ו

 חדה.  y- ה ית עם צירושהזו וחיהנ
 

2נתונה הפונקציה  (13 2 3( , )f x y xy x y−=  .Q(1,1) נקודההונתונה  −

 ,Qה את הנגזרת הכיוונית של הפונקציה בנקודחשבו  . א

 .x-ה צירהכיוון החיובי של עם  60 ויתושיוצר ז בכיוון וקטור

)-כך ש ,uוקטור  מצאו  .ב )Q 0
f

u


=


. 

)- כך ש ,uהאם קיים וקטור  . ג )Q 6
f

u


=


? 
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)נתונה הפונקציה  (14 )
( ) ( )

( ) ( )

3 2

2 2
, 0,0

4,

0 , 0,0

x xy
x y

x yf x y

x y

 −


+= 
 =

 . 

)כי הפונקציה רציפה בנקודה הוכיחו  . א )0,0. 

)את הנגזרות החלקיות של הפונקציה בנקודה  חשבו  .ב )0,0. 

 .f(0,0)את חשבו  . ג

)דיפרנציאביליות הפונקציה בנקודה בדקו  .ד )0,0. 

)בנקודה   fאת הנגזרת המכוונת של הפונקציה מצאו   .ה )0,0 , 

,1) וקטורובכיוון ה 1)u = −. 

 בדרך שונה מהדרך בסעיף ד'.   ,מדוע הפונקציה אינה דיפרנציאביליתהסבירו  .ו
 

2פונקציה  ה (15 2 2( , , ) 2 4f x y z x y z= + )מתארת טמפרטורה בנקודה  ,+ , , )x y z. 

,2)מהי הטמפרטורה בנקודה  . א 4,1)? 

)אוסף הנקודות  .ב , , )x y z,  20בהן הטמפרטורה שווה, 
 מהווה משטח מפורסם. מהו? 

,2)נמלה שנמצאת בנקודה  . ג  רוצה להגיע לטמפרטורה גבוהה יותר. (4,1
 על מנת שקצב שינוי הטמפרטורה יהיה מקסימלי? ,באיזה כיוון עליה לנוע

1z)מישור   1הנמלה שלנו נמצאת כעת על שולחן בגובה  .ד =) , 
,2)בנקודה   ,היא רוצה להגיע לטמפרטורה גבוהה יותר , . כמו בסעיף ג(4,1

 את השולחן. לעזוב אך הפעם אסור לה
 ? באיזה כיוון עליה לנוע על מנת שקצב השינוי שלה יהיה מקסימלי

 

ה (16 2שעל המשטח  ,(2,1,14)מוחזקת בנקודה  גֻּלָּ 220 2z x y= − −. 
האת ה שחררו  תחילה לנוע על המשטח כלפי מטה.הוהיא   גֻּלָּ

 מהו המשטח הנתון? . א

)קטור ואת הומצאו   .ב , , )u a b c=, ההמתאר את כיוון הנפילה של ה  . גֻּלָּ

 

)תהי  (17 ),f f x y=  :פונקציה דיפרנציאבילית בכל המישור, המקיימת 

1. ( )
2

2 4,
2

x
f x x x=  .xלכל  +

)הנגזרת המכוונת של  .2 ),f x y בנקודה ,( , בכוון הווקטור 1,1(
4 3

,
5 5

 
 
 

, 

 .1שווה 

)בנקודה   fאת הגרדיאנט של חשבו  )1,1. 
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)נתונה  (18 , , )f f x y z= ימת  יהמק  ,דיפרנציאבילית( )2 2, , 2f x y x y x y+ = +. 

נתון כי  
5

(0, 2, 4)
3

f

u


= −


)כאשר   , 2,1, 2)u = −. 

,0)את חשבו  2, 4)f. 

 

נתונה הפונקציה  (19
1 2

3 3( , ) 12f x y x y= . 

(8,1) אתחשבו  . א
f

u




,3)וקטור ובכיוון ה , 4)u =. 

)האם הפונקציה דיפרנציאבילית בנקודה בדקו  .ב )0,0  . 

(0,0)חשבו   . ג
f

v




 ית והיוצר זו, vבכיוון וקטור , 

 .x-ה עם הכיוון החיובי של ציר

(0,0)הנגזרת המכוונת  ,באיזה כיוון  .ד
f

v




 תהיה מקסימלית?  

 מהו הערך המקסימלי של הנגזרת? 

 

)נתונה הפונקציה  (20 )
2

2

1
sin 20 21 0

,

21 0

x x y x
f x y x

y x


+ + 

= 
 =

 . 

(0,0)מתקיים  mעבור אלו ערכים של   . א
ˆ

f
m

u





 ?û יחידהלכל וקטור  ,

(0,0)המקיים   ,ûוקטור יחידה  מצאו  .ב 0
ˆ

f

u


=


. 

 
 

 הערות סימון 

(1,0) :2 במישור (1 , (0,1)= =i j ,ולכן ניתן לסמן וקטור במישור בשתי דרכים : 

( , )u x y= או  u x y= +i j. 

(3,4) :למשל  3 4u u=  = +i j. 

(1,0,0): 3  במרחב , (0,1,0) , (0,0,1)= = =i j k, 

)  ולכן ניתן לסמן וקטור במרחב בשתי דרכים: , , )v x y z= ,או  v x y z= + +i j k. 

(3,4,5) :למשל  3 4 5u u=  =  +  + i j k. 

 . uאו   uגם  u יש המסמנים וקטור (2

 
 .ûוקטור יחידה יסומן  (3

  

1
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 תשובות סופיות 

)א. הגרדיאנט  (1  . 10ב. אורך הגרדיאנט  .6,8(

2) 
48

5
 3) 

1

2
 4) 7.5 2 

5) 3 13 6) 
88

3
 7) 

1
5

5
 

)וקטור והנגזרת המכוונת מקסימלית בכיוון ה (8  .2- ושווה ל 1,1(

 . 22-ושווה ל (12-,12,14)קטור והנגזרת המכוונת מקסימלית בכיוון הו (9

)וקטורובכיוון ה (10 )2, 2, 2− −. 

8א.  (11 3 8ב.    +2 2 )ג.   +3 )
1 3

: 1,2,4 , ,8 2 3
2 2

t
 

+ +  
 

 

12) 
1

2
2
− 

א.  (13
1 5

3
2 2

− )  ב.  + )5,1u  ג. לא.   .)יש עוד( =

,1  ב.  א. הוכחה. (14 0x yf f= )ג.   = )(0,0) 1,0f = 

 0 ה.   נציאבילית. ד. לא דיפר

) קטורו בכיוון הוג.   אליפסואיד.ב.   מעלות.  73א.  (15 )8,32, 2 . 

)קטור וד. בכיוון הו  )8,32 . 

,4,4)ב.    א. פרבולואיד. (16 32)u = − 

17) ( )
1

1,1
3

f
− 

 =  
 

 

18) (0, 2, 4) (2, 3,1)f = − 

א.  (19
67

5
)ג.  דיפרנציאבילית. לא  ב.   )

1
3 312 cos cos − 

54.73  ד. =, ( )
1

3(0,0) 12 2 / 27
f

Max
v


=


 

29mא.  (20    .ב( )ˆ 21/ 29, 20, 29u =  )יש אחרים(. −

1
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 הפן הטכני  –פונקציות סתומות 

 שאלות 

2כאשר   ,y'את  מצאו   (1 5 1x y xy+ = +, 

 .y(0)'את חשבו ו

 

2כאשר   ,y(1)'את  מצאו   (2 2 5 4x ye x y x+ = −. 

 

)''את  מצאו   (3 ) , '( )y e y e  , 2כאשרln ln 1x y+ =. 

 

נתון  (4
2 22 ( )sin 0x yz e x y z+− + + = ( )( , ) 0z z x y= . 

,(0,0)את חשבו  (0,0)
z z

x y

 

 
. 

 

נתון  (5
2 22 4( )sinx yz e x y z e+− + + = − ( )( , ) 0y y x z= . 

,(0,0) אתחשבו  (0,0)x zy y. 

 

נתונה המשוואה  (6
1 1

x y x y f
x z

 
− =   − 

 
. 

2כי  הוכיחו  2 2

x yx z y z z +  =. 

 

3נתון  (7 2 0z xz y− + = ( )( , ) 0z z x y= . 

 .xxz(1,1)מצאו  

 

3 נתונה משוואה (8 3 4z xyz− ,2,1) ונקודה =  : ו אתמצא .−(2

 xxz(2,1) . א

 xyz(2,1) .ב

 yyz(2,1) . ג
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נתונה מערכת משוואות:  (9
2

2

3

2 2

u v x y

u v x y





− = +

− = −
. 

,את חשבו  . א , ,x x y yu v u v. 

xyכי   והרא .ב yxu u=. 

 
 אין להסתמך על משפט הנגזרות המעורבות. הערה: בסעיף ב' *
 

2 נתונה מערכת משוואות: (10 2

3 3

x u v

y u v

w u v

= +


= +


= +

. 

x,את חשבו  . א yw w. 

x,חשבו   .ב wy y . 

 

נתונה מערכת משוואות:  (11
4

4

xyz

x y z

=


+ + =
. 

)''כי  הוכיחו  ) ''( ) 0z x y x+ =. 
 

נתונה המערכת:  (12
cos sin ln ( )

sin cos '( )

x u y u z f u

x u y u f u

+ + =

− + =

. 

 כי: הוכיחו 

) . א ) ( )
22 2

x yz z z+ = 

xy .ב yxz z= 
 

 הערה: בסעיף ב' אין להסתמך על משפט הנגזרות המעורבות. *
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 תשובות סופיות 

1) 
1

'(0)
5

y = 

2) '(1) 5y = 

3) 
2 3

2 6
'( ) , ''( )y e y e

e e
= − = 

4) 
sin1

(0,0) (0,0)
2

x yz z= = − 

5) 
4

1
(0,0) 0, (0,0)

2
x zy y

e
= = 

 הוכחה.שאלת  (6

7) (1,1) 16xz = − 

8) (2,1) (2,1) 1, (2,1) 4xx xy yyz z z= = = 

  א. (9
12 1 4 2 3 2 4 1 1

, , ,
8 1 8 1 8 1 8 1 8

x y x y

v v u u
u u v v uv

uv uv uv uv

− + − +  
= = = =  

− − − −  
 

 הוכחה. שאלת ב.

)א.  (10 )
3

3 , ( )
2

w w
uv v u u v

x y

 
= − = + 

 
 

)ב.   )
2 2

,
3( )

y uv y
u v

x v u w v u

 
= − =  

 +  +
 

 הוכחה.שאלת  (11

 הוכחה.שאלת  (12

1
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 תאורטיהפן ה – פונקציות סתומות 

 שאלות 

5נתונה המשוואה  (1 3 2 1y y y x+ + = −. 

 שבה המשוואה מגדירה  ,(2,1) הנקודהשקיימת סביבה של הוכיחו  . א

)  פונקציה )y f x=. 

 .f(2)'את חשבו  .ב

) האם מתקיימים תנאי מ.פ.ס בנקודהבדקו  . ג 2,1)−. 

) שהמשוואה מגדירה פונקציההוכיחו  .ד )y f x= לכל  x .ממשי 

 

2נתונה המשוואה  (2 17yx y e+ + =. 

 שבה המשוואה מגדירה  ,(4,0) הנקודהשקיימת סביבה של הוכיחו  . א

)  פונקציה )y y x=. 

האם העקום המתאר את המשוואה עולה או יורד בנקודה בה  בדקו  .ב
4x =. 

 מתקיים עבור כל נקודה שמקיימת את המשוואה.  מ.פ.ס-שהוכיחו  . ג

)שהמשוואה מגדירה פונקציה הוכיחו  .ד )y f x=   לכלx .ממשי 

 סעיף ד'.ותוצאות סעיף ג' תוצאות  בין  השוו .ה

 

3 נתונה המשוואה (3 3 2 23 6 3 12 7 0y x y x y x− − + + − + =. 

) הסתומה בנקודה האם מתקיימים תנאי משפט הפונקציהבדקו  . א )2,1. 

 בסביבת הנקודה? xכפונקציה של  y  האם המשוואה מגדירה את .ב

 בסעיף א'? הסעיף ב' עומדת בסתירה לתשובל התשובההאם  . ג

 

) פונקציה ורילגבי כל אחת מהמשוואות הבאות הגד (4 , )F x y ,מתאימה 

0 האם קיימת נקודהבדקו ו 0( , )x y , .כך שמתקיימים תנאי מ.פ.ס 

 . בכל מקרה מה ניתן להסיק מהמשפטבדקו 

2 . א 2 4 0x y+ + = 

40 .ב 100xy x− = 

2 . ג 2 3x y− = 
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3נתונה המשוואה  (5 32 6 0x y xy+ − =. 

 את כל הנקודות עבורן מתקיים משפט הפונקציה הסתומה. מצאו   . א

 עבור נקודות אלה.  y' אתחשבו  .ב

 לומר בשלב זה על הנקודות בהן לא מתקיים מ.פ.ס?  ומה תוכל . ג

 ,על סמך השרטוט , ווקבע ,בתוכנה גרפית לשרטוט המשוואה והשתמש .ד
בהן מ.פ.ס לא מתקיים, קיימת סביבה המכילה את  האם בנקודות 

 .x הוא פונקציה של y הנקודה ובה

 

) נתונה המשוואה הבאה:  (6 ) 3 3. 0 3 0a x y axy + − = 

 את כל הנקודות עבורן מתקיים משפט הפונקציה הסתומה. מצאו   . א

 עבור נקודות אלה.  y'' אתחשבו  .ב

 

2נתונה המשוואה  (7 2 2x y R+ =. 

 את כל הנקודות עבורן מתקיים משפט הפונקציה הסתומה. מצאו   . א

 האם וקבע  בנקודות בהן לא מתקיים משפט הפונקציות הסתומות, .ב
)פונקציה   קיימת סביבה של הנקודה בה המשואה מתארת )y f x=. 

 זאת בשתי דרכים:ו עש

 על ידי תיאור גרפי של העקום.  .1

 על ידי חישוב. .2

 

4נתונה המשוואה  (8 4 0ax y xy+ −  קבוע ממשי. aכאשר , =

)ידוע שהנקודה   )0 , 0.5x   מקיימת את המשוואה, אך לא מקיימת את תנאי

 הפונקציה הסתומה. משפט 

 .a  ואת הקבוע 0xאת  מצאו   . א

האם קיימות נקודות נוספות, שמקיימות את המשוואה הנתונה אך לא  .ב
 אותן. מצאו מקיימות את מ.פ.ס? אם כן, 

 ,על סמך השרטוט  ,ווקבע ,בתוכנה גרפית לשרטוט המשוואה והשתמש . ג
  האם בנקודות בהן מ.פ.ס לא מתקיים, קיימת סביבה המכילה את

 .x הוא פונקציה של y הנקודה ובה
שעבור הנקודה החיובית שלא  , ללא שימוש בתוכנה גרפית,וחיהוכ .ד

 y, לא קיימת סביבה שבה המשוואה מגדירה את קיימת את מ.פ.סמ

 .xפונקציה של כ
  

1
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ln נתונה המשוואה (9 ln 1xy y x= − +. 

 את כל הנקודות עבורן מתקיים משפט הפונקציה הסתומה. מצאו   . א

 אלה. עבור נקודות   y' אתחשבו  .ב

 לומר בשלב זה על הנקודות בהן לא מתקיים מ.פ.ס?  ומה תוכל . ג

 ,על סמך השרטוט  ,ווקבע ,בתוכנה גרפית לשרטוט המשוואה והשתמש .ד
האם בנקודות בהן מ.פ.ס לא מתקיים, קיימת סביבה המכילה את  

 .x הוא פונקציה של y הנקודה ובה

 ,האם בנקודות בהן מ.פ.ס לא מתקיים ומוש בתוכנה גרפית, קבעללא שי .ה
 המכילה את הנקודה ובה המשוואה מתארת פונקציה.  קיימת סביבה

 

)נתונה המשוואה  (10 2) ln ln 1e x y y− + = −. 

) האם מ.פ.ס מתקיים עבור הנקודהבדקו  . א , )e e. 

x  כמה נקודות על העקום הנתון מקיימות .ב e=? 

 בסעיף א'? תשובהלבסעיף ב' עומדת בסתירה  התשובההאם  . ג

 את כל הנקודות המקיימות את מ.פ.ס. מצאו   .ד

 את הנגזרת בנקודות הנ"ל. חשבו  .ה

האם בנקודות בהן לא מתקיים  ,בתוכנה גרפית על מנת לקבוע והשתמש .ו
)ניתן למצוא סביבה שבה המשוואה מגדירה פונקציה  ,המשפט )y f x=. 

 הוכחה ללא איור. ונעל סעיף ו', רק הפעם ת ורחז .ז

 

3נתונה המשואה  (11 6 sin 8y x y+ = ,0)ונתונה נקודה , − 2)−. 

)שהמשוואה מגדירה פונקציה הוכיחו  . א )y y x= .בסביבת הנקודה 

)את  ופתח .ב )y x  2מסדר  לטור מקלורן. 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (12

) את משפט הפונקציות הסתומות עבור ונסח . א )x g y=. 

)נתונה המשוואה  .ב )2 2lnx x y= +. 

)כי קיימת סביבה של הנקודה הוכיחו  המשוואה מגדירה את  , שבה0,1(

x של  כפונקציהy ,( )x g y=. 

 .g(1)'את חשבו  . ג
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lnנתונה המשוואה  (13 ln 1xy y x= − +. 

 xאת  שבה המשוואה מגדירה  ,(1,1) כי קיימת סביבה של הנקודה והרא . א

., yכפונקציה של  ( )x g y= 

)היא נקודת מקסימום מקומי של    (1,1)שהנקודה הוכיחו  .ב )g y. 

 

2 האם המשוואהב, - בסעיפים א  (14 23 4 7x y yz xz− − = : 

)מגדירה פונקציה סתומה  . א , )z z x y= בסביבת הנקודה ( )1,1, 2−? 

)מגדירה פונקציה סתומה  .ב , )y y x z= בסביבת הנקודה ( )1,1, 2−? 

)שהפונקציה הוכיחו  . ג , )y y x z= דיפרנציאבילית בנקודה  ( )1, 2−. 

 

3 נתונה המשוואה (15 3 3 2 2 23 3 3 3 1x y z x y xy z z− − − + + = −. 
 האם המשוואה:  ,על סמך מ.פ.סב, - בסעיפים א 

)מגדירה פונקציה סתומה  . א , )z z x y= בסביבת הנקודה ( )1, 2,0? 

)מגדירה פונקציה סתומה  .ב , )z z x y= בסביבת הנקודה ( )4, 4,1? 

 שהמשוואה מגדירה פונקציה סתומה , ללא שימוש במ.פ.ס, וחיהוכ . ג

( , )z z x y=,  בסביבת הנקודה( )4, 4,1. 

 

)sin המשוואהנתונה  (16 ) sin( ) 1x y y z+ + + =. 

)נקודה שבסביבה שלה המשוואה מגדירה פונקציה מצאו  , )y y x z=, 
 את הנגזרות החלקיות של הפונקציה המתאימה. מצאו ו

 

 נתונה מערכת המשוואות:  (17

                                                          2 2 3 31) , 2) , 3)x u v y u v w u v= + = + = + 

)  האם מתקיימים תנאי משפט הפונקציה הסתומה עבורבדקו  . א , )w w x y= ,

)בנקודה  , , , , ) (1,1,0,1,1)x y u v w =. 

x,בנקודה את חשבו במידה שכן,  yw w. 

)עבור הנקודה  ,על סעיף א' ורחז .ב , , , , ) (2,2,1,1,2)x y u v w =. 

)האם קיימת סביבה של הנקודה  . ג , , , , ) (2,2,1,1,2)x y u v w שבה מערכת  ,=

)המשוואות מגדירה פונקציה  , )w w x y=? 

x,בנקודה את חשבו במידה שכן,  yw w. 

עבורן מתקיים משפט הפונקציה הסתומה  ,את כל הנקודות במישורמצאו   .ד
)ר  עבו , )w w x y=. 
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 ות: נתונה מערכת המשווא (18
                    1) cos cos , 2) sin cos , 3) sin ( , , 0)x a y b z c a b c    = = =  

)  האם מתקיימים תנאי משפט הפונקציה הסתומה עבורבדקו  . א , )x y = ,

בנקודה 
0P,   0המתאימה לערכים 0

6


 = =. 

x,בנקודה את חשבו  ,במידה שכן y . 

 על ידי חישוב ישיר. את התשובהבדקו 

)  האם מתקיימים תנאי משפט הפונקציה הסתומה עבורבדקו  .ב , )z z x= ,

0המתאימה לערכים   ,0Pבנקודה  0
6


 = =. 

,בנקודה את חשבו  ,במידה שכן xz z. 
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 תשובות סופיות 

ב.   א. הוכחה. (1
4

9
 ד. הוכחה.   ג. כן.   

 ג. הוכחה.  ב. העקום יורד. א. הוכחה. (2
 ה. תוצאת סעיף ד' טובה יותר. ד. הוכחה. 

 ג. לא.   ב. כן.    א. לא מתקיימים.  (3

 את תנאי מ.פ.ס.  למשל, מקיימת (1,140)הנקודה  ב.  קיימת. א. לא  (4

 את תנאי מ.פ.ס.  למשל, מקיימת (2,1)הנקודה ג. 

)כל נקודה א.  (5 , )x y מהנקודות  שונהואשר המשוואה,  שעל( )(0,0), 2, 2 . 

ב.  
2

2

2 2
'

2

x y
y

y x

−
= −

−
 ד. לא. ג. כלום!  

)מהנקודות  שונהאשר על העקום הנתון כל נקודה א.  (6 )3 3(0,0), 4 , 2a a. 

ב.  
( )

2 2
2 2

2 2

2
2

2 ( ) 2 ( )

''

x ay x ay
x a y ax y a x ay

y ax y ax
y

y ax

      − −
− − − − − − −      

− −      = −
−

 

) כל הנקודות על המעגל אשר שונות מהנקודות .א (7 ,0), ( ,0)R R−. 
 לא קיימת סביבה כנדרש.ב. 

0א.  (8

1
, 3

2
x a= ,(0,0)כן,  ב.   = ( 0.5, 0.5)− −. 

 הוכחה.שאלת ד.   ג. לא. 

)כל נקודה א.  (9 , )x y שעל ln ln 1xy y x= −  .(1,1) המהנקוד שונהואשר , +

ב.  
1

1
' x

y

y
y

x

+
= −

−
 קיימת. ד+ה. לא   ג. כלום!  

 ג. לא.   ב. שתי נקודות.   א. כן.  (10

)כל נקודה על העקום אשר שונה מהנקודה  ד.  )1,1. 

)ה.  )
(2 )

0, 0, ( , ) (1,1) '( )
(1 )

e y
x y x y y x

x y

−
   =

−
 

 הוכחה.שאלת ז.  ו. לא ניתן. 

2ב.   הוכחה.שאלת א.  (11

2

1 1
( ) 2 sin 2 sin 2(sin 2 2cos 2)

2 8
p x x x= − +  + − 

(1)'ג.   הוכחה.שאלת ב.   א. ראה סרטון.  (12 2g = − 

 הוכחה.שאלת ב.   א. הוכחה. (13

 הוכחה.שאלת ג.   ב. כן.    א. לא.  (14

 הוכחה.שאלת ג.  ב. לא ניתן לדעת.   א. כן. (15

0,0,0.5)הנקודה היא  (16 )  :0,0,0.5)והנגזרות הן ) 1 , (0,0,0.5 ) 0x zy y = − = 

1
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(1,1)א.  (17 0
w

x


=


 ,

3
(1,1)

2

w

y


=


 ב. לא מתקיימים.   

(2,2)ג.  3 , (2,2) 3x yw w= − 2ד.    = 21
( , ) |

2
D x y R y x

 
=   
 

 

א.  (18
1

y b


=


 ,

3

b

ax


= −


ב.    

3

2

z
c




= −


 ,

2

a

z c

x


= −


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 שימושים גאומטריים

 שאלות 

נתון משטח המוגדר ע"י הפונקציה   (1
2 2

2 3
4 9

x z
y+ + =   ( )0z . 

,2בה   ,Pמהי משוואת מישור משיק למשטח בנקודה  1x y=− =? 

 

8xyzמשוואה של מישור משיק למשטח מצאו   (2 )בנקודה  = 2,2, 2)− −, 

 משוואה של הישר הפרמטרי הניצב למשטח הנתון בנקודה זו.  וכן
 

2מישור המשיק למשטח  מצאו   (3 2 28 21 27x y z+ = −, 

8  המקביל למישור 18 0x y z+ + =. 

 

xלמשטח  (4 y z a+ +  מישור המשיק בנקודה כלשהי. העבירו =

,ך את הצירים  מישור זה חות ,x y z  בנקודותA,B,C, .בהתאמה 

O:  נסמן (0,0,0)=. 

 . OA + OB + OC = a  וחיהוכ
 אינו תלוי בנקודת ההשקה(  שסכום הקטעים נוכיח למעשה)

 

2המשטח נתון  (5 2 23 2 8x yz y xz z+ = ,1)הנקודה ונתונה  ,− 2, 1)−. 

3חותך את המישור  ,הישר הנורמלי למשטח בנקודה הנתונה 2 10x y z+ − =, 
 .Qבנקודה 

 . Qאת הנקודה מצאו  
 

2 שהמשטח והרא (6 32 4x yz y− +  לכל אחד מחברי משפחת מאונך  =

2המשטחים   2 21 (2 4 )x a y az+ = − ,1) בנקודת החיתוך ,+ 1, 2)−. 
 

:משוואת הישר המשיק לעקום מצאו   (7 6sin , 4cos3 , 2sin 5C x t y t z t= = =, 

בנקודה בה  
1

4
t =. 

  

1
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 על הסעיפים הבאים: וענ (8
:נתון עקום   . א ( ) , ( ) , ( )C x x t y y t z z t= = =, 

)ונתונה נקודה  )0 0 0P , ,x y z,  המתקבלת מהצבת
0t t=  .במשוואת העקום 

 כי משוואת המישור הנורמל לעקום היא  וחיהוכ

   0 0 0 0 0 0'( ) ( ) '( ) ( ) '( ) ( ) 0x t x x y t y y z t z z − +  − +  − =. 

 את משוואת המישור הנורמל לעקום  מצאו   .ב

     : 6sin , 4cos3 , 2sin 5C x t y t z t= = =, 

0.25tבנקודה בה   =. 
 

  עקומותנתונות שתי   (9
2 2

1

2

2

: 2 1 1

: 1

C x t y t z t t

C x s y s z s

= + = − = +

= = − = −
, 

 וכי שתיהן נחתכות בנקודה ,Sנתון כי שתי העקומות נמצאות על משטח  ו
 .xy  הנמצאת במישור

 את נקודת החיתוך בין שתי העקומות. מצאו   . א

 העקומות בנקודת החיתוך את משוואת המישור המשיק לשתי מצאו   .ב
 שבין שתי העקומות. 

 

 נתונות שלוש עקומות (10

2 2

1

2

2

2

3

: 2 1, 1,

: , , 1

: 2, , 1

C x t y t z t t

C x s y s z s

C x u y u z u

= + = − = +

= = − = −

= + = = −

, 

 וכי שלושתן נחתכות בנקודה ,S  נתון כי שלוש העקומות נמצאות על משטחו
 .xy  הנמצאת במישור

 את נקודת החיתוך בין שתי העקומות. מצאו   . א

 ! ו? נמקS  האם בנקודה הנ"ל ניתן להעביר מישור משיק למשטח .ב

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (11

שמשוואת הישר המשיק לעקום:   וחיהוכ . א
( , , ) 0

( , , ) 0

F x y z

G x y z

=


=
, 

:היא   ,שעליו P בנקודה P (P) (P)t F G+  . 

,1)בנקודה  .ב  את משוואת הישר המשיק לעקום: מצאו  ,−(1,1

      
2

2 2

2 3

3 2

xz x y

x y y z

 − =


+ = −
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 על הסעיפים הבאים: וענ (12

שמשוואת המישור הנורמלי לעקום  וחיהוכ . א
( , , ) 0

( , , ) 0

F x y z

G x y z

=


=
 , 

0היא   ,שעליו Pה בנקוד 0 0( ) ( ) ( ) 0a x x b y y c z z− + − + − =, 

)כאשר  , , ) (P) (P)a b c F G= . 

,1)בנקודה  .ב  את משוואת המישור הנורמלי לעקום:  מצאו  ,−(1,1

      
2

2 2

2 3

3 2

xz x y

x y y z

 − =


+ = −
 

 

2נתונה הפונקציה  (13 3:r 2, על ידי  → 2cos , sin ,x u v y u v z u v= = = +. 
 מהן הנקודות שעבורן קיים מישור משיק? 

)מצאו את משוואת המישור המשיק, בנקודה   ) ( ), 1,0u v =. 

 

 ביטוי לווקטור היחידה, המאונך למשטח מצאו  (14
sin cos , sin sin , cosx u v y u v z u= = =, 

עבור     0, , 0, 2u v  . 

 באיזה משטח מדובר? 
  

1
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 תשובות סופיות 

1) 3 6 2 18 0x y z− + + = 

2) 6 0 , ( 2,2, 2) (1, 1,1)x y z t− + + = − − + − 

3) 8 18 21 , 8 18 21x y z x y z+ + = + + = − 

 הוכחה.שאלת  (4

5) (7, 9, 15)Q − − 

 הוכחה.שאלת  (6

7) ( ) ( ): ( , , ) 3 2, 2 2, 2 3 2, 6 2, 5 2x y z s= − − + − − 

3ב.   הוכחה. שאלת א.  (8 6 5 26 2x y z− − = 

,1)א.  (9 1,0)P 2ב.    − 1x z− = 

,1)נקבל שנקודת החיתוך היא א.  (10 1,0)P  ב. לא. .−

)ב.   הוכחה.שאלת א.  (11 , , ) (1, 1,1) (3,16,2)x y z t= − + 

3ב.   הוכחה. שאלת א.  (12 16 2 11x y z+ + = − 

)כל נקודה, למעט   (13 )0,0,0. 2 1x z− + = − 

14) 
( )
2 2 2

, ,
ˆ

x y zn
n

n x y z
= =

+ +
 ,1, כדור שמרכזו בראשית הצירים, עם רדיוס 

2שנוסחתו:  2 2 1x y z+ + =. 

1
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 35 - נוסחת טיילור לפונקציה של שני משתנים והדיפרנציאל השלם

תוכן העניינים

1. נוסחת טיילור לפונקציה של שני משתנים י 420

2. הדיפרנציאל השלם - נוסחת הקירוב הליניארי י 422
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 נוסחת טיילור לפונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

)  לטור טיילור עד סדר שני סביב הנקודה  1-4בשאלות את הפונקציות  ופתח  ),a b : 

1) ( ) 2, (1,2) ( , ) 3 2a b f x y x y y= = + − 

 

2) ( ), (0,0) ( , ) (1 )ln(1 )a b f x y y x y= = + + − 

 

3) ( )
2 24, (0,0) ( , ) y x ya b f x y e − −= = 

 

4) ( )
2

3
2

, (2,1) ( , )
x y

a b f x y
x y

−
= =

+
 

 

 .ln(1.5)בקירוב את  וחשב, 2 שאלהבעזרת התוצאה של  (5

 

 .3e בקירוב את וחשב, 3 שאלהבעזרת התוצאה של  (6

 

3 בקירוב את וחשב, 4 שאלהבעזרת התוצאה של  (7 2. 
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 תשובות סופיות 

1) 2( , ) 6 4( 1) 4( 2) 2( 1) 2( 1)( 2)f x y x y x x y= + − + − + − + − − 

2) 
2 21 3

( , ) 2
2 2

f x y x y x xy y= − − + − 

3) 2 2( , ) 1 4 7f x y y x y= + − + 

4) 
21 1 7 1

( , ) 1 ( 2) ( 1) ( 2) ( 2)( 1)
3 3 81 9

f x y x y x x y= + − − − − − + − − 

5) 
3

8
 

6) 19 

7) 
101

81
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 נוסחת הקירוב הליניארי –הדיפרנציאל השלם 

 שאלות 

)בקירוב:  וחשב (1 )2 2ln 0.01 0.99+. 

 

24בקירוב את הערך של   ובעזרת הדיפרנציאל השלם, מצא (2 15.09 (0.99)+. 

 

 את הנפח של גליל על סמך תוצאות המדידה של רדיוסו וגובהו. נחשב (3
 ,2% הרדיוס אינה עולה עלידוע שהשגיאה היחסית במדידת 

 .4% ושהשגיאה היחסית במדידת הגובה אינה עולה על
 הערך את השגיאה היחסית המקסימלית האפשרית בנפח המחושב. 

 

,10cmבמלבן  נתונות שתי צלעות  (4 24cma b= =. 
 השינוי המקורב )בעזרת דיפרנציאל( של אורךאת השינוי המדויק ואת  וחשב

 .1mm-יקצרו ב b ואת הצלע 4mm- יאריכו ב a  אלכסון המלבן אם את הצלע

 

 את האורך של תיבה, את רוחבה ואת גובהה. נמדוד (5
 .5%מדידה אינה עולה על  ית בכלהשגיאה היחס

באורך של אלכסון  את השגיאה היחסית המקסימלית האפשרית יכוהער
 התיבה, המחושב לפי תוצאות המדידה.

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0.01 − 

2) 
7

2
3200

 

3) 8% 

 .0.06153:  , שינוי מקורב0.06472: שינוי מדויק (4

5) 5% 

1
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פרק 36 - קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים
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 קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 , 8-1בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

 :מינימום או אוכף , אותן למקסימום ונקודות קריטיות וסווג ומצא

1) 3 2( , ) 8 12 3 18f x y x xy y x= + + − 

 

2) 3 3( , ) 3 12 20f x y x y x y= + − − + 

 

3) 3 3( , ) 3 4f x y x y xy= + − + 

 

4) 3 2 4( , ) 3 2f x y x x y y= − − + 

 

5) 
2 24( , ) y x yf x y e − −= 

 

6) 2( , ) 6f x y y x y x y= − − + 

 

7) 
2 2 8

( , )
x y x y

f x y
xy

− +
= 

 

8) ( , ) cosxf x y e y= 

 

3נתון משטח   (9 3 3 4z x y xy+= − +. 

 .האופקיים למשטחהמשיקים ת המישורים ואת משווא  ומצא

 

 את ממדי התיבה ששטח וסמ"ק, חשב 32מבין כל התיבות הפתוחות שנפחן  (10
 הפנים שלה הוא מינימלי.

 

2למישור   (1,2,3) את המרחק הקצר ביותר מהנקודה  ומצא (11 2 0x y z− − + = ,

 וכן את הנקודה על המישור הקרובה ביותר לנקודה הנ"ל. 
  

1
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 מחשבונים, בארץ ובסין.יצרן מוכר   (12
 .8$ ועלות ייצור מחשבון בסין היא 6$עלות הייצור של מחשבון בארץ היא 

ומד את הביקוש אמנהל השיווק 
1Q ואת הביקוש  ,למחשבון בארץ

2Q 

: על ידי ,למחשבון בסין
1 1 2 2 1 2116 30 20 , 144 16 24Q P P Q P P= − + = + −. 

כיצד צריכה החנות לקבוע את מחירי המחשבונים, 
1P ו-  

2Pעל מנת למקסם ,  

 מהו רווח זה?  הרווח? את

 

)נתונה הפונקציה  (13 ) 2 2,f x y x y axy= + + . 

)שהנקודה  וחיהוכ . א  קריטית. ודה היא נק 0,0(

 aעבור אילו ערכים של   ובעזרת מבחן הנגזרת השנייה, קבע .ב
 הנקודה מסעיף א' היא מקסימום, מינימום, אוכף, או שלא ניתן לדעת. 

 

bשני מספרים,  ומצא (14 aכך ש ,-( )
1

2 524 2

b

a

x x dx− −  .יהיה מקסימלי 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( )אוכף;    −0.5,1( )1.5,  מינימום.  −3

2) ( )1, )מינימום ;  2  )1, 2− )מקסימום ;   − )1,  2−   ,( )1,  אוכף. −2

3) ( )אוכף; 0,0(  מינימום.  1,1(

4) ( ) ( )1,  1 1,  1− − )מינימום ;  − )1, )מקסימום ;   0  ) ( ) ( )1,  0 , 1,1 , 1,  1−  אוכף.  −

5) ( )0,  מקסימום.  2 

6) ( )4,  מקסימום.  4 

7) ( )  0.5,  מקסימום.  −4 

 אין נקודות קריטיות.  (8

9) 4, 3z z= = 

 . ס"מ  2ס"מ , גובה  4אורך ,  ס"מ  4רוחב  (10

)יחידות אורך. נקודה קרובה ביותר  1מרחק מינימלי הוא  (11 )1/ 3, 4 / 3,10 / 3. 

12) 1 210$, 12$P P=  . 288$רווח מקסימלי   =

,2עבור  ב.  א. שאלת הוכחה. (13 2a a= = ,2, לא ניתן לדעת; − 2a a  −  

2אוכף;  2a−    .מינימום 

14) 6, 4a b= − = 

1
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פרק 37 - קיצון של פונקציה רבת משתנים (רמה מתקדמת) - הריבועים

הפחותים
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 ריבועים פחותים  – קיצון של פונקציה רבת משתנים )מתקדם( 

 שאלות 

 : 1-5בשאלות את נקודות הקיצון של הפונקציות   ומצא

1) 2 2( , ) 1 2f x y xy x y= + − − 

 

2) 2 2( , ) 4f x y x y= − + 

 

3) 3( ( , )) 2 2 0z f x y z z xy x y= + + − − + = 

 

4) 3 3 2 2( , ) 3 6 3 12 8f x y x y x y x y= − − + + − + 

 

5) 
2 2 2

( , , 0) ( , , )
4

y z
x y z f x y z x

x y z
 = + + + 

 

 

2מרחק מינימלי בין הפרבולה    ומצא (6 1y x= 2לפרבולה  ,+ 2y x x= − +. 
 כגון שיטת ניוטון רפסון.   ,* לפתרון תרגיל זה נדרש ידע בפתרון נומרי )מקורב( של משוואה

 

 

1  ,נקודות n  נתונות 7-11שאלות ב 1 2 2( , ),( , ),...,( , )n nx y x y x yקו   , ויש למצוא 

)עקום מהצורה   )y h x=,  כך שסכום ריבועי המרחקים האנכיים בין העקום

 .והנקודות יהיה מינימלי

7) ( )h x ax b= ,2)ודות עבור הנק הדגימו, + 2.5), (1,0.8), (3,3.2), (4,3.5). 

 

8) 2( )h x ax bx= )ודות עבור הנק הדגימו, + 1, 2), (2,0), (0, 2)− −. 

 

9) ( )
b

h x ax
x

= ,10)ודות עבור הנק הדגימו, + 20.2), (6,12.9), (4,8.5), (0.5, 4). 

 

10) 2
2

( )
b

h x ax
x

= ,(4,33)ודות עבור הנק הדגימו, + (2,8.5), (0.5, 2.3), (1, 4.5), (0.1,90). 
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11) 2( )h x ax bx c= + ,1)עבור   הדגימו, + 4.5), (0.5, 2.3), (0,0.8), ( 1,0.1), ( 0.5,0.12)− −. 

 

1 נקודות: nת  נתונו (12 1 2 2( , ),( , ),...,( , )n nx y x y x y. 

yישר  ומצא ax b=  כך שסכום ריבועי המרחקים האנכיים בין הישר ,+

 והנקודות יהיה מינימלי.
 .b-ו aלהגיע לנוסחה מפורשת עבור  יש
 

,0  המתקבלים מפתרון המשוואות ,b- ו a-ניתן להניח ש 12-ו 11הערה: בשאלות   0a bf f= =, 

)המרחקים האנכיים  נותנים את המינימום המוחלט של פונקציית ריבועי  )
2

1

( , ) ( )
n

i i

i

f a b h x y
=

= − . 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( ),t t  לכלt ממשי, מקסימום . 

2) (  מקסימום.  0,0(

)אין קיצון.   (3  אוכף.  1,2(

)אין קיצון.   (4  אוכף.  1,2(

5) (  מינימום.  0.5,1,1(

6) 0.375 

7) 0.88 0.3y x= + 

8) 22 4

3 3
y x x= − 

9) 
1.5039

2.032y x
x

= + 

10) 2

2

0.9
2.06y x

x
= + 

11) 21.48 2.196 0.824y x x= + + 

12) 

2

1 1 1 1 1 1 1

2 2

2 2

1 1 1 1

,

n n n n n n n

i i i i i i i i i

i i i i i i i

n n n n

i i i i

i i i i

n y x y x y x y x x

a b

n x x n x x

= = = = = = =

= = = =

− −

= =

− −
   
   
   

      

   
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פרק 38 - קיצון של פונקציה של שני משתנים תחת אילוץ (כופלי לגראנז')
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 ( אנז'קיצון של פונקציה של שני משתנים תחת אילוץ )כופלי לגר

 שאלות 

 בכפוף לאילוץ הנתון: ,את המקסימום והמינימום של הפונקציות ואמצ 4-1בשאלות 
1) 2 2 2 2( , ) ; 2 3 1 2f x y x y x xy y= + + = − 

 

2) 2 2 2 2( , ) ; 1f x y x y x y= − + = 

 

3) 2 2( , ) 4 6 ; 13f x y x y x y= + + = 

 

4) 2 2 2( , ) ; 2 6f x y x y x y= + = 

 

נתונה בעיית הקיצון  (5 max . . 3 12xy s t x y+ ,, כאשר = 0x y . 

 את הבעיה.פתרו  . א

 פתרון גרפי לבעיה.הביאו  .ב

 

נתונה בעיית הקיצון  (6 max 2 . . 9x y s t x y+ + ,, כאשר = 0x y . 

 את הבעיה.פתרו  . א

 גרפי לבעיה.פתרון הביאו  .ב

 

3מבין כל הנקודות הנמצאות על הישר   (7 12x y+ =, 
 שיעוריה מקסימלי.  את זו שמכפלתמצאו  

 

2מבין כל הנקודות שעל העקומה  (8 22 3 1 2x xy y+ =  את הנקודותמצאו  ,−

 מראשית ואת הנקודות שמרחקן ,שמרחקן מראשית הצירים הוא מינימלי
 מקסימלי.הצירים הוא 

 

3את המרחק הקצר ביותר מהישר  מצאו   (9 6 4 0x y− + =, 

2 לפרבולה 22 4 0x xy y y+ + + =. 

0רמז: מרחק הנקודה  0( , )x y   0מהישרax by c+ + 0הוא  ,= 0

2 2

ax by c

a b

+ +

+
. 
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 ק"ג עגבניות. y-ק"ג מלפפונים ו xה קונה בשוק 'מוישל (10

) ,התועלת מצריכת הסל ),x y , נתונה על ידי( ), ln lnu x y x y= +. 

 ש"ח. 2מחיר ק"ג עגבניות ו ,ש"ח 1ק"ג מלפפונים מחיר 
 , ln16 קובע לעצמו להשיג רמת תועלת ה'מוישל

 מינימאלית.  והוא מעוניין להשיג זאת בעלות
 .ה'מוישלאת בעיית  פתרו ונסחו 

 

 ק"ג עגבניות.  y-ק"ג מלפפונים ו xדני קונה בשוק  (11

) התועלת מצריכת הסל ),x y  נתונה על ידי( ),u x y xy=. 

 ש"ח. 3מחיר ק"ג עגבניות ו ,ש"ח 1ק"ג מלפפונים מחיר 
 ש"ח. 12תקציב של  לדני

 .דניאת בעיית פתרו ונסחו 

 

) ,עקומת התמורה בין מנגו (12 )x, ואננס,  ( )y,  2היא 2 13x y+ =. 

)  לדני תועלת , ) 4 6f x y x y= +. 

)מנגו( =  דני מחפש את הסל )אננס, ),x y ,על עקומת התמורה , 

 המביא למקסימום את התועלת שלו מצריכת מנגו ואננס. 
 את הבעיה. פתרו ונסחו 

 

Qליצרן פונקציית ייצור  (13 k L= +. 

,2 הם L-ו K המחירים ליחידת 1K LP P= =. 

)  והוא מחפש את הצירוף 100ברמת תפוקה מצאו היצרן נ )* *,K L, 

 המביא למינימום את העלות. 
 פתור(. ל לאאת בעיית היצרן )נסחו 

 

1נתונה בעיית קיצון תחת אילוץ   (14 2max{ ( , )} . .u x y s t p x p y I+ =. 

)תהי  )* *,x y .ניתן להניח מצב קלאסי של השקה.  נקודת הפתרון של הבעיה 

xמקיים  נז'  אהוכיחו כי כופל לגר yx u y u

I


 + 
 בנקודת הפתרון של הבעיה. =
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 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )1, 1max min 1/ 7, 1/ 7   

2) ( ) ( )0, 1min max 1,0  

3) ( ) ( )2,3max min 2, 3− − 

4) ( ) ( )2,1max min 2, 1  − 

5) ( )6, 2max 

6) ( )9,36max 

7) ( )6, 2 

8) ( ) ( )1, 1max min 1/ 7, 1/ 7   

9) 7 / 45 

10) ( )min ,32 8 

11) ( )6, 2max 

12) ( )2,3max 

13)  min 2 ; 100K L K L+ + = 

 שאלת הוכחה. (14

1
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פרק 39 - קיצון של פונקציה של שלושה משתנים תחת אילוצים

תוכן העניינים
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 קיצון של פונקציה של שלושה משתנים תחת אילוצים

 שאלות 

 את ממדי התיבה ששטח וסמ"ק, חשב 32מבין כל התיבות הפתוחות שנפחן  (1
 הפנים שלה הוא מינימלי.

 

2על פני הכדור   ומצא (2 2 2 36x y z+ +  נקודהאת הנקודות הקרובות ביותר ל =

 .(1,2,2) ביותר מהנקודה ואת הנקודות הרחוקות (1,2,2)

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (3

 למישור (1,2,3) את המרחק הקצר ביותר מהנקודה  ומצא . א

2 2 0x y z− − + =. 

2על המישור   ודהנק ומצא .ב 2 0x y z− − + שהיא הקרובה ביותר   ,=

 .(1,2,3) ודהלנק

חישוב המרחק בעזרת הנוסחה למרחק בין  על ידיבדקו את התשובה  . ג
 למישור. נקודה

 

2את הנקודות על המשטח    ומצא (4 1z xy=  הקרובות ביותר לראשית. +

 

  והקטן ביותר מהאליפסואידאת המרחק הגדול ביותר   ומצא (5
2

2 2 1
96

x
y z+ + = 

3למישור  4 12 288x y z+ + 0רמז: מרחק הנקודה  .= 0 0( , , )x y z מהמישור 

0ax by cz d+ + + 0הוא ,  = 0 0

2 2 2

ax by cz d

a b c

+ + +

+ +

. 

 

מרחק מינימלי ומקסימלי בין העקום המתקבל מחיתוך הגליל   ומצא (6
2 2 1x y+ zוהמישור  = x y=  .לבין ראשית הצירים +

 

האליפסואידמרחק מינימלי ומקסימלי בין העקום המתקבל מחיתוך   ומצא (7
2 2 2

1
4 5 25

x y z
+ + z   והמישור = x y=  .לבין ראשית הצירים ,+

 
 הערה חשובה 

פיסיקליים   בפתרון מרבית התרגילים בפרק זה, אנו מסיקים שנקודה קריטית היא נקודת קיצון משיקולים
ישנן דרכים מתמטיות מתקדמות להוכיח פורמלית, אך   היות ומדובר בבעיות מעשיות.  ,או גיאומטריים 
 הלימוד, הסתפקנו בכך. ללמד אותן ברוב מוסדותמאחר ולא נהוג  

1
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 תשובות סופיות 

 . ס"מ 2ס"מ, גובה  4ס"מ, אורך  4רוחב  (1

,2)הנקודה הקרובה ביותר היא הנקודה (2 4, 4), 

)הנקודה הרחוקה ביותר היא הנקודה ו 2, 4, 4)− − −. 

 יחידות אורך. 1מרחק מינימלי הוא א.  (3
101 קרובה ביותרהנקודה  ב. ה 4

3 3 3( , , ). 

4) (0,0,1) , (0,0, 1)− 

256  קצר ביותרהמרחק ה (5
320ארוך ביותר  המרחק ה. 13

13. 

 .3. מרחק מקסימלי 1מרחק מינימלי  (6

75 מרחק מינימלי (7
 .10. מרחק מקסימלי 17

1
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 40 - קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים בקבוצה סגורה וחסומה

תוכן העניינים

1. קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים בקבוצה סגורה וחסומה י 432
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 בקבוצה סגורה וחסומה   – קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים

 שאלות 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (1

( , ) 3 6 3 7f x y xy x y= − −  הוא התחום הסגור, R , כאשרR בתחום +

 .(0,0),(3,0),(0,5)משולש שקודקודיו הם   בצורת

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (2

2 2( , ) 3 2 6f x y x y x y= − − הוא התחום הסגור,   R , כאשרR בתחום +

 .(0,0),(0,2),(2,2),(2,0)בצורת ריבוע שקודקודיו הם  

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (3

2 2( , ) 2f x y x y x= + 2הוא העיגול   R , כאשרR בתחום − 2 4x y+ . 

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (4

2 2( , )f x y x y xy x y= + − +  וא התחום הסגורה R , כאשרR בתחום +

 ( , ) | 3 , 0, 0R x y x y x y= +  −  . 

 

את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של  וחשב (5
2 2( , ) 12 16f x y x y x y= + −  הוא התחום הסגור R , כאשרR בתחום +

 2 2( , ) | 1, 3R x y x y x y= +   −. 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 . -11. מינימום מוחלט 7מקסימום מוחלט  (1

 . -1. מינימום מוחלט 3מקסימום מוחלט  (2

33  מקסימום מוחלט (3
1. מינימום מוחלט 4

4−. 

 . -1. מינימום מוחלט 6מקסימום מוחלט  (4

101   מקסימום מוחלט (5 101. מינימום מוחלט +6 6−. 

1
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 41 - אינטגרלים כפולים

תוכן העניינים

1. אינטגרלים כפולים י 433

2. החלפת סדר אינטגרציה  י 436
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 אינטגרלים כפולים

 שאלות 

 : 3-1בשאלות  את האינטגרליםחשבו 

1) ( )
1 1

0 0

x y dxdy+  

 

2) 
2

1

2

0

x

x

xy dydx  

 

3) 
2

2 2

0 0

sin  

a

d r dr



   

 

)באינטגרל   , )
D

f x y dxdy , ר:את הגבולות בשני סדרי האינטגרציה כאשהציבו 

4) D–  :משולש בעל הקודקודיםB(1,1),A(1,0),O(0,0). 

 

5) D –  :משולש בעל הקודקודיםB( 2,1),A(2,1),O(0,0)−. 

 

6) D –  :טרפז בעל הקודקודיםC(0,1),B(1,2),A(1,0),O(0,0). 

 

7) D –   2עיגול 2 1x y+ . 

 

8) D –   2עיגול 2x y y+ . 

 

9)  2( , ) | 1,D x y y y x=   

 

10)  2 2( , ) |1 4D x y x y=  +  
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 : הבאיםאת האינטגרלים חשבו 

11) 2

D

xy dxdy, כאשר  D  2חסום ע''י הפרבולה 4y x=   1והישרx =. 

 

12) 
4D

dxdy

x−, כאשר  D מעגל צירי הקואורדינטות והקשת הקצרה של  חסום ע''י

 .(2,2) השמרכזו בנקוד 2רדיוס בעל 

 

13) | |
D

x y dxdy, כאשר  D  עיגול בעל הרדיוסa,  .שמרכזו בראשית     

 

14) 2 2( )
D

x y dxdy+ ,כאשר D מקבילית בעלת הצלעות  

( 0) 3 , , ,a y a y a y x a y x = = = + =. 

 

15) 
2 2

cos

D

y
dA

y +, כאשר  D 1  התחום הכלוא בין, 0, ,x y y y x = − = = =. 
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 שובות סופיות ת

1) 1 

2) 
1

40
  

3) 
3

3

a
  

4) 
1 1 1

0 0 0

( , )  ( , )

x

y

dx f x y dy dy f x y dx=    

5) 

22 1 0 1 1

0 /2 2 /2 0 2

( , ) ( , )  ( , )

y

x x y

dx f x y dy dx f x y dy dy f x y dx
− − −

+ =      

6) 
1 1 1 1 2 1

0 0 0 0 1 1

( , )  ( , ) ( , )

x

y

dx f x y dy dy f x y dx dy f x y dx

+

−

= +      

7) 

22

2 2

11 1 1

1 11 1

( , ) ( , )

yx

x y

dx f x y dy dy f x y dx

−−

− −− − − −

=    

8) 

2
2

2
2

1 1

1/2 12 4

1/2 01 1

2 4

( , ) ( , )

x
y y

y yx

dx f x y dy dy f x y dx

+ −
−

− − −− −

=    

9) 
2

1 1 1

1 0

( , ) ( , )

y

yx

dx f x y dy dy f x y dx
− −

=    

10) 

2 2

2 2

2 2

2 2

4 11 1

2 14 4

4 41 2

1 11 4

( , ) ( , )

( , ) ( , )

y y

y y

y y

y y

dy f x y dx dy f x y dx

dy f x y dx dy f x y dx

− − −−

− −− − − −

− −

− − − −

+ +

+ +

   

   

 

11) 
32

21
 

12) 
16 2

8
3

− 

13) 
4

2

a
 

14) 414a 

15) 0 

1
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 החלפת סדר אינטגרציה

 שאלות 

 : 6-1בשאלות  סדר אינטגרציה באינטגרלים  ופיהחל

1) 

2 2

0

( , )
x

x

f x y dydx  2) 
2

2 2

6
1

4

( , )
x

x

f x y dydx
−

−
−

  

3) 

2

3

1

0

( , )
x

x

f x y dydx  4) 

2

2

1 1

1 1

( , )
x

x

f x y dydx
−

− − −

  

5) 

22 2

1 2

( , )
x x

x

f x y dydx
−

−
  6) 

ln

1 0

( , )
e x

f x y dydx  

 

 

 (: את סדר האינטגרציה ושנאת האינטגרלים הבאים )רמז:  וחשב

7) 
3

4 2

0

x

y

e dxdy  8) 

43

0 1

( )

y

x y dxdy

−

+  

9) 

2/3

2

2

1

0

( , 0)
y

x

y

x y e ydxdy   10) 

4 4
2

0

sin( )
x

y dydx  
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 הערות סימון 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

h x h xb b

D D a g x a g x

v y v yd d

D D c u y c u y

f x y dA f x y dydx f x y dydx dx f x y dy

f x y dA f x y dxdy f x y dxdy dy f x y dx

= = =

= = =

     

     

 

 

 
 

לא מקפידים, ורושמים למשל את האינטגרל מוסדות שבהם , ישנם לב מושי
( )

( )

( , )

h xb

a g x

f x y dydx  כך:  
( )

( )

( , )

h xb

a g x

f x y dxdy רישום זה אינו שגוי מאחר שכפל  . 

 .זהים dydx-ו dxdy מיםהוא חילופי. כלומר הרישו

  

2 1 

1
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 סופיות תשובות 

1) 
2 4 2

0 /2 2 /2

( , ) ( , )

y

y y

dy f x y dx dy f x y dx+    

2) 

2 1 20 8

1 02 1 2 1

( , ) ( , )

y y

y y

dy f x y dx dy f x y dx

+ −

− − + − +

+    

3) 

31

0

( , )

y

y

dy f x y dx  

4) 

2

2

1 10 1

1 0 11

( , ) ( , )

y y

yy

dy f x y dx dy f x y dx

− −

− − −− −

+    

5) 

21 11

0 2

( , )

y

y

dy f x y dx

+ −

−

  

6) 
1

0

( , )
y

e

e

dy f x y dx  

7) ( )81
1

3
e − 

8) 
241

60
 

9) 
1

( 2)
4

e − 

10) 
1

(1 cos16)
2

− 

1
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 42 - שימושי האינטגרל הכפול

תוכן העניינים

1. שימושי האינטגרל הכפול י 439
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 שימושי האינטגרל הכפול

 שאלות 

 : העקומים  י"החסומים ע שטחי התחומיםאת  וחשב 4-1בשאלות 

1) 22, 4 4x y x y+ = − = 

 

2) 2 5
( 0) ,

2
a xy a x y a = + = 

 

3) 2 29 , 9 9y x y x= − = − 

 

4) 23, 4x y y x+ = = 

 
 

 : החסומים ע''י המשטחים נפחי הגופיםאת  וחשב 10-5בשאלות 

5) 1 , 0, 1, 0, 0z x y z x y x y= + + = + = = = 

 

6) 2 2 20 , , 1,z z x y y y x= = + = = 

 

7) 2 2
( 0) 0, , 0.5 , 2 ,x z z x y y x y x y

x
 = = + = = = 

 

8) 20, 1, 2
4 2 4

x y z
z y x= + + = = 

 

9) 
2

2( 0) 1,
4

y
z x z y + = = 

 

10) , 6, 0, 0, 0z x y z x y z= + = = = = 
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)ללוח דק בצורת משולש, שקדקודיו הם  (11 ) ( ) ( )0,1 , 0,0 , 1,0, 

.יש פונקציית צפיפות  ( , )x y xy = 

 את מסת הלוח.  וחשב . א

 את מרכז הכובד של הלוח.  וחשב .ב

 

)ללוח דק בצורת מלבן  (12 ), | ,
2 2 2 2

b b a a
R x y y x

 
= −   −   
 

, 

 יש פונקציית צפיפות קבועה )הלוח הומוגני(. 
 . z-את מומנט ההתמד של הלוח סביב ציר ה  וחשב
 .M, של הלוח באמצעות המסה  התשובהאת  ובטא

 

2של חלק הגליל  שטח הפניםאת   ומצא (13 2 4x z+   הנמצא מעל למלבן ,=

 ( , ) | 0 1, 0 4R x y x y=    ,   שבמישורxy . 
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 תשובות סופיות 

1) 
64

3
 

2) 2 15
2ln 2

8
a
 

− 
 

 

3) 32 

4) 
64

3
 

5) 
5

6
 

6) 
88

105
 

7) 
17

6
 

8) 
1

16
5

 

9) 
8

3
 

10) 36 

א.  (11
1

24
ב.    

2 2
,

5 5

 
 
 

 

12) 
( )2 2

12

M a b+
 

13) ( )1
5 5 1

6
 − 

1
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 43 - אינטגרלים כפולים בקואורדינטות קוטביות (פולריות)

תוכן העניינים

1. מבוא מתמטי לפרק י 442

2. אינטגרלים כפולים בקואורדינטות קוטביות י 444
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 מבוא מתמטי לפרק

 שאלות

 שרטטו את התחומים הבאים במישור והציגו אותם בהצגה פולרית:  (1

 .א 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ב 2( , ) | 0 4S x y y x=   − 

 .ג 2( , ) | 4 0S x y y x= − −   

 

 שרטטו את התחומים הבאים במישור והציגו אותם בהצגה פולרית:  (2

 .א 2 2( , ) |1 4S x y x y=  +  

 .ב 2 2( , ) |1 4, 0, 0S x y x y x y=  +    

 .ג 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y x=  +   

 .ד 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y y=  +   

 

 אותם בהצגה פולרית:  שרטטו את התחומים הבאים במישור והציגו (3

 .א 2 2( , ) |1 4, 2S x y x y x y x=  +    

 .ב 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

 

21את התחום הבא בצורה פולרית:   וג יהצ (4 25
( , ) | 25

7 7
S x y x y x

 
= +   − 
 

. 

 

21הציגו את התחום הבא בצורה פולרית:   (5
( , ) | 8

3
S x y x y x x

 
=   − 
 

. 
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 להלן שני איורים, ובכל איור תחום.  (6
 גה פולרית ותארו במילים כל אחד מהתחומים. כתבו כל אחד מהתחומים בהצ

 איור א                                                               איור ב                          

               
 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

א.  (1
0 2

0 2

r

 

 


 
ב.   

0 2

0

r

 

 


 
ג.   

0 2

0.5 1.5

r

  

 


 
 

. א (2
1 2

0 2

r

 

 


 
ב.   

1 2

0 0.5

r

 

 


 
ג.  

1 2

0.5 0.5

1 2

1.5 2.5

r

or

r

  

  

 

−  

 


 

 

ד. 
1 2

0

r

 

 


 
 

א.  (3
1 2

0.25 arctan 2

r

 

 

 
0ב.    2, 0.25 1.25r       

4) 

25
5

7sin cos

4 3
arctan arctan

3 4

r
 

 

 
−

 
  − + 

 

 

5) 0 8cos ,
6 2

r
 

     

א.  (6
1

0 0
cos 3

r





     .ב
1

0
sin 6 2

r
 




    
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 אינטגרלים כפולים בקואורדינטות קוטביות )פולריות(

 שאלות 

2חשבו   (1 2

D

x y dA+,   כאשרD  .התחום המתואר בשרטוט 

 את האינטגרל המתקבל לאחר המעבר לקואורדינטות קוטביות.חשבו בסעיף ט אל ת* 

  .ג  .ב  .א

   

   

  .ו  . ה  .ד

   

   

  .ט  . ח  .ז
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 תוך מעבר לקואורדינטות קוטביות:  ,17-2בשאלות את האינטגרלים חשבו 

2) 

21 1

1 0

x

dydx
−

−
  3) 

2

2

1 1

1 1

x

x

dydx
−

− − −

  

4) 

211
2 2

0 0

( )

y

x y dxdy

−

+  5) 

2

2

11
2 2

1 1

( )

y

y

x y dxdy

−

− − −

+  

6) 

2 2

2 2

a a x

a a x

dydx
−

− − −

  7) 

242
2 2

0 0

( )

y

x y dxdy

−

+  

8) 

6

0 0

y

xdxdy  9) 

2

0 0

x

ydydx  

10) 

2

0 0

2 2
1 1

2

1
x

dydx
x y− − −

+ +
  11) 

2

1 0 2 2

2 2
1 1

4

1
y

x y
dxdy

x y− − −

+

+ +  

12) 

2 2

2 2
ln 2ln2

0 0

y
x ye dxdy

−
+

  13) 

2

2 2
1 1

( )

0 0

x
x ye dydx

−
− +

  

14) 

21 ( 1)2

2 2
0 0

x
x y

dydx
x y

− −
+

+  15) 
2

2 0
2

0 1 ( 1)y

xy dxdy

− − −

  

16) 

2

2

11
2 2

1 1

ln( 1)

y

y

x y dxdy

−

− − −

+ +  17) 

2

2

1 1

2 2 2
1 1

2

(1 )

x

x

dydx
x y

−

− − −
+ +  

 

 : המתואר נפח הגוףאת חשבו  20-18שאלות ב

2  הגוף הכלוא בין פני הכדור (18 2 2 9x y z+ + 2 בין הגלילל = 2 1yx + =. 

 

2 הגוף הכלוא בתוך הגליל (19 2 2x y y+ 2 בין החרוט ,= 2z x y=   מלמעלה +

 מלמטה.  xyמישור  הלבין 

 

2  הגוף הכלוא בתוך הגליל  (20 2x y x+ 2 בין הפרבולואיד ,= 21z x y= − −

 מלמטה.  xyמלמעלה לבין מישור  

 

2החסום על ידי   שטח התחוםאת חשבו  (21 2 2 , 0, 3x y x y y x+ = = =. 
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 תשובות סופיות 

א.  (1
128

3


ב.   

32

3


ג.  

64

3


ה.  42ד.   

64

3


 

ז.   32ו. 
16

3


ח.   

32

9


ט.  

1

3 cos
2

0 0

r drd





  

2) 
2


 3)  4) 

8


 5) 

2


 

6) 2a 7) 2 8) 36 9) 
4

3
 

10) ln
2

e
 11) (4 ) − 12) 

4
ln

2 e


 13) 

( 1)

4

e

e

 −
 

14) 1
2


+ 15) 

4

5
− 16) 

4
ln

e
 17)  

18) 
(108 64 2)

3

−
 

19) 
32

9
 

20) 
5

32


 

21) 
3

3 4


+ 

1
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 44 - החלפת משתנים באינטגרל כפול (יעקוביאן)

תוכן העניינים

1. החלפת משתנים באינטגרל כפול י 447
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 החלפת משתנים באינטגרל כפול )יעקוביאן(

 שאלות 

את האינטגרל הכפול חשבו  (1
R

x y
dA

x y

−

+,  כאשרR התחום המוגבל על ידי   הוא

3הישרים   , 1 , 1,y x y x y x y x= − = − = − = . 

 

xyאת האינטגרל הכפול חשבו  (2

R

e dA,  כאשרR התחום המוגבל על ידי   הוא

 פונקציותה
1 2

, 0.5 , ,y x y x y y
x x

= = = =. 

 

את האינטגרל הכפול חשבו  (3
1 1

sin ( )cos ( )
2 2

R

x y x y dA+ −,  כאשרR הוא 

) בצורת משולש שקדקודיו הםהתחום  ) ( ) ( )A 0,0 , B 2,0 , C 1,1. 

 

4)את האינטגרל הכפול חשבו  (4 8 )
R

x y dA+,  כאשרR בצורת  התחום  הוא

)הם:  שקדקודיהמקבילית  ) ( ) ( ) ( )A 1,3 , B 1, 3 , C 3, 1 , D 1,5− − −. 

 

2את האינטגרל הכפול חשבו  (5 216 9
R

x y dA+,  כאשרR הכלוא התחום  הוא

בתוך האליפסה 
2 2

1
9 16

x y
+ =. 

 

2את האינטגרל הכפול חשבו  (6

R

y dA,  כאשרR התחום המוגבל על ידי   הוא

2  עקומותה 21 2
, , 1, 2y y xy xy

x x
= = = =. 

 

xאת האינטגרל הכפול חשבו  (7 y

R

e dA+

,  כאשר ( , ) | | | | 1|R x y x y= + . 
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 תשובות סופיות 

1) 
1

ln 3
4

 

2) 21
( ) ln 2

2
e e− 

3) 
1

1 sin 2
2

− 

4) 192 

5) 96 

6) 
3

4
 

7) 
1

e
e

− 

1
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 45 - אינטגרלים בשיטת אינטגרציה בחלקים

תוכן העניינים

1. אינטגרלים בשיטת אינטגרציה בחלקים י 449

448
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 אינטגרלים בשיטת אינטגרציה בחלקים

 שאלות 

 : 23-1בשאלות את האינטגרלים  וחשב

1) xxe dx 2) 4 lnx xdx 3) sinx xdx 

4) ( )2 2 3 lnx x xdx+ + 5) 2 sin 4x xdx 6) 2 4xx e dx−

 

7) ln xdx 8) 
3

1
ln dx

x
 9) arctan xdx 

10) arcsin xdx 11) 5ln 2x x dx − 12) 
2cos

x
dx

x 

13) 
2

ln x
dx

x
 14) arctanx xdx 15) ( )2 2ln 1x x dx+ 

16) 2ln xdx 17) 

2
ln x

dx
x

 
 
 
 18) cosxe xdx 

19) 2 sin 4xe xdx 20) 21 x dx− 21) 
( )

2
1

xxe
dx

x +
 

22) 2tanx xdx 23) ( )
4

1 2x x dx+  +  

 

nנוסחת נסיגה עבור   ומצא (24 xx e dx  באשרn .טבעי 

4את  וחשב (25 xx e dx. 

 

cosnנוסחת נסיגה עבור   ומצא (26 xdx  באשרn .טבעי 

4cosאת   וחשב (27 xdx. 
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sinnנוסחת נסיגה עבור   ומצא (28 xdx  באשרn .טבעי 

4sinאת  וחשב (29 xdx. 

 

  נוסחת נסיגה עבור ומצא (30
( )2

1

1
n

dx
x+

  באשרn .טבעי 

את  וחשב (31
( )

4
2

1

1
dx

x+
. 

 

cosאת האינטגרלים  וחשב (32 , sinax axe bxdx e bxdx . 
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 תשובות סופיות 

1) x xxe e c− + 

2) 
5 1

ln
5 5

x
x c

 
− + 

 
 

3) cos sinx x x c+ + 

4) 
3 3 2

2 3 ln 3
3 9 2

x x x
x x x x c

 
+ + − + + + 

 
 

5) 
2 1 1

cos4 sin cos4
4 2 4 16

x x
x x x c

 
− + + + 

 
 

6) 
2

4 4 41 1 1

4 2 4 16

x x xx
e xe e c− − − 

− + − − + 
 

 

7) lnx x x c− + 

8) ( )
1

ln
3

x x x c− − + 

9) 21
arctan ln 1

2
x x x c− + + 

10) 2arcsin 1x x x c+ − + 

11) ( )
2 21 1

ln 2 2 4 ln 2
5 2 2 2

x x
x x x x c

  
− − + + − +  

  
 

12) tan ln cosx x x c+ + 

13) 
1 1

ln x c
x x

− − + 

14) ( )
2 1

arctan arctan
2 2

x
x x x c − − + 

15) ( )
3 3

2 2
ln 1 arctan

3 3 3

x x
x x x c

 
+ − − + + 

 
 

16) ( ) ( )
2

ln 2 lnx x x x x c− − + 

17) ( )
1 2

ln ln 1x x c
x x

− − − + 

18) 
( )sin cos

cos
2

x

x
e x x

e x c
+

− + + 

19) 

2 1
cos 4 sin 4

2

5

xe x x

c

 
− + 
  + 

20) 
21 arcsin

2

x x x
c

− +
+ 

1

פרק 45אינטגרלים בשיטת אינטגרציה בחלק...

451

451



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

21) 
1

xe
c

x
+

+
 

22) ( )
2

tan ln cos
2

x
x x x x c− + + + 

23) ( )( ) ( )
9 11

2 2
2 4

1 2 2
9 99

x x x c+ + − + + 

24) 1n x n xx e n x e dx−−  

25) ( )4 3 24 12 24 24xe x x x x c− + − + + 

26) ( ) ( ) 1 21
cos sin ( 1) cos

n n
x x n x dx

n

− −
+ −  

27) ( )( )31
cos sin 3 5 cos sin

4
x x x x x c+  + + 

28) ( ) ( ) ( )( )1 21
sin cos 1 sin

n n
x x n x dx

n

− −
− + −  

29) ( )( )31
sin cos 3 5 sin cos

4
x x x x x c− +  − + 

30) 

( ) ( )
( )

2 2

1
2 1

2 1 1
n n

x dx
n

n x x

 
 + −
 + +
 

 

31) 

( ) ( )
3 2 22 2

1 1 1
arctan

6 4 2 11 1

x x x
x

xx x

  
   

+ + +   
+ + +    

 

32) 
2 2 2 2

sin cos sin cos
cos , sinax ax ax axb bx a bx a bx b bx

e bxdx e e bxdx e
a b a b

+ −
= =

+ +  

1

פרק 45אינטגרלים בשיטת אינטגרציה בחלק...

452

452



 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 46 - אינטגרלים בשיטת ההצבה

תוכן העניינים
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 שיטת ההצבהים באינטגרל

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) 
( )

2
2

2

1

x
dx

x +
 2) 3 54x x dx+  3) 

3

2

2

1

x
dx

x +
 

4) 
2 1

x

x

e
dx

e + 5) 
4

1

ln
dx

x x 6) 
2

1

1 ln
dx

x x−
 

7) 
2 3xe x dx 8) 

3 xe dx 9) 
( )

1

1
dx

x x+
 

10) ( )3 22 cos 1x x dx+ 11) ( )
14

3 23 1x x dx− 12) 
( )2cos ln x

dx
x 

13) 
2

1
1 dx

x
+ 14) 3ln xdx 15) 

3

8 2

x dx

x + 

16) 
4ln x

dx
x 17) 

2

2

arctan

1

x
dx

x+ 18) 
( )ln ln ln

dx

x x x  

19) arctan xdx 20) 
( )

7

2
41

x
dx

x−
 21) 

21 x

dx

e+
 

22) ( )cos ln x dx 23) 
( )3

1

1
dx

x x+
 24) 35 3 1x x dx+ 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

1

1
c

x
− +

+
 

2) 
( )

( )
5

3
3

3
42 4

4
3 5 3

x
x c

 
+ 

− + + 
 
 

 

3) 

3
2

21
2 1

3

x
x c

 
+

 − + +
 
 

 

4) ( )arctan xe c+ 

5) 
( )

3

1

3 ln
c

x
− + 

6) ( )arcsin ln x c+ 

7) ( )
2 221

2

x xx e e c− + 

8) ( )3 2
3 33 2 2xe x x c− + + 

9) 

2
1 1 1

ln
2 2 4

x x c
   

+ + + − +   
   

 

10) ( ) ( )2 2 2sin 1 cos 1x x x c+ + + + 

11) 
( ) ( )

16 15
2 23 1 3 11

18 16 15

x x
c

 − −
 + +
 
 

 

12) ( )
1 1

ln sin 2ln
2 2

x x c
 

+ + 
 

 

13) 
2

2

2

1 1 1
1 ln

2 1 1

x
x c

x

+ −
+ + +

+ +
 

14) ( )3 2ln 3ln 6ln 6x x x x c− + − + 

15) 
41

arctan
4 2 2

x
c

 
+ 

 
 

16) 
( )

5
ln

5

x
c+ 

17) 
( )

3
arctan

3

x
c+ 

1
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18) ( )ln ln ln x c+ 

19) arctan arctanx x x x c− + + 

20) 4

4

1 1
ln 1

4 1
x c

x

 
− − − − + 

− 
 

21) 
2

2

1 1 1
ln

2 1 1

x

x

e
c

e

+ −
+

+ +
 

22) ( ) ( )( )cos ln sin ln
2

x
x x c+ + 

23) ( )6 66 arctanx x c− + 

24) 
( ) ( )

7 4
3 33 31 1

7 4

x x
c

+ +
− + 

 

1
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 47 - משוואות ליניאריות מסדר שני

תוכן העניינים

1. משוואה חסרה - שיטת הורדת סדר המשוואה י 456

2. משוואה לינארית, הומוגנית, עם מקדמים קבועים י 458

3. השוואת מקדמים בשיטת ''הניחוש המושכל'' י 460

4. השוואת מקדמים בשיטת ''המרשם'' י 462

5. וריאציית פרמטרים י 464

6. משוואה לינארית, עם מקדמים לא קבועים - משוואת אוילר  י (ללא ספר)

7. משוואה לינארית כללית, שיטת הפתרון השני, שיטת אבל י 465

8. הוורונסקיאן ושימושיו י 466

9. משפט הקיום והיחידות למדר לינארית מסדר שני י 468

10. השיטה האופרטורית י 469
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 שיטת הורדת סדר המשוואה –  החסר המשווא

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) ( ) 2 1
0 '' 'x x y xy

x
 + = 

 

2) ( )cos 0 '' tan 1 'x y x y − = 

 

3) ( )
2

2 ' '' ' 1 0xy y y− + = 

 

4) '' ln 'y x x y= 

 

5) 2'' 'xxy x e y= + 

 

6) ( )
2

'' ' 0yy y+ = 

 

7) ( )
2

2 '' ' 1y y y− = 

 

8) ( ) ( )
2

cos 0 '' tan 2 'y y y y = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 1 2

1
lny C x C

x
= +  + 

2) 
1 2cosy x C x C= − +  + 

3) ( )
3/2

1 2 3

1

2
1 ;

3
y C x C y x C

C
=  + + =  + 

4) ( )1 2 3ln ;y C x x x C y C= − + = 

5) ( )
2

1 21
2

x x
y e x C C= − + + 

6) 
2

  ;   
2

y
cx k y c= + = 

7) 
( )

12
1

1
4

c x k
y

c

 +
= + 

  

 

8) ( )cot   ;   y cx k y c= − + = 

1
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 הומוגנית, עם מקדמים קבועים תלינארי  המשווא

 שאלות

 : 11-1בשאלות  את המשוואות   ורפת

1) '' 100 0y y− = 

 

2) '' 4 ' 0y y− = 

 

3) '' 8 ' 7 0y y y− + = 

 

4) ( ) ( )0 1 ,  ' 0 1,  4 '' ' 5 0z z z z z= = + − = 

 

5) '' 2 ' 0y y y− + = 

 

6) ( )
2

2
4 4 0

x x
x t

t t

 
+ + =

 
 

 

7) '' 4 0y y+ = 

 

8) '' 10 ' 125 0y y y+ + = 

 

9) ( ) ( )0 0, ' 0 3 ; '' 2 ' 10 0y y y y y= = − + = 

 

10) 5 '' 8 ' 4 0y y y+ + = 

 

11) 

( )2

1
''( ) ( ) 0 0

(0) 4

( ) ( ) 0

y x y x a
a

y

y y


− = 


=

  = − =



 

 
  

1
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)  נתונה המד"ר (12 )
2

'' ' 0yy y+ =. 

כי    והרא .א
1 4y 2y- ו = x=  .הם פתרונות של המד"ר 

)כי הפתרון    והרא .ב ) ( ) ( )1 2z x y x y x=  , אינו פתרון של המד"ר. +

 האם יש בכך סתירה לעקרון הסופרפוזיציה? 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 10 10

1 2

x xy c e c e−= + 

2) 4

1 2

xy c c e= + 

3) 7

1 2

x xy c e c e= + 

4) xz e= 

5) 1 2

x xy c e c xe= + 

6) ( ) 2 2
1 2

t t

x t c e c te
− −

= + 

7) 1 2cos2 sin 2y c x c x= + 

8)  5

1 2cos10 sin10xy e c x c x−= + 

9) 2 sin3y e x= 

10) 
4

5
1 2

2 2
cos sin

5 5

x

y e c x c x
−

    
= +    

    
 

11) 
| |

4
x

ay e
−

= 

  הוכחה.שאלת  (12

1
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 " הניחוש המושכל "השוואת מקדמים בשיטת 

 שאלות

 : הבאותאת המשוואות   ורפת

1) 2'' 5 ' 6 22 6y y y x x+ + = + 

 

2) 2(0) 2,  '(0) 7; '' 2 ' xy y y y y e= = − + = 

 

3) '' ' 2 4sin 2y y y x− − = 

 

4) '' 2 xy y xe−− = 

 

5) 2'' 3 cosxy y e x− = 

 

6) '' sinz z x+ = 

 

7) 2 3'' 3 ' 2 2 2 4 xx xy xy y x e ee− + = + + + 

 

8) '' 3 ' 9y y x+ = 

 

9) '' 3 ' 2 xy y y e− + = 

 

10) 2'' 2 ' 6 2y y x x− = − 

 

11) 2'' 5 ' 6 t tx x x e e− −+ + = + 

 

12) '' 2 ' 5 sin2xy y y e x−+ + = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 3 2 2

1 2 2 2x xy c e c e x x− −= + + + − 

2) 24x x xy e xe e= + + 

3) 2

1 2

1 3
sin 2 cos 2

5 5

x xy c e c e x x−= + + − 

4) 2 2

1 2 (2 )x x xy c e c e x e− −= + + − 

5) 2 2

1 2

3 3
cos sin

10 5

x x x xy c e c e e x e x−= + + + 

6) 1 2

1
cos sin cos

2
z c x c x x x= + − 

7) 2 2 2 3

1 2 3 3.5 3 2x x x x xy c e c e x x x e xe e= + + + + − − + 

8) 3 2

1 2

3

2

xy c c e x x−= + + − 

9) 2

1 2

x x xy c e c e xe= + − 

10) 3 2 2 3

1 2

x xy c e c e x x x− −= + − − − 

11) 2 3 2

1 2

1

2

t t t tx c e c e e te− − − −= + +  + 

12) sin 2xy e x−= 

1
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 "מרשםה"השוואת מקדמים בשיטת 

 שאלות

 : הבאותאת המשוואות   ורפת

1) 2'' 5 ' 6 22 6y y y x x+ + = + 

 

2) 2(0) 2,  '(0) 7; '' 2 ' xy y y y y e= = − + = 

 

3) '' ' 2 4sin 2y y y x− − = 

 

4) '' 2 xy y xe−− = 

 

5) 2'' 3 cosxy y e x− = 

 

6) '' sinz z x+ = 

 

7) '' 3 ' 9y y x+ = 

 

8) '' 3 ' 2 xy y y e− + = 

 

9) 2'' 2 ' 6 2y y x x− = − 

 

10) 2'' 5 ' 6 t tx x x e e− −+ + = + 

 

11) 2 3'' 3 ' 2 2 2 4x x xy y y x e xe e− + = + + + 

 

12) '' 2 ' 5 sin 2xy y y e x−+ + = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 3 2 2

1 2 2 2x xy c e c e x x− −= + + + − 

2) 24x x xy e xe e= + + 

3) 2

1 2

1 3
sin 2 cos 2

5 5

x xy c e c e x x−= + + − 

4) 2 2

1 2 (2 )x x xy c e c e x e− −= + + − 

5) 2 2

1 2

3 3
cos sin

10 5

x x x xy c e c e e x e x−= + + + 

6) 1 2

1
cos sin cos

2
z c x c x x x= + − 

7) 3 2

1 2

3

2

xy c c e x x−= + + − 

8) 2

1 2

x x xy c e c e xe= + − 

9) 3 2 2 3

1 2

x xy c e c e x x x− −= + − − − 

10) 2 3 2

1 2

1

2

t t t tx c e c e e te− − − −= + +  + 

11) 2 2 2 3

1 2 3 3.5 3 2x x x x xy c e c e x x x e xe e= + + + + − − + 

12) sin 2xy e x−= 

1
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 וריאציית פרמטרים

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 
1

''
sin

y y
x

+ = 

 

2) 2'' 4 ' 4 lnxy y y e x−+ + = 

 

3) '' 2 ' 3 1xy y y e x−+ + = + 

 

4) ( ) ( )1 0 , ' 1 0 ; '' 2 '
xe

y y y y y
x

= = − + = 

 

5) 
1

'' 3 ' 2
1 x

y y y
e−

− + =
+

 

 

6) '' 4 sec2y y x+ = 

 
 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 2cos sin cos sin ln siny c x c x x x x x= + −  +  

2)  
2

2 2 2 2 2

1 2

1
ln ln 1

2 2

x x x xx
y c e c xe e x x e x− − − − 
= + − − + − 

 
 

3) 
( ) ( )

( )

5 3

3/2

1 2

6 1 6 1
2 1

5 3

x x x x
x x

y c e c xe e xe x− − − −

 + +
   = + − − + +

  
  

 

4) ( )ln 0x x xy e xe xe x x= − +   

5) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 ln 1 ln 1 1x x x x x x xy c e c e e e e e e− − − = + + + + + − +
 

 

6) 1 2

1
cos 2 sin 2 cos 2 ln cos 2 sin 2

4
y c x c x x x x x= + + +  

1

פרק 47משוואות ליניאריות מסדר שני

464

464



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 משוואה לינארית כללית, שיטת הפתרון השני, שיטת אבל

   שאלות

)  ורפת (1 )tan 2 tan 4 0y x y x y +  − + )כאשר ידוע   ,= ) 2

1

xy x e=. 

 

)  ורפת (2 )21 2 2 0x y xy y − + − =. 

 

לא    כללית, לפתרון מד"ר לינארית,   "הפתרון השני" את שיטת  ור יהסב (3
 : על המד"ר ימוהדג  מסדר שני.  הומוגנית,

( ) ( ) ( )
2

0 1 ,     1 2 1 xx x y x y y x e−   − +  − = − , 

)  -ש  כאשר ידוע )1

xy x e=,  .פתרון של המד"ר ההומוגנית המתאימה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( )2 2

1 2 sin 4cosx xy c e c e x x−= + − 

2) ( )2

1 2 1y c x c x= + + 

 שאלת הדגמה.  (3

1
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 הוורונסקיאן ושימושיו 

 שאלות

)האם ייתכן כי   (1 ) ( )1 2, sinxy x e y x x= הם שני פתרונות של המשוואה   ,=

( ) ( )'' ' 0y p x y q x y+ + עם מקדמים רציפים בקטע   ,= 0,? 

 

)הראו כי הפונקציות   (2 ) ( )2 2

1 2sin , cosy x x y x x=  הן פתרונות בת"ל  =

''3של המשוואה   ' 4 0xy y x y− + )בקטע   ,= )4,− . 

0xחשבו את הוורונסקיאן של הפונקציות והראו כי הוא מתאפס רק עבור   = . 
 מהי הטענה? והאם דני צודק?  .דני טוען שיש בכך סתירה לטענה ידועה

 

)בדיקה ישירה מראה שהפונקציות   (3 ) ( )1 2,x xy x xe y x e−= =, 

הן פתרונות של המשוואה  
2 2 3

'' ' 0
1 2 1 2

x
y y y

x x

+
− − =

+ +
, בקטע  

1
,

2

 
−  
 

. 

 האם הפונקציות הללו בת"ל בקטע? 

 

3נתונות שתי פונקציות   (4 3

1 2 , y x y x= בקטע   ,= 4,4−. 

 חשבו את הוורונסקיאן של הפונקציות בקטע.  .א

 בדקו האם הפונקציות תלויות לינארית בקטע.   .ב

האם ייתכן כי הפונקציות הן פתרונות של אותה מד"ר הומוגנית מסדר   .ג
 שני בעלת מקדמים רציפים?

''הפונקציות הנתונות הן פתרונות של המד"ר   .ד 2 ' 0xy y− =. 

 האם יש בכך סתירה לתוצאה בסעיף ג'?  

 

 על הסעיפים הבאים:  ו ענ (5

)יהיו   .א ) ( )1 2,y x y x   פונקציות גזירות פעמיים בקטעI, 

 .I- כי הוורונסקיאן שלהן שונה מאפס ב ונניח 
 בעלת מקדמים רציפים   ,2כי קיימת משוואה הומוגנית מסדר  וח יהוכ 

)- ש ,בקטע ) ( )1 2,y x y x  .הם פתרונות שלה 

0xמשוואה הומוגנית מסדר שני עם מקדמים רציפים בקטע   ומרש .ב  ,

)שהפונקציות   ) ( )2 4

1 2,y x x y x x=  הן פתרונות שלה.  ,=

  

1
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)נתון כי   (6 ) ( )1 2,y x y x  הם פתרונות של המד"ר ,( ) ( ) ( )'' ' 0y x p x y q x+ + = ,

p,, כאשר  Iבקטע   q   רציפות בקטעI. 

), שעבורה  Iבקטע   cכי אם קיימת נקודה    הראו ) ( )1 2 0y c y c= =, 

)אז  ) ( ) 1 2,y x y x  .אינה מערכת בסיסית של פתרונות המד"ר הנתונה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

    לא. (1

2) 2W x= − 

 כן.   (3

0Wא.  (4  ד. לא.    ג. לא.   . בדיקהשאלת ב.    =

''ב.  . א. שאלת הוכחה  (5 '

2

5 8
0y y y

x x
− + = 

  שאלת הוכחה. (6

1
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 משפט הקיום והיחידות למדר לינארית מסדר שני

 שאלות

''נתונה המשוואה   (1 4 12y y x− =. 

 את המשוואה.   ורפת .א

פתרון המקיים:   ומצא .ב
( )

( )

0 1

' 0 11

y

y

 =


=

. 

למצוא פתרון המקיים:   ונס .ג

( )

( )

( )

0 4

' 0 2

'' 0 1

y

y

y

 =


=


=

. 

 האם כישלונך מפריך את משפט הקיום? 

)דוגמה מפורשת לשני פתרונות שונים, המקיימים    נות .ד )0 1y =. 

 האם הדוגמה מפריכה את משפט היחידות? 

 

)נתונה הבעיה:   (2 )

( )

2 '' 2 ' 2 0

0 0

' 0 0

x y xy y

y

y

 − + =


=


=

. 

)כי    והרא )1 0y x )- ו = ) 2

2y x x= .הם פתרונות של הבעיה , 

 סתירה למשפט הקיום והיחידות? האם אין בכך 

 

מסדר שני, עם מקדמים רציפים   ליניארית האם קיימת משוואה דיפרנציאלית (3
0xבסביבת הנקודה   4y, כך שהפונקציות  = x= ו -sin 4y x=  ?הן פתרונותיה 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

2א.  (1 2

1 2 3x xy c e c e x−= + 2ב.   − 24 3 3x xy e e x−= − − 

 . המשוואות הראשונה והשלישית סותרות זו את זו. לאג. 
 כנסו לאתר.ד.  לפתרון המלא עם הסברים מפורטים הי

 לפתרון המלא עם הסברים מפורטים היכנסו לאתר. (2

  הסברים מפורטים היכנסו לאתר.לפתרון המלא עם   (3

1
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 השיטה האופרטורית

 .בדקו עם המרצה אם הוא נדרש או לאהערה: נושא זה לא נלמד בדרך כלל; 
 

)בשאלות אלו הסימון הוא:  ) ( ) ( )2 '' 'aD bD c y Q x ay by cy Q x+ + =  + + =. 

 

 שאלות

 תור את המשוואות הבאות: פ

1) ( )2 22 4 10 11x xD D y e e−− − = + + 

 

2) ( )2 42 1 10 1x xD D y e e− + = + − 

 

3) ( )2 102 4 14x xD D y e e+ − = + + 

 

4) ( )2 4 sin5D y x+ = 

 

5) ( )2 4 sin cos cos 2D y x x x− = 

 

6) ( )2 2 cos 3sinD D y x x+ − = − 

 

7) ( )2 2 3 2cos cos 2D D y x x+ − = 
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 תשובות סופיות 

1) 2 2

1 2 5 5.5x x x xy c e c e e e− −= + + − − 

2) 4 2

1 2

10
1

9

x x x xy c e c xe e x e= + + + − 

3) 2 10

1 2

1
4 7

72

x x x xy c e c e xe e= + − + + 

4) 1 2

1
cos 2 sin 2 sin 5

21
y c x c x x= + − 

5) 2 2

1 2

1
sin 4

80

x xy c e c e x−= + − 

6) 2

1 2 sinx xy c e c e x−= + + 

7) 3

1 2

1 1 1 1
sin cos sin 3 cos3

10 5 30 15

x xy c e c e x x x x−= + + − + − 

1
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 אינטגרלים משולשים ושימושיהם

 שאלות 

 : 4-1בשאלות את האינטגרלים חשבו 

1) 
1

0 0 0
6

z x z
xzdydxdz

+

   

 

2) 
23 1 1

0 0 0

z
yze dxdzdy

−

   

 

3) ( )  2, , 0 1, 1 2, 0 3 ,
B

B x y z x y z xyz dV=   −      

 

4) ( ) , , 0 1 , 0 ,0 1 , 6
B

B x y z x y x z x y xydV=       + +  

 

 

 : אינטגרציהעל ידי שינוי סדר  ,8-5בשאלות את האינטגרלים חשבו 

5) 
( )2

4 1 2

0 0 2

4cos

2y

x
dxdydz

z   

 

6) 
2

2

1 1 1

0 0
12 zy

x
xze dydxdz   

 

7) 
3

2 21 1 ln3

20 0

sinx

z

e y
dxdydz

y

 
   

 

8) 
22 4

0 0 0

sin 2

4

x x z
dydzdx

z

−

−   
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 י המשטחים: ל ידהחסומים ע נפחי הגופיםאת חשבו  14-9בשאלות 

9) 1 , 0, 1, 0, 0z x y z x y x y= + + = + = = = 

 

10) 2 2 20 , , 1,z z x y y y x= = + = = 

 

11) ( ) 2 2
0 0, , 0.5 , 2 ,x z z x y y x y x y

x
 = = + = = = 

 

12) 20, 1, 2
4 2 4

x y z
z y x= + + = = 

 

13) ( )
2

20 1,
4

y
z x z y + = = 

 

14) , 6, 0, 0, 0z x y z x y z= + = = = = 

 
 

 .rורדיוס הבסיס שלו  hגליל שגובהו   המסה ואת מרכז הכובד שלאת חשבו  (15
 ית למרחק הנקודה מבסיס הגליל, לפרופורציונשהצפיפות בכל נקודה  וחיהנ

)כלומר, פונקציית הצפיפות היא מהצורה  ) ( )0 , ,k x y z kz =. 

 

של התיבה ההומוגנית )פונקציית צפיפות קבועה(  מומנט ההתמדאת חשבו  (16

 ( , , ) 0 , 0 , 0|V x y z x a y b z c=      ,   הסביב ציר -z. 

 .M ,התיבהשל  המסה באמצעות  התשובהאת  ובטא
  

1
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 תשובות סופיות 

1) 1 

2) ( )31
1

3
e − 

3) 
27

4
 

4) 
65

28
 

5) 2sin 4 

6) 3 6e− 

7) 4 

8) 
2sin 4

2
 

9) 
5

6
 

10) 
88

100
 

11) 
17

6
 

12) 
1

16
5

 

13) 
8

3
 

14) 36 

15) ( ) 2 22 1
, , 0,0, ,

3 2

h
x y z M kh r

 
= = 
 

 

16) ( )2 21

3
M a b+ 

1

פרק 48אינטגרלים משולשים ושימושיהם

473

473



 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
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 אינטגרלים משולשים בקואורדינטות גליליות וכדוריות

 שאלות

 :המשולשים   את האינטגרלים וחשב  4-1בשאלות 

1) 
( )2 2

2 2 2

2

1 1
2

0 1
21

x y

x x y

x
xy dzdydx

+

− +

− − −   

 

2) 
2

2 2 2

1 1 1

1 1

x

x x y
dzdydx

−

− − − +   

 

3) 
2 2 2

2 2

2 2 4

0 0 4

x x x y

x y
dzdydx

− − −

− − −   

 

4) 
2 2 2

2

2 4 4
2 2 2

2 4 0

x x y

x
z x y z dzdydx

− − −

− − −
+ +   

 

2גוף כלוא בגליל   (5 2 9x y+ לבין מחצית פני הכדור  , מלמטה xy  מישורהבין  ,=

2 225z x y= −  מלמעלה.  −

 שלו.  המרכזהגוף ואת    נפחאת  וחשב

 

את הנפח ואת המרכז של גוף החסום על ידי פני הכדור   וחשב (6
2 2 2 16x y z+ + 2ועל ידי החרוט   ,מלמעלה = 2z x y=  מלמטה.  +

 

2את נפח הגוף החסום מלמעלה על ידי פני הכדור   וחשב (7 2 2 16x y z+ + = 

2ומלמטה על ידי החרוט   2z x y=  על ידי מעבר לקואורדינטות גליליות.  ,+

 

החסום על ידי הפרבולואיד  ,xy  מישור האת הנפח של התחום מעל  ומצא (8
2 2z x y= 2והגליל   + 2 2x y a+ =.| 

 

2את הנפח הכלוא בין    וחשב (9 2z x y= 2ובין   + 22z x y= − +. 
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2zאת נפח הגוף החסום מלמעלה על ידי   וחשב (10 2ומלמטה על ידי   = 2z x y= +. 

 בשלוש דרכים:   ופתר

 על ידי שימוש בקואורדינטות גליליות.  .א

 בקואורדינטות כדוריות. על ידי שימוש  .ב

 על ידי שימוש בנוסחת נפח חרוט.  .ג

 

1zאת נפח הגוף החסום מלמעלה על ידי   וחשב (11 ומלמטה על ידי   =
2 2 2( 2) 4x y z+ + − =. 

 בשתי דרכים:   ופתר

 על ידי שימוש בקואורדינטות גליליות.  .א

 על ידי שימוש בקואורדינטות כדוריות.  .ב

 

   1את הנפח המוגבל בין כדור שמרכזו בראשית ורדיוסו  וחשב (12
 . 1ורדיוסו  (0,0,1)לבין כדור שמרכזו בנקודה  

 על ידי שימוש בקואורדינטות גליליות.  .א

 על ידי שימוש בקואורדינטות כדוריות.  .ב

 

2בתוך הכדור  נפח הגוף החסום את   וג יהצ (13 2 2 4x y z+ +   ומחוץ לגליל  =
2 2 1x y+  בשלוש דרכים:  ,=

 על ידי שימוש בקואורדינטות קרטזיות.  .א

 על ידי שימוש בקואורדינטות גליליות.  .ב

 על ידי שימוש בקואורדינטות כדוריות.  .ג

 

לבין כדור   1את נפח הגוף בתומן הראשון המוגבל בין כדור שרדיוסו   וחשב (14
 בשלוש דרכים:, 2שרדיוסו 

 על ידי שימוש בקואורדינטות כדוריות.  .א

 בקואורדינטות גליליות. על ידי שימוש  .ב

 על ידי שימוש בנוסחה ידועה לחישוב נפח כדור.  .ג

 

 ללא חישוב אינטגרלים חשב את האינטגרלים הבאים:  (15

 .א
2 1 2

1

0 0

r

r z r

V rdzdrd






−

= = =

=    

 .ב

2

cos sin2 /4

2

2

0 0 0

sin
r

V r drd d

  

 

  
+

= = =

=    

1
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 את האינטגרלים הבאים:  וללא חישוב אינטגרלים חשב (16

 .א
22 0.5 0.5 0.25

1

0 0

r

r z r

V rdzdrd






+ −

= = =

=    

 .ב
cos2 /4

2

2

0 0 0

sin
r

V r drd d

 

 

  
= = =

=    
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 תשובות סופיות 

1) 4 

2) 
3


 

3) 
24 32

9

 −
 

4) 
32

5


 

5) 
122

( , , ) (0,0,1107 / 488) ,
3

x y z V = = 

6) 
64

( , , ) (0,0,1.5 / (2 2)) , (2 2)
3

x y z V = − = − 

7) ( )64
2 2

3


− 

8) 4

2
a


 

9) 
5

6
  

10) 
8

3


 

11) 
5

3
 

12) 
5

12
 

א.  (13

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2

4 42 4 1 1

2 14 4 1 4

1 1

z x y z x yx x

x xy x z x y y x z x y

V dzdydx dzdydx

= − − = − −− −

=− =−=− − =− − − =− − =− − −

= −      

ב. 
2

2

2 2 4

0 1 4

1

z r

r z r

V rdzdrd






= −

= = =− −

=     .ג
5 /6 2 2

2

/6 0 1/sin

sin
r

V r drd d

 

   

  
= = =

=    

14) 
7

6
 

15) 
2

3


 

16) 
8


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 ותכונות בסיסיות  כרותיה  –מספרים מרוכבים 

 שאלות

 :zאת  מצאו את המשוואות ופתרו  1-3בשאלות 

1) 2 9 0z + = 2) 2 4 5 0z z− + = 3) 2 6 13 0z z− + = 
 

 חשבו:  7-4בשאלות 

4) 6( 2)i 5) 5 13 2( )i i− 

6) (4 ) (2 10 )i i+ − + 7) ( 4 )(2 3 )i i− − − 

 

שני מספרים מרוכבים   נתונים (8
1 1 1z a b i= - ו +

2 2 2z a b i= +. 

ידוע כי  
1 2z z+ משי וכי  מ

1 2z z− .מדומה 

או קשר בין  מצ .א
1a ל -

2a   ובין
1z ל -

2z. 

ה  הראו כי המכפל .ב
1 2z z  .היא ממשית 

 

1יהיו   (9 2, ,..., nz z z .מספרים מרוכבים 

1כי   וח יהוכ  .א 2 1 2| | | | | |z z z z =  

1כי   וח יהוכ  .ב 2 1 2| ... | | | | | ... | |n nz z z z z z   =    

1כי   וח יהוכ  .ג 1| | | |n nz z= 

 

 מספר מרוכב.  zיהי   (10

11אם  : וח יהוכ  1z  אז =
1

z
z

 מספר ממשי.  +

 

 מספר מרוכב.  zיהי   (11
|: אם  וח יהוכ  1| | 1|z z+ =  מספר ממשי.  izאז   −
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 תשובות סופיות

1) 3i 

2) 2 i 

3) 3 2i 

4) 8− 

5) 0 

6) 2 9i− 

7) 11 10i− + 

 שאלת הוכחה.  (8

 שאלת הוכחה.  (9

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

1
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 הצמוד המרוכב 

 שאלות

zאת התוצאה בצורה  כתבו )חשבו  1-3שאלות ב x yi= + :) 

1) 
5

2 i+
 2) 

1

1 3

i

i

+

−
 3) 

2

1

1 ( 1)

i

i i
−

− +
 

 

 : zאת המספר המרוכב  מצאו ו 4-6בשאלות  את המשוואות פתרו  

4) 2 6 1z i z− = − 5) 5 10zz z i− = 6) 2(1 ) 2 1 0i z z i+ + − + = 
 

 (: משתנים מרוכבים w- ו zכאשר  פתרו את מערכת המשוואות הבאה ) (7

3 5 4

5 2 5 8

z iw i

iz w i

+ = −


− = +
 

 

 :את ערכי המספרים המרוכבים הבאים וחשב (8

5 .א 12i− 

8 .ב 6i+ 

 

 : את המשוואות הריבועיות הבאות  ורפת (9

) .א ) 21 2 1 0i z z i− − + + = 

) .ב ) ( )22 6 12 10 25 0i z i z i− + − + + − = 

 

 פתרו את המשוואות:   11-10בשאלות 

10) ( )2 2 1 6 15 0iz i z i− − + + = 

 

11) 2 6 0z iz− + = 

 

שהמספר הבא הוא מספר מדומה   וח יהוכ  (12
2 2

z z

z z
 .z{0}\כאשר  −

  

1
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0zנתון מספר מרוכב   (13   :המקיים| | 1z i− =. 
 הוכח:

 .א
2| | 2Im( )z z=     

 .ב

2z i

iz

−


 
 

המספר   (14
3 4i

a i

+

−
 טהור.הוא ממשי  

 .aמצאו את  

 

1ים  י מספרים מרוכבנתונים שנ (15 1 1z a b i= - ו +
2 2 2z a b i= +. 

1הראו כי כדי שתוצאת החילוק  

2

z

z
ה, צריך להתקיים  היה ממשית טהור ת 

1 1

2 2

a b

a b
=. 
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 תשובות סופיות

1) 2 i− 

2) 
1 2

5 5
i− + 

3) 
1

2
i− + 

4) 1 2z i= − + 

5) 1 2 , 4 2z i z i= + = + 

6) , 1z i z= = − 

7) 2 3 , 5z i w i= − = + 

)א.  (8 )3 2z i=  )ב.   − )3z i=  + 

1,2א.  (9 , 1z i=   .1,2ב 2 , 2 5z i i= − − − 

10) 
1 22 5 , 3z i z i= − − = 

11) 
1 23 , 2z i z i− = 

 ת הוכחה. שאל (12

 ת הוכחה. שאל (13

14) 
3

4
a = − 

 ת הוכחה. שאל (15

1
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 הצגת מספר מרוכב בצורה קוטבית

 שאלות

 בצורה קוטבית: 1-8בשאלות   את המספריםכתבו 

1) 1 3i+ 2) 1 i− − 3) 3 3i− − 4) 1 i− 

5) 1 i+ 6) 3 i− 7) 3i 8) 8− 

 

zנתון המספר המרוכב   (9 Rcis=. 
 את המספרים:  - ו Rהביעו באמצעות  

 z .א

 .ב
1

z
 

 −z .ג

 .ד
1

z
− 

 iz .ה

z .ו z 
 

 רים הבאים הם ממשיים טהורים:כי המספהראו   (10

z .א z+ 

z .ב z 

 .ג
z z

z z
+ 

 

 :הורים ט מדומים רים הבאים הם כי המספהראו   (11

2 .א 2z z− 

 .ב
1 1

z z
− 

 

 יחו:הוכ  (12

z .א iz z iz− = + 

 .ב
2

z z z = 

 

  

1
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 תשובות סופיות

1) 2 cos sin
3 3

i
  
+ 

 
 

2) 2 cos sin
4 4

i
  

+ 
 

 

3) 12 cos sin
6 6

i
  

+ 
 

 

4) 2 cos sin
4 4

i
  

+ 
 

 

5) 2 cos sin
4 4

i
  
+ 

 
 

6) 2 cos sin
6 6

i
  

+ 
 

 

7) 3 cos sin
2 2

i
  
+ 

 
 

8) ( )8 cos sini +  

)א.  (9 )cisR −   .ב( )
1

cis
R

−   .ג( )cis 180R + 

)ד.  )
1

cis 180
R

+   .ה( )cis 90R   2Rו.   +

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

 שאלת הוכחה.  (12
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 ושורש של מספר מרוכב  חזקה –מואבר -נוסחת דה

 שאלות

 חשבו:  6-1בשאלות 

1) 

10
1 1

2 2
i

 
+ 

 
 2) ( )

9

1 3i+ 3) 

100

2 2

2 2
i

 
+  

 
 

4) 6 8− 5) 5 1 6) 3 8− 

 
 

 את הזהויות הבאות:  וח יהוכ מואבר, -בעזרת משפט דה  (7
2 2

3

3

cos 2 cos sin

sin 2 2sin cos

cos3 4cos 3cos

sin 3 3sin 4sin

  

  

  

  

= −

=

= −

= −

 

 

  כי: וח יהוכ מואבר, -בעזרת משפט דה  (8

1
sin sin

2 2sin1 sin 2 ... sin
1

sin
2

n n

n

+

+ + + = . 
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 תשובות סופיות

1) 
1

32
i 

2) 92− 

3) 1− 

4) 
1

68 cos sin 0,1,2,3,4,5
6 6

i k
+  +  

+ = 
 

 

5) 
1

51 cos sin 0,1,2,3,4
5 5

i k
+  +  

+ = 
 

 

6) 
1

38 cos sin 0,1,2
3 3

i k
+  +  

+ = 
 

  

 שאלת הוכחה.  (7

 שאלת הוכחה.  (8

1
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 תרגול נוסף במספרים מרוכבים 

 שאלות

 ענו על הסעיפים הבאים:  (1

4את כל הפתרונות של המשוואה  מצאו  .א 2 1 0z z+ + =. 

6הוא פתרון של המשוואה מסעיף א אזי:   zכי אם  הראו   .ב 1z =. 
 

4נתונה המשוואה   (2 8 8 3z i= − −. 

 את פתרונות המשוואה הנתונה. מצאו  .א

כי החזקה השלישית של כל אחד מפתרונות הנתונה היא מספר  הוכיחו  .ב
 ממשי או מספר מדומה טהור. 

 

את המשוואה  פתרו   (3
4

1
z i

z i

+ 
= 

− 
. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (4

3zאת שלושת הפתרונות של המשוואה  מצאו  .א i=. 

 .iשמכפלת שלושת הפתרונות היא  הראו  .ב

שאם מעלים בריבוע פתרון כלשהו של המשוואה, התוצאה שווה  הראו  .ג
 שני הפתרונות האחרים.  למכפלת

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (5

5את המשוואה  פתרו   .א 16( 3 )z i= − −. 

 את מנת הסדרה. מצאו כי חמשת השורשים מהווים סדרה הנדסית, והוכיחו  .ב
 

2הערה: סדרה הנדסית היא סדרה מהצורה   1

1 1 1 1, , ,..., na a q a q a q  מנת הסדרה. qאשר כ ,−

 

נתון   (6
1 1

2 2
w i= +. 

3את פתרונות המשוואה  מצאו  .א 3z w=. 

 .3wכי מכפלת הפתרונות של המשוואה היא  הראו   .ב

  

1
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)3נתונה המשוואה   (7 1) 1z − =. 
 . 3שסכום שורשיה הוא  הוכיחו 

 

3נתונה המשוואה   (8 3z i= − +. 

את שורשי המשוואה:  מצאו  .א
3 2 1, ,z z z. 

3את הסכום  מצאו  .ב 3 3

1 2 3| | | | | |z z z+ +. 

)כי הסכום  הראו   .ג ) ( ) ( )
9 9 9

1 2 3z z z+  הוא מספר מדומה טהור.  +

 

2נתונה המשוואה   (9 2 2| | 2 18z z ti s+ −  , הוא מספר מרוכב z כאשר ,=

s ו -t ו  הם מספרים ממשיים שונים מאפס -
1z ,

2z  .הם פתרונות המשוואה 

 .t-ו s  את פתרונות המשוואה באמצעות  וע יהב .א

נתון   .ב
1 2 18z z i =  .t- ו s  את הפרמטריםמצאו . −

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (10

)את המשוואה  פתרו   .א )
2 2| | 0z i z z z z + + + + =. 

אחד מהפתרונות שמצאת בסעיף א הוא איבר אחרון בסדרה חשבונית,   .ב
 שכל איבריה שונים מאפס.

הפרש סדרה זו הוא  
1

16
1 i+. 

 ממשי. האיבר הראשון בסדרה הוא מספר  
 חשבו את האיבר הראשון בסדרה. 

 

1הערה: סדרה חשבונית היא סדרה מהצורה:  1 1 1, , 2 ,..., ( 1)a a d a d a n d+ + + − ,

 נקרא הפרש הסדרה. dכאשר 
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 תשובות סופיות

0א.  (1

1 2 3 460 , 240 , 120 , 300z cis z cis z cis z cis  = = =  הוכחה. שאלת  ב.  =

1א.  (2 2 3 41 3 , 3 , 1 3 , 3z i z i z i z i= + = − + = − − =  הוכחה. שאלת  ב.    −

3) 0 , 1 , 1z z z= = = − 

1 א. (4 2 3

1 1 1 1
3 , 3 ,

2 2 2 2
z i z i z i= + = − + = −   

 ג. שאלת הוכחה.  ב. שאלת הוכחה. 

2 א. (5 [30 ( 1)72 ] 1,2,3,4,5nz cis n n = + − 72q ב. = cis = 

1א.  (6 2 345 , 165 , 285z cis z cis z cis  = =  ב. שאלת הוכחה.  =

 שאלת הוכחה.  (7

3 א. (8 3 3

3 2 12 290 , 2 170 , 2 50z cis z cis z cis  = =  שאלת הוכחה.  ג.  6 ב. =

2 א. (9 23 , 3
3 3

t t
z s i z s i

s s
= − − = − 9 ב. − , 1t s= =  

1א.  (10 0z = ,2 0.5 0.5z i= − 1 ב. + 8.5a = − 
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 חילוק פולינומים

 שאלות

 : ים הבאיםיעד כמה שניתן את השברים האלגבר  מוצמצ

1) 
3 2 1

1

x x x

x

− + −

−
 2) 

4 3 2

2

4 6 31 99 10

10

x x x x

x x

+ + + +

− +
  

3) 
24 1

2

x x

x

+ −

−
 4) 

2 5 14

2

x x

x

− −

+
 

5) 
3 2 3 5

1

x x x

x

+ + −

−
 6) 

4 3 2 14 3

3

x x x x

x

+ − + −

+
 

7) 
3 24 9

3

x x

x

− +

−
 8) 

3 25 4 20

5

x x x

x

+ − −

+
 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 2 1x +  

2) 0 

3) 
17

4 9
2

x
x

+ +
−

 

4) 7x− 

5) 2 2 5x x+ + 

6) 3 22 5 1x x x− + − 

7) 2 3x x− − 

8) 2 4x − 

1
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 פתרון משוואות פולינומיאליות ממעלה גבוהה

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ופתר

1) 4 3 23 15 19 30 0k k k k+ − − + = 

 

2) 3 22 3 20 0k k k+ − + = 

 

3) 5 4 3 23 2 2 3 1 0k k k k k+ + − − − = 

 

4) 3 26 12 8 0k k k− + − = 

 

5) 6 4 23 3 1 0k k k− + − = 

 

6) 3 2 1 0k k k− + − =  

 

7) 4 3 23 6 12 8 0k k k k− + − + = 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 2 3 41, 2, 3, 5k k k k= = − = = − 

2) 1 2,34, 1 2k k i= − =  

3) 1 2 3 4 51, 1, 1, 1, 1k k k k k= =− = − = − = − 

4) 1 2 32, 2, 2k k k= = = 

5) 1 2 3 4 5 61, 1, 1, 1 1 1k k k k k k= = − = = − = = − 

6) 1 2,31,k k i= =  

7) 1 2 3,41, 2, 2k k k i= = =  

1
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 שימושים של מספרים מרוכבים באלגברה לינארית

 שאלות

3)  נתון  1-4שאלות ב 2 ,4 ,1 6 ) , (5 ,2 3 ,7 2 )u i i i v i i i= − + = + − +. 
 : ומצא

4uא.  (1 v+  .2בi u v − 2) u v 

uא.  (3 u  .ב| |u  

4) | |v 
 

 , את מערכת המשוואות הבאה בשיטת גאוס ופתר  6-5בשאלות 

: F  השדהמעל 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 1 4

(1 ) 2

( 1 3 ) (3 ) (2 4 ) 5

z iz i z i

iz z i z i

i z i z i z i

+ + − = +

+ + + = +

− + + − + + = −

 , כאשר:

5) =F 
 

6) =F 

 

)האם   ובדק  7-8בשאלות  ) 1 2 3 2 1 3 1 1, , | ,W z z z z z z z z= = = + 

 : 3Cמרחב של  -תתהוא  

 .  מעל השדה הממשי (7

 

 .  מעל שדה המרוכבים (8
 

ם  הווקטוריהאם   ובדק 9-10בשאלות  (1, , 1), ( 1, 1, 2)i i i i− + − −, 

 :3C- ב  ליניארית תלויים  

 .  מעל (9

 

 .  מעל (10
  

1
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 וקטורים עצמיים. -ערכים עצמיים ו ו מצא 13-11עבור כל אחת מהמטריצות בשאלות  

 אותה.  נובמידה והמטריצה ניתנת ללכסון, לכס 

1P-, כך שPמטריצה הפיכה    וכלומר, מצא AP D−  מטריצה אלכסונית.  D, באשר  =

 . ופעם מעל     פעם מעל  ופתר

11) 
3 2

4 1
A

− 
=  

− 
 12) 

2 1

1 4
A

− 
=  
 

 

 

נתונה מטריצה   (13

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

− 
 

= − 
 − 

. 

 . של המטריצה עצמייםה וקטורים הועצמיים והערכים  את ה ומצא
  

1
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 תשובות סופיות 

17)א.  (1 7 ,2 13 ,11 26 )i i i− + )ב.  + 1 5 , 10 3 , 19)i i− + − + − 

20א.  (2 35i+    .66ב 

3) 66 

4) 92 

5) 
1 2 3( , , ) (2,3, 1)

F
z z z

=
= − 

6) 
1 2 3( , , ) (( 1 ) 1 ,3, )

F
z z z i t i t

=
= − + + + 

 כן  (7

 לא  (8

 . תלויים (9

 . בלתי תלויים (10

 , ולכן אין ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים. אין פתרונות מעל   (11

1: מעל   2x i=  ,1 2 1 , 2x i i= + = +v ,1 2 1 ,2x i i= − = −v, 

1 2 0

1 1 2

i
D

i

+ 
=  

− 
 ,

1 1

2 2

i i
A

+ − 
=  
 

 

3xערכים עצמיים:   (12 3, וקטורים עצמיים:  = 1,1x= = −v .לא ניתנת ללכסון . 

13) 1, 1 3x x i= =  ,1 1,1,1x= =v ,( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= +
= − + −v ,

( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= −
= + − −v 

1
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 51 - פונקציות אלמנטריות מרוכבות (אקספוננט, סינוס, קוסינוס וענפים

של הלוג)

תוכן העניינים

1. אקספוננט מרוכב י 495

2. סינוס מרוכב י 496

3. קוסינוס מרוכב י 497

4. העתקות אלמנטריות י 498

5. לוגריתם מרוכב, פונקציות רב-ערכיות ושורשים י 499
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 :אקספוננט מרוכב

 ות:שאל

1zeפתרו את המשוואה  (1 = −. 

1ixeממשי מתקיים   xכיחו כי לכל  הו (2 =. 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (3

)הראו כי אם   .א )Im 0z   1אזize  . 

1zeהראו כי   .ב )אם ורק אם   = )Re 0z =.      

1zeפתרו את המשוואה   (4 =. 

zeפתרו את המשוואה   (5 i= .   

1zeאת המשוואה  פתרו   (6 i= +  . 

)  הפונקציה האם (7 ) zf z e=?היא חח"ע   

 
 

 

 

 

 

 ות סופיות:תשוב

1)  2 1z i n=  + 

2) ( ) ( )2 2cos sin 1x x+ =  

א.  (3
0

1 1
1iz y

y
e e

e e

−= =   ב. הוכחה.    =

4) 2        kz ik k=   

5) 
1

2        
2

kz i k k
 

= +  
 

  

6) ( )
1 1

ln 2 2        
2 4

kz i k k
 

= + +  
 

 

 לא. (7

1
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 : סינוס מרוכב

 :ותשאל

)פתרו את המשוואה   (1 )sin 2z =. 

)הוכיחו כי   (2 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin sin sin cosh cos sinhz x iy x y i x y= + = + . 

)פתרו את המשוואה   (3 )sin 5z = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :סופיות ותתשוב

)כל הפתרונות הם מהצורה הבאה:   (1 )2 ln 2 3
2

nz n i


= + + , 

   מספר שלם. nכאשר  

 הוכחה.  (2

3) ( )2 ln 5 2 6
2

kz k i


= + −   

1
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 : קוסינוס מרוכב

 :שאלות

)cosהוכיחו כי   (1 ) cos( iy) cos( )cosh(y) sin( )sinh(y)z x x i x= + = −. 

 

)cosפתרו את המשוואה   (2 ) 2z =. 

)האם   (3 )cos 1z  ל  לכz ? 

)פתרו את המשוואה   (4 )
3

cos 0
4

z i + =  . 

)מתקיים   zהוכיחו כי לכל   (5 )cos
2

y ye e
z

−+
   כאשר( )Imy z=.  

)פתרו את המשוואה   (6 )tan
3

i
z =.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

 הוכחה.  (1

2) ( )2 ln 2 3nz n i= +  

 לא. (3

4) ( )
1 1

2 ln 2
2

kz k i


= − + −  

 הוכחה.  (5

6) ( )
1

ln 2
2

kz k i= +  

1
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 :העתקות אלמנטריות

 :שאלות

)מצאו את התמונה   (1 )f U   של התחום | 1U z z=  , 

)תחת ההעתקה   ) 1f z z= +. 

)מצאו את התמונה   (2 )f U   של התחום | 1U z z=  , 

)תחת ההעתקה   ) 5f z z=. 

)מצאו את התמונה   (3 )f U   של התחום| ( )
4

U z Arg z
 

=  = 
 

, 

)תחת ההעתקה   ) 3f z z=. 

)מהי תמונת התחום   (4 ) | 0 ImA z z =    התחת העתק  ( ) zf z e=.    

)מהי תמונת התחום   (5 ) | 0 Im 2A z z =    התחת העתק  ( ) zf z e=.    

)מהי תמונת התחום   (6 ) ( )| Re 0,0 Im
2

A z z z
 

=  −     
 

)  התחת העתק  ) zf z e=.    

 

 :תשובות סופיות

1) 1 1w−  

2) / 
 
 
 
 
 
 
 

 

3) 
3

135
4


 

4) ( ) Re      0      0x iy if z e e R  =       

5) ( ) Re      0      0 2x iy if z e e R  =       

6) ( ) Re      0 1     0
2

x iy if z e e R 
=       

 

1
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 :ערכיות ושורשים-לוגריתם מרוכב, פונקציות רב

 :שאלות

 ם הבאים:חשבו את הגדלי (1

) .א )1Arg i+  

 .ב
3

22
i

Arg e
 

 
 

 

 

 ו את הגדלים הבאים:חשב (2

) .א )1Log i+  

 .ב
3

22
i

Log e
 

 
 

  

 

 .iמצאו את כל הערכים האפשריים של   (3

 

 .iiל הערכים האפשריים של  מצאו את כ (4

 

ל הערכים האפשריים של   מצאו את כ (5
1

9 502
i

+

. 

 

)חשבו את הערך   (6 )
5

2 2
i

i+  ענפים שונים לבחירתכם.   3עבור 

   כמה תשובות אפשריות יש לערך זה.

 

מצאו את תמונת התחום  (7 1 2|   ,  iA z re R r R   = =   −    תחת העתקה

( )Log zהענף הראשי של הלוג( .) 

 

logמצאו תחום בו הפונקציה   (8
z a

z b

− 
 

− 
a,   אנליטית. כאשר    b a b .  

 תרגיל זה דורש ידע בהעתקות מוביוס.   הערה:

 

)ו כי  הרא (9 )Re zza a=   עבורa   ממשי חיובי בתחום( )\ ,0−  ת  ייכאשר פונקצ

): החזקה מוגדרת ע"י ענף הראשי של הלוג, כלומר )z Log aza e


=. 

 

1
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 zאם מגדירים את   איננה רציפה בתחום  zהוכיחו ישירות כי העתקה    (10

2באופן הבא:  
i

z re


כאשר   = 0,2   |   iz re   = .  

 

)של  מצאו את כל הערכים האפשריים  (11 )( )log log 1−.  

     

)נניח כי   (12 )log z   זה ענף רציף של הלוגריתם בתחום 

( ) \   ,   0   ,  sinz x iy x y x= +  )קיים ונניח שבענף זה מת = )log 1 0= ,

): חשבו בענף זה את הערכים ) ( ) ( )
5 3

log 1  , log  , log  , log  , log
2 2

i i
    

− −    
   

. 

 

)נגדיר   (13 ) ( )log ln argz z i z = +  ר  כאש( )2 arg z  −  . 

)חשבו את הערכים:   .א ) ( ) ( )2 0log 1  ,  log 1 ,   log 1 . 

)מצאו את התמונה של   .ב \ ,0−   תחת ההעתקה( )log z. 

מצאו את התמונה של   .ג )\ 0,   תחת ההעתקה( )0log z.   

  

1יהיו   (14  ,  ... ,  nz z מספרים מרוכבים כך ש -( )Re 0kz    1לכל k n    וגם

( )1 2Re ... kz z z     1לכל k n  . 

)כי   הוכיחו ) ( ) ( )1 2 1... ...n nLog z z z Log z Log z   = + ), כאשר + )Log z הענף    זה

     הראשי של הלוגריתם.

 

)יהי   (15 \ ,0U = −   0ויהיy  גבול  . חשבו את ה( ) ( )
0

lim log log
y

a iy a iy
→

+ − −   

0aעבור      0ועבורa .  

  

א קיימת  ר, הראו של .  כלומ-ב zהוכיחו שלא קיים ענף אנליטי של   (16

)פונקציה אנליטית   )h z כך ש - ב-( )2h z z=   לכלz  .   

 

nהוכיחו שלא קיים ענף אנליטי של   (17 z 1-בz    2לכלn . 

 

)נניח כי   (18 ) ( ) ,  f z g z  ג בקבוצה פתוחה  הם שני ענפים אנליטיים של הלו

)- שלם כך ש k. הוכיחו כי קיים קבוע  U  וקשירה ) ( ) 2f z g z ik− לכל  =

z U.                              
     

1
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 :תשובות סופיות

א.  (1
4


ב.       

2


−  

)א.  (2 )ln 2
4

i


) ב.   + )ln 2
2


−   

3) 
5

  , 0   ;    , 1
4 4

e i k e i k
 

= = 

4) 
4 1

2      |
k

e k


+
− 

 
 

 

5) 

( )ln 2 21 2
50 99 502 |

kk i

e e k

  
+ −  

 

 
 

 
  

  

6) 
( ) ( ) ( )5 2 5 25 5ln 8 5ln 8 5ln 84 44  ,   ,   ,  ..

i i i
e e e e e e

   
   

− + − −−       
   

  
 
  

  

7) ( )ln r i +   

8) ( )\ ,0
z a

z b

−
 −

−
  

9) ( )Re z
a  

 הוכחה.  (10

11) ( )ln 2 2      ,  0
2

k i m m k


  
 

+ +  +   
 

  

( )ln 2 2      
2

k i m m


  
 

− − + − +  
 

  

12) 
3 5 3

 ,  ,  , ln  , ln 2
2 2 2 2

i i i i
   

 
   

− − − −   
   

  

2א.  (13  ,  0 ,  0i   .ב( ) ( )ln  ,    ln   ,    r i r r  + −         

)ג.  ) ( )ln  ,    ln   ,    0< 2r i r   + −       

 הוכחה.  (14

15) 2 i   

 הוכחה.  (16

 הוכחה.  (17

 הוכחה.  (18

 

 

 

1
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 52 - נושאים מתקדמים - הצגה פולרית של פונקציה

תוכן העניינים

1. קואורדינטות קוטביות י 502

2. הנגזרת ושימושיה י 504

3. שימושי האינטגרל המסוים י 505

501

501



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

 קואורדינטות קוטביות 

 שאלות 

 הסעיפים הבאים: ענו על (1

,4את הנקודה הקוטבית המירו  . א
3

 
 
 

 לנקודה קרטזית.  

)את הנקודה הקרטזית  המירו  .ב )1, 1−  לנקודה קוטבית.  −

 
 

 הסעיפים הבאים: ענו על (2

,10את הנקודה הקוטבית המירו  . א
3

 
− 

 
 לנקודה קרטזית.  

)את הנקודה הקרטזית  המירו  .ב )0,  לנקודה קוטבית.  −4

)את הנקודה הקרטזית  המירו  . ג )2,  לנקודה קוטבית.  −2

 

 הסעיפים הבאים: ענו על (3

24את המשוואה  המירו  . א 1x x xy− =  לקואורדינטות קוטביות.  +

4cosrאת המשוואה  המירו  .ב =  לקואורדינטות קרטזיות.  −

 
 הסעיפים הבאים: ענו על (4

2את המשוואה  המירו  . א 2 4x y y+  לקואורדינטות פולריות.  =

10xאת המשוואה  המירו  .ב  לקואורדינטות פולריות.  =

4yאת המשוואה  המירו  . ג  לקואורדינטות פולריות.  =

 
 הסעיפים הבאים: ענו על (5

4rאת המשוואה  המירו  . א  לקואורדינטות קרטזיות.  =

/את המשוואה  המירו  .ב 4 =  .לקואורדינטות קרטזיות 

2cosאת המשואה  המירו  . ג 4sinr  =  לקואורדינטות קרטזיות.  +

36את המשוואה  המירו  .ד sin 4 cosr  =  לקואורדינטות קרטזיות.  −
  

1
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 תשובות סופיות 

)א.  (1 ) ( ), 2,2 3x y )ב.   = )
5

, 2,
4

r



 

=  
 

 

) א. (2 ) ( ), 5, 5 3x y = )ב.   − )
3

, 4,
2

r



 

=  
 

)ג.   )
3

, 8,
4

r



 

=  
 

 

2א.  (3 24 cos cos 1 cos sinr r r r   − = +  .2  ב 2 2( 2) 2x y+ + = 

4sinr א. (4 =  .ב  cos 10r  sin ג.  = 4r  = 

2א.  (5 2 24x y+ yב.   = x= .2 ג 2( 1) ( 2) 5x y− + − = 

)  ד. )
3

2 2 2 26 4x y y x y x+  = + − 

1
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 הנגזרת ושימושיה

 שאלות 

3את משוואת המשיק לעקום    ומצא (1 8sinr = בנקודה  +
6


 =. 

 

1את משוואת המשיק לעקום    ומצא (2 2sinr =  בראשית הצירים. −
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
11 3 98

5 5
y x= − 

2) 
3 3

,
3 3

y x y x= = − 
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 שימושי האינטגרל המסוים

 שאלות 

.את השטח של הלולאה הפנימית של חשבו  (1 2(1 2cos )r = + 

 

6את השטח הכלוא בתוך  חשבו  (2 4cosr =  . y-ה ומשמאל לציר +

 

3את השטח הכלוא בתוך  חשבו  (3 2sinr = +. 

 

3את השטח המוגבל בתוך חשבו  (4 2sinr = 2r- ומחוץ ל + =. 

 

2rאת השטח המוגבל בתוך חשבו  (5 3- ומחוץ ל = 2sinr = +. 

 

2rאת השטח המוגבל בתוך חשבו  (6 3ובתוך   = 2sinr = +. 

 

2sinrאת השטח הכלוא בתוך המעגל חשבו  (7 =   ומחוץ למעגל. 1r = 

 

1את אורך הקרדיואידה מצאו   (8 cosr = +. 

 

3sinרד  ואת האורך של עלה אחד של הומצאו   (9 2r =. 
 את האינטגרל!  חשבאין צורך ל

 

 

rאת אורך העקום מצאו   (10 =,   0כאשר 1 . 

 

cosrהעקום   (11 =, 0  כאשר
2


 ,  ה  מסתובב סביב ציר -x. 

 מהו שטח המעטפת של הגוף הנוצר?
  

1
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4העקום   (12 4sinr =   כאשר ,+
2 2

 
−  ,  ה  מסתובב סביב ציר -y. 

 מהו שטח המעטפת של הגוף הנוצר?
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 4 6 3 2.174S = − = 

2) 22 48S = − 
3) 11S = 

4) 
11 3 14

24.187
2 3

S


= + = 

5) 
11 3 7

2.196
2 3

S


= − = 

6) 10.37 

7) 
3

3 2
S


= + 

8) 8 

9) 
2

2

0

3 1 3cos 2 d



 = + 

10) 
( )2 ln 2 1

2

+ +
= 

11) xS = 

12) 102.4yS = 

  

1
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 גרפים נפוצים בקואורדינטות פולריות   -נספח 

 ים וקו

1) cosr a xהישר    - = a=. 

2) sinr b yהישר    - = b=. 

3)  =  -   הישר העובר דך הראשית(tan )y x=. 
 

 

 

 מעגלים 

1 .r a=   - מעגל שמרכזו בראשית הצירים ורדיוסו a. 

2  .2 cosr a =   -   מעגל שמרכזו בנקודה( ), 0a ורדיוסו  a. 

3  .2 sinr b =   -   מעגל שמרכזו בנקודה( )0,b ורדיוסו  b. 

4 .2 cos 2 sinr a b = )מעגל שמרכזו בנק'   - + ),a b  2ורדיוסו 2a b+. 

 

 

 

 קרדיודות ולמניסקטות

cosקרדיודות  (1 , sinr a a r a a =  = : 

 גרף בצורת לב שמכיל את הראשית. 

 

cosלמניסקטות עם לולאה פנימית    (2 , sinr a b r a b =  =   ( )a b : 

 גרף שיכיל לולאה פנימית ושתמיד יכיל את הראשית. 

 

cosלמניסקטות ללא לולאה פנימית   (3 , sinr a b r a b =  =   ( )a b : 

 גרף ללא לולאה פנימית שאינו מכיל את הראשית. 
 

0* נשרטט בדרך כלל עבור מחזור שלם  2  . 
  

1
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 למינסקטות ביתר פירוט 

cosrהגרף של  a b = +: 

 

 

 

  

1

פרק 52נושאים מתקדמים - הצגה פולרית ש...

508

508



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

cosrהגרף של  a b = − 
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sinrהגרף של  a b = + 

 

 

 

  

1

פרק 52נושאים מתקדמים - הצגה פולרית ש...

510

510



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

sinrהגרף של  a b = − 
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 גרפים נפוצים נוספים
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 53 - אינטגרציה מרוכבת

תוכן העניינים

1. אינטגרל ממשי של פונקציה מרוכבת י 513
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 : אינטגרל ממשי של פונקציה מרוכבת

 :שאלות

חשבו את האינטגרל   (1
1

2

inx imxe e dx






−

−

,   לכל,m n . 

 

)Reהמקיים  , zל  לכ (2 ) 0z ,   פתרו את האינטגרל
0

zte dt



. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

1) 
1

0

n m

n m

=



 

2) 
1

z
− 

1
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 מבוא מתמטי להנדסת חומרים 1
פרק 54 - פונקציות אנליטיות

תוכן העניינים

1. פונקציות מרוכבות י 514

2. גבולות מרוכבים ורציפות י 515

3. נגזרות מרוכבות י 516

4. משוואות קושי-רימן י 517

5. פונקציות הרמוניות י 520
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 :פונקציות מרוכבות

 :שאלות

)רשמו את הפונקציה   (1 ) ( )Ref z z z=   בצורה ,( ) ( ) ( ), ,f z u x y i v x y= + . 

 

)רשמו את הפונקציה   (2 )
2

f z z=  בצורה ,( ) ( ) ( ), ,f z u x y i v x y= + . 

 

)רשמו את הפונקציה   (3 ) ( )
22

2f z z i z= ), בצורה  + ) ( ) ( ), ,f z u x y i v x y= + . 

 

)רשמו את הפונקציה   (4 ) 2
1

z
f z

z
=

+
), בצורה   ) ( ) ( ), ,f z u x y i v x y= + . 

 

)רשמו את הפונקציה   (5 ) 2f z z z= ), בצורה  + ) ( ) ( ), ,f z u x y i v x y= + . 

 

)רשמו את הפונקציה   (6 )
3 3

3 3

x y
f x iy i

 
+ = +  − 

 
), בצורה   )f z  כאשר ,z x iy= +. 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

1) ( ) 2f z x i xy= +  

2) ( ) 2 2 0f z x y i= + +  

3) ( ) ( )2 2 2 22f z x xy y i x y = + + + −  

4) ( ) 2 2 2 21 1

x y
f z i

x y x y
= + 

+ + + +
 

5) ( ) ( )2 2 2f z x x y i xy y= + − +  − 

6) 
( )

232 6

24

z z z
f

+
= 

1
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 :גבולות מרוכבים ורציפות

 :שאלות

 : מצאו את הגבולות הבאים )אם קיימים(

1) 
0

lim ?
z

z

z→
= 

2) 
4

40
lim ?
z

z

z→
= 

3) 
2

1

0
lim ?

Z

z
e

−

→
= 

4) 
4

1

0
lim ?

Z

z
e

−

→
= 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :תשובות סופיות

1) 
1

1

ik

ik

−

+
 

2) 
( )

( )

4

2

1

1

ik

k

+

+
 

 הגבול תלוי במסלול ולכן אינו קיים.  (3

 הגבול תלוי במסלול ולכן אינו קיים.  (4

 

1
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 : נגזרות מרוכבות

 :שאלות

)נקודות בהן הפונקציה  מצאו את כל ה (1 )f z z= .גזירה   

)  כי הראו עפ"י הגדרת הנגזרת )f z z= 0- ב אינה גזירהz  0לכלz  .   

 

) נקודות בהן הפונקציהמצאו את כל ה (2 ) Re(z)f z    גזירה. =

 

  נקודות בהן הפונקציהמצאו את כל ה (3
2

( )f z z= .גזירה  

הוכיחו את משפט לופיטל:  (4
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )0 0

0

0

lim lim
z z z z

f z f z f z

g z g z g z→ →

−
=

−
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

 גזירה. הפונקציה לא  (1

 הגבול תלוי במסלול ולכן אינו קיים. 

 הפונקציה לא גזירה.  (2

 . 0היא   שלה נגזרתהבראשית הצירים, ו  (3

 הוכחה.  (4

1
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 : רימן-משוואות קושי

 :שאלות

)2הראו כי   (1 ) Im( )f z z z=  .zאינה גזירה לכל   +
 

2הראו כי   (2 2( ) ( )f z xy i x y= + 0zאינה גזירה בכל הנקודות בהן   + , 

0zאך כן גזירה בנקודה    )לפי הגדרה(.  =

 

a,מצאו מספרים ממשיים   (3 b   כך שהפונקציה( )3( ) cos(3 ) sin(b )ax xf z e y i e y−= + − 

 תהיה גזירה בכל נקודה. 
 

)נתון כי   (4 )
z

f z
z

0zאינה רציפה ב   = =. 

 קיימות( בהן הפונקציה גזירה.מצאו את כל הנקודות )אם 
 

 ( הפתרון בסרטון) רימן: הוכחה-משפט קושי

)אם    ) ( ) ( ), ,f z u x y i v x y= +  0- , גזירה ב 0 0z x iy= +, 

בנקודה זו, כלומר:   רימן- אז מתקיימות משוואות קושי
( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

, ,

, ,

x y

y x

u x y v x y

u x y v x y

=

= −
. 

 

)נניח כי   (5 )f z ום  גזירה בתחD,   ונניח כי Re ( ) 0f z zלכל   = D. 

)הוכיחו כי   )f z  .קבועה 
 

)נניח כי   (6 )f z   פונקציה גזירה שאינה קבועה בתחוםD. 

)נגדיר    ) ( )g z f z=   לכלz D. 

)הוכיחו כי   )g z   אינה גזירה בכלD. 
 

נתונה הפונקציה   (7
4

1
 

    0( )

0        0

ze zf z

z

−
 = 
 =

 הוכיחו את הטענות הבאות:  

 . הפונקציה אינה רציפה בראשית .א

 . מתקיימות בראשית רימן-משוואות קושי  .ב

 
  

1
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)נניח כי   (8 )f z  אנליטית בתחום | Im( ) 0H z z+ =  . 

)הוכיחו כי   ) ( )g z f z=   אנליטית בתחום | Im( ) 0H z z+ =  . 

 

)Reהוכיחו כי   (9 )( ) zf z e=  .אינה גזירה בשום נקודה במישור המרוכב 
 

2נתונה הפונקציה   (10 2( )f z cx xy ixy= −  . קבוע מרוכב כלשהו cכאשר  ,+

)נתון כי   )f z   1גזירה בנקודה i+. 
 . ואת כל הנקודות בהן הפונקציה גזירה cמצאו את הקבוע  

 

2נתונה הפונקציה   (11 21
( ) ln( ) arctan( )

2

y
f z x y i

x
= + + . 

)קבעו האם הפונקציה   )f z   אנליטית בחצי המישור הימני | Re( ) 0H z z=  . 

 

נתונה הפונקציה   (12 
2 2

2( ) cos( ) sin( )
x y

f z e xy i a xy
−

= + . 

 זוהי פונקציה הולומורפית )אנליטית( בכל המישור?  aו ערכי  עבור איל 

 

)נניח כי   (13 )g z   הולומורפית בתחום (0,1) | 1D z z=  , 

)    1  ומקיימת  ) 1z g z  =. 

)הוכיחו כי   )g z  .קבועה 

)הדרכה: ניתן לכתוב את   )g z באופן הבא:  ( , )( ) i h x yg z e =. 

 

0Rנניח כי   (14    ונתונה הפונקציה( ): 0,f D R  גזירה בכל התחום.  →

)נגדיר:   )
R

g z f
z

 
=  

 
. 

)מצאו תחום בו   )g z .מוגדרת, ובדקו אם היא גזירה שם 
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 תשובות סופיות:

1) ' 2 1   ,  ' 2y xu y v y= − + =  

2) 
0

0

y

x

=


=
  

3) 3  ,  3a b= − =  

4) 0  ,  0x y= = 

 הוכחה  (5

 הוכחה  (6

 ב. הוכחה  א. הוכחה   (7

 הוכחה  (8

 הוכחה  (9

10) 
3

2
c a i b= +  =    ,

0 ,  1 ,  0.5

0 ,  1 ,  0.25

0 ,  1  ,  0.25 0.5

y y y

x x x

z z i z i

= = =

= = =

= = + = + 

  

11) 
2 2 2 2

  ;  x y

x y
u u

x y x y
= =

+ +
. 

12) 1a =  

 הוכחה  (13

14)   |  1A z z=   
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 :פונקציות הרמוניות

 :שאלות

3הראו כי הפונקציה   (1 23x xy−, המישור.  כל היא פונקציה הרמונית ב 
 

2הראו כי הפונקציה   (2 2x y−, המישור כל היא פונקציה הרמונית ב , 
 ומצאו לה צמודה הרמונית. 

 

)הראו כי הפונקציה   (3 )2 2( )f z xy i x y= +  -היא פונקציה גזירה בראשית ,+

 אך החלק המדומה שלה אינו פונקציה הרמונית.  , הצירים
)האם   )f z  ?הולומורפית בראשית 

 

)הראו כי הפונקציה   (4 , ) sin( )cosh( )u x y x y=, המישור כל היא פונקציה הרמונית ב , 

)  ההרמונית שלהומצאו את הצמודה  ),v x y   המקיימת( )0,0 2v =. 

)רמז:  ) sin( )f z z=. 
 

)הראו כי הפונקציה   (5 , ) cos( )sinh(y)u x y x=, המישור כל היא פונקציה הרמונית ב , 

ומצאו פונקציה הלומורפית כך שמתקיים   ( , ) Reu x y f=. 

 

)הראו כי הפונקציה   (6 , ) sin( )yv x y e x=,  ,היא פונקציה הרמונית במישור 

)מצאו לה פונקציה צמודה הרמונית   , )u x y   ופונקציה שלמה( )f z, 

)  :כך שמתקיים ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= +. 
 

הראו כי הפונקציה   (7
1

( , ) cos( )u r r
r

 
 

= + 
 

, 

0rהיא פונקציה הרמונית בתחום   . 

)רמז:  , )u r    2תקרא הרמונית אם היא מקיימת '' ' '' 0rr rr u ru u+ + =. 

 

נתון כי   (8
1

( , ) cos( )u r r
r

 
 

= + 
 

0rהיא פונקציה הרמונית בתחום    . 

 מצאו לה צמודה הרמונית בתחום זה. 
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3הוכיחו כי   (9 2( , ) 2 3u x y x x xy= −  היא פונקציה הרמונית  ,+
 ומצאו לה צמודה הרמונית. 

 

)תהי   (10 ) ( , ) ( , )f z u x y i v x y= +   .פונקציה שלמה 

2הוכיחו כי   2( , ) ( , ) ( , )g x y u x y v x y=  פונקציה הרמונית.  −
 

)תהי   (11 ) ( , ) ( , )f z u x y i v x y= +   .פונקציה שלמה 

הוכיחו כי     ( , ) sin ( , ) cosh ( , )g x y u x y v x y=  פונקציה הרמונית . 

 

האם קיימות פונקציות הרמוניות מהצורה   (12
2 2

( , )
x y

u x y
x


 +

=  
 

 

 פונקציה לא ידועה(?  2C)כאשר  
 אם כן, מצאו אותן. 

 

)האם קיימות פונקציות הרמוניות מהצורה   (13 , )
x

u x y
y


 

=  
 

 

 פונקציה לא ידועה(?  2C)כאשר  
 אם כן, מצאו אותן. 

 

)sinhהראו כי הפונקציה   (14 )cos( )x y  המישור  כלהיא פונקציה הרמונית ב , 
 . ומצאו את הצמודה ההרמונית שלה

 

 

 

 תשובות סופיות:

 ים בסרטוני הוידאו. ראה פתרונות מלא 
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 :סדרות של מספרים מרוכבים

 :שאלות

נתון   (1
1 2

n

n
z i

n n

− 
= +  

 
lim. חשב את הגבול   n

n
z

→
. 

 

נתון   (2
2

2

1 1

3 2 2
n

n n n
z i

n n

+ + − 
= +  

+  
lim  . חשב את הגבול  n

n
z

→
. 

 

)נגדיר   (3 )
2 3n

nz i n=  הוכיחו כי .  lim n
n

z
→

= . 

נגדיר   (4
n

n

i
z

n
lim  . הוכיחו כי  = 0n

n
z

→
=. 

נתון   (5
( )1

n

n

i
z

n

+
lim. חשב את הגבול  = n

n
z

→
. 

 

nבדקו את התכנסות הסדרה   (6

nz n z=    כאשרz. 

1zכאשר   .א . 

0כאשר   .ב 1z . 

 

nנאמר כי סדרת מספרים מרוכבים   (7

nz L→⎯⎯⎯→   אם ורק אםlim 0n
n

z L
→

− = .

nהוכיחו כי אם  

nz z→⎯⎯⎯→ ו-   n

nw w→⎯⎯⎯→   אזי  n

n nz w z w→+ ⎯⎯⎯→ +. 

 

 בדקו האם הסדרות הבאות מתכנסות, אם כן חשבו את גבולן.  (8

 .א
2

1 10

1 2
n

n n
z i

n n

+ −
= +

−
 

) .ב )
1

cos sinnz n n i
n


 

= +  
 

 

 .ג
2

1 3 4

n

n n n

nz i
n

−

 
= + + +  
 

 

 .ד
1 3

2
n

i
z

 +
=   
 
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 :תשובות סופיות

1) lim n
n

z i
→

=  

2) 
1 1

lim
3 2

n
n

z i
→

= +  

   הוכחה. (3

   הוכחה. (4

5)    

 0ב.        א.  (6

 הוכחה.  (7

 ראו סרטון.  (8
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 :מושגים טופולוגיים בסיסיים

 :שאלות

4zשרטטו את הקבוצה   (1 i z i− + +  . 

 האם היא פתוחה/סגורה? .א

 האם זה תחום?  .ב

 האם זה תחום פשוט קשר? .ג

 

Re  ממשי  a, עבור  שרטטו את הקבוצה (2 0
z a

z a

− 
= + 

 . 

 האם היא פתוחה?  .א

 תחום? האם זה   .ב

 האם זה תחום פשוט קשר? .ג

 

שרטטו את הקבוצה   (3
1

Im 0
1

z

z

− 
= + 

 . 

 האם היא פתוחה?  .א

 האם זה תחום?  .ב

 האם זה תחום פשוט קשר? .ג

 

2zשרטטו את הקבוצה   (4 i z i+ = − . 

 אם היא פתוחה? ה .א

 האם זה תחום?  .ב

 האם זה תחום פשוט קשר? .ג

 

  על הסעיפים הבאים:  ו ענ (5

)הראו כי   .א )2 2 2
2Rez w z z w w =   +. 

1עבור   .ב 2,z z  0- ו   י המשוואההראו כ  
1 2z z z z− = מתארת   −

       ישר או מעגל.
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 :תשובות סופיות

 ראו סרטון.  (1

 ראו סרטון.  (2

   ראו סרטון. (3

   ראו סרטון. (4

   ראו סרטון. (5
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 : הגדרת המספר המרוכב 

 סיכום כללי:

 הגדרות כלליות:

1i ע"י הסימון: = z מספר מהצורה:מגדירים את ה − a bi= כמספר מרוכב בעל   +

 הם ממשיים.   b- ו a. המספרים  bוחלק מדומה   aחלק ממשי  

a  נקרא הרכיב הממשי שלz   ומסומן גם( )Re z  :מלשון(Real.) 

b   נקרא הרכיב המדומה שלz   ומסומן גם( )Im z  :מלשון(Imaginary .) 

 

 שאלות:

 :iרשום עם   (1

−1 .א −4 .ב  = −25 .ג = = 

−3 .ד −5 .ה = =  

 

 חשב: (2

i .א 2i .ב  = 3i .ג  = =  

4i .ד 5i .ה  = 17i .ו  = =  

 

 בעבור המספרים המרוכבים הבאים:  b- ו aרשום את ערכם של   (3

2 .א 5i+  3 .ב i−  ג. 
3 1

2 2
i−  

  0 .ו  −4 .ה  7i .ד

 

 לפי הדרישות הבאות: zכתוב מספר מרוכב   (4

) .א ) ( )Re 3 , Im 2z z= − =. 

) .ב ) ( )
2

Re Im
2

z z= =. 
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)מקיים:   zמספר מרוכב מסוים   (5 ) ( )Re Im 4z z+ )- ו = ) ( )Re Im 1z z− = −. 

 .zמצא את  

 

 תור את המשוואות הבאות: פ (6

2 .א 1x = 2 .ב  − 36 0x + 2 .ג  = 2 5 0x x− + =  

 

2פתור את המשוואה הבאה:    (7 1 0x x+ + =. 

 

2פתור את המשוואה הבאה:  (8 6 0z iz+ + =. 

 

1  נתון: (9 22 3  , 5 2z i z i= + =  :את ערכי הביטויים המרוכבים הבאים . חשב−

1 .א 2z z+ 1 .ב  = 2z z− 1 .ג = 2z z = 

 

 חשב את ערכי הביטויים הבאים:   (10

) .א ) ( )2 6 1i i− + + ) .ב − )
1

4 4 3
2

i i
 

+ − + 
 

 

 .ג
1 3 1 3

2 2 2 2
i i

   
− − +      

   
) .ד  )5 3 2i− − 

) .ה )3 6i i− ) .ו + ) ( ) ( )2 3 2 7 5i i i+ − − + − 

 

 חשב את ערכי הביטויים הבאים:   (11

) .א ) ( )1 4 8 2i i+   .ב −
2 2 1 3

2 2 2 2
i i

   
−  +      

   
 

) .ג ) ( )4 3 4 3i i−  ) .ד + )1i i − 

) .ה )2 3i i+  ו. ( )
2

5 1i − 
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1נתונים שני מספרים מרוכבים   (12 1 1z a b i= 2- ו + 2 2z a b i= + . 

1ידוע כי   2z z+   1הוא ממשי וכי 2z z−    .הוא מדומה 

 .2b- ו 1bוקשר בין   2a- ל 1aמצא קשר בין   .א

1הראה כי המכפלה   .ב 2z z   .היא ממשית 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

    .5iה.  3iד.      5iג.  2iב.        iא.  (1

  .iו.    iה.        1ד.       −iג.      −1.ב      iא.  (2

5a , 2 א. (3 b= 1a , 3 ב.      = b= = ג.      −
3 1

 , 
2 2

a b= = −    

7a , 0 ד. b= 0a , 4  ה.     = b= − 0a , 0ו.        = b= =  . 

3א.  (4 2z i= − ב.  +
2 2

2 2
z i= +. 

5) 1.5 2.5z i= +. 

xא.  (6 i=       .6בx i=      .1 ג 2  , 1 2x i i= + −. 

7) 
1 3 1 3

 , 
2 2 2 2

z i i= − + − −  . 

8) 2  , 3z i i= − . 

7א.  (9 i+      .3ב 5i− 16ג.       + 11i+    . 

1א.  (10 5i− ב.  +
1

1 3
2

i+  .3גi−  .2ד 2i+   .3ה 7i− 11ו.    + 7i− 

16א.  (11 30i+  .ב
6 2 6 2

4 4
i
 + −

+   
 

1ד.   −25ג.   i− − 

2ה.   3i− 24ו.   + 10i− −. 

1א.  (12 2 1 2 ,  b b a a= −  ב. הוכחה.    =
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 המספר הצמוד:

 סיכום כללי:

 צמוד קומפלקסי )מרוכב(:  

z  מספר מרוכבלכל  a bi= zוערכו:   z- קיים מספר צמוד המסומן ב  + a bi= −. 

 

 שאלות:

 רשום את המספר הצמוד של המספרים המרוכבים הבאים:  (13

2 .א 5i+  3 .ב i−  ג. 
3 1

2 2
i− 

 0 .ו −4 .ה 7i .ד

 

 חשב: (14

 .א
11 2

2

i

i

+

−
 .ב 

3 7

2 5

i

i

+

−
 .ג 

19 9

2 3

i

i

−

−
 

 

5נתון מספר   (15 2z i=  הביטויים הבאים: . חשב את ערכי −

 .א
1

z
 .ב 

3

z

z +
 .ג 

z i

z i

+

−
 

 

המספר   (16
3 4i

a i

+

−
 .aהוא ממשי טהור. מצא את   

 

1נתונים שני מספרים מרוכבים   (17 1 1z a b i= 2- ו + 2 2z a b i= + . 

1תוצאת החילוק  שהראה כי כדי 

2

z

z
1תהיה ממשית טהורה, צריך להתקיים:    1

2 2

a b

a b
=. 

 

3 פתור את המשוואה הבאה: (18 11 7z iz i− = −. 
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5 פתור את המשוואה הבאה: (19 4iz i+ =. 

 

 משתנים מרוכבים(: w- וzמערכת המשוואות הבאה )תור את פ (20
3 5 4

5 2 5 8

z iw i

iz w i

+ = −


− = +
 . 

 

 ממשיים:  b- ו aפתור את המשוואות הבאות שבהן   (21

2 .א 3 10a i bi− = 3 .ב  + 8 5 2 3a bi b ai i− + = − −  

 

2פתור את המשוואה הבאה:  (22 7 3z i iz z+ = + −. 

 

 : את ערכי המספרים המרוכבים הבאים חשב (23

5 .א 12i−  8 .ב 6i+  

 

 פתור את המשוואות הריבועיות הבאות:  (24

) .א ) 21 2 1 0i z z i− − + + =. 

) .ב ) ( )22 6 12 10 25 0i z i z i− + − + + − =. 

 

) פתור את המשוואה הבאה: (25 )2 2 1 6 15 0iz i z i− − + + =. 

 

2 פתור את המשוואה הבאה: (26 6 0z iz− + =. 
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 תשובות סופיות:

2א.  (13 5i−       .3ב i+      .ג
3 1

2 2
i+        .7דi−      .0ו.        −4ה  . 

4.א (14 3i+      .1ב i− 5ג.      + 3i+    . 

א.  (15
5 2

29 29
i+  .ב

11 3

17 34
i−  .ג

14 5

17 17
i+. 

16) 
3

4
a = −. 

 שאלת הוכחה.   (17

18) 4z i= −    . 

19) 4 5z i= +    . 

20) 2 3  , 5z i w i= − = +   .   

3a , 5 א. (21 b= = 1a , 2 ב.      − b= = −    . 

22) 
1 1

2
2 2

z i= − −  . 

)א. (23 )3 2z i=  )ב.       − )3z i=  +   . 

1,2א.  (24  , 1z i=   1,2.    ב 2  , 2 5z i i= − − −. 

25) 1 22 5  , 3z i z i= − − =    . 

26) 1 23  , 2z i z i= − =    . 
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 : חקירת משוואה ריבועית מרוכבת

 :שאלות

)  נתונה המשוואה הבאה: (27 ) ( )22 2 2 1 0mi z m i z− − + + = 

 למשוואה:  mמצא לאלו ערכים של הפרמטר המרוכב  

 יש פתרון יחיד.   .א

 אין פתרון.  .ב

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

mא.  (27 i= 2m ב.     − i= −    . 

1

פרק 56מספרים מרוכבים 2

532

532



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                      
 

 : מישור גאוס והצגה קוטבית של מספר מרוכב

 : סיכום כללי

, גודל הערך   aמייצג את   x- ע"י הצגתו במישור שבו ציר ה zניתן לאפיין מספר מרוכב 
 .z, גודל הערך המדומה של  bמייצג את   y- , וציר ה zהממשי של  

 מופיע באיור הסמוך.ו  מישור גאוסקרא  מישור זה נ

 

)במישור גאוס ניתן לאפיין כל נקודה ע"י הזוג:  ),a b 

)- או ע"י הערך המוחלט של המספר )מרחקו מ )0,0 ) 

 לרדיוס. והזווית שלו בין הקרן החיובית של הציר הממשי 

 הצמד הנ"ל מוגדר כהצגה קוטבית של מספר מרוכב 

)ויסומן:   ),R    :מספר מרוכב בהצגה קוטבית.

( )cos sin cos sin cisz R i R R i R    = +  = + =. 

 

 נוסחאות ומעברים: 

2מעבר מהצגה קוטבית לקרטזית )אלגברית(:  • 2  , tan
b

R a b
a

= + =. 

cosלקוטבית:   מעבר מהצגה קרטזית •  , sina R b R = =. 

2  ויחושב: zיסומן:   zגודל של מספר מרוכב   • 2z R a b= = +. 

 
 

 פעולות חשבון בהצגה קוטבית:

)כפל מספרים מרוכבים: • ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2cis cis cisz z R R R R    =  = +
 

. 

מרוכבים:חילוק מספרים  •
 

( )1 1 1 1
1 2

2 2 2 2

cis
cis

cis

z R R

z R R


 


= = −

 
. 
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 שאלות:

 אלגברית:   את המספרים המרוכבים הבאים בהצגה כתוב (28

 4cis330 .ג 6cis135 .ב  2cis60 .א

) .ד )4cis 30−  4 .הcis690 8 .וcis90 

 cis0 .ט cis180 .ח 3cis270 .ז

 

 הפוך להצגה קוטבית:  (29

+1  .א i 3 .ב − i ג. 
1 3

2 2
− − i  

3 .ד 4+ i  6 .הi  ו. −i  

  1 .ט  −1 .ח  4 .ז

    0 .י

 

 : את ערכי הביטויים הבאים חשב (30

2cis120 .א 3cis60  ב. ( )cis210 5cis 40 −  

 .ג
12cis315

3cis90




 .ד  

1

2cis40
  

6cis30 .ה 2cis210+   

 

cisz  נתון המספר המרוכב (31 R =  הבע באמצעות .R ו -  :את המספרים 

/1 .ב  z .א z  ג. z−  

 .ד
1

z
z .ו iz .ה − z 

 

 הראה כי המספרים הבאים הם ממשיים טהורים: (32

z .א z+      .בz z   .ג
z z

z z
+ 

 

 טהורים:הראה כי המספרים הבאים הם מדומים  (33

2 .א 2z z−      .ב
1 1

z z
− 
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 :את הטענות הבאות וכחה (34

z  .א i z z iz− = ב.   +
2

z z z =  

 

במישור גאוס אם  2דקודיו של ריבוע החסום במעגל קנוני שרדיוסו  מצא את ק (35
 ידוע שצלעותיו מקבילות לצירים.

 

1ריבוע חסום במעגל קנוני במישור גאוס. אחד מקודקודי הריבוע הוא   (36 3i+ . 

 דקודיו האחרים.מצא את ק

 

 משולש שווה צלעות חסום במעגל קנוני במישור גאוס.   (37

1אחד מקודקודי המשולש הוא   3i+דקודיו האחרים. . מצא את ק 

 

חסום במעגל קנוני במישור   30משולש שווה שוקיים, שזווית הבסיס שלו היא   (38

1דקוד הראש של המשולש הוא  גאוס. ק 3i+דקודיו האחרים. . מצא את ק 

 

39) z  גאוס הנמצא מחוץ למעגל היחידה. הוא מספר מרוכב במישור 
 קבע אם המספרים הבאים נמצאים בתוך מעגל היחידה, עליו או מחוץ לו:

 .ב z .א
1

z
 .ג 

z

z
z .ד  z 
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 תשובות סופיות:

1א.  (28 3i+      .3ב 2 3 2i− 2ג.        + 3 2i−       .2ד 3 2i−     

2ה. 3 2i−   .8וi     .3זi−     1ט.     -1.ח .     

      5cis53.13 ד.      cis240ג.        2cis330 ב.       2cis45.א (29

    cis180ח.        4cis0ז.      cis270ו.      6cis90  ה.

 .   0י.       cis0ט. 

) ד.       4cis225 ג.       5cis170 ב.       −6 א. (30 )
1

cis 40
2

−       

 .   4cis30ה.  

) א. (31 )cisR −     .ב ( )
1

cis
R

−     .ג ( )cis 180R +      

) ד. )
1

cis 180
R

+        .ה  ( )cis 90R +       .2וR   . 

 שאלת הוכחה.  (32

 שאלת הוכחה.  (33

 שאלת הוכחה.   (34

35) 1  , 1  , 1  , 1i i i i+ − + − − −    . 

36) 3  , 1 3  , 3i i i− + − − −  . 

37) 1 3  , 1 3  , 2i i+ − −    . 

38) 1 3  , 1 3  , 2i i+ − +    . 

       ג. על המעגל     ב. בתוך המעגל   .  א. מחוץ למעגל (39
 ד. מחוץ למעגל.    
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 : מואבר למציאת שורשים של מספר מרוכב-נוסחת דה

 סיכום כללי:

 מואבר:  -משפט דה

)נעזר בקשר:   nבחזקת   zמספר מרוכב כדי להעלות   ) ( )cis cis
n nR R n =. 

 

 שורשים של מספר מרוכב: 

0השווה למספר מרוכב אחר   zי של מספר מרוכב  -nכדי להוציא שורש   0 0cisz R =

0נבצע:  
0 0 0 0

2
cis /     cis  :  1n n n

k

k
z z R z R k n

n n

 


 
= =  =  +   

 
. 

 

 שאלות:

 : מואבר-את ערכי הביטויים הבאים תוך שימוש בנוסחת דה חשב (40

) .א )
3

2cis30  ב. ( )
5

2cis14 ג. ( )
4

1 i+  

) .ד )
3

3 i− ה. 

12

1 3

2 2
i

 
− +  
 

  

 

 פתור את המשוואות הבאות:  (41

2 .א 36cis120z =  ב. ( )
24 9cis80z =   5 .ג 1 3

2 2
z i= +  

 

 . 4מצא את סכום ומכפלת שורשי היחידה מסדר  (42

 

zנתון המספר המרוכב   (43 x iy= +. 

2zמצא את המקום הגאומטרי במישור גאוס המתקבל בעבור המשוואה:   =. 
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zנתון המספר המרוכב   (44 x iy= + . 

3מצא את המקום הגאומטרי במישור גאוס המתקבל בעבור המשוואה:   5z i− =. 

 

zנתון המספר המרוכב   (45 x iy= . מצא את המקום הגאומטרי במישור גאוס  +

1 המתקבל בעבור המשוואה: 3z i z i i+ + + = +. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 .    1ה.      −8iד.        -4 ג.      32cis70ב.         8iא.  (40

0.א (41 16cis60  , 6cis240z z=  =  . 

0ב.  1 2 33cis40  , 3cis130  , 3cis220  , 3cis310z z z z=  =  =  =     . 

0ג.  1 2 3 4cis12  , cis84  , cis156  , cis228  , cis300z z z z z=  =  =  =  =     . 

 .    1-, מכפלה:  0סכום:  (42

43) 2 2 4x y+ =    . 

44) ( )
22 3 25x y+ − =    . 

45) 
2 22 2

1
3 5

x y
+ =  . 
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 :עם מספרים מרוכבים סדרותבשאלות 

 שאלות:

  בסדרה חשבונית האיבר השביעי הוא (46
7 13 3a i=  והאיבר השלישי   +

  הוא
3 5 9a i=  האיברים הראשונים בסדרה. . מצא את סכום עשרת −

 

5  בסדרה הנדסית האיבר החמישי הוא  (47 32 16a i= 2  והאיבר השני הוא  + 2 4a i= − . 

מצא את האיבר הראשון בסדרה ואת מנת הסדרה, אם נתון שמנת הסדרה   .א
 היא מספר מרוכב הנמצא על הציר המדומה במישור גאוס. 

 האיברים הראשונים בסדרה. מצא את סכום חמשת   .ב
 

 . 2נתונים שלושה איברים סמוכים בסדרה הנדסית. האיבר הראשון ביניהם הוא  (48

מתקבלים שלושה איברים סמוכים   4iנתון כי אם מוסיפים לאיבר השלישי  
 מצא את שלושת איברי הסדרה ההנדסית )שתי אפשרויות(.  בסדרה חשבונית.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

46) 10 100 15S i= −    . 

1 .א (47 2  , 2a i q i= + = 5ב.      − 20 25S i= +    . 

48) 2 , 2i , 2−  4 , 2  או 2  , 6 8i i− −    . 
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 מספרים מרוכבים:שאלות שונות עם 

 שאלות:

)  פתור את המשוואה: (49 )
2

2 4 Imz z z i i z− + = − − +. 

 

פתור את המשוואה:  (50
2 12 3 13x x i− −− =. 

 

3zפתור את המשוואה:    (51 z=. 

 

הוכח: אם מקדמי משוואה ריבועית הם מספרים ממשיים ואין למשוואה פתרונות   (52
 פתרונות המשוואה הם שני מספרים צמודים. ממשיים אז 

 

 נתונים שני מספרים מרוכבים שאינם ממשיים טהורים.  (53
 הוכח: אם סכום המספרים ממשי ומכפלתם ממשית אז המספרים צמודים.

 

 , שאינו ממשי טהור ואינו מדומה טהור. zנתון מספר מרוכב   (54

הוכח כי אם  
1

z
z

 על מעגל היחידה.  zממשי אז   −

 

):הבאה   הוכח את הנוסחה (55 )1 1 2 2 1 2 1 2cis cis cisR R R R    = +
 

. 

 

56) z   ראשון. ההוא מספר מרוכב על מעגל היחידה ברביע 

4  נתון: 3 2 3z z− = )מצא את   .− )arg z. 

 

57) z   .הוא מספר מרוכב על מעגל היחידה 

zמצא את ערך הביטוי   iz+ .אם ידוע שהוא ממשי , 
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58) 1z 2- וz  :2הם פתרונות המשוואה הבאה 2cos 1 0z z−  + =. 

1  את גודל הזווית   הבע באמצעות 2Oz z  (O  ראשית.)הצירים 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

49) 1 23 4  , 3 4z i z i= − = − −    . 

50) 2 , 1x = −    . 

51) 1 2 3 4 50 ,  ,  , 1 , 1z z i z i z z= = = − = = −  . 

 שאלת הוכחה.   (52

 שאלת הוכחה.   (53

 שאלת הוכחה.   (54

 שאלת הוכחה.   (55

56) ( )arg 30z = . 

57) 2 , 2z iz+ = −. 

58) 2. 
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