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 וקטורים

 .uu,: הם .סימונים מקובלים נוספיםu  :כך uקטור  ואנו נסמן את הו :ת סימוןהער

|נסמן כך   uקטור ו את גודל הו   |u סימון מקובל נוסף הוא .|| ||u. 
 וקטור.ווקטור וגם הנורמה של הוגודל וקטור נקרא גם אורך ה  

 שאלות 

,P,Qוקטורים ואת נוסחת כל אחד מהרשמו  (1 R,S  .שבאיור 
 שאורך ורוחב כל משבצת באיור הוא יחידה אחת. הניחו 

 
 

 , נתונה מקביליתהבא בשרטוט  (2
 ששיעורי שלושה מקדקודיה נתונים.

 .Dאת שיעורי הקדקוד מצאו  
 בנוסחת אמצע קטע. היעזרו רמז: 

 

 במערכת הצירים. מצוינותנתונה תיבה שמידותיה  (3
 . על פי השרטוט uמהו הווקטור מצאו  

 

 

 

 

 נתון משולש ששיעורי קדקודיו נתונים. הבא בשרטוט (4
 . את שיעורי מפגש התיכונים במשולשמצאו  
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 על הסעיפים הבאים )אין קשר בין הסעיפים(:ענו  (5

)אם נתונות הנקודות  ,EFאת הווקטור מצאו   . א )E 2,0, )-ו  −3 )F 7, 1, 3− −. 

)אם נתונה הנקודה ,Nאת שיעורי הנקודה מצאו   .ב )M 0, 4,1−  

)והווקטור  )MN 1, 1,9= − −. 

 

 במערכת הצירים שלפניך. מצוינותנתונה תיבה שמידותיה  (6
 .vומהו הווקטור   uמהו הווקטור מצאו  

 

 

 

u- אם נתון ש ,z-ו x  ,yאת  מצאו   (7 v=,   4)כאשר, 1,2)u = −,

( 2, 1, 3)v z y x= − + −. 

 

נתונות הנקודות הבאות:  (8

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A 1,0, 2  , B 3,7, 4  , C 6,9,0  , D 7, 4,10  , E 9,11, 4−. 

ABכי:  והרא . א DE=. 

ADהאם ניתן לומר כי גם   .ב BC=ו? נמק . 
 

 , בשרטוט נתונה מקבילית (9
  ששיעורי שלושה מקדקודיה נתונים.

 .Dאת שיעורי הקדקוד מצאו  
 בפתרון בנוסחת אמצע קטע. היעזראין ל* 

 
  

4  

7 

6 

  

  

  

 
 

 

 

 

  

1

R^n פרק 1המרחב

2

2



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

)  וקטוריםונתונים ה 10-16 בשאלות 3,1, 4)u = −   ,(4, 2, 6)v = − −  ,(2,6, 5)w = −. 

 את משמעות התוצאות מבחינה גיאומטרית.  וריהסב 16 ,14 ,13 שאלות* ב

 :וחשב (10

3 . ג −0.5v .ב 2u . א 2u v− 

 

 :וחשב (11

0.25 . א 0.5v u− 0.5 .ב 2v u w− + 

 

12) 2 4v u w− + 
 

13) / | |u u 

 

14) d( , )u v 

 

15) 2v u w v +  

 

16) proj( , )u v 
 
 

,C(3 נתונות הנקודות 17-19בשאלות  1,2) , B(4,2, 1) , A(1, 3,0)− − − , 
 וקטורים:ואת הויש למצוא  

17) AC AB+ 

 

18) 2 4AC AB− 

 

19) 2AC AB BC+ − 

 

: ABCDנתונים ארבעת קדקודי המרובע  (20

( ) ( ) ( ) ( )A 4,2,1  , B 0,2, 1  , C 3, 5,0  , D 7, 5,2− − − − − −. 

 כי המרובע הוא מקבילית.  וחיהוכ
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: ABCDתונים ארבעת קדקודי המרובע נ (21

( ) ( ) ( ) ( )A 1, 2,0  , B 2,5,3  , C 1,8, 4  , D 4,3, 1− − −. 

 כי המרובע הוא טרפז.  וחיהוכ . א

 ?האם הטרפז שווה שוקיים .ב
 

 :, כאשרv-ו uאת הזווית שבין הווקטורים   וחשב (22

) . א ) ( )2, 2,5  , 4,0,1u v= − = 

) .ב ) ( )6, 3,1  , 2,5,3u v= − = 

) . ג ) ( )2,1,3  , 4, 2, 6u v= − = − − 
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 תשובות סופיות 

1) ( ) ( ) ( ) ( )P 4,0,7 , Q 2,1,3 , R 6,4,0 , S 2,4,0= = − = = − 

2) ( )D 6, 8,1= − 

3) ( )4,11,5u = 

4) ( )M 7,1,2= 

)א.  (5 )EF 5, 1,0= )ב.   − )N 1, 5,10= − − 

6) ( ) ( )0, 7,6 , 4,7,6u v= − = − 

,6א.  (7 2, 5z y x= = − = 

 לא.ב.  הוכחה.שאלת א.  (8

9) ( )D 6, 8,1= − 

)א.  (10 )6, )ב.   −2,8 )ג.  −2,1,3( )17,7, 24− 

). א (11 )2.5, 1, 3.5− ).  ב − )9.5,9.5, 18− 

12) ( )19,19, 36− 

13) 
3 1 4

, ,
20 20 20

− 
 
 

 

14) 158 

15)  14 

16) *u 

17) ( )5,7,1 

18) ( )8, 16,8− − 

19) ( )8,12,0 

 הוכחה.שאלת  (20

 ב. כן.  הוכחה.שאלת א.  (21

97.277א.  (22 =     .90ב =    .180ג =  
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 מרחב וקטורי

 שאלות 

 : 3Rמרחב של  -תת Wהאם  קובד 1-7בשאלות 

1) {( , , ) | 0}W a b c a b c= + + = 

 

2) {( , , ) | }W a b c a c= = 

 

3) {( , , ) | 3 }W a b c a b= = 

 

4) {( , , ) | }W a b c a b c=   

 

5) 2{( , , ) | }W a b c a c= = 
 

6) {( , , ) | }W a b c c b b a= − = − 

 מהווים סדרה חשבונית.  c-ו a ,b ,כלומר
 

7) 2{( , , ) | , }W a b c b a q c a q= =  =  

 מהווים סדרה הנדסית.  c-ו a ,b ,כלומר

 

 

 

 

 
 

 

 

 תשובות סופיות 

 כן (1
 כן (2
 כן (3
 לא  (4
 לא  (5
 כן (6
 לא  (7
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 ליניאריתתלות ו  פרישה ליניארית צירופים לינאריים, 

      ם הבאים:  הווקטורינתונים  7-1 בשאלות

  1 2 3 4(4,1,1,5), (0,11, 5,3), (2, 5,3,1), (1,3, 1,2)u u u u= = − = − = − 

 

 ?4uהוא צירוף לינארי של  1u. האם  א (1

}4-שייך ל 1uהאם ב.  }Sp u? 

האם הקבוצה ג.  1 4,u u  ליניאריתתלויה ? 

 

 ?2u-ו 1uהוא צירוף לינארי של  3u. האם  א (2

1-שייך ל 3u. האם ב 2{ , }Sp u u? 

. האם הקבוצה ג 1 2 3, ,u u u  ליניאריתתלויה ? 

 ם האחרים. הווקטוריכצירוף לינארי של  כל וקטור בקבוצה מורש ,במידה וכן    
 

 ?2u-ו 1uהוא צירוף לינארי של  4u. האם  א (3

1-שייך ל 4u. האם ב 2{ , }Sp u u? 

. האם הקבוצה ג 1 2 4, ,u u u ליניארית תלויה ? 

 ם האחרים. הווקטוריכל וקטור בקבוצה כצירוף לינארי של  מורש ,במידה וכן    
 

,4,12)נתון  (4 , 2 )v k k= −. 

 vקטור ועל מנת שהו ,kמה צריך להיות ערכו של  . א

 ?2u-ו 1uיהיה צירוף לינארי של 

 v שהווקטורעל מנת  ,kמה צריך להיות ערכו של  .ב

1-ל יהיה שייך  2{ , }Sp u u? 

על מנת שהקבוצה  ,kמה צריך להיות ערכו של  . ג 1 2, ,u u v 

 ?ליניארית תהיה תלויה 

 

)נתון  (5 , , , )v a b c d=. 

,מה התנאים על    . א , ,a b c d,  שהווקטורעל מנת  v 

 ?2u-ו 1uיהיה צירוף לינארי של 

,מה התנאים על    .ב , ,a b c d,  שהווקטורעל מנת  v 

1-יהיה שייך ל  2{ , }Sp u u? 

,מה התנאים על    . ג , ,a b c d,  על מנת שהקבוצה 1 2, ,u u v 

 ?ליניארית  תלויה תהיה
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) הווקטוראת  ועיהב (6  .3u-ו 1u, 2uכצירוף לינארי של  10,8,0,14(

 ? בכמה אופנים ניתן לעשות זאת

 

,7,10) הווקטוראת  ועיהב (7  . 4u-ו 1u, 2u,  3uכצירוף לינארי של  −(2,11

 ? בכמה אופנים ניתן לעשות זאת

 

,איזה ערכים של   בורע (8 ,a b c, ליניארית:ם הבאים תלויים הווקטורי 

       ( , 2, 4), (2.4, , 2), ( , ,6), ( , 2, )c a c b b a 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 ג. לא.   ב. לא.  א. לא.  (1

1ג. כן,   ב. כן.  א. כן. (2 3 2 2 1 32 , 2u u u u u u= + = −. 

1ג. כן,   ב. כן.  א. כן. (3 4 2 2 4 14 , 4u u u u u u= − = −. 

4kג. - א (4 = − 

5) 5 3 , 4 13 , 7 , 7a t s b t s c s d t= + = − = = 

 . אינסוף (6
 . אינסוף (7

,לכל ערך של  (8 ,a b c. 
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 , דרגה של מטריצהבסיס ומימד

 שאלות 

 :3R- לאם הקבוצות הבאות הן בסיס  קובד (1

,(1,0,1)} . א (0,0,1)} 

,(1,1,2)} .ב (1,2,3), (3,3,4), (2,2,1)} 

,(1,2,3)} . ג (4,5,6), (7,8,9)} 

 

3R -נתונה קבוצת וקטורים ב (2 (1, 2,3), (4,5,6), (7,8,9), (2,3, 4)T =. 

 ?3R- לבסיס  Tהאם  . א

 ,שהיא קבוצה מקסימלית של וקטורים ,T'קבוצה   ומצא .ב
 . T-ליניארית בבלתי תלויה 

 .3R לבסיס של T'את  ימוהשל . ג
 

 

 מציאת בסיס וממד למרחב פתרונות של מערכת משוואות הומוגנית 

 מערכות של משוואות הומוגניות:  שלוש הלןל (3

1 .

2 0

3 7 4 0

5 3 15 6 0

x y z w

x y z w

x y z w

+ − + =


− + + =
− + − − =

  2  .

0

2 0

3 3 0

x y z w

x z w

x y z w

− + + =


+ − =
 + + − =

 3 .
0

2 2 2 2 0

x y z w

x y z w

− + + =


− + + =
 

 . 1את המרחב הנפרש ע"י מערכת המשוואות  W- בנסמן 
 . 2י מערכת המשוואות "את המרחב הנפרש ע U- בנסמן 

 . 3י מערכת המשוואות "את המרחב הנפרש ע V- בנסמן 

 .V-ו W ,U- לבסיס וממד  ומצא

 

נתון  (4 4( , , , ) | ,U a b c d R a c b d=  = =. 

 .U- לבסיס וממד  ומצא
 

נתון  (5 4( , , , ) | ,U a b c d R c a b d b c=  = + = +. 

 .U- לבסיס וממד  ומצא
 

נתון  (6 4 | (1, 1,1, 1) 0U v R v=   − − =. 

 .U- לבסיס וממד  ומצא
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 מרחב -תתמציאת בסיס וממד ל

    :4R  שני תתי מרחבים של המרחבנתונים  8-ו  7בשאלות 

    
 

 

(1,1, 1,2), (3, 1,7,4), ( 5,3, 15, 6)

(1, 1,1,1), (1,0,2, 1), (1,1,3, 3), (5,1,5,8)

U span

V span

= − − − − −

= − − −
 

 .U- ל ממד ומשוואות  , בסיס ומצא (7

 

 .V- ל ממד ומשוואות  , בסיס ומצא (8
 

 

 מציאת בסיס וממד למרחב שורה ומרחב עמודה של מטריצה, דרגת מטריצה 

 של המטריצה,  בסיס וממד למרחב השורה ומרחב העמודה ומצא 10-ו  9בשאלות 
 : (rank) את דרגת המטריצהנו וציי

9) 

4 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 −
 −
 

− 

 

 

10) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

 
 
 − −
 
− − − 
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 תשובות סופיות 

 לא. ג.   לא.ב.   לא. א.  (1

)ב.    א. לא.  (2 ) ( ) ' 1,2,3 , 4,5,6T )ג.   = ) ( ) ( ) ' 1,2,3 , 4,5,6 , 0,0,1T = 

3) W -  :בסיס( ) ( ) 1.5,2.5,1,0 , 1.5, 0.5,0,1− −  . 2, ממד: −

U -  :בסיס( ) ( ) 2, 1,1,0 , 1,2,0,1−  . 2, ממד: −

V -  :בסיס( ) ( ) ( ) 1,0,0,1 , 1,0,1,0 , 1,1,0,0−  . 3, ממד: −

)בסיס:   (4 ) ( ) 0,1,0,1 ,  .2, ממד: 1,0,1,0

)בסיס:   (5 ) ( ) 1,1,0,1 , 2, 1,1,0−  .2, ממד: −

)בסיס:   (6 ) ( ) ( ) 1,0,0,1 , 1,0,1,0 ,  .3, ממד: −1,1,0,0

)בסיס:   (7 ) ( ) 1,1, 1,2 , 0, 4,10, 2− −  .2, ממד: −

)בסיס:   (8 ) ( ) ( ) 1, 1,1,1 , 0, 1,1, 2 , 0,0, 2,5− − −  .3, ממד: −

)מרחב שורה: בסיס:   (9 ) ( ) 4,1,1,5 , 0,11,  . 2, ממד: −5,3

מרחב עמודה: בסיס:  

4 0

0 4
,

2 2

1 1

    
     
    

−       
     

 . 2, דרגה: 2, ממד: 

)מרחב שורה: בסיס:   (10 ) ( ) ( ) 1,2,1,3,5 , 0,11, 5, 4 , 0,0,0,1,1−  . 3 , ממד:−

מרחב עמודה: בסיס:  

1 0 0

2 1 0
, ,

1 3 16

2 7 37

      
       
      

− −           −       

 . 3, דרגה: 3, ממד: 

1

R^n פרק 1המרחב

11

11
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 מרחבים -חיתוך, סכום וסכום ישר של תת 

 שאלות 

מערכות של משוואות לינאריות הומוגניות:  הלן שלושל (1

2 0 0
0

1) 3 7 4 0 2) 2 0 3)
2 2 2 2 0

5 3 15 6 0 3 3 0

x y z w x y z w
x y z w

x y z w x z w
x y z w

x y z w x y z w

+ − + = − + + = 
− + + = 

− + + = + − =  
− + + = − + − − = + + − = 

 

,- נסמן ב ,V U W  בהתאמה.  3-ו 2,1את המרחבים הנפרשים ע"י פתרון המערכות 

 .V-ו U ,W- בסיס וממד ל ומצא . א
U- בסיס וממד ל ומצא .ב V+. 
U- בסיס וממד ל ומצא . ג V. 

 

 : 4Rשל המרחב   מרחבים- תתשני  נתונים 2-7בשאלות 

 

 

(1,1, 1,2), (3, 1,7,4), ( 5,3, 15, 6)

(1, 1,1,1), (1,0,2, 1), (1,1,3, 3), (5,1,5,8)

U sp

V sp

= − − − − −

= − − −
 

 .U- בסיס, ממד ומשוואות ל  ומצא (2
 

 .V- בסיס, ממד ומשוואות ל  ומצא (3
 

U- בסיס וממד ל ומצא (4 V+ . 
 

U- בסיס וממד ל ומצא (5 V )פתור בשתי דרכים שונות(. 
 

4Uהאם  (6 V R+ =? 
 

4Uהאם  (7 V R =? 
  

1

R^n פרק 1המרחב
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12
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 תשובות סופיות 

 א. (1 ( 1.5, 2.5,1,0), ( 1.5, 0.5,0,1) , dim 2WB W= − − − =

 ( 2, 1,1,0), (1, 2,0,1) , dim 2U UB = − − =

 ( 1,0,0,1), ( 1,0,1,0), (1,1,0,0) , dim 3VB V= − − = 

ב.  (0,0, 1,1), (0,1,1,0), (1,1,0,0) dim( ) 3U VB U V+ = − + = 

ג.   ( )( 2, 1,1,0), (1, 2,0,1) , dim 2U VB U V = − −  = 

2)  (1,1, 1, 2), (0, 2, 5,1) , dim 2UB U= − − = ,
3 5 2 0

3 2 0

x y z

x y t

− + + =

− − + =

  

3)  (1, 1,1,1), (0,1,1, 2), (0,0, 2, 5) , dim 3VB V= − − − = ,8 5 2 0x y z t− − + + =  

4)  (1,1, 1, 2), (0, 4,10, 2), (0,0,1,0), (0,0,0,1) , dim( ) 4U VB U V+ = − − − + = 

5)  (5,1,5,8) , dim( ) 1U VB U V =  = 

 כן. (6

 .לא (7

1

R^n פרק 1המרחב
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13
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 ומטריצת מעבר מבסיס לבסיס  וקטור קואורדינטות 

 שאלות 

      : 3Rנתונים שני בסיסים של  1-5בשאלות 

   1 2{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , { (1,0,1),(0,1,1), (0,0,1) }B B= = 

- בוקטור זה  נו. סמ1Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס    ומצא (1 
1B

v. 

 

- בוקטור זה  נו. סמ2Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס    ומצא (2 
2B

v. 

 

2-במטריצה זו  נוסמ. 2Bלבסיס   1Bמטריצת מעבר מהבסיס    ומצא (3

1

B

B
M  . 

 

1-במטריצה זו  נוסמ. 1Bלבסיס   2Bמטריצת מעבר מהבסיס    ומצא (4

2

B

B
M  . 

 
 את הטענות הבאות:  ואשר (5

1 .1

2 1 2

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B

 = 

2 .2

1 2 1

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B

 = 

3 .( )
1

2 1

1 2

[ ] [ ]
B B

M M
B B

−

= 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( ), ,x y x z z− − 

2) ( ), ,x y z x y− − 

3) 2

1

1 0 0

2 0 1

1 1 1

B

B
M

 
   = − −   
 

 

4)  1

2

1 0 0

1 1 1

2 1 0

B

B
M

 
   =   − − 

 

 הוכחה.שאלת  (5

1

R^n פרק 1המרחב

14

14



שיטות כמותיות 66231
פרק 2 - פתרון וחקירת מערכת משוואות ליניאריות

תוכן העניינים

1. פתרון וחקירת מערכת משוואות ליניאריות י 15

2. מערכות עם פרמטר י 18

14

14
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 פתרון וחקירת מערכות של משוואות לינאריות 

 שאלות 

 אילו מהמערכות הבאות הן מערכות שקולות:  ומצא  (1
 

 

 למערכות המשוואות הבאות: את המטריצות המתאימות  מורש (2
 

 
 ,בזו אחר זו ,את הפעולות הרשומות מתחתיה מטריצה  על כל  ובצע 5-3בשאלות 

 לימין ומלמעלה למטה(. )סדר הפעולות הוא משמאל את המטריצה המתקבלת וומצא

3) 

1 2 1 1

3 3 1 1 3

, 2

,

3 5 1 0

2 1 4 2

5 0 2 6

R R R R

R R R R R

 →

→ + 

− 
 
 
 − 

 4) 

2 2 2 2 1

2 3 3 3 2

4 ,

, 3

4 1 0 2

1 2 1 0

0 3 1 1

R R R R R

R R R R R

→ → +

 → −

 
 
−
 
 − 

 5) 

11 3 2 2 3

1 1 2

3 , 3

5 8

3 4 8 1

2 3 6 0

1 4 5 1

R R R R R R

R R R

+→ → +

→ −

− 
 

−
 
 − − 

 

 

 , איזה פעולה אלמנטרית אחת יש לבצע על המטריצה שמשמאל  ומצא (6
 כדי לקבל את המטריצה מימין: 

 . א
1 2 4 6 3 9

4 1 1 4 1 1

− −   
→   

   
 

 .ב

1 0 4 1 1 0 4 1

4 2 1 1 0 2 17 3

0 1 0 4 0 1 0 4

− −   
   

→ −
   
   
   

 

 . ג

1 0 1 0

0 1 4 2

4 4 4 4

   
   

→
   
   
   

 

  

 . א
10 11

2 2 0

x y

x y

+ =

− =
 .ב 

4 7

1

x y

x y

− = −

− = −
 . ג 

0

2 3

x y

x y

− =

+ =
 .ד 

2 4

3

x y

x y

+ =

+ =
 

 . א
10 11

2 2 0

3

x y

x

x y

+ =

− =

+ =

 .ב 
4 7

1

5

x y z

x y

x y z

− + = −

− = −

+ + =

 . ג 
2 3

0

x y z

x z

+ + =

− =
 .ד 

3

2 4

8

x

x y

z t

=

+ =

+ =

 

1
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 מדורגת את המטריצות הבאות לצורה  ואיהב 10-7בשאלות 
 (: קנונית מדורגתלצורה  גם – 9-ו,  7 שאלותב)

7) 

1 2 3 2 4 1

2 5 8 1 6 4

1 4 7 5 2 8

− − 
 

− −
 
 − 

 8) 

3 6 3 6 5

2 4 1 2 3

1 2 1 2 1

− 
 

−
 
 − 

 

9) 

1 2 1 3

1 3 1 5

3 8 4 17

− 
 
 
 
 

 10) 

4 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 −
 

− 

 

 

 :רוג( ימערכות המשוואות בשיטת גאוס )כלומר, על ידי דאת  רופת 22-11בשאלות 

11) 
2 3 8

5 4 3

x y

x y

+ =

− = −
 12) 

4 8 20

3 6 15

x y

x y

+ =

+ =
 

13) 
8 4 10

6 3 1

x y

x y

− =

− + =
 14) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 5

3 2 2 5

10 6 2 32

x x x

x x x

x x x

− − =

− + =

− − =

 

15) 
2 3 11

2 3 5

3 2

x y z

x y z

x y z

+ + = −

+ − = −

+ − =

 16) 
2 3 3

4 6 16 8

3 2 17 1

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

17) 
3 2

2 1

2

x y

x y

x y

+ =

+ = −

− = −

 18) 
4 7 0

8 14 2

16 28 4

x y

x y

x y

− =

− =

− + =

 

19) 
3 2 1

9 6 3

6 4 2

x y

x y

x y

− =

− + = −

− =

 20) 
2 3 2 2

2 5 8 6 5

6 8 10 4 8

x y z t

x y z t

x y z t

+ − + =

+ − + =

+ − + =

 

21) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 4 13 3

3 2 5 2

2 2 3 4 0

x x x x

x x x x

x x x x

+ + − =

− + + =

+ + − =

 22) 

2 2 2

3 2 5

2 5 3 4

2 8 12 0

x y z

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − =

− + = −

+ + =

 

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

 ד שקולות. -ב ו-ג שקולות, ו-א ו (1

א.  (2

1 10 11

2 2 0

1 1 3

 
 

−
 
 
 

ב.   

1 4 1 7

1 1 0 1

1 1 1 5

− − 
 

− −
 
 
 

ג.   
2 1 1 3

1 0 1 0

 
 

− 
 

ד.  

1 0 0 0 3

2 1 0 0 4

0 0 1 1 8

 
 
 
 
 

 

3) 

9 2 6 10

3 5 1 0

4 2 8 4

 
 

−
 
 
 

 4) 

4 1 0 2

0 3 1 1

0 0 1 5

 
 

− 
 
 

 5) 

8 32 37 4

1 9 5 3

1 4 5 1

− − 
 
− − 
 − − 

 

1א.  (6 1 22R R R→ 2ב.   + 2 14R R R→ 2ג.  − 2 12 4R R R→ + 

7) 

1 2 3 2 4 1

0 1 2 3 2 2

0 0 0 1 2 3

− − 
 

− −
 
 
 

-ו 

1 0 1 0 24 21

0 1 2 0 8 7

0 0 0 1 2 3

 
 

− − −
 
 
 

 

8) 

1 2 1 2 1

0 0 3 6 1

0 0 0 0 0

− 
 

−
 
 
 

 9) 

1 2 1 3

0 1 2 2

0 0 3 4

− 
 
 
 
 

-ו 

17
3

2
3

4
3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 

− 
 
 

 

10) 

1 3 1 2

0 11 5 3

0 0 0 0

0 0 0 0

− 
 

−
 
 
 
 

  

11) ( ), (1, 2)x y = 12) ( ), (5 2 , )x y t t= − 13)  

14)  15) ( ) ( )1 2 3, , 1, 3, 2x x x = − −  

16) ( ) ( ), , 1 7 , 2 2 ,x y z t t t= − − + 17) ( ), ( 1,1)x y = − 

18)  19) ( )
1 2

, ,
3

t
x y t

+ 
=  
 

  

20) ( ) ( ), , , 2 ,1 2 2 , ,x y z t a b a b a b= − + + − 21)  

22) ( ) ( ), , 2,1, 1x y z = −  

 

1
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 מערכות עם פרמטר

 שאלות 

 : )אם יש כאלה( יש למערכות kלאילו ערכי   ומצא 1-6בשאלות 
 . . אינסוף פתרונות3. אף פתרון.     2. פתרון יחיד.     1

1) 
2 2

1

5 7 ( 3) 1

3 ( 3) 3

x y z

x y k z k

x y k z

− + =

− + + = +

− + + =

 

 

2) 

1

1

1

x ky z

x y kz

kx y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

 

3) 

2 0

3 2

9 5 2

x ky z

x y kz

x ky z

+ + =

+ + =

+ + = −

 

 

4) 

2

2 0

2 0

5 (1 ) 1

x y z

x y z

x k y k z

− + =

+ − =

+ − + =

 

 

5) 

2

1

( 2) 2

( 1) 9

kx y

k x ky

k z

− =

− + = −

− =

 

 

6) 

3 2

4

3 (2 ) 0

x ky z

kx y z

x y k z

+ + =

− + =

+ + + =

 

  

1
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 )אם יש כאלה( יש למערכות:  kלאילו ערכי   ומצא 7-8בשאלות 
 . אינסוף פתרונות. 3  . אף פתרון.2  . פתרון יחיד.1

7) 2

2

2 3

( 3) 2 5

6 3 7 2

x ky

k x y k

x ky k

+ =

+ + = +

+ = +

 

 

8) 
2

2 3 1

4 ( 5 ) 2

x y z

x k k y z k

− + =

+ − + =
 

 

2נתונה המערכת:     (9 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

+ − =


− + + = −
 − + + =

 . 

 את המטריצה המתאימה למערכת המשוואות. מו רש . א

 את הצורה המדורגת של המטריצה מסעיף א. מורש .ב

 יש למערכת:   kלאילו ערכי   ומצא . ג
 . אינסוף פתרונות. 3  אף פתרון.. 2  . פתרון יחיד.1

 את הפתרון הכללי במקרה בו יש אינסוף פתרונות.  מורש .ד

0zיש למערכת פתרון שבו   kלאילו ערכי   ומצא .ה =. 

0zיש למערכת פתרון יחיד שבו   kלאילו ערכי   ומצא .ו =. 

,1)פתרון של המשוואה השלישית הוא  kעבור איזה ערך של  ומצא .ז 2,3) .
 .וריהאם ייתכן שהפתרון הנ"ל הוא גם פתרון של כל המערכת? הסב

 הוא הפתרון היחיד של המערכת.  k,(1,0,0)לאיזה ערך של   ומצא .ח
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 תשובות סופיות 

1) 1 .1, 2k k  − 2 .1k = 3.2k = − 

2) 1 .1, 2k k  − 2 .2k = − 3 .1k = 

3) 1 .4
71,k k −    2  .4

7k =   3  .1k = − 

4) 1 .1, 0.4k k  − 2 .1, 0.4k k= = − 

5) 1 .1, 2k k   −   2  .1, 2k k=  = − 

6) 1 .1, 3, 2k k k −  −    3  .1, 3, 2k k k= − = − =  

7) 1 .1k = − 2 .1k   3  .1k =  

8) 2 .3k =   3  .3k  

2א.  (9 2

1 1 1 1

3 7 1 1

4 6 2 4

k k

k

− 
 

− + −
 
 − + 

2ב.     2

2 2

1 1 1 1

0 10 4 4

0 0 2 4

k k

k k k

− 
 

− + −
 
 − + + − 

  

2. 1ג.  , 1k k  −  .2 .1k = −  3 .2k )ד.   = ) ( ), , 1 0.2 ,0.8 ,x y z t t t= + 

2kה.    =             .2וk = 2kז.            − 2k, לא.          ח.   = = − 

1

פרק 2פתרון וחקירת מערכת משוואות לינ...
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20
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פרק 3 - מטריצות

תוכן העניינים

1. מטריצות י 21

2. מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי-סימטריות י 23

3. המטריצה ההופכית י 24
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 מטריצות 

 שאלות 

4נתונות המטריצות הבאות:   (1 6 4 6 6 2 4 2 6 4, , , ,A B C D E    . 

 אילו מבין המטריצות הבאות מוגדרות.  וקבע
 את סדר המטריצה: מובמידה והמטריצה מוגדרת, רש

 

,את    ומצא (2 ,x y zאם ידוע כי ,  
2 3 2 2 2 5

2 5 2 8 4 3 12

x y x y z z

x y x y z z

+ − − +   
=   − + − − −   

. 

 
נתונות המטריצות הבאות:  3-8בשאלות 

 

2 3

4 0 1 4 2
4 1 1 4 2

1 2 , , , 1 0 1 ,
0 2 4 1 5

1 1 4 2 10

4 1 1 1 0 0
1 0

1 0 1 , , 0 1 0
0 1

4 1 1 0 0 1

A B C D

E I I

   
      = = = = −   −      −   

   
    = − = = 

    −   

 

 )במידה וניתן(:  וחשב

E . א  (3 D+ 3 .בE D I− + 

32 .ד 5C . ג  4D EI+ 

4)  ( )22 2tr D E−  

4 . א  (5 TC A+ ב. 
1 1

2 4

TA C+ 

6)  2I BC  

7)  ( )Ttr C C  

8)  DABC  

 

A . א B+ ב. AB ג . AC D− ד. AE B− 

B .ה AB+ ו. ( )E B A+ ז. ( )TE A D+ ח. TE B 

) . ט )E AC י. ( )E B A−   

1

פרק 3מטריצות
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 תשובות סופיות 

4א.  (1 6  .4ג.   ב. לא 2  .ה. לא.   ד. לא 
6ו.  6   .6ז 2  .6ט.   ח. לא 2  .6י 6 

2) ( ) ( ), , 2,1, 1x y z = − 

א.  (3
5 5 3

0 0 0

8 3 9

 
 
 
 

ב.   
4 3 1

2 1 2

0 1 10

− − 
 −
 − − 

ג.  
5 20 10

20 5 25
 
 
 

ד.   
18 12 8

2 0 2

24 8 16

 
 −
 
 

 

4) 230 

א.  (5
8 16

17 6

7 21

 
 
 
 

ב.    
2.25 1.5 0

1 1.25 1.75
 
 
 

 

6) 
8 17 13

8 2 10
 
 − − − 

 

7) 63 

8) 
32 82 22

48 87 75

48 108 36

− − 
 
 − − 

 

1

פרק 3מטריצות
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 סימטריות -מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי

 שאלות 

TAתיקרא סימטרית אם  Aמטריצה ריבועית  A=, סימטרית אם - ואנטיTA A= − . 

 מטריצה ריבועית.  A-ידוע ש (1
 :)אחד או יותר( מי מבין הבאים נכון

1 .TAA.2 סימטרית .TA A+  .3סימטרית .TA A−  סימטרית. -אנטי 

 

 סימטריות מאותו סדר.- אנטי B-ו A-ידוע ש (2
 מי מבין הבאים נכון:

1 .BABABA 2. 2 סימטרית.- אנטי 2A B− .2. 3  סימטריתA B+  .סימטרית 

 

ABסימטריות מאותו סדר ונתון כי   B-ו A-ידוע ש (3 BA= − . 
 מי מבין הבאים נכון:

1 .3AB 2. 2 . סימטרית - אנטיAB  .2.  3     סימטרית( )A B− .סימטרית 

 

ABאנטי סימטרית מאותו סדר ונתון כי   B- סימטרית וA-ידוע ש (4 BA=. 
AB. 2    סימטרית.- אנטי AB. 1 :וחיהוכ B+ סימטרית. -אנטי 

 

,נתון:  (5 ,A B AB .סימטריות מאותו סדר 

4כי   וחיהוכ 4 4 4A B B A=. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1,2,3 
2) 2 
3) 1,2,3 
 הוכחה.לת שא (4
  הוכחה.לת שא (5

1

פרק 3מטריצות
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 המטריצה ההופכית 

 שאלות 

 את ההפוכה של כל מטריצה.  ומצא 6-1בשאלות 
 על ידי כפל מטריצות מתאים.קו את התשובה בד

1) 
1 2

3 4
 
 
 

 2) 
5 2

7 3
 
 
 

 3) 
4 1.5

2 1
 
 
 

 

   

4) 
1 0 2

4 1 8

2 1 3

 
 −
 
 

 5) 
2 1 1

0 2 1

5 2 3

 
 −
 
 

 6) 
2 1 1

3 2 2

5 3 4

− 
 −
 − 

 

 

2המטריצה  kעבור אילו ערכים של הקבוע  (7

1 1 1

5 7 3

3 1 3

k

k

− 
 − +
 

− + 

 ?הפיכה 

 

 :X המטריצה את צווחל ,nהן הפיכות מסדר   8-01בשאלות  שהמטריצות וחיהנ

AXC . א  (8 D= 1 .ב 1A XC A DC− 1 . ג =− TP X P A− = 

1 . א  (9 2( )C A X D I− −+ 1 .ב = 1( )A AX X C− −− = 

10)      1T T TABC X BA C AB− =  

 

נתון  (11
1 2

4 9
B

 
=  
 

. 

)אם ידוע כי   ,X  המטריצה את וחשב )
12 2B X B B I
−
= +. 

 

1נתון  (12

1 0 2

4 1 8

2 1 3

B−
 
 = −
 
 

1TBYBאם ידוע כי   ,Y המטריצה את  וחשב . B B−= +. 

 

1נתון  (13 2 3

4 7
A−  

=  
 

. 

)  בנוסף כי: אם נתון ,B  המטריצה את וחשב ) ( )
2 2

5 2 7TA B I A A
− −

+ =. 

  

1

פרק 3מטריצות
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, המבטאות את מערכת המשוואות b-ו A ,xמטריצות   ובסעיפים הבאים מצא (14

Axהנתונה ע"י המשוואה היחידה   b= : 

 . א

2 3

2 4 5

6 4 2

x y z

x y z

x y z

+ − =

+ − =

+ + =

 

 

 .ב

2 3 1

4 2 4

1

4 2 10

x y z t

x y z

y z t

x z y

− + + =

+ + =

+ + =

− − =

 

 

 בעזרת המטריצה ההפוכה: המערכת הבא ה את  רופת (15

2 3

3 2 2 5

5 3 4 11

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

. 

 

: מערכת הבאה בעזרת המטריצה ההפוכהה את  רופת (16

4 2 4 1

2 0

1

3 2 0

x y z t

x y z

y z t

x y z t

+ + + =

+ − =

+ + =

+ − − =

. 

  

1

פרק 3מטריצות
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 תשובות סופיות 

1) 
2 1

1.5 0.5
 
 − 

 

2) 
3 2

7 5

− 
 − 

 

3) 
1 1.5

2 4

− 
 − 

 

4) 
11 2 2

4 1 0

6 1 1

− 
 −
 − − 

 

5) 
8 1 3

5 1 2

10 1 4

− − 
 −
 − 

 

6) 
2 1 0

2 3 1

1 1 1

− 
 −
 − − 

 

7) 1, 2k k  − 

1 א.  (8 1A DC− ). ג   D.  ב  − )1
T

T TP A P− 

2CDא.  (9 A−    .ב( )
1

1A C A
−

−+ 

10) 1( )T T TBA C B BC− 

11) 
5 1

4
2 1

X
− 

=  − 
 

12) 
22 86 38

64 246 114

60 238 100

Y
 
 =
 
 

 

13) 
1 264 450

448 768245
B

 
=  

 
 

. א (14
2 1 1 3

1 2 4 5

4 4 1 2

x

A x y b

z

−     
     = − = =
     
     

 

ב.  

2 3 1 1 1

4 1 2 0 4

0 1 1 1 1

1 2 4 0 10

x

y
A x b

z

t

−     
     

= = =     
     

− −     

 

15) ( , , ) (1, 2,3)x y z = 

16) ( , , , ) ( 13,4, 5,2)x y z t = − − 

1

פרק 3מטריצות
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פרק 4 - דטרמיננטות

תוכן העניינים

1. חישוב דטרמיננטות י 27

2. כלל קרמר ופתרון מערכת משוואות י 30

3. מטריצה צמודה ומטריצה הפוכה י 31

26

26
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 דטרמיננטותחישוב 

 שאלות 

 )פיתוח לפי שורה/עמודה(:  את הדטרמיננטה על ידי הורדת סדר ושבח 5-1 בשאלות

א.  (1
a b

c d
ב.    

5 2

7 3−
ג.    

4 1.5

2 1

−

−
 

א.  (2
1 0 2

4 1 8

2 0 3

ב.    
2 1 1

0 2 1

1 0 0

ג.    −
2 1 1

3 2 5

0 2 0

− 

א.  (3

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

ב.   

1 0 2 5

2 0 6 0

5 3 7 4

2 0 5 44

− −

−
ג.   

4 0 0 5

1 7 2 4

4 0 0 0

1 4 1 1−

 

 

 : על ידי דירוג הבאות את הדטרמיננטה של המטריצות וחשב (4

א. 

1 3 0 2

2 5 7 4

3 5 2 1

2 2 2 1

− −

−

ב.      

1 3 3 4

0 1 2 5

2 5 4 3

1 2 1 1

−

−

−

− − − −

ג.  

1 1 3 0

1 0 2 4

1 2 8 5

3 1 2 3

− −

−

− −

 

 

 ודירוג:  את הדטרמיננטה על ידי שילוב של הורדת סדר וחשב 6-5בשאלות 

5)  

2 5 3 1

3 0 1 3

6 0 4 9

6 15 7 2

− −

−

− −

− −

 6)  

1 2 3 0

3 4 3 0

5 4 6 6

3 4 7 3

−

 

 

 ללא חישוב, שהדטרמיננטה של המטריצות שווה אפס: , והרא 8-7בשאלות 

א.  (7

1 0 2

7 0 12

3 0 2

ב.    

1 2 3

4 5 6

5 7 9

ג.   

12 15 18

13 16 19

14 17 20

 

א.  (8

1 1 1

y z z x y x

x y z

+ + +

ב.      

a a x a y

b b x b y

c c x c y

+ +

+ +

+ +

 

  

1

פרק 4דטרמיננטות
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4 נתון כי 9-11בשאלות 

a b c

d e f

g h i

=  . 

 :וחשב

9)  

2

2

2

a g d d

b h e e

c i f f

+

+

+

 10)  

2 3 2 4

2 3 2 4

2 3 2 4

a d d g a

b e e h b

c f f i c

− +

− +

− +

 

11)  

0 3 3 3

0 3 3 3

0 3 3 3

1 0 0 0

g d a a d

h e b b e

i f c c f

+ +

+ +

+ +
   

 

כי:   וחיהוכ (12

2

2

2

1

1 ( )( )( )

1

a a

b b b a c a c b

c c

= − − −. 

 

|, 3מטריצות מסדר  B-ו A ן כינתו 13-14בשאלות  | 4 , | | 2A B= = . 
 :וחשב

1א.  (13 TABA B−    .2ב 3| 4 |A B 

 

2א.  (14 3| |TA B A−−    .2ב| 2 |TA A adjB− 

 

2, 4מטריצות הפיכות מסדר  B-ו A  כי ןנתו (15 3 0AB I+ =,  | | 2A = . 

|את  וחשב |B. 

 

2 ,3מטריצות הפיכות מסדר  B-ו A  כי ןנתו (16 13 0 , 2 0A B B A−+ = − =. 

|את  וחשב |, | |A B. 

 

| ,nמטריצה מסדר  A כי ןנתו (17 | 128A =, 22 TAB B A=ו , -B .הפיכה 
 .nאת    ומצא

 
  

1

פרק 4דטרמיננטות
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 תשובות סופיות 

adא.  (1 bc−  .1ג.   29ב− 

 −14ג.   −3ב.    −1א.  (2

 −300ג.   234ב.   24א.  (3
 3ג.   0ב.   0א.  (4
5) 120 
6) 114 

 www.GooL.co.il פתרונות באתר (7

 פתרונות באתר. (8

9) 8− 

10) 16 

11) 36− 

 הוכחה. (12

 132ב.     4 א. (13

 −112  .ב  −8 .א (14

15) 
81

32
 

16) | | 18, | | 2 / 3A B= = − 

17) 7  

1

פרק 4דטרמיננטות
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 ופתרון מערכת משוואות כלל קרמר

 שאלות 

 את מערכות המשוואות בעזרת כלל קרמר:  רופת 3-1בשאלות 

1) 
2 5

3 4 11

x y

x y

+ =

+ =
 

 

2) 

3

4 8 21

2 3 8

x z

x y z

x z

+ =

+ + =

+ =

 

 

3) 

2 5 8

2 6 8

5 3 7 4 5

2 5 44 51

x z t

x y

x y z t

x y z

+ + =

− − = −

+ − + =

+ + =

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1, 2x y= = 

2) 1, 1, 2x y z= = = 

3) 1x y z t= = = = 

1

פרק 4דטרמיננטות
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 צמודה קלאסית ומטריצה הפוכה מטריצה

 שאלות 

)את הצמודה הקלסית   וחשב 1-3 בשאלות )adj A,   1ובעזרתה אתA−: 

1) 
1 2

3 4
A

 
=  
 

 

 

2) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

A

 
 

= − 
 
 

 

 

3) 

1 0 1 0

0 1 0 0

1 0 1 1

0 0 1 1

A

 
 

=  
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1
4 2 2 1

( ) ,
3 1 1.5 0.5

adj A A−
− −   

= =   
− −   

  

2) 1

8 1 3

( ) 5 1 2

10 1 4

adj A A−

− − 
 

= = −
 
 − 

 

3) ( ) 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0 0
,

1 0 1 1 1 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1 0

adj A A−

− −   
   −

= =   − − −
   

− −   
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 ערכים עצמיים, וקטורים עצמיים, לכסון

 שאלות 

 : וקטורים עצמיים-ערכים עצמיים ו ומצא 4-1בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

1) 

4 1 1

1 2 1

1 1 2

A

− − 
 

= −
 
 − 

 2) 

1 1 4

3 2 1

2 1 1

A

− 
 

= −
 
 − 

 

3) 

1 1 2

1 2 1

2 1 1

A

 
 

=
 
 
 

 4) 
1 1

4 1
A

 
=  
 

 

 

עבור המטריצה  (5

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= − 
 − − 

: 

 מטריצה אופיינית.   ומצא . א

 פולינום אופייני.  ומצא .ב

 ערכים עצמיים ואת הריבוב האלגברי של כל ערך עצמי.  ומצא . ג

 מרחבים עצמיים ואת הריבוב הגיאומטרי של כל ערך עצמי.   ומצא .ד

 וקטורים עצמיים. ומצא .ה

 האם המטריצה ניתנת ללכסון. וקבע .ו

 אותה.  נויתנת ללכסון, לכסבמידה והמטריצה נ .ז

1P- כך ש ,Pמטריצה הפיכה  וכלומר, מצא AP D−  מטריצה אלכסונית.  D, באשר  =

 .2009A  ובמידה והמטריצה ניתנת ללכסון, חשב .ח

 את הפולינום המינימלי.   ומצא . ט

 המטריצה הפיכה לפי ערכיה העצמיים.האם   וקבע .י

 בלבד, I-ו  Aבעזרת  −1Aאת  ובמידה והמטריצה הפיכה, בטא
 תוך שימוש במשפט קיילי המילטון. 

  

1
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נתון  (6
2 2 1

1 1 2

0 6

k k k

A k

k

− + 
 

= − −
 
 − − 

. 

 ?A יהיה ערך עצמי של המטריצה 2המספר  k לאיזה ערך של הפרמטר 

 

1נתונה המטריצה הממשית  (7 3 2

2 8 5

a b b

A

 
 

= −
 
 − − 

. 

 .בלבד 1−-ו 1  יהיו Aשל  ים-"עעבורם הע ,b-ו aמצאו את ערכי   . א

 האם המטריצה לכסינה. וקבע ,בסעיף א נמצאוש b-ו  aעבור ערכי   .ב

 

3מטריצה ממשית ריבועית מסדר   Aתהי  (8 3. 

 הווקטורים העצמיים של המטריצה הם ידוע כי 
1 2 3

0 1 1

0 , 1 , 1

1 1 0

v v v

−     
     

= = =
     
     
     

, 

1  והם מתאימים לערכים העצמיים 2 36, 2 , 4  = = = −. 

 . A  את המטריצה  ומצא

 

3 מטריצה ממשית ריבועית מסדרהאם קיימת  וקבע (9 3 , בעלת וקטורים עצמיים

1 2 3

1 4 7

2 , 5 , 8

3 6 9

v v v

     
     

= = =
     
     
     

1  המתאימים לערכים העצמיים,  2 31, 2 , 3  = = =  .

 אותה.  ובמידה וקיימת מטריצה כזאת, מצא 

 

 :יכואו הפר וחיהוכ (10

 כל מטריצה הניתנת ללכסון היא הפיכה. . א

 כל מטריצה הניתנת ללכסון היא לא הפיכה. .ב

 כל מטריצה הפיכה ניתנת ללכסון.  . ג

קטור ואשר הו Aמת מטריצה יקי .ד
4

1

10

 
 
 
 
 

 .14השייך לע"ע   ,הוא ו"ע שלה 
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 .A נתונה מטריצה ריבועית (11
 :יכואו הפר וחיהוכ

 אם ורק אם המטריצה איננה הפיכה. A ערך עצמי של המטריצה 0 . א

אז   ,Aע"ע של   -והפיכה  Aאם  .ב
1


 .−1Aהוא ערך עצמי של  

 . אותו פולינום אופיינייש את  TA-ול A- ל . ג

 .אותם וקטורים עצמייםיש את  TA-ול A- ל .ד

 .Aהוא ע"ע של   אז  ,הוא  Aאם סכום האיברים בכל שורה של   .ה

1אם  .ו TA A− 1אז  ,Aהוא ע"ע של   ואם  = = . 

2Aאם  .ז A=  ואם   הוא ע"ע שלA,  0אז 1או  = =. 
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 תשובות סופיות 

1ערכים עצמיים:  (1 2,32, 3x x= =, 

)וקטורים עצמיים:   ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

3 3 21,0,1 , 1,1,0 , 1,1,1x x xv v V= = == = = 

2) 1,  3,  2x x x= = = − ,( )1 1, 4,1xv = −=  ,( )3 1, 2,1xv = = ,( )2 1,1,1xv =− −= 

3) 1,  4,  1x x x= = = − ,( )1 1, 2,1xv = −=  ,( )4 1,1,1xv = = ,( )1 1,0,1xv =− −= 

4) 1,  3x x= − = ,( )1 1, 2xv = −=  ,( )3 1, 2xv = = 

א.  (5
1 3 0

3 1 0

2 2 6

x

x

x

+ − 
 − +
 − 

)ב.     ) ( )( )( )6 2 4p x x x x= − − + 

,6ג.  2, 4x x x= = = − 

4x = 2x, 1רי: ריבוב אלגב – − 6x, 1רי: ריבוב אלגב  – =  .1: ריבוב אלגברי  – =

ד.   6 0,0,1xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

     2 1,1,1xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

     4 1,1,0xV sp=− =  . 1: ריבוב גיאומטרי – −

,ה.  ,0,0,1 1,1,0 ז.  ו. ניתנת ללכסון.  −1,1,1
0 1 -1

0 1 1

1 1 0

P
 
 =
 
 

 

ח. 

2017 2017 2017 2017

2017 2017 2017 2017

2017 2017 2017 2017 2017

2 ( 4) 2 ( 4) 0
1

2 ( 4) 2 ( 4) 0
2

6 2 6 2 2 6

 + − − −
 − − + −
 
− + − +   

ט.  

( ) ( 6)( 2)( 4)m x x x x= − − + 
 י. הפיכה.

6) 1 2

32
3,

9
k k= = − 

,3א.  (7 4a b= = ,1או  − 0a b=  ב. לא לשתיהן. =

8) 
1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 = −
 − − 

 

 אין כזו מטריצה. (9

א. הפרכה:  (10
1 0 0

0 2 0

0 0 0

A
 
 =
 
 

ב.   .
1 0 0

0 2 0

0 0 3

A
 
 =
 
 

ג.  
1 1

0 1
A

 
=
  

 ד. הוכחה.  

 הפרכה. ד.  הוכחה.ג.  הוכחה. ב.  הוכחה.א.  (11

 הוכחה.ז.  הוכחה.ו.  הוכחה.ה. 
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פרק 6 - פונקציות של שני משתנים

תוכן העניינים

1. מבוא לפונקציה של שני משתנים י 36

2. קווי גובה לפונקציה של שני משתנים י 38

3. משטחים מפורסמים י 40

4. נספח - משטחים ממעלה שנייה י 42
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 מבוא לפונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 : ציות הבאותקעבור כל אחת מהפונ 

 של הפונקציה.  Dאת תחום ההגדרה   ומצא . א

 .D סקיצה של הקבוצה ושרטט .ב

1) 2 2 2( , ) 5 ln(4 )f x y x y y x= − − + − 

 

2) 2 2 1
( , ) 4f x y x y

x
= + − + 

 

3) 2 2( , ) 1
x y

f x y x y
x y

+
= − + + +

−
 

 

4) ( , ) 4 4g x y x y x y= + + − 

 

5) 
1 1

( , )
4 4

f x y
x y x y

= +
+ −

 

 

6) ( , ) 4h x y x y= − + 

 

7) 2 2

2 2

4
( , ) ln 4xyf x y e x y

x y
= + + −

+
 

 

8) 
4

( , )
1 | | | |

z x y
x y

=
− −

 

 

9) 
4

( , ) ln
4

x y
z x y

x y

 −
=  

+ 
 

 

10)  ( , ) ln ln( 4 )f x y x y x= − 

 

1
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11) 
1 1 1

( , , )
4 1

u x y z
x y z

= + +
+ −

 ( ענו על סעיף א בלבד) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
2 21

( , ) 5
4

D x y x y x
 

=   − 
 

 

2)  2 2( , ) | 4 , 0D x y x y x= +   

3)  2 2( , ) | 1 ,D x y x y y x= −   

4) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

5) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

6)  2( , ) | 4 4 , 0D x y y x x= −   −  

7)  2 2( , ) | 4D x y x y= + = 

8)  ( , ) | | | | | 1D x y x y= +  

9) 
1 1 1 1

( , )
4 4 4 4

D x y x y x or x y x
 

=   − −   
 

 

10)  ( , ) | [ 0and 4 4 1] or [ 0 and 4 1]D x y x x y x x y x=    +   + 

11)  ( , , ) | 4, 1, 0D x y z x y z=  −     

1
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 קווי גובה לפונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 .מהמפת קווי הגובה/ר אתו אותו ושרטטו , תחום הגדרה  ומצא ,6-1 בשאלות

1) ( , )
y

f x y
x

= 

 

2) ( , ) ln lnf x y x y= + 

 

3) 2 2( , )f x y x y= + 

 

4) 2 2( , ) 1f x y x y= − − 

 

5) 2( , ) ln( )f x y x y= − 

 

6) ( , )f x y x y= 

 
 : וי גובהומפת ק ושרטט  10-7  בשאלותעבור כל אחת מהפונקציות 

7) 2 2( , ) ( 1) ( 3)f x y x y= − + + 

 

8) ( , ) x yf x y e −= 

 

9) ( , ) 2ln lnf x y x y= + 

 

10) ( , ) min{3 , }f x y x y= 
 

 :kאת קו הגובה  ושרטט ,11-31בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

11) ( ) 20,4 ( , ) ( )k f x y x y= = − 

 

12) ( )  20,2 ( , ) min ,k f x y y x x y= = − + 

 

13) ( )
2 2

2 2

3 3
1 ( , )

3 3

x x y x y
k f x y

x x y x y

 + − − 
= = 

− + + − 
 

1
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נתונה הפונקציה  (14
2 1

( , )
2 1

x y x
f x y

x y x

 − 
= 

+ 
 . 

)את קו הגובה  ושרטט . א , ) 0f x y =. 

)קו הגובה  Cלאילו ערכי  .ב , )f x y C=  ?הוא קו רציף 
 ציירו את קו הגובה במקרה זה.

 

 הערות

 .סיכום של כל המשטחים הנפוצים ובסוף קובץ זה תמצא  * 
 .עקומות שוות ערך =עקומות אדישות  =  = קווי רמהקווי גובה   **
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0x  ה, המישור ללא ציר -y. 

2) 0, 0x y  .הרביע הראשון ללא הצירים , 

 כל המישור. (3

4) 2 2
1x y+ .עיגול היחידה , 

5) 2
y x 

6) 0y .חצי המישור העליון , 

 

 GooL.co.ilלפתרונות מלאים ושרטוטים של שאר השאלות, היכנסו לאתר 
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 משטחים מפורסמים 

 שאלות 

 : 3-1בשאלות המשטחים  את ו ושרטטו זה

1) 
2 2 2

1
4 9 25

x y z
+ + = 

 

2) 2 25 1.25z x y= + 
 

3) 2 2 220 45 180 36x y z+ = + 

 

 את המשטחים הבאים: ו ושרטט וזה (4

2 . א 24 1z x y= + + 

2 .ב 23z x y= − − 

 

 כל אחד מהמשטחים הבאים: וזה (5

2 . א 2 225 100 4 100x y z+ + = 

2 .ב 225 4 50 16 100 41 0x y x y z+ − − − + = 

2 . ג 2 24 4 80 404 0x y z z+ − + − = 

 

2  את החיתוך בין המשטח  ומצא (6 2 2 169x y z+ + 12zלבין המשטח   = =. 
 את התוצאה מבחינה גרפית.  וריהסב

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (7

2את המשטח  וזה . א 2 22 2 2 16 4 40 206 0x y z x y z+ + − − + + =. 

 עם הישר הנ"לאת נקודות החיתוך של המשטח   ומצא .ב
5 1 14

2 1 2

x y z− + +
= =. 

 

2 את החיתוך בין שני המשטחים  ומצא (8 2 2( 10) 24x y z+ + − =, 

2-ו 2 2 64x y z+ + = . 
 את התוצאה מבחינה גרפית.  וריהסב
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 על הסעיפים הבאים: וענ (9

2את המשטח   וזה . א 2 236 4 9 36z x y+ −  אותו.  וושרטט =

 ,הצגה פרמטרית של שני ישרים שאינם נמצאים באותו מישור מורש .ב
 שנמצאים כולם על המשטח מסעיף א'.ו

 

 .סיכום של כל המשטחים הנפוצים להלן נספח עם •

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . אליפסואיד (1

 פרבולואיד אליפטי הנפתח כלפי מעלה.  (2

 .היפרבולואיד חד יריעתי (3

)א. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה   (4  ונפתח כלפי מעלה.  0,0,1(

)ב. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה    . ונפתח כלפי מטה  0,0,3(

 .א. אליפסואיד (5

)ב. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה    ונפתח כלפי מעלה.  1,2,0(

)  יריעתי שמרכזו בנקודה-ג. היפרבולואיד חד )0,0,10. 

2החיתוך הוא מעגל   (6 2 25x y+ ) שמרכזו בנקודה = )0,0,12. 

)א. ספירה שמרכזה  (7 )4,1,  .14ורדיוסה  −10

59נקודות החיתוך הן  2 112
5 9 9

(7,0, 12), ( , , )A B− − −. 

2החיתוך הוא המעגל   (8 2 15x y+ )שמרכזו בנקודה   = )0,0,7 . 

 .y-ה יריעתי שמרכזו על ציר-א. היפרבולואיד חד (9

1ב.    2: ( , , ) (3 ,2 ,1) : ( , , ) (3,2 , )x y z t t x y z t t= = 
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 משטחים ממעלה שנייה – נספח 

 אליפסואיד 

 

 

 

 

 חרוט אליפטי 

 

 

 

 

 אליפטי גליל

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + = 

 אליפסות;:  החתכים במישורי הקואורדינטות הם  תיאור

aבמישורים מקבילים. אם    כך הם גם החתכים b c= = ,

 והחתכים הנ"ל הם מעגלים.  aעם רדיוס  כדורנקבל 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2

x y z

a b c
+ = 

במישור  תיאור החתך    :xy    ;)הראשית( נקודה  הוא 

הם אליפסות.    xyהחתכים במישורים מקבילים למישור  

הנחתכים    yz  -ו  xzבמישור    החתכים ישרים  זוג  הם 

אלו   בראשית; למישורים  מקבילים  במישורים  החתכים 

 היפרבולות.הם 

* מרכז החרוט הוא על הציר המתאים למשתנה המופיע 

 אחד האגפים. ב לבד

:  משוואה
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

במישור  תיאור כך הם החתכים   xy:  החתך  הוא אליפסה; 

 -ו xz. החתכים במישור xyבמישורים מקבילים למישור 

yz במישורים  הם זוג ישרים מקבילים וכך הם החתכים 

 מקבילים למישורים אלו . במידה ומשוואת הגליל היא 

2 2 2x y r+  הם מעגלים.  , החתכים הנ"ל=

 * מרכז הגליל הוא על הציר המתאים למשתנה שאינו מופיע 

 במשוואת הגליל. 
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 יריעתי-היפרבולואיד חד

 

 

 

 

 יריעתי-דוהיפרבולואיד 

 

 

 

 

 פרבולואיד אליפטי 

 

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = 

 הוא אליפסה; כך הם החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyלמישור  במישורים מקבילים

yz במישורים מקבילים הם היפרבולות; כך הם גם החתכים 

 למישורים אלו.

 המתאיםיריעתי  הוא על הציר -* מרכז היפרבולואיד חד

 למשתנה שלפניו המינוס. 

 

 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = − 

 ; החתכים  xy:  למשטח זה אין חתך במישור תיאור

 , החותכים את המשטח, xy במישורים מקבילים למישור 

 הם היפרבולות ; yz  -ו xzהם אליפסות. החתכים במישור 

 כך הם גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-* מרכז היפרבולואיד דו

 למשתנה שלפניו המינוס. 

 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
+ = 

 הוא נקודה )הראשית(; החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 ונמצאים מעליו הם  xyבמישורים מקבילים למישור 

 הם פרבולות; כך הם yz  -ו xzאליפסות. החתכים במישור 

 גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

אם      *0c     ואם מעלה  כלפי  נפתח  0cהפרבולואיד   

 נפתח כלפי מטה.  הפרבולואיד
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 היפרבולי פרבולואיד  

 

 

 

 

 

 

 דוגמאות שונות 

 

 

 

 

 
2 2 2 1x y z+ + =  2 2 2

1
4 4 16

x y z
+ + = 

 2 23z x y= − − 

     

 

 

 

 

 

2 24 1z x y= + +  2 2z x y= +  1x y z+ + = 

 

  

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
− = 

 הוא זוג ישרים נחתכים  xy:  החתך במישור תיאור

 הם xyבראשית; החתכים במישורים מקבילים למישור 

למישור   שמעל  אלו  ציר  xyהיפרבולות;  בכיוון   נפתחות 

 .x-נפתחות בכיוון ציר ה xyואלו שמתחת למישור  y-ה

 הם פרבולות; כך הם גם yz  -ו xzהחתכים במישור 

 החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

0c* אם         נפתח כלפי מעלה ואם 0cהפרבולואיד   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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 גבולות  –סחאות ונ

0

1 1 1 1 1
0 , 0

0 0

______________________________________________________________________

0 1

______________________________________________________________________

ln

0

x

y
x

y e e e e

y x

x x x

+ −

− 

= = =  = − =
− 

= = = = 

= −−−

→− → →

0

0
0 1

ln(0 ) ln( )

______________________________________________________________________

, 1 0 1

, 1 0

_____________________________________________________________________

x

x
a

y a a a a a

y a a a a

y

+

− 

− 
 

= −  = 

=  = = = 

= =  = =

1

33 3

(from right)
1

1 1

(1 ) 1

_____________________________________________________________________

0 0

0 0

_______________________________________________________________

x

x

e e
x

y x e

y x

y x

+

 
= + 
 

= + − − −

= − − − =  = 

= − =  = 

0 0

______

Defined Limits:

, ( ) , , , ( ) , / ( )

Undefined Limits :

0
, , , 0 , 1 , 0 ,

0

a a a



 =   − = − + =   =    =    = 


−  


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שיטות כמותיות 66231
פרק 7 - קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים

תוכן העניינים

1. קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים י 46

45

45



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 , 7-1בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

 :מינימום או אוכף , אותן למקסימום וגונקודות קריטיות וסו ומצא

1) 3 2( , ) 8 12 3 18f x y x xy y x= + + − 

 

2) 3 3( , ) 3 12 20f x y x y x y= + − − + 

 

3) 3 3( , ) 3 4f x y x y xy= + − + 

 

4) 3 2 4( , ) 3 2f x y x x y y= − − + 

 

5) 
2 24( , ) y x yf x y e − −= 

 

6) 2( , ) 6f x y y x y x y= − − + 

 

7) 
2 2 8

( , )
x y x y

f x y
xy

− +
= 

 

3נתון משטח   (8 3 3 4z x y xy+= − +. 

 .האופקיים למשטחהמשיקים ת המישורים ואת משווא  ומצא

 

 את ממדי התיבה ששטח וסמ"ק, חשב 32מבין כל התיבות הפתוחות שנפחן  (9
 הפנים שלה הוא מינימלי.

 

 יצרן מוכר מחשבונים, בארץ ובסין. (10
 .8$ ועלות ייצור מחשבון בסין היא 6$עלות הייצור של מחשבון בארץ היא 

 2Qואת הביקוש  ,למחשבון בארץ 1Qומד את הביקוש אמנהל השיווק 

1: על ידי ,למחשבון בסין 1 2 2 1 2116 30 20 , 144 16 24Q P P Q P P= − + = + −. 

 , 2P  -ו 1Pכיצד צריכה החנות לקבוע את מחירי המחשבונים, 

 רווח זה?מהו  הרווח? את על מנת למקסם
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)נתונה הפונקציה  (11 ) 2 2,f x y x y axy= + + . 

)שהנקודה  וחיהוכ . א  קריטית.  דהו, היא נק0,0(

 , aעבור אילו ערכים של   ובעזרת מבחן הנגזרת השנייה, קבע .ב
 הנקודה מסעיף א' היא מקסימום, מינימום, אוכף, או שלא ניתן לדעת. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( )אוכף;    −0.5,1( )1.5,  מינימום.  −3

2) ( )1, )מינימום ;  2  )1, 2− )מקסימום ;   − )1,  2−   ,( )1,  אוכף. −2

3) ( )אוכף; 0,0(  מינימום.  1,1(

4) ( ) ( )1,  1 1,  1− − )מינימום ;  − )1, )מקסימום ;   0  ) ( ) ( )1,  0 , 1,1 , 1,  1−  אוכף.  −

5) ( )0,  מקסימום.  2 

6) ( )4,  מקסימום.  4 

7) ( )  0.5,  מקסימום.  −4 

8) 4, 3z z= = 

 . ס"מ  2ס"מ , גובה  4אורך ,  ס"מ  4רוחב  (9

10) 1 210$, 12$P P=  . 288$רווח מקסימלי   =

,2עבור  ב.   א. שאלת הוכחה. (11 2a a= = , לא ניתן לדעת; −

2, 2a a  2אוכף;  − 2a−    .מינימום 
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