
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

פונקציות מרוכבות



תוכן העניינים

(ללא ספר) 1. מספרים מרוכבים  

1 2. טופולוגיה במישור המרוכב

5 3. פונקציות אנליטיות

13 4. פונקציות אלמנטריות

20 5. אינטגרציה מרוכבת

35 6. טורים

43 7. משפט השארית וחישוב אינטגרלים ממשיים



פונקציות מרוכבות
פרק 1 - מספרים מרוכבים

תוכן העניינים

1. מספרים מרוכבים  י (ללא ספר)



פונקציות מרוכבות
פרק 2 - טופולוגיה במישור המרוכב

תוכן העניינים

1. סדרות של מספרים מרוכבים י 1

2. מושגים טופולוגיים בסיסיים י 3



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.il-היכנסו ללפתרון מלא בסרטוני וידאו  

   
 

 :סדרות של מספרים מרוכבים

 :שאלות
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n n

− 
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)נגדיר   (3 )
2 3n

nz i n=  הוכיחו כי .  lim n
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z
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נגדיר   (4
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n
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נתון   (5
( )1

n

n

i
z

n

+
lim. חשב את הגבול  = n

n
z

→
. 

 

nבדקו את התכנסות הסדרה   (6

nz n z=    כאשרz. 

1zכאשר   .א . 

0כאשר   .ב 1z . 

 

nנאמר כי סדרת מספרים מרוכבים   (7

nz L→⎯⎯⎯→   אם ורק אםlim 0n
n

z L
→

− = .

nהוכיחו כי אם  

nz z→⎯⎯⎯→ ו-   n

nw w→⎯⎯⎯→   אזי  n

n nz w z w→+ ⎯⎯⎯→ +. 

 

 בדקו האם הסדרות הבאות מתכנסות, אם כן חשבו את גבולן.  (8
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 :תשובות סופיות

1) lim n
n

z i
→

=  

2) 
1 1

lim
3 2

n
n

z i
→

= +  

   הוכחה. (3

   הוכחה. (4

5)    

 0ב.        א.  (6

 הוכחה.  (7

 ראו סרטון.  (8
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 :מושגים טופולוגיים בסיסיים

 :שאלות

4zשרטטו את הקבוצה   (1 i z i− + +  . 

 האם היא פתוחה/סגורה? .א

 האם זה תחום?  .ב

 האם זה תחום פשוט קשר? .ג

 

Re  ממשי  a, עבור  שרטטו את הקבוצה (2 0
z a

z a

− 
= + 

 . 

 האם היא פתוחה?  .א

 תחום? האם זה   .ב

 האם זה תחום פשוט קשר? .ג

 

שרטטו את הקבוצה   (3
1

Im 0
1

z

z

− 
= + 

 . 

 האם היא פתוחה?  .א

 האם זה תחום?  .ב

 האם זה תחום פשוט קשר? .ג

 

2zשרטטו את הקבוצה   (4 i z i+ = − . 

 אם היא פתוחה? ה .א

 האם זה תחום?  .ב

 האם זה תחום פשוט קשר? .ג

 

  על הסעיפים הבאים:  ו ענ (5

)הראו כי   .א )2 2 2
2Rez w z z w w =   +. 

1עבור   .ב 2,z z  0- ו   י המשוואההראו כ  
1 2z z z z− = מתארת   −

       ישר או מעגל.
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 :תשובות סופיות

 ראו סרטון.  (1

 ראו סרטון.  (2

   ראו סרטון. (3

   ראו סרטון. (4

   ראו סרטון. (5
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פונקציות מרוכבות
פרק 3 - פונקציות אנליטיות

תוכן העניינים

1. פונקציות מרוכבות י 5

2. גבולות מרוכבים ורציפות י 6

3. נגזרות מרוכבות י 7

4. משוואות קושי-רימן י 8

5. פונקציות הרמוניות י 11

4

4
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 :פונקציות מרוכבות

 :שאלות

)רשמו את הפונקציה   (1 ) ( )Ref z z z=   בצורה ,( ) ( ) ( ), ,f z u x y i v x y= + . 

 

)רשמו את הפונקציה   (2 )
2

f z z=  בצורה ,( ) ( ) ( ), ,f z u x y i v x y= + . 

 

)רשמו את הפונקציה   (3 ) ( )
22

2f z z i z= ), בצורה  + ) ( ) ( ), ,f z u x y i v x y= + . 

 

)רשמו את הפונקציה   (4 ) 2
1

z
f z

z
=

+
), בצורה   ) ( ) ( ), ,f z u x y i v x y= + . 

 

)רשמו את הפונקציה   (5 ) 2f z z z= ), בצורה  + ) ( ) ( ), ,f z u x y i v x y= + . 

 

)רשמו את הפונקציה   (6 )
3 3

3 3

x y
f x iy i

 
+ = +  − 

 
), בצורה   )f z  כאשר ,z x iy= +. 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

1) ( ) 2f z x i xy= +  

2) ( ) 2 2 0f z x y i= + +  

3) ( ) ( )2 2 2 22f z x xy y i x y = + + + −  

4) ( ) 2 2 2 21 1

x y
f z i

x y x y
= + 

+ + + +
 

5) ( ) ( )2 2 2f z x x y i xy y= + − +  − 

6) 
( )

232 6

24

z z z
f

+
= 
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 :גבולות מרוכבים ורציפות

 :שאלות

 : מצאו את הגבולות הבאים )אם קיימים(

1) 
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z→
= 

2) 
4

40
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z
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0
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→
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 :תשובות סופיות

1) 
1

1

ik

ik

−

+
 

2) 
( )

( )

4

2

1

1

ik

k

+

+
 

 הגבול תלוי במסלול ולכן אינו קיים.  (3

 הגבול תלוי במסלול ולכן אינו קיים.  (4
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 : נגזרות מרוכבות

 :שאלות

)נקודות בהן הפונקציה  מצאו את כל ה (1 )f z z= .גזירה   

)  כי הראו עפ"י הגדרת הנגזרת )f z z= 0- ב אינה גזירהz  0לכלz  .   

 

) נקודות בהן הפונקציהמצאו את כל ה (2 ) Re(z)f z    גזירה. =

 

  נקודות בהן הפונקציהמצאו את כל ה (3
2

( )f z z= .גזירה  

הוכיחו את משפט לופיטל:  (4
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )0 0

0

0

lim lim
z z z z

f z f z f z

g z g z g z→ →

−
=

−
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

 גזירה. הפונקציה לא  (1

 הגבול תלוי במסלול ולכן אינו קיים. 

 הפונקציה לא גזירה.  (2

 . 0היא   שלה נגזרתהבראשית הצירים, ו  (3

 הוכחה.  (4
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 : רימן-משוואות קושי

 :שאלות

)2הראו כי   (1 ) Im( )f z z z=  .zאינה גזירה לכל   +
 

2הראו כי   (2 2( ) ( )f z xy i x y= + 0zאינה גזירה בכל הנקודות בהן   + , 

0zאך כן גזירה בנקודה    )לפי הגדרה(.  =

 

a,מצאו מספרים ממשיים   (3 b   כך שהפונקציה( )3( ) cos(3 ) sin(b )ax xf z e y i e y−= + − 

 תהיה גזירה בכל נקודה. 
 

)נתון כי   (4 )
z

f z
z

0zאינה רציפה ב   = =. 

 קיימות( בהן הפונקציה גזירה.מצאו את כל הנקודות )אם 
 

 ( הפתרון בסרטון) רימן: הוכחה-משפט קושי

)אם    ) ( ) ( ), ,f z u x y i v x y= +  0- , גזירה ב 0 0z x iy= +, 

בנקודה זו, כלומר:   רימן- אז מתקיימות משוואות קושי
( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

, ,

, ,

x y

y x

u x y v x y

u x y v x y

=

= −
. 

 

)נניח כי   (5 )f z ום  גזירה בתחD,   ונניח כי Re ( ) 0f z zלכל   = D. 

)הוכיחו כי   )f z  .קבועה 
 

)נניח כי   (6 )f z   פונקציה גזירה שאינה קבועה בתחוםD. 

)נגדיר    ) ( )g z f z=   לכלz D. 

)הוכיחו כי   )g z   אינה גזירה בכלD. 
 

נתונה הפונקציה   (7
4

1
 

    0( )

0        0

ze zf z

z

−
 = 
 =

 הוכיחו את הטענות הבאות:  

 . הפונקציה אינה רציפה בראשית .א

 . מתקיימות בראשית רימן-משוואות קושי  .ב
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)נניח כי   (8 )f z  אנליטית בתחום | Im( ) 0H z z+ =  . 

)הוכיחו כי   ) ( )g z f z=   אנליטית בתחום | Im( ) 0H z z+ =  . 

 

)Reהוכיחו כי   (9 )( ) zf z e=  .אינה גזירה בשום נקודה במישור המרוכב 
 

2נתונה הפונקציה   (10 2( )f z cx xy ixy= −  . קבוע מרוכב כלשהו cכאשר  ,+

)נתון כי   )f z   1גזירה בנקודה i+. 
 . ואת כל הנקודות בהן הפונקציה גזירה cמצאו את הקבוע  

 

2נתונה הפונקציה   (11 21
( ) ln( ) arctan( )

2

y
f z x y i

x
= + + . 

)קבעו האם הפונקציה   )f z   אנליטית בחצי המישור הימני | Re( ) 0H z z=  . 

 

נתונה הפונקציה   (12 
2 2

2( ) cos( ) sin( )
x y

f z e xy i a xy
−

= + . 

 זוהי פונקציה הולומורפית )אנליטית( בכל המישור?  aו ערכי  עבור איל 

 

)נניח כי   (13 )g z   הולומורפית בתחום (0,1) | 1D z z=  , 

)    1  ומקיימת  ) 1z g z  =. 

)הוכיחו כי   )g z  .קבועה 

)הדרכה: ניתן לכתוב את   )g z באופן הבא:  ( , )( ) i h x yg z e =. 

 

0Rנניח כי   (14    ונתונה הפונקציה( ): 0,f D R  גזירה בכל התחום.  →

)נגדיר:   )
R

g z f
z

 
=  

 
. 

)מצאו תחום בו   )g z .מוגדרת, ובדקו אם היא גזירה שם 
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 תשובות סופיות:

1) ' 2 1   ,  ' 2y xu y v y= − + =  

2) 
0

0

y

x

=


=
  

3) 3  ,  3a b= − =  

4) 0  ,  0x y= = 

 הוכחה  (5

 הוכחה  (6

 ב. הוכחה  א. הוכחה   (7

 הוכחה  (8

 הוכחה  (9

10) 
3

2
c a i b= +  =    ,

0 ,  1 ,  0.5

0 ,  1 ,  0.25

0 ,  1  ,  0.25 0.5

y y y

x x x

z z i z i

= = =

= = =

= = + = + 

  

11) 
2 2 2 2

  ;  x y

x y
u u

x y x y
= =

+ +
. 

12) 1a =  

 הוכחה  (13

14)   |  1A z z=   
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 :פונקציות הרמוניות

 :שאלות

3הראו כי הפונקציה   (1 23x xy−, המישור.  כל היא פונקציה הרמונית ב 
 

2הראו כי הפונקציה   (2 2x y−, המישור כל היא פונקציה הרמונית ב , 
 ומצאו לה צמודה הרמונית. 

 

)הראו כי הפונקציה   (3 )2 2( )f z xy i x y= +  -היא פונקציה גזירה בראשית ,+

 אך החלק המדומה שלה אינו פונקציה הרמונית.  , הצירים
)האם   )f z  ?הולומורפית בראשית 

 

)הראו כי הפונקציה   (4 , ) sin( )cosh( )u x y x y=, המישור כל היא פונקציה הרמונית ב , 

)  ההרמונית שלהומצאו את הצמודה  ),v x y   המקיימת( )0,0 2v =. 

)רמז:  ) sin( )f z z=. 
 

)הראו כי הפונקציה   (5 , ) cos( )sinh(y)u x y x=, המישור כל היא פונקציה הרמונית ב , 

ומצאו פונקציה הלומורפית כך שמתקיים   ( , ) Reu x y f=. 

 

)הראו כי הפונקציה   (6 , ) sin( )yv x y e x=,  ,היא פונקציה הרמונית במישור 

)מצאו לה פונקציה צמודה הרמונית   , )u x y   ופונקציה שלמה( )f z, 

)  :כך שמתקיים ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= +. 
 

הראו כי הפונקציה   (7
1

( , ) cos( )u r r
r

 
 

= + 
 

, 

0rהיא פונקציה הרמונית בתחום   . 

)רמז:  , )u r    2תקרא הרמונית אם היא מקיימת '' ' '' 0rr rr u ru u+ + =. 

 

נתון כי   (8
1

( , ) cos( )u r r
r

 
 

= + 
 

0rהיא פונקציה הרמונית בתחום    . 

 מצאו לה צמודה הרמונית בתחום זה. 
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3הוכיחו כי   (9 2( , ) 2 3u x y x x xy= −  היא פונקציה הרמונית  ,+
 ומצאו לה צמודה הרמונית. 

 

)תהי   (10 ) ( , ) ( , )f z u x y i v x y= +   .פונקציה שלמה 

2הוכיחו כי   2( , ) ( , ) ( , )g x y u x y v x y=  פונקציה הרמונית.  −
 

)תהי   (11 ) ( , ) ( , )f z u x y i v x y= +   .פונקציה שלמה 

הוכיחו כי     ( , ) sin ( , ) cosh ( , )g x y u x y v x y=  פונקציה הרמונית . 

 

האם קיימות פונקציות הרמוניות מהצורה   (12
2 2

( , )
x y

u x y
x


 +

=  
 

 

 פונקציה לא ידועה(?  2C)כאשר  
 אם כן, מצאו אותן. 

 

)האם קיימות פונקציות הרמוניות מהצורה   (13 , )
x

u x y
y


 

=  
 

 

 פונקציה לא ידועה(?  2C)כאשר  
 אם כן, מצאו אותן. 

 

)sinhהראו כי הפונקציה   (14 )cos( )x y  המישור  כלהיא פונקציה הרמונית ב , 
 . ומצאו את הצמודה ההרמונית שלה

 

 

 

 תשובות סופיות:

 ים בסרטוני הוידאו. ראה פתרונות מלא 

 

1

פרק 3פונקציות אנליטיות

12

12



פונקציות מרוכבות
פרק 4 - פונקציות אלמנטריות

תוכן העניינים

1. סינוס מרוכב י 13

2. קוסינוס מרוכב י 14

3. אקספוננט מרוכב י 15

4. העתקות אלמנטריות י 16

5. לוגריתם מרוכב, פונקציות רב-ערכיות ושורשים י 17

12

12



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.il-לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

   
 

 : סינוס מרוכב

 :ותשאל

)פתרו את המשוואה   (1 )sin 2z =. 

)הוכיחו כי   (2 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin sin sin cosh cos sinhz x iy x y i x y= + = + . 

)פתרו את המשוואה   (3 )sin 5z = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :סופיות ותתשוב

)כל הפתרונות הם מהצורה הבאה:   (1 )2 ln 2 3
2

nz n i


= + + , 

   מספר שלם. nכאשר  

 הוכחה.  (2

3) ( )2 ln 5 2 6
2

kz k i


= + −   

1
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 www.GooL.co.il-לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

   
 

 : קוסינוס מרוכב

 :שאלות

)cosהוכיחו כי   (1 ) cos( iy) cos( )cosh(y) sin( )sinh(y)z x x i x= + = −. 

 

)cosפתרו את המשוואה   (2 ) 2z =. 

)האם   (3 )cos 1z  ל  לכz ? 

)פתרו את המשוואה   (4 )
3

cos 0
4

z i + =  . 

)מתקיים   zהוכיחו כי לכל   (5 )cos
2

y ye e
z

−+
   כאשר( )Imy z=.  

)פתרו את המשוואה   (6 )tan
3

i
z =.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

 הוכחה.  (1

2) ( )2 ln 2 3nz n i= +  

 לא. (3

4) ( )
1 1

2 ln 2
2

kz k i


= − + −  

 הוכחה.  (5

6) ( )
1

ln 2
2

kz k i= +  

1
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 www.GooL.co.il-לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

   
 

 :אקספוננט מרוכב

 ות:שאל

1zeפתרו את המשוואה  (1 = −. 

1ixeממשי מתקיים   xכיחו כי לכל  הו (2 =. 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (3

)הראו כי אם   .א )Im 0z   1אזize  . 

1zeהראו כי   .ב )אם ורק אם   = )Re 0z =.      

1zeפתרו את המשוואה   (4 =. 

zeפתרו את המשוואה   (5 i= .   

1zeאת המשוואה  פתרו   (6 i= +  . 

)  הפונקציה האם (7 ) zf z e=?היא חח"ע   

 
 

 

 

 

 

 ות סופיות:תשוב

1)  2 1z i n=  + 

2) ( ) ( )2 2cos sin 1x x+ =  

א.  (3
0

1 1
1iz y

y
e e

e e

−= =   ב. הוכחה.    =

4) 2        kz ik k=   

5) 
1

2        
2

kz i k k
 

= +  
 

  

6) ( )
1 1

ln 2 2        
2 4

kz i k k
 

= + +  
 

 

 לא. (7

1
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 www.GooL.co.il-לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

   
 

 :העתקות אלמנטריות

 :שאלות

)מצאו את התמונה   (1 )f U   של התחום | 1U z z=  , 

)תחת ההעתקה   ) 1f z z= +. 

)מצאו את התמונה   (2 )f U   של התחום | 1U z z=  , 

)תחת ההעתקה   ) 5f z z=. 

)מצאו את התמונה   (3 )f U   של התחום| ( )
4

U z Arg z
 

=  = 
 

, 

)תחת ההעתקה   ) 3f z z=. 

)מהי תמונת התחום   (4 ) | 0 ImA z z =    התחת העתק  ( ) zf z e=.    

)מהי תמונת התחום   (5 ) | 0 Im 2A z z =    התחת העתק  ( ) zf z e=.    

)מהי תמונת התחום   (6 ) ( )| Re 0,0 Im
2

A z z z
 

=  −     
 

)  התחת העתק  ) zf z e=.    

 

 :תשובות סופיות

1) 1 1w−  

2) / 
 
 
 
 
 
 
 

 

3) 
3

135
4


 

4) ( ) Re      0      0x iy if z e e R  =       

5) ( ) Re      0      0 2x iy if z e e R  =       

6) ( ) Re      0 1     0
2

x iy if z e e R 
=       

 

1
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 www.GooL.co.il-לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

   
 

 :ערכיות ושורשים-לוגריתם מרוכב, פונקציות רב

 :שאלות

 ם הבאים:חשבו את הגדלי (1

) .א )1Arg i+  

 .ב
3

22
i

Arg e
 

 
 

 

 

 ו את הגדלים הבאים:חשב (2

) .א )1Log i+  

 .ב
3

22
i

Log e
 

 
 

  

 

 .iמצאו את כל הערכים האפשריים של   (3

 

 .iiל הערכים האפשריים של  מצאו את כ (4

 

ל הערכים האפשריים של   מצאו את כ (5
1

9 502
i

+

. 

 

)חשבו את הערך   (6 )
5

2 2
i

i+  ענפים שונים לבחירתכם.   3עבור 

   כמה תשובות אפשריות יש לערך זה.

 

מצאו את תמונת התחום  (7 1 2|   ,  iA z re R r R   = =   −    תחת העתקה

( )Log zהענף הראשי של הלוג( .) 

 

logמצאו תחום בו הפונקציה   (8
z a

z b

− 
 

− 
a,   אנליטית. כאשר    b a b .  

 תרגיל זה דורש ידע בהעתקות מוביוס.   הערה:

 

)ו כי  הרא (9 )Re zza a=   עבורa   ממשי חיובי בתחום( )\ ,0−  ת  ייכאשר פונקצ

): החזקה מוגדרת ע"י ענף הראשי של הלוג, כלומר )z Log aza e


=. 

 

1
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 www.GooL.co.il-לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

   
 

 zאם מגדירים את   איננה רציפה בתחום  zהוכיחו ישירות כי העתקה    (10

2באופן הבא:  
i

z re


כאשר   = 0,2   |   iz re   = .  

 

)של  מצאו את כל הערכים האפשריים  (11 )( )log log 1−.  

     

)נניח כי   (12 )log z   זה ענף רציף של הלוגריתם בתחום 

( ) \   ,   0   ,  sinz x iy x y x= +  )קיים ונניח שבענף זה מת = )log 1 0= ,

): חשבו בענף זה את הערכים ) ( ) ( )
5 3

log 1  , log  , log  , log  , log
2 2

i i
    

− −    
   

. 

 

)נגדיר   (13 ) ( )log ln argz z i z = +  ר  כאש( )2 arg z  −  . 

)חשבו את הערכים:   .א ) ( ) ( )2 0log 1  ,  log 1 ,   log 1 . 

)מצאו את התמונה של   .ב \ ,0−   תחת ההעתקה( )log z. 

מצאו את התמונה של   .ג )\ 0,   תחת ההעתקה( )0log z.   

  

1יהיו   (14  ,  ... ,  nz z מספרים מרוכבים כך ש -( )Re 0kz    1לכל k n    וגם

( )1 2Re ... kz z z     1לכל k n  . 

)כי   הוכיחו ) ( ) ( )1 2 1... ...n nLog z z z Log z Log z   = + ), כאשר + )Log z הענף    זה

     הראשי של הלוגריתם.

 

)יהי   (15 \ ,0U = −   0ויהיy  גבול  . חשבו את ה( ) ( )
0

lim log log
y

a iy a iy
→

+ − −   

0aעבור      0ועבורa .  

  

א קיימת  ר, הראו של .  כלומ-ב zהוכיחו שלא קיים ענף אנליטי של   (16

)פונקציה אנליטית   )h z כך ש - ב-( )2h z z=   לכלz  .   

 

nהוכיחו שלא קיים ענף אנליטי של   (17 z 1-בz    2לכלn . 

 

)נניח כי   (18 ) ( ) ,  f z g z  ג בקבוצה פתוחה  הם שני ענפים אנליטיים של הלו

)- שלם כך ש k. הוכיחו כי קיים קבוע  U  וקשירה ) ( ) 2f z g z ik− לכל  =

z U.                              
     

1
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 www.GooL.co.il-לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

   
 

 :תשובות סופיות

א.  (1
4


ב.       

2


−  

)א.  (2 )ln 2
4

i


) ב.   + )ln 2
2


−   

3) 
5

  , 0   ;    , 1
4 4

e i k e i k
 

= = 

4) 
4 1

2      |
k

e k


+
− 

 
 

 

5) 

( )ln 2 21 2
50 99 502 |

kk i

e e k

  
+ −  

 

 
 

 
  

  

6) 
( ) ( ) ( )5 2 5 25 5ln 8 5ln 8 5ln 84 44  ,   ,   ,  ..

i i i
e e e e e e

   
   

− + − −−       
   

  
 
  

  

7) ( )ln r i +   

8) ( )\ ,0
z a

z b

−
 −

−
  

9) ( )Re z
a  

 הוכחה.  (10

11) ( )ln 2 2      ,  0
2

k i m m k


  
 

+ +  +   
 

  

( )ln 2 2      
2

k i m m


  
 

− − + − +  
 

  

12) 
3 5 3

 ,  ,  , ln  , ln 2
2 2 2 2

i i i i
   

 
   

− − − −   
   

  

2א.  (13  ,  0 ,  0i   .ב( ) ( )ln  ,    ln   ,    r i r r  + −         

)ג.  ) ( )ln  ,    ln   ,    0< 2r i r   + −       

 הוכחה.  (14

15) 2 i   

 הוכחה.  (16

 הוכחה.  (17

 הוכחה.  (18

 

 

 

1
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פונקציות מרוכבות
פרק 5 - אינטגרציה מרוכבת

תוכן העניינים

1. אינטגרל ממשי של פונקציה מרוכבת י 20

2. אינטגרל מרוכב של פונקציה מרוכבת י 21

3. משפט קושי גורסט י 22

4. נוסחת האינטגרל של קושי י 23

5. נוסחת האינטגרל המוכללת של קושי י 26

6. משפט הערכה י 28

7. תרגילים מסכמים י 29

8. פונקציות קדומות י 31

9. התכנסות במש של סדרת פונקציות הולומורפיות י 33

10. משפט מוררה י 34
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 www.GooL.co.il-לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

   
 

 : אינטגרל ממשי של פונקציה מרוכבת

 :שאלות

חשבו את האינטגרל   (1
1

2

inx imxe e dx






−

−

,   לכל,m n . 

 

)Reהמקיים  , zל  לכ (2 ) 0z ,   פתרו את האינטגרל
0

zte dt



. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

1) 
1

0

n m

n m

=



 

2) 
1

z
− 

1
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 www.GooL.co.il-לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

   
 

 : אינטגרל מרוכב של פונקציה מרוכבת

 :שאלות

חשבו את האינטגרל   (1
1

n

z

z dz
=

,  כאשרn. 

 

2zחשבו את האינטגרל   (2
dz

z


+
,  כאשר 2 | 0iz e   = =  . 

 

)חשבו את האינטגרל   (3 1)z dz


−,  כאשר 1 | 2iz e    = = +  . 

 

zeחשבו את האינטגרל   (4 dz



  , כאשר מסילת קווים ישרים, 

:העוברת בנקודות   0 1 1 0i i → → + → →. 

 

חשבו את אורך המסילה  (5 1 2,z z , כאשר   = 1 2,z z היא מסילת הקו הישר   =

 .2z- ל 1zהמחברת בין  

 

)חשבו את אורך המסילה  (6 ) ( ) ( ) sin 1 cos | 0 1t t t i t t = − +  −  . 

 

חשבו את האינטגרל   (7
1

 
z

z dz
=

.  

 

 :תשובות סופיות

1) 
0 1

2 1

n

i n

 −


= −
 

2) 2 4i − 

3) 0 

4) 4 4e − 

5) ( ) ( )
2 2

2 1 2 1x x y y− + − 

6) 0.48 

7) 2 i  

1
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 www.GooL.co.il-לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

   
 

 :טמשפט קושי גורס

 :שאלות

חשבו את האינטגרל   (1

2
4

0

i

ze dz


+

 . 

 

הוכיחו כי   (2
1

4 4

4

1
2 cos( ) 2 2 sin( )

8 82

i

dz i
z

 
+

= − +.  

   עיקרי של פונקציית השורש.הינו הענף ה zכאשר  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

1) 
 2 1

1
2

e i+
− 

   הוכחה. (2

1
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 www.GooL.co.il-בסרטוני וידאו היכנסו ללפתרון מלא  

   
 

 :נוסחת האינטגרל של קושי

 :שאלות

חשבו את האינטגרל   (1
1

cos( )

z

z
dz

z
=

. 

 

חשבו את האינטגרל   (2
2 1

2

z

z

e
dz

z
− =

−. 

 

חשבו את האינטגרל   (3
2

2 1

sin( )

( 2)
z

z
dz

z z
− =

−. 

 

חשבו את האינטגרל   (4
1

( 2)( 3)

z z

z

e e
dz

z z z

−

=

+

− −.  

 

חשבו את האינטגרל   (5
1.5

( 1)( 2)

z

z

e
dz

z z z
=

− −.  

 

)sinחשבו את האינטגרל   (6 )

( 2)( 4)

z
dz

z z z


− − ,עבור המסילה שבציור : 
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חשבו את האינטגרל   (7
22

2

2
( 1)( 3)

z

z

z e
dz

z z z
=

−

− +. 

 

)תהי   (8 )f z   פונקציה הולומורפית בתחוםD. 

נניח כי  
0z D   וכי הדיסק( )  0 0,D z R z z R= −   מוכל כולו ב -D . 

)  הוכיחו כי  ) ( )
2

0 0

0

1

2

if z f z R e d



 


= + .    

 

חשבו את האינטגרל   (9
( )0

1

2 sin 2
d




+.  

 

)  :הוכיחו (10 )
2

2

2

0

2 2
cos      

2

n

n

n
d n

n




 
 

=  
 

.   

  

חשבו את האינטגרל   (11
2 1

C

z
dz

z +  כאשר( ) |   2 ,  Im 0C z z z=  = .    

 

חשבו את האינטגרל   (12
( )

2

0
cos

dx

a b x



+  0כאשרa b . 

 

  חשבו את האינטגרל  (13
1

1
3

z

z
Log

dz
z

=

 
+ 

 
. 

 

)תהי   (14 )f z u iv= 1zהולומורפית בתחום  +  כך ש -( ) ( )2 20 0u v= . 

0הוכיחו כי לכל   1r    מתקיים( ) ( )
2 2

2 2

0 0

i iu re d v re d
 

  = . 

 

)תהי   (15 )f z u iv= הולומורפית בתחום  +  |   1 D z z=   . 

0הוכיחו כי לכל    1r    0ולכל a r    מתקיים

( )
( ) ( ) ( )

2 2Re
0

z r

z r r
f z dz i a f a f

z a a a


=

  
=  + −   

−   
.        
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 :תשובות סופיות

1) 2 i 
2) 22 e i 

3) 
( )2sin 2

2
2

i  

4) 
1

2
3

i  

5) 2i ei − 

6) 
( )sin 2

2

i
− 

7) 
17 3

12 4

e
i
 
 − 
 

 

 הוכחה.  (8

9) 
3


 

 הוכחה.  (10

11) i  

12) 
2 2

2

a b



−
 

13) 0 

 הוכחה.  (14

 הוכחה.  (15
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 :נוסחת האינטגרל המוכללת של קושי

 :שאלות

חשבו את האינטגרל   (1
( )

( )
3

1

sin

z i

z
dz

z i− = −
. 

 

חשבו את האינטגרל   (2
( )
3

1

cos

z

z
dz

z
=

. 

 

חשבו את האינטגרל   (3
( )

( )
2

4

cos

z

z
dz

z = −
. 

 

חשבו את האינטגרל   (4
( ) ( )

2

1 1

sin
4

1 3z

z

dz
z z



− =

 
 
 

− −
. 

 

חשבו את האינטגרל   (5
3

1

2

sin
1

z

z
dz

z



=

 
 

+ 
. 

 

חשבו את האינטגרל   (6
( ) ( )

2

6

sin
4

1 3z

z

dz
z z



=

 
 
 

− −
. 

 

חשבו את האינטגרל   (7
( ) ( )

2

5

1

2 4z

dz
z z= − −

. 
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 :תשובות סופיות

1) 
1

2
e

e

  
− 

 
 

2) i− 

3) ( )2 sini −  

4) 
4

4 2
i




+
− 

5) 22 i− 

6) 
1 1

2 2 2 2 2 2

i  
− + − 

 
 

7) 0 
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 :שיוויונות אינטגרליים )משפט הערכה(-אי

 :שאלות

 : הוכיחו את אי השוויונות הבאים

1) 
3

2

81
 

1 8
C

z
dz

z




+,   כאשר : 3  ,   Re( ) 0C z z= . 

2) 
2

3

1 6
 

1 8
z

dz
z



=


− 

3) 
2

8z

C

e dz ,   כאשרC  2עד  0- הינה מסילת הקו הישר מ 2i+. 

4) 
2 2

 2
sin( ) 2

C

z
dz

z


 +,  כאשרC  הקטע הישר המתחיל בנקודה    וא ה

2
i


+ 

ומסתיים בנקודה  
2

i

−. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

 אה פתרונות מלאים בסרטוני הוידאו. ר
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 :תרגילים מסכמים

 :שאלות

)הוכיחו כי   (1 )
2 2

cos 2x be bx dx e


− −

−

=   0עבורb  . 

 

)הוכיחו כי   (2 )
2 2

4
0

cos cos
82 2

xe x dx
 



−  
=  

 
 ו -( )

2 2

4
0

sin sin
82 2

xe x dx
 



−  
=  

 
.   

 

הוכיחו כי   (3
( )2

2

sin x
dx

x




−

=. 

 

חשבו את האינטגרל   (4
( )6

6

sin x
dx

x



−

. 

 

הוכיחו כי   (5
( ) ( )

2

2 3
2 20 2

1
2

cos

a
d

a b
a b



 


= 
+

−
   0עבורa b .   

 

)תהי   (6 )
( ) ( )

2 2

1 1

1 1
f z

az bz
= +

+ +
a,כאשר    b   1קבועים המקיימים ,  1a b  

)שונים מאפס. נניח כי   ) 3f z    1לכלz . הוכיחו כי  =
3

1

n na b
n

+ 
+

. 0nלכל   

)- רמז: התבוננו ב ) ( )0
n

f.                    
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 :תשובות סופיות

 הוכחה.  (1

 הוכחה.  (2

 הוכחה.  (3

4) 
11

20


  

 הוכחה.  (5

 הוכחה.  (6
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 : פונקציות קדומות

 :ותשאל

)האם הפונקציה   (1 )
1

f z
z

אנליטית בתחום   = \  ? האם יש לה קדומה שם? 0

 

)האם הפונקציה   (2 )
1
n

f z
z

= ( )2n  ת בתחוםי ליטאנ   \  ? האם יש לה קדומה שם? 0

 

)האם הפונקציה   (3 ) 2

1

1
f z

z
=

+
אנליטית בתחום    \ ,i i− ?האם יש לה קדומה שם ? 

 

)האם הפונקציה   (4 ) 2

1

1
f z

z
=

+
  אנליטית בתחום   \ ,i i−? אם יש לה קדומה שם? ה 

 

)הוכיחו כי לפונקציה   (5 )
( )2 2

1
f z

z z 
=

−
יש קדומה בתחום     |  D z z =  . 

 

נסמן   (6
2

2

1

z
I dz

z


=
+ כאשר ( )  |  2 ,  Im 0z z z =  =   ון החיוביובכי . 

האם לאינטגרינד   .א
2

2

1

z

z +
 ?יש פונקציה קדומה בתחום פשוט קשר המכיל את   

    .Iחשבו את   .ב

 

, נניח כי   (7  a b לומר  מספרים מרוכבים בחצי המישור השמאלי, כ( ) ( )Re 0 ,  Re 0a b  .

aהוכיחו כי   be e a b−  −   ,( )a b. 

 

)נניח כי   (8 ) ( ) ,  f z g z   פונקציות שלמות המקיימות( ) ( )2 2 1f z g z+ . הוכיחו  zלכל   =

)כי קיימת פונקציה שלמה   )h z   :כך שמתקיים( )  ( ) ( )  ( )sin  |  cosg z h z f z h z= =.                      
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 :תשובות סופיות  

1) 2 i  

)לפונקציה אנליטית   (2 )f z   בתחום   תהיה קיימת קדומה בתחום אם ורק אם

( ) 0f z dz


=   לכל מסלול סגור  המוכל בתחום  . 

3)   

)לפונקציה אנליטית   (4 )f z   בתחום  קדומה בתחום אם  יה פונקצתהיה קיימת

)ורק אם   ) 0f z dz


=  בתחום. לכל מסלול סגור 

 הוכחה.  (5

)לפונקציה אנליטית  א.  (6 )f z   בתחום  קדומה בתחום  יה פונקצתהיה קיימת

)אם ורק אם   ) 0f z dz


=  2ב.     בתחום.לכל מסלול סגור i 

 הוכחה.  (7

   הוכחה. (8
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 : התכנסות במש של סדרת פונקציות הולומורפיות

 :שאלות

0aיהי   (1   הוכיחו כי הפונקציה .( )
2

0

a n z

n

f z e


− 

=

= הולומורפית ב -( )Re 0z . 

 

0aיהי   (2  הוכיחו כי הפונקציה .  ( )
( )0

1
z

n

f z
a n



=

=
+

  ב הולומורפית -( )Re 1z . 

)הערה:   )
z

a n+   מוגדרת באופן הבא( ) ( )z z Log a n
a n e

 +
+ )-ו = )Log z   זה הענף

    הראשי של הלוג. 

 

)פונקציית זטא של רימן מוגדרת כך   (3 )
1

1
z

n

z
n




=

= . 

)הראו כי היא הולומורפית בתחום   )Re 1z . 

)מוגדרת באופן הבא:  znהערה:   )z Log nzn e


)- ו = )Log z  .זה הענף הראשי של הלוג 

 

)תהי   (4 ) ( ): 0,f x R רציפה וחסומה. נגדיר   → ( ) ( )
0

z xL f z f x e dx



− =  . 

נתון כי   ( )L f z  רציפה בתחום  ( )Re 0z .הוכיחו כי היא הולומורפית שם ,   

 
 
 
 
 
 
 
 
   

 :תשובות סופיות

 ראו פתרונות מלאים בסרטוני הוידאו. 
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 : מוררהמשפט 

 :השאל

)תהי   (1 )nf z   סדרת פונקציות אנליטיות המתכנסת במ"ש לפונקציה( )f z 

 :  פשוט קשר. הוכיחו כי Dבתחום  

) .א )f z   אנליטית בתחוםD. 

)מתקיים   .ב ) ( )        lim ' 'n
n

z D f z f z
→

  = 

 הערה: תחום זה קבוצה פתוחה וקשירה. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :סופית התשוב

 ראו פתרון מלא בסרטון הוידאו. 
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2. טורים כלליים י 36

3. טורי טיילור ומקלורן י 37
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 :טורים מספריים

 :שאלות

 בדקו את התכנסות הטור  (1
( )

0

cos

2n
n

in

=

.   

בדקו את התכנסות הטור    (2
( )

0

sin

3n
n

n in

=

.  

בדקו את התכנסות הטור    (3
0

2

5

n

n

i

=

+ 
 
 

 . 

בדקו את התכנסות הטור    (4
0

1

2 n
n i



= +
 . 

בדקו את התכנסות הטור    (5
2

0

1
n

n n i



= +
.  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

 . מתבדר (1
 . מתכנס (2
 . מתבדר (3
 . מתבדר (4
 . מתכנס (5
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 :כלליים םטורי

 :שאלות

מצאו תחום התכנסות עבור הטור    (1
0

n

n

z


−

=

.   

מצאו תחום התכנסות עבור הטור    (2
( )0 1

n

n
n

z

i

−

= −
.   

מצאו תחום התכנסות עבור הטור    (3
( )0

1

4 1
nn

n z



= −
.   

מצאו תחום התכנסות עבור הטור    (4
0 0

2

4

n n

n n

z

z

 

= =

   
+   

   
 .   

מצאו תחום התכנסות עבור הטור    (5
0

nz

n

e


=

.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :תשובות סופיות

1) 1z   

2) 
1

2
z  

3) 
1

2
z  

4) 2 4z  

5) ( )Re 0z  
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 :טורי טיילור ומקלורן

 :שאלות

)מצאו טור טיילור עבור   (1 ) ( )sin 1f z z= 0zסביב   +  ומצאו תחום התכנסות.  =

 

)מצאו טור טיילור עבור    (2 )
1

f z
z

zסביב   = i=  .וציינו את רדיוס ההתכנסות 

 

)   פתחו את הפונקציה (3 )
2

2

i
f z

i z
=

+ +
)סביב    )0 2z i − בתחום   +

0 02z z i z−  + +. 

 

)פתחו את הפונקציה    (4 )
( )

3

1

1
f z

z
=

−
0לטור חזקות סביב    1z    בתחום

0 01z z z−  −. 

 

)נניח כי   (5 )f z  0שלמה ומתאפסת רק בנקודהz )ומתקיים   = )' 0 1f = . 

חשבו את  
( )

( )1

cos

z

z
dz

f z
=

. 

      
 
 
 
 

 

 

 :תשובות סופיות

1) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
2 1 2

0

1 1
cos 1 sin 1         

2 1 ! 2 !

n n

n n

n

f z z z z
n n


+

=

 − −
= +  

 +
 

. 

2) ( ) ( )
0

1 1
        1

n
n

n

f z z i z i
i i



=

− 
= − −  

 
. 

3) ( )
( )

( )
( )01

0 0

2 1
 

2

n

n

n
n

i
f z z z

i z



+
=

−
= −

+ +
. 

4) ( )
( )( )

( )
( )03

0 0

1 21
 

2 1

n

n
n

n n
f z z z

z



+
=

+ +
= −

−
. 

5) 2 i.  
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   :דהדמר –קושי  קריטריון

 :שאלות

    מצאו רדיוס התכנסות עבור הטור (1
0

in n

n

e z


=

. 

מצאו רדיוס התכנסות עבור הטור    (2
0

n

n

z

in



=

 
 
 

. 

מצאו רדיוס התכנסות עבור הטור    (3
( )

( )
0

1
3

3 2 1

n

n
n

z n
n



=

−
+

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :סופיותתשובות 

1) 1R =  
2) R =   
3) 3R =  
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 :טורי לורן

 :שאלות

0פתחו את הפונקציה לטור לורן סביב   (1 0z )בכל התחומים האפשריים   = )
1

1
f z

z
=

−
. 

 

)פתחו את הפונקציה   (2 )
1

1
2

f z
z

=

−

לטור לורן סביב   
0 0z 2zבתחום   =    2ובתחוםz . 

)פתחו את הפונקציה   (3 )
( )( )

1

1 3
f z

z z
=

+ +
0לטור לורן סביב    1z = בתחומים   −

0    הבאים: 1 2z + 1  -ו 2z + . 

 

)פתחו את הפונקציה   (4 )
( )( )

1

2 3
f z

z z
=

+ +
0לטור לורן סביב    3z = בכל   −

    .התחומים האפשריים

 

)פתחו את הפונקציה   (5 )
( )( )

1

1 3
f z

z z
=

+ +
0לטור לורן סביב    0z 1בתחום   = 3z . 

 . רמז: פירוק לשברים חלקיים
 

)פתחו את הפונקציה   (6 )
( )( )

1

1 3
f z

z z
=

+ +
0לטור לורן סביב    0z 3zבתחום = . 

 . רמז: פירוק לשברים חלקיים
 

)פתחו את הפונקציה   (7 )
( )( )

1

1 3
f z

z z
=

+ +
0לטור לורן סביב    0z 1zבתחום   = . 

 

)פתחו את הפונקציה   (8 ) 2

1

1
f z

z
=

+
0לטור לורן סביב    0z 1zבתחום   =    ומצאו

 .−1aאת המקדם  

 

)פתחו את הפונקציה   (9 ) 2

1

1
f z

z
=

+
0zלטור לורן סביב    i=   0בתחום 2z i −  

 .−1aומצאו את המקדם  
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)פתחו את הפונקציה   (10 ) 2

1

1
f z

z
=

+
לטור לורן סביב   

0z i=   2בתחוםz i− . 

 

)פתחו את הפונקציה   (11 )
( )( )1 4

z
f z

z z
=

− −
0לטור לורן סביב    1z כך שיתכנס  =

5zבתחום המכיל את  =. 
 

)פתחו את הפונקציה   (12 ) 2

1

5 6
f z

z z
=

− +
לטור לורן סביב   

0 0z כך שיתכנס  =

1בתחום המכיל את  3i−. 
 

1a  נניח כי (13    ונגדיר את הפונקציה( )
a

f z
z a

=
−

 .מספר ממשי( a)כאשר   

aפתחו פונקציה זו לטור לורן בטבעת   .א z . 

)הוכיחו את הזהות   .ב )
( )

( )

2

2
0

cos
cos

1 2 cos

n

n

a a
a n

a a








=

−
=

− +
. 

 

)ונניח כי   a  תהי (14 )f z   אנליטית בתחום \ a   ונניח כי 

)ם  מתקיי ) ( )lim 0
z a

z a f z
→

− =.  

0rהוכיחו כי לכל      מתקיים( )
( )1

2
z a r

f z
f a dz

i z a
− =

=
−. 

n  נסמן  (15

na z


−

  פיתוח לטור לורן של( ) 2

1z

z
f z

e
=

−
0סביב    0z 0בתחום   = z r . 

 .המקסימלי r- מצאו מהו ה .א

 .4nלכל  naמצאו את   .ב

   .הערה: תרגיל זה דורש ידע בסיווג של נקודות סינגולריות
 

3 חשבו את האינטגרל  (16

1

1
cos

z

z dz
z

=

 
 
 

.  

תזכורת: מקדמי לורן נתונים ע"י הנוסחה  
( )

( )
1

0

1

2
n n

f z
a dz

i z z
 +

=
−

. 

 

  חשבו את האינטגרל  (17
1

1

z

z

e dz
=

.  

חה תזכורת: מקדמי לורן נתונים ע"י הנוס
( )

( )
1

0

1

2
n n

f z
a dz

i z z
 +

=
−

.   
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 :תשובות סופיות

1)  

( )

( )

0

0

                             1

1 1
              1

n

n

n

n

f z z z

f z z
z z



=



=

= 

   
= −    

   





 

2)  
( )

( )

0

0

                             2
2

2 2
                   2

n

n

n

n

z
f z z

f z z
z z



=



=

 
=  

 

   
= −    

   





 

3)  

( )
( )

( )

( )
( )

( )

1

1
0

2
0

1
1                0 1 2

2

2
                             1 2

1

n

n

n
n

n

n
n

f z z z

f z z
z


−

+
=



+
=

−
= +  + 

−
= + 

+





 

4)  

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

0

2
0

1
3                0 3 1

3

1 1
                    3 1

3 3

n

n

n
n

f z z z
z

f z z
z z



=



=

= − +  + 
+

= + 
+ +




 

5)  ( )
( ) ( )

0 0

1 11 1
               1 3

2 6 3

n n n

n n
n n

z
f z z

z z

 

= =

− −
= −    

6)  ( )
( ) ( )

1 1
0 0

1 31 1
               3

2 2

n n

n n
n n

f z z
z z

 

+ +
= =

− −
= −   

7)  ( ) ( )
0

1 1
1              1

2 6 3

n n

n
n

f z z z


=

 
= − −   
 

8)  
( ) ( ) 2

0

1

1              1

0

n n

n

f z z z

a



=

−

= − 

=


 

9)  
( ) ( ) ( )

1
1

0

1

1
1              0 2

2

1

2

n
n n

n

f z z i z i
i

a
i

+
−

=

−

 
= − −  −  

 

=


 

10)  ( )
( )

2
0

1 2
             2

2

n

n

i
f z z i

z ii



=

− 
=  − 

− −
 

11) ( )
( ) ( )

1 2
0 0

3 3
+              1 3

1 1

n n

n n
n n

f z z
z z

 

+ +
= =

= − 
− −

  
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12) ( ) 1 1
0 0

3 2
+              3

n n

n n
n n

f z z
z z

 

+ +
= =

=   

) א. (13 )
1

             
n

n
n

a
f z a z

z



=

=       .ב. הוכחה 

 . הוכחה (14

2rא.  (15 =    

4ב.  3 2 1 0 1

1 1
0  ,    ,  0 ,   ,  0 ,  1 , 2  0

12 2
na a a a a a n a−= = = = − = =   − = . 

16) 
12

i
 

17) 2 i 
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 :מציאת שארית

 :שאלות

 : חשבו את השאריות של הפונקציות בנקודות הבאות

1) 
3

Re , 2
2

z
s z

z

+ 
= − 

+ 
  

 

2) 
2

1
Re , 3

9
s z i

z

 
= 

+ 
 

 

3) 
4 3

2
Re , 1

2 2 1

z
s z

z z z

+ 
= 

+ − − 
 

 

4) 
4 3

2
Re , 1

2 2 1

z
s z

z z z

+ 
= − 

+ − − 
 

 

נניח כי לפונקציה   (5
( )

( )

f z

g z
)כאשר ונניח כי   0z- יש קוטב פשוט ב  )0' 0g z  . 

הוכיחו כי  
( )

( )

( )

( )
0

0

0

Re ,
'

f z f z
s z

g z g z

 
=  

 
 

 

6) 
( )cos

Re ,0
z

s
z

 
 
 

 

 

7) 
( )sin 1

Re ,0
z

s
z

+ 
 
 

 

 

)חשבו את השאריות בנקודות הסינגולריות )הסופיות( של הפונקציה   (8 )
( )

2

tan

4

z
f z

z z


=

−

 

 

)חשבו את השאריות בנקודות הסינגולריות )הסופיות( של הפונקציה   (9 )
( )

( )3

1 cos z
f z

z z 

−
=

−
. 
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)נניח כי   (10 )f z   פונקציה שלמה בעלתn   .אפסים בדיוק 

הוכיחו שכל הנקודות הסינגולריות של  
( )

( )

'f z

f z
הן קטבים פשוטים וחשבו את   

 השאריות בנקודות אלו. 
 

 
 
 
 
 
 

 :תשובות סופיות

1) 1 

2) 
1

6i
 

3) 
3

8
 

4) 
3

8
−  

 . הוכחה (5

6) 1 

7) ( )sin 1 

8) ( )
1

Res ,
2

2 4

f z k

k k




 
 

 
+ = −       + +   

   

 

9) ( ) ( ) 3

1 2
Res ,0                    Res ,

2
f z f z 

 
= − =       

10) 
( )

( )

'
Res , k k

f z
z m

f z

 
= 

 
)של  kmאפס מסדר  kzכאשר   )f z. 
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 :אינטגרלים מרוכבים 

 :שאלות

 : חשבו את האינטגרלים הבאים

1) ( )
1

tan
z

z z dz
=

  

 

2) 
( )3

2
1

z

z

e
dz

z z
=

+ 

 

3) 
2

3 2

3

1z

z i

e
dz

z iz
− =

−

− 

 

4) 2

1

1
sin

z

z dz
z

=

 
 
 

 

 

5) ( )
2

2

1

1
sin cosz

z

e z dz
z

=

 
+ 

 
 

 

)נניח כי   (6 )f z   .פונקציה שלמה 

 פשוט וסגור שאינו חותך את הראשית, מתקיים Cהוכיחו כי לכל מסלול  
2

1
0

C

f dz
z

 
= 

 
.  

 

7) ( )4
        1

1
z a a

z
dz a

z
− =


− 

 

8) 
( ) ( )

5

6

1

1 sinh

z

z z
dz

z
=

+
 

 

9) 
( )( )

2

5

1
 

1

z

z

e
dz

z z z i=

−

− −
 

 

10) ( )
6

cot  
z

z dz
=

 

1
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11) ( ) ( )( )
2

1

3
sin sin cos +ln 2  z

z

z e dz
z

+

=

 
 
 

 

 

)נניח כי   (12 )f z   0פונקציה שלמה ומתאפסת רק בנקודהz שם יש לה אפס   =

)ומתקיים   2מסדר  )'' 0 7f = . 

חשבו  
( )

( )1

sin
 

z

z
dz

f z
=

. 

 

13) ( )4

1

sin  
z

z z dz
=

 

 

14) ( )
1

1
sin sin  

z

z dz
z

=

 
 
 

 

 

)חשבו את המקדמים של החזקות השליליות בפיתוח של   (15 )
( )
1

cos 1
f z

z
=

−
  

0לטור לורן סביב   0z 0בתחום   = 2z  . 

)הערה: אם   )0

n

na z z


−

−  טור לורן של( )f z   בתחום
1 0 2R z z R −    אז ניתן

לקבל את המקדמים ע"י הנוסחה  
( )

( )
0

1

0

1

2
n n

z z r

f z
a dz

i z z +

− =

=
−

   1כאשר 2R r R . 

 
 הוכיחו את עקרון הארגומנט:  (16

)  אם  )f z   אנליטית בתחוםD   פרט למספר סופי של קטבים ורציפה על 

ואינה מתאפסת שם על השפה אזי    השפה
( )

( )

'1

2

f z
dz N P

i f z



= −  כאשר 

N -   מספר האפסים של( )f z  כולל ריבוי בתחום D. 

P -   מספר הקטבים של( )f z  כולל ריבוי בתחוםD. 

 

0r- ו nאם    (17   2- כך ש 1n r n  22חשבו את האינטגרל   +

1

2 1iz
z r

z
dz

i e 
= −
. 

1
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חשבו   (18
( )

4
1

i z

i

e
dz

z



−  +
.  

הערה:  
( ) ( )

4 4
lim

1 1

definitioni iRz z

R
i iR

e e
dz dz

z z



→
−  −

=
+ +

    כאשר המסילה באינטגרל הימני

 .iR- ל −iR-היא מסילת הקו הישר מ 
 
 
 
 
 

 
 :תשובות סופיות

1) ( )
1

tan 0
z

z z dz
=

= 

2)  
( )3

2

1 1
2
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 :מסילת מעגל היחידה
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