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מתמטיקה למנהל עסקים
פרק 1 - הפונקציה הממשית ומבוא לתורת הקבוצות

תוכן העניינים

1. פונקציה - הגדרה ותכונות בסיסיות  י (ללא ספר)

2. הפונקציה הלינארית  י (ללא ספר)

3. הפונקציה הריבועית  י (ללא ספר)

4. הפונקציה המעריכית  י (ללא ספר)

5. הפונקציה הלוגריתמית  י (ללא ספר)

6. פונקציות מפורסמות נוספות  י (ללא ספר)

7. הזזות שיקופים מתיחות וכיווצים של פונקציה  י (ללא ספר)

8. תחום הגדרה של פונקציה י 1

9. הרכבת פונקציות י 3

10. הפונקציה ההפוכה י 6

11. פונקציה זוגית ופונקציה אי זוגית י 10

12. פונקציה מפוצלת י 12

13. תרגילים משולבים י 13

14. מבוא לתורת הקבוצות י 17
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 תחום הגדרה של פונקציה

 שאלות 

 : הבאות את תחום ההגדרה של הפונקציות  ומצא

1) 3 2 4 1y x x x= − − + 

 

2) 
2

1

4
y

x
=

−
 

 

3) 
2

4 1

1

x
y

x

+
=

+
 

 

4) 
3

1
y

x x
=

−
 

 

5) 
2

2 2

x
y

x x
=

− −
 

 

6) 4y x= − 

 

7) 2 2y x x= + − 

 

8) 3 2 1y x x= + − 

 

9) 
1

1
y

x
=

−
 

 

10) ( )2ln 2y x x= + − 

 

11) 
1

log
log

y x
x

= + 

 

12) 
2 1x xy e + += 

  

1

פרק 1הפונקציה הממשית ומבוא לתורת הק...

1

1



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

13) ( )log 4xy x= + 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות תשובות 

 .xכל  (1

2) 2x   

 .xכל  (3

4) 0,1, 1x  − 

5) 2, 1x  − 

6) 4x  

7) 2 , 1x x −  

 .xכל  (8

9) 1 1x−   

10) 2 , 1x x −  

11) 0 , 1x x  

 .xכל  (12

13) 0 , 1x x  

1
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 הרכבת פונקציות

 שאלות 

)נתונות הפונקציות   (1 ) ( ) ( )24
 , , 4h x g x x f x x

x
= = = −. 

 רכבות הבאות: ואת הפונקציות המ וחשב

) . א )( )1f g ב. ( )( )( )5h g f ג . ( )( )f g x 

) .ד )( )h f x ה. ( )( )f f x ו. ( )( )h h x 

 

)נתון  (2 )
2

1

x
f x

x

−
=

−
. 

) את וחשב )( )f f x   3עבורx = . 

 

)נתון  (3 ) ( )
3 5

,
2 7

x x
f x g x

x x

− −
= =

+ −
. 

) את וחשב )( ) ( )( )f g x g f x+   8עבורx = . 

 

)נתון  (4 ) ( )2 7 , lnf x x x g x x= − =. 

) את וחשב )( )f g x   2עבורx e= . 

 

)נתון  (5 ) ( )2 , lnxf x e g x x= =. 

) את וחשב )( )f g x   2עבורx = . 

 

)נתון  (6 ) ( ) 
2

1
0 3 4

,
3 4

0

x x x
f x g xx x x

x x


 + 

= = 
 

. 

) את וחשב )( ) ( )( ),f g x g f x . 

 

 נתונות הפונקציות  (7

( )
2

2

4 1

2 1 1

x x
g x

x x x

 − 
= 

− − − 
)-ו  )

2 4 1

1 1

x x
f x

x x

+  −
= 

+  −
. 

)נוסחה עבור ההרכבה   ומצא ) ( )( )z x g f x=. 

  

1
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 נתונות הפונקציות  (8

( )
2

2

4 1

2 1 1

x x
g x

x x x

 − 
= 

− − − 
)-ו     )

2 4 1

1 1

x x
f x

x x

+  −
= 

+  −
. 

)נוסחה עבור ההרכבה ומצא . א ) ( )( )h x f g x=. 

)-ו n- נתון ש .ב )h n . 

 מה ניתן להסיק בוודאות? 

1. 3n  − 

2. 1n  

3.  n זוגי שלילי.-אי 

 אף תשובה אינה נכונה. .4

 

 נתון (9
2

( )
1

x
f x

x
=

+
. 

את    ומצא
Times

( ) ( ( (...( ( ))))n

n

f x f f f f x=. 

 

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

2ג.   4ב.   - 3א.  (1 4x ד. −
4

4x − 
  xו. −8xה.  

2) 3 

3) 69/13 

4) 10 - 

5) 4 

6) ( )( )

2

2

3 2

3 2 0
1 1

3 0
4

1 1
3

4

x x

x x

g f x x
x

x
x

 + 
 −  


= +  

 


   ,( )( )

( )
2

1

3 4
1

3 0 4

3 0

x x

f g x
x x

x x


 + 


= 
 

 


 

7) 

2

2

4 16 12 1.5

4 20 25 1.5 1
( )

3 1 0

2 2 1 0

x x x

x x x
z x

x x

x x x

 + +  −

− − − −   −

= 
− −  

− − − + 

 

א.  (8

2

2

2

3 3

( ) 2 4 3 1

2 4 2 1

x x

h x x x

x x x

 −  −


= − −  

− − + 


3nב.     − 

9) 
2

( )
1

n x
f x

nx
=

+
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 הפונקציה ההפוכה

 שאלות 

את  מצאו  שהפונקציה הנתונה היא חח"ע בתחום הגדרתה והוכיחו  4-1בשאלות 
 את התמונה של הפונקציה.מצאו הפונקציה ההפוכה לה. בנוסף, 

1) ( )
1

3

x
f x

−
= 2) ( )

1x
f x

x

+
= 

3) ( )
3 2

2

x
f x

x

−
=

−
 4) ( ) ( ) 20 4x f x x = − 

 

 חח"ע. האם הפונקציה היא בדקו , 7-5בשאלות 
 את התמונה של הפונקציה: מצאו בנוסף, 

5) ( )
1

f x x
x

= + 6) ( ) 2f x x x= − 7) ( ) 21f x x= − 

 

 האם הפונקציה היא חח"ע,בדקו , 10-8בשאלות 
 את הפונקציה ההפוכה ואת התמונה של הפונקציה. מצאו אם כן, 

8) ( )
1

1
f x

x
=

−
 9) 

2 3

2 1

x
y

x

+
=

−
 10) ( )

3
2 1

2 1

x
f x

x

− 
=  

+ 
 

 

)נתונה  (11 )
2

1

x
f x

x

+
=

−
. 

 האם הפונקציה היא חח"ע? 
 את התמונה של הפונקציה. מצאו  

 

 התמונה ואת תחום ההגדרה, הטווח מצאו  עבור כל אחת מהפונקציות הבאות,   (12
 : האם היא פונקציה עלקבעו ו

 . א
1

( ) ; :
3

x
f x f

−
= → 

 .ב
1

( ) ; : \{0}
x

f x f
x

+
= → 

 . ג
3 2

( ) ; : \{2} \{3}
2

x
f x f

x

−
= →

−
 

)2 .ד ) 4 ; :[0, )f x x f= −  → 
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 תמונה. וטווח  תחום הגדרה,מצאו  עבור כל אחת מהפונקציות הבאות   (13
 האם הפונקציה הנתונה היא על. קבעו בנוסף, 

 . א
2

1
( ) :

1
f x f

x
= →

+
 

 .ב
2

1
( ) : (0,1]

1
g x f

x
= →

+
 

 . ג
2

1
( ) : (1, ) (0,1]

1
h x f

x
=  →

+
 

 

:תהיינה שתי פונקציות   (14 , :f A B g B C→ →. 

h: יתה A C→  ההרכבה, המוגדרת על ידי( ) ( )( )h x g f x=. 

 :יכואו הפרהוכיחו 

 חח"ע.  hחח"ע אז  g-ו f אם . א

 על. hחח"ע אז  g-ו fאם  .ב

 על.  hעל  אז  g-ו fאם  . ג

 חח"ע.  hעל  אז  g-ו fאם  .ד

 חח"ע.  hעל אז   g-חח"ע ו fאם  .ה

 על. hעל אז   g-חח"ע ו fאם  .ו

 חח"ע.  hחח"ע אז   g- על ו fאם  .ז

 על. hחח"ע אז   g- על ו fאם  .ח

 

:תהיינה שתי פונקציות   (15 , :f A B g B C→ →. 

h: יתה A C→  ההרכבה, המוגדרת על ידי( ) ( )( )h x g f x=. 

 על.  hנתון כי  
 :יכואו הפרהוכיחו 

 חח"ע.  f . א

 על.            f .ב

 חח"ע.  g . ג

 על. g .ד

  

1
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:תהיינה שתי פונקציות   (16 , :f A B g B C→ →. 

h: יתה A C→  ההרכבה, המוגדרת על ידי( ) ( )( )h x g f x=. 

 חח"ע.  hנתון כי  
 :יכואו הפרהוכיחו 

 על. g . א

 על.  f .ב

 חח"ע.  g . ג

 חח"ע.  f .ד

  

1
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 תשובות סופיות 

1) ( )1 3 1f x x− =  .y, כל  +

2) ( )1 1
1 , 

1
y f x

x

− =
−

 

3) ( )1 2 2
, 3

3

x
f x y

x

− −
= 

−
 

4) ( )1 4 , 4f x x y− = +  − 

2yלא חח"ע. תמונה:   (5  2yאו   − . 

לא חח"ע. תמונה:   (6
1

4
y  −. 

0לא חח"ע. תמונה  (7 1y  . 

0yכן חח"ע. תמונה:   (8  :פונקציה הפוכה .( )1

2

1
1 0f x x

x

− = − . 

2.3yלא חח"ע. תמונה:  (9   1.3אוy  − 

1yכן חח"ע. תמונה:   (10  :פונקציה הפוכה .( )1

3

1 1

21
f x

x

− = −
−

. 

לא חח"ע. תמונה:   (11
6

3
y . 

 על.    ;א. תחום הגדרה, טווח ותמונה:  (12

 לא על.  ;{0}\, תמונה:  , טווח {0}\  ב. תחום הגדרה

 על.  ;{3}\, טווח ותמונה: {2}\תחום הגדרה  ג. 

,0]  ד. תחום הגדרה ) תמונה:  , טווח ,[ 4, )− ;  .לא על 

 לא על.   ;[0,1), תמונה:  א. תחום הגדרה וטווח:  (13

 על.   ;[0,1) , טווח ותמונה:תחום הגדרה  ב. 

,1)  ג. תחום הגדרה ] תמונה:  [0,1), טווח ,(  לא על.  ;0,0.5(

 הוכחה.שאלת  (14

 שאלת הוכחה. (15

 שאלת הוכחה. (16

1
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 פונקציה זוגית ואי זוגית 

 שאלות 

 זוגיות ואיזה זוגיות: -הן אי  6-1בשאלות איזה מבין הפונקציות מצאו  

1) 34y x= 2) 4 10y x x= + 3) 1y = 

4) 
1

y
x

= 5) 2xy = 6) 2lny x x= + 

 

f:זוגית -נתונה פונקציה אי (7 →, 

)נסמן  ו ) ( ) ( ) ( )2,k x f x z x f x= − =. 

k,עבור כל אחת מהפונקציות  ,בדקו z,  זוגית. -האם היא זוגית או אי 

 

f:זוגית -נתונה פונקציה אי (8 g:, פונקציה זוגית → →, 

)נסמן  ו ) ( )3z x g x= )-ו − ) ( )3k x f x= −. 

)טענה א':   )z x זוגית. -אי 

)טענה ב':  )k x זוגית. -אי 

 איזו טענה נכונה?

 

f:זוגית -נתונה פונקציה אי (9 g:פונקציה זוגית , → →, 

)נסמן  ו ) ( ) ( ) ( )4 11( 4 ) , ( ) | |z x g x f x k x f x x g x= − −  = − +. 

z,עבור כל אחת מהפונקציות  ,בדקו k,  זוגית. -האם היא זוגית או אי 

 

 כי: הוכיחו  (10

 סכום פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית  . א

 מכפלת פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית.  .ב

 מנת פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית.  . ג

 הרכבה של פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית. .ד

 זוגית. -זוגיות היא פונקציה אי-הרכבה של פונקציות אי .ה
  

1
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 תשובות סופיות 

 . 5,6כללית:  ; 1,4זוגית:  -אי ;2,3זוגית: : 6-1שאלות 

7) k זוגית-אי , z זוגית . 

 טענה ב'. (8

9) k זוגית-אי , z זוגית . 

 שאלת הוכחה. (10

1
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 פונקציה מפוצלת 

 שאלות 

 את גרף הפונקציה:  וכפונקציה מפוצלת ושרטט  4-1כל אחת מהפונקציות  רשמו

1) 2y x= − 2) 3 1y x= + 

3) 2 2 1y x x= + − 4) 
x

y
x

= 

 

הפונקציה  נתונה (5
2 0 4

( )
0

x x
f x

x x

  
= 

− 
 . 

.חשבו   . א (1), (4), ( 4), (0), (7)f f f f f− 

 את גרף הפונקציה. ושרטט .ב

 זוגית או כללית. -האם הפונקציה זוגית, אי  וקבד . ג

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
2 2

2 2

x x
y

x x

− 
= 

− 
 2) 

3 3 1

3 3 1

x x
y

x x

+  −
= 

− −  −
 

3) 
2

2

2 2 1

2 2 1

x x x
y

x x x

 + − 
= 

− + 
 4) 

1 0

1 0

x
y

x


= 

− 
 

(1)א.  (5 1, (4) 16, ( 4) 4, (0) 0, (7) undefindf f f f f= = − = = =  
 כללית. ג.        ב.  
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 תרגילים משולבים

 שאלות 

)נתונה הפונקציה  (1 ) 3

1 1

1 1 1

1 1

x x

f x x x

x x

+ 


= + −  
 +  −

 . 

 : יאהאם הקבעו ו  ,את הפונקציהשרטטו 

 עולה.  . א

 יורדת. .ב

 זוגית. -אי . ג

 זוגית.  .ד

 חסומה.  .ה

 לא חסומה.  .ו

 חח"ע.  .ז

 .על  .ח
 הערה: ניתן להתבסס על הציור כנימוק. 

 

) הפונקציהנתונה  (2 ) 5

2
1

1 1 1

1 1

x
x

f x x x

x x





= + −  
 +  −



 . 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים יש טענה.
 האם הטענה נכונה או לא נכונה.קבעו 

 הפונקציה מונוטונית עולה ממש.  . א

 .הפונקציה על  .ב

 זוגית. -הפונקציה אי . ג

 הפונקציה זוגית.  .ד

 הפונקציה חח"ע.  .ה
 הציור כנימוק.ולהתבסס על שרטט  הערה: ניתן ל 
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f:נתונה פונקציה  (3  , זוגית ומונוטונית עולה ממש, →

g:ופונקציה    זוגית ומונוטונית יורדת ממש. -, אי→

)נסמן:   ) ( )3z x g x= )-ו − ) ( )3k x f x= −. 

)טענה א':   )k x טונית עולה ממש. מונו 

)טענה ב':  )z x  .מונוטונית עולה ממש 

)טענה ג':   ) ( ) ( )h x k x z x=  .זוגית 
 מי מבין הטענות נכונה?

 

נתונות שתי פונקציות,  (4   , : 0,1 0,1f g →. 

 מונוטונית יורדת חלש, gמונוטונית עולה ממש, ואילו  f- נתון ש
 אך אינה יורדת ממש. 

) יתה ) ( )( )h x f g x=. 

 איזו טענה נכונה?

 יורדת חלש. h . א

 עולה ממש.  h .ב

 ך אינה עולה ממש. עולה חלש, א h . ג

 אינה חסומה בהכרח.  h .ד

 

)נתונות הפונקציות   (5 )
2

2

4 0

2 1 0

x x
g x

x x x

 − 
= 

− − − 
)-ו  )

4 0

0

x x
f x

x x

+ 
= 


. 

)תהי  ) ( ( ))h x f g x=. 

]בקטע   h  את  ומצא . א 2,0)−. 

]חח"ע בקטע  hהאם קבעו   .ב 2,0)−. 

]חסומה בקטע    hהאם  קבעו  . ג 2,0)−. 

]:האם  קבעו  .ד 2,0) [0,4]h −  היא על.   →
 ד ניתן להסתמך על גרף הפונקציה.-* בסעיפים ב

 

): נתונות פונקציות המוגדרות על כל  (6 ) ( ) ( )3, 1
x

f x x g x
  = = −. 

 מי מבין הטענות הבאות נכונה.קבעו 

)הפונקציה   )( )( )h x f g x=   :היא 

 חסומה.  . א

 זוגית. -אי .ב

 חח"ע.  . ג

 מונוטונית.  .ד

  

1
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): נתונות פונקציות המוגדרות על כל  (7 ) ( )3 ,f x x g x x= = −   . 

)את מונוטוניות  קו בד . א )( )( )z x f g x=. 

)את מונוטוניות   קובד .ב )( )( )k x g f x=. 

)3האם  קובד . ג ) ( ) ( )h x f x g x= −  חסומה.  −

 תזכורת לסעיפים א+ב:

)אם  ) ( )f a f b a b   אז הפונקציה  f  .יורדת חלש 

 

  נתונות פונקציות המוגדרות על כל  (8
( ) ( )

( ) ( )

3

3

3 27

28

f x x x

g x f x x

= +      

= + −
 . 

 :יכואו הפר וחיהוכ

 עולה ממש וחח"ע.   f  הפונקציה . א

 וחח"ע. עולה ממש   gהפונקציה   .ב

 

את הפונקציה ההפוכה לפונקציה   ומצא (9
1

( ) ( )
2

x xf x e e−= −, 

 . שהפונקציה עלהוכיחו  ו את תחום הגדרתהקבעו 
 נקראת סינוס היפרבולי.   זוהערה: פונקציה  

 

את מונוטוניות הפונקציה   רוחק (10
2 3

( )
3 1

x
f x

x

+
=

−
. 

 בנגזרות.הערה: אין להשתמש  
 

)2נתונה הפונקציה  (11 ) 2f x x x= + −. 

 את תחום ההגדרה של הפונקציה.  ומצא . א

 את התמונה של הפונקציה.   ומצא .ב

 שהפונקציה חסומה.  וחיהוכ . ג

 את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  ומצא .ד
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 תשובות סופיות 

 . ו. כן  . ה. לא  .ד. לא  . ג. לא  .ב. לא כן.א.  (1
 .ח. כן . ז. כן

 אף טענה אינה נכונה.  (2

 טענה ב' נכונה. (3

 טענה א' נכונה. (4

)2א.  (5 )h x x=    .הפונקציה חח"ע בקטע. ב 
 . הפונקציה לא עלד.  הפונקציה חסומה בקטע. ג. 

 . הפונקציה לא זוגית ולא אי זוגיתב.   . הפונקציה חסומה א. (6
 . הפונקציה לא מונוטוניתד.   . חח"עלא הפונקציה ג. 

)ונקציההפא.  (7 )z x.הפונקציהב.  יורדת חלש( )k x.יורדת חלש 
 הפונקציה חסומה. ג. 

 שאלת הוכחה. (8

9) ( )1 2( ) ln 1f x x x− = +  .x; תחום הגדרתה: כל +

 ראו באתר.  (10

1א.  (11 2x−      .ב
3

0
2

y    .שאלת הוכחהג. 

ד.  
1

1
2

x−   עלייה, 
1

2
2

x  .ירידה 

1
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 מבוא לתורת הקבוצות 

 סיכום כללי

 הגדרות יסודיות

. Aגרירה חד כיוונית  • B :אם  פירושוA אז גם  ,מתקייםB מתקיים. 

A .)אם ורק אם( כיוונית -גרירה דו • B :פירושו A B וגם  B A . 

 .הסימן 'או'  •

 .הסימן 'וגם'  •

 

 קבוצה, איבר של קבוצה ושייכות לקבוצה 

 . קבוצה היא אוסף של עצמים •

 . איבר של הקבוצהכל עצם בקבוצה נקרא  •

 שייכות לקבוצה:  •

o  שהאיברציינו על מנת ל  a  שייך לקבוצהA ום רשנ a A. 

o  שהאיבר  ציינו על מנת לa  אינו שייך לקבוצהA וםרשנ  a A . 

 

 שוויון בין קבוצות 

 .קבוצות הן שוות אם יש להן בדיוק את אותם איבריםשתי 

)פורמלית שוויון בין קבוצות מוגדר באופן הבא:  )A B x A x B=      . 

 

 הקבוצה ריקה 

}, כלומר   -שאין בה כלל איברים נקראת הקבוצה הריקה ומסומנת בקבוצה  } =. 
 

 קבוצה סופית ואינסופית 

 .האיברים בה סופיקבוצה תקרא סופית אם מספר  •

 . קבוצה תקרא אינסופית אם מספר האיברים בה אינסופי •

 
  

1
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 עוצמה של קבוצה

 .Aנקרא גם העוצמה של הקבוצה ומסומן   Aהאיברים של קבוצה מספר 

 

 קבוצה - תת

A , נסמןB מוכלת בקבוצה A קבוצהאם  B. 

 תמיד מתקיים: 

• A A 

• A  

 

) עבור שוויון קבוצות נדרוש )A B x A x B=       או( )A B A B B A=     . 

 

 קבוצות מספרים מיוחדות

קבוצת המספרים הטבעיים:  • 1, 2,3, 4,....=. 

קבוצת המספרים השלמים:  • 0, 1, 2, 3, 4,....=    . 

,קבוצת המספרים הרציונאליים:   • , 0
p

p q q
q

 
=   
 

. 

 (. P רציונאליים )אין סימון ספציפי לקבוצה זו, למעט-קבוצת המספרים האי •

 (.Pואת  )כוללת את   קבוצת המספרים הממשיים:  •

 

 ציר המספרים 

 את קבוצת כל המספרים הממשיים ניתן לתאר על ידי הישר הממשי 
 :הישר שנקודותיו הן המספרים הממשיים שהוא 

 

 

1
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 קטעים על ציר המספרים 

 סימון קטעים  סימון קבוצות  תיאור מילולי

לא  b-ל a- הקטע הפתוח מ
 כולל נקודות הקצה 

 |x a x b  ( ),a b 

וכולל   b-ל a- הקטע הסגור מ
 נקודות קצה

 |x a x b   ,a b 

קטע חצי סגור וחצי פתוח, 
  bולא את   aמכיל את  

 |x a x b   ),a b 

קטע חצי סגור וחצי פתוח, 
 aולא את  bמכיל את  

 |x a x b  ( ,a b 

 עד  a- הקרן הפתוחה מ
  aללא 

 |x a x   ( ),a  

 עד  a- הקרן הסגורה מ
  aכולל  

 |x a x    ),a  

 b עד  −- הפתוחה מהקרן 

 bללא 
 |x x b−   ( ),b− 

bעד   −- הקרו הסגורה מ
 bכולל  

 |x x b−   ( ,b− 

 

 קבוצת החזקה של קבוצה נתונה 

)ומסומנת  , Aנקראת קבוצת החזקה של  ,Aקבוצות של ה -יתתקבוצת כל  )P A . 

 

 איחוד וחיתוך קבוצות

 פירושו הגדרת קבוצה חדשה שמכילה את כל האיברים B-ו A איחוד קבוצות •

Aשל הקבוצות עצמן ומסומנת   B. 

 -פירושו הגדרת קבוצה חדשה שמכילה את האיברים B-ו Aחיתוך קבוצות  •

Aהמשותפים של הקבוצות עצמן ומסומנת   B. 

 תכונות החיתוך האיחוד תכונות 

A B B A =  A B B A =  

( ) ( )A B C A B C  =   ( ) ( )A B C A B C  =   

A A A = A A A = 

A A = A   = 

A A B   

  

1
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 :הדיסטריביוטיביות של החיתוך מעל האיחוד ושל האיחוד מעל החיתוך

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

A B C A B A C

A B C A B A C

  =   

  =   
 

 

 הפרש קבוצות

Aהמסומן  ,B-ו Aההפרש של שתי קבוצות  B−,   הוא קבוצה שאיבריה הם 

 , כלומרBשאינם איברי  Aכל איברי   |A B x x A x B− =   . 

 

 משלים של קבוצה

Uההפרש  A−  מסומן ב-  cA או ב- 'A  של   המשליםונקראA, 
 היא הקבוצה האוניברסלית.   Uכאשר 

 

 מורגן - כללי דה

• ( )
c c cA B A B =  

• ( )
c c cA B A B =  

 

 דיאגרמת וון

 . ןיחסים ביניההו  תיאור גרפי של קבוצות

 

  

1
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 שאלות 

 :האם הן נכונותבדקו את הטענות הבאות במילים ו רשמו (1

) . א )
2

: 0x y x y  +  

) .ב )
2

: 0x y x y  +  

: . ג
4

y
x y z xz   = 

,0 .ד 0 ,
2

x y
x y xy

+
     

,3 .ה 6n k n n k  − =  (k ו -n  .)טבעיים 
 

 כל אחת מהטענות הבאות בסימנים לוגיים: רשמו (2

2פתרון אי־השוויון  . א 4x ,  2הואx    2אוx  −. 

2אי השוויון  .ב 4 0x + ,  מתקיים לכלx. 

3n, המספר nלכל מספר טבעי  . ג n− 6-מתחלק ב . 

x  ,1xעבור כל מספר  .ד   1אם ורק אם 1x−   . 

 

 ,קטעים רשמו במפורש את הקבוצות הבאות על ידי צומדיים או באמצעות (3
 : ואת מספר איברי הקבוצה

 . א 2| 16A x x=   

 .ב 2| 16B x x=   

 . ג 2| 16C x x=   

) .ד )( ) | 4 1 0D x x x=  + −  

 .ה 3 2| 2 0E x x x x=  + − = 

 .ו | 4F x x=   

 

את הקבוצות הבאות על ידי פירוט כל איבריהן או על ידי רישומן הגדירו  (4

}מקיים תכונה מסוימת   x{ בצורה: |xA=. 

 .זוגיים-האיקבוצת המספרים השלמים החיוביים  . א

 . 20-ל 10קבוצת המספרים הראשוניים בין  .ב

 .4קבוצת הנקודות במישור הנמצאות על מעגל שמרכזו בראשית ורדיוסו  . ג

 .1, 2, 3, 4קבוצת ריבועי המספרים  .ד
  

1
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 אילו מן הקבוצות הבאות שוות זו לזו:ציינו  (5

 . א 11,13,17,19A= 

10|מספר ראשוני  x} .ב 20,{x xB  = 

 . ג 11,11,17,13,19C = 

 .ד | 4 ,D x x k k= =  

|שלם זוגי m} .ה 2 ,{x x mE ==  

 

נתונה הקבוצה  (6 1, 2,{2},{2,5}, 4,{2,4}A =. 

 מי מבין הטענות הבאות נכונה:

5 . א A 2 .ב A ג .  2 A 

 .ד 2 A ה.   2 A ו. A  

A .ז  ח.   2, 2 A ט .  2, 4 A 

 .י 2,4 A יא .   2,4 A יב.  2,5 A 

 . יג 2,5 A יד.  1, 4 A  

 

 , המקיימות:B-ו Aשתי קבוצות,  מצאו  (7

A . א B 

A .ב B 

 

 נתונות הקבוצות הבאות:  (8

         3,4,5,6,7,8,9 , 4,6,8,10 , 3,5,7,9 , 6,7,8 , 7,8A B C D E= = = = = 

 : Xאיזה מבין הקבוצות לעיל יכולה להיות הקבוצה קבעו 

X . א A  וגםX D. 

X .ב D  וגםX C. 

X . ג E  וגםX  A. 

 

A: הוכיחו (9 B B C A C    . 
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 נתונות הקבוצות הבאות:  (10

     {3,4,5,6,7,8,9} , 4,6,8,10 , 3,5,7,9 , 6,7,8A B C D= = = =. 

 את:   רשמו

A . א B ב. A B ג . ( )A B C  

) .ד ) ( )B C B D   ה. ( ) ( )B C B D    

 

 נתונות הקבוצות הבאות:  (11

 ) ( )    1,4 , 2,1 , | 0 4 , | 2 0xA B C x R x D x= = − =    = =. 

 את:  רשמו

A . א B  ב. A B  ג . ( )A B C   

) .ד ) ( )B C B D    ה. ( ) ( )B C B D     

 

 קבוצות:  3נתונות  (12

     4,5,6,7,8 , 5,6,7,8,9 , 4,5,6,10A B C= = = 

)את חשבו  . א )A B C− −. 

)את חשבו  .ב )A B C− −. 

 

 נתון: (13     11,12,13,14,15,16,17,18 , 12,15,18 , 13,15,17U A B= = = . 

)את כלל דה מורגן  הדגימו )
c c cA B A B = . 

 

) את כלל דה מורגן הראשון הוכיחו (14 )
c c cA B A B = . 

 

 , של הקבוצות הבאות: -את הקבוצה המשלימה, ביחס למצאו   (15

 . א )1,A =  

) .ב ) ( ),1 4,B = −   

 . ג 2| 5 4 0C x x x=  − +  

 .ד | 1 2 4D x x x=  −    
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 באמצעות דיאגרמת וון את הקבוצות הבאות:  וגיהצ (16

A . א B ב. A B 

cA .ד cA . ג B 

cA .ה B ו. cA B 

cA .ז B ח. ( )
cc cA B A B =  

) . ט )
cc cA B A B =   

 

 ל הסעיפים הבאים:ענו ע (17

\כי   הוכיחו . א CA B A B= . 
 זאת גם בעזרת דיאגרמת ון. הראו 

)נסמן:   .ב ) ( ) ( )\ , \ \X C A B Y C A C B=  = . 

Xכי  הוכיחו Y=. 

)נסמן:   . ג ) ( ) ( )\ , \ \X A B C Y A B A C=  = . 

Xכי  הוכיחו Y=. 

 

,תהיינה  (18 ,X Y Z .קבוצות כלשהן 

)טענה א':   ) ( ) ( )\ \ \X Y Z X Y Y Z Z X  =  . 

)טענה ב':  )( ) ( )
C C C CX Y Z X Y Z  =  . 

)טענה ג':   ) ( )\ \ \ \X Y Z X Y Z=. 

,איזו טענה נכונה לכל בחירה של   ,X Y Z? 

 

נתונה הקבוצה  (19 , 4,{4}A =. 

)רשמו את   )P A. 

 

 : הוכיחו או הפריכו על ידי דוגמה נגדית (20

)מתקיים   Aלכל קבוצה  . א )A P A. 

Aמתקיים   Aלכל קבוצה  .ב ( )P A. 

 

)הוכיחו כי:   (21 ) ( )A B P A P B  . 
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 תשובות סופיות 

)מתקיים   yולכל  xלכל א.  (1 )
2

0x y+ . .הטענה אינה נכונה 

)-, כך שyקיים  xלכל  ב.  )
2

0x y+ . .הטענה אינה נכונה 

 -כך ש zקיים   yולכל  xלכל ג. 
4

y
xz  הטענה אינה נכונה. .=

חיובי מתקיים   yחיובי ולכל  xלכל  ד. 
2

x y
xy

+
. .הטענה נכונה 

3nטבעי המספר   nלכל ה.  n−  הטענה נכונה. .6-מתחלק ב 

2א.  (2 4 2 2x x x     :2ב.   − 4 0x x +  

:3ג.  6n k n n k  − :ד.    = 1 1 1x x x   −   

)א.  (3 )4,4A =  , בקבוצה אינסוף איברים.−

ב.   3, 2, 1,0,1, 2,3B = − −  איברים. 7בקבוצה , −

ג.  1, 2,3C   איברים. 3, בקבוצה =

ד.   3, 2, 1,0D = − −  איברים. 4בקבוצה , −

ה.  0,1E  .איברים 2בקבוצה , =

ו.  4, 3, 2, 1,0,1, 2,3, 4F = − − −  איברים. 9בקבוצה  , −

א.  (4 | 2 1,A x x n n= = −      .ב 11,13,17,19B = 

ג.  2 2 2( , ) | 4 , ,C x y x y x y= + =     .ד 1,4,9,16D = 

 שוות זו לזו. E-ו Dשוות זו לזו, והקבוצות  C-ו A  ,Bהקבוצות   (5

 ה. נכון. ד. נכון.   ג. נכון. ב. נכון.  א. לא נכון.  (6

 י. נכון.  ט. נכון. ח. נכון.  ז. נכון.  ו. לא נכון.

 יד. לא נכון. יג. נכון. יב. לא נכון. יא. לא נכון. 

7)     1,2 , 1,2 ,1,2A B= =. 

A,א.  (8 C    .ב,E D  .ג. לא קיימת קבוצה כזאת 

 .החהוכשאלת  (9

  

1
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א.  (10 3, 4,5,6,7,8,910A B ב.    = 4,6,8A B = 

)ג.  )  3,5,7,9A B C  )ד.    = ) ( )  4,6,7,8,10B C B D   = 

)ה.  ) ( )  6,8B C B D   =. 

)א.  (11 )2, 4A B = Aב.     − B  = 

)ג.  ) ( )0, 4A B C  )ד.     = ) ( ) ( )2,1B C B D   = − 

)ה.  ) ( )  )0,1B C B D   =. 

ב.    א.  (12 4,5,6 . 

 ללא פתרון.  (13

 .החהוכשאלת  (14

)א.  (15 ),1cA = −    .ב 1, 4cB ג.   = 1, 4cC = 

)ד.     ,1 3, 4cD = −  . 

 ראו סרטון.  (16

 ה.חהוכשאלת  (17

 טענה ב. (18

19) ( )                 , , 4 , 4 ,{ ,4}, 4, 4 , , 4 , ,4, 4P A     =. 

 .החהוכשאלת  (20

 .החהוכשאלת  (21

1
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מתמטיקה למנהל עסקים
פרק 2 - כלל השרשרת בפונקציות של מספר משתנים

תוכן העניינים

1. כלל השרשרת בפונקציות של מספר משתנים י 27
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 של מספר משתנים בפונקציות כלל השרשרת 

 שכל הנגזרות הרשומות קיימות.  וחי, הנבתרגילים בפרק זה
 

 שאלות 

2נתון:  (1 2ln( )z x y= − ,2 22 ,x u v y u v= − = +. 

u, חשבו: vz z. 

 

24נתון:  (2 , 4 , u vv t k u t m z e −= + = + = . 

, חשבו: ,t m kz z z. 

 

2נתון:  (3 2( )z f x y= − . 

0x הוכיחו: yy z x z +  =. 

 

)נתון:  (4 )z f xy= . 

0x הוכיחו: yx z y z −  =. 

 

נתון:  (5
x

z f
y

 
  
 

= . 

0x הוכיחו: yx z y z +  =. 

 

)נתון:  (6 , )z f x y y x= − − . 

0x הוכיחו: yz z+ =. 

 

)נתון:  (7 , , )w f x y y z z x= − − − . 

0x הוכיחו: y zw w w+ + =. 

 

sinנתון:  (8 (sin sin )u x f y x= + − . 

cos הוכיחו: cos cos cosx yu y u x x y+ =. 

 

1
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2נתון:  (9 2( )z y f x y=  − . 

 הוכיחו:
2

1 1
x y

z
z z

x y y
+ =. 

 

נתון:  (10
y

z xy xf
x

 
 
 

= + . 

x הוכיחו: yx z y z xy z +  = +. 

 

)2נתון:  (11 , , ) ,
y z

u x y z x f
x x

 
 
 

=  . 

2x הוכיחו: y zxu yu zu u+ + =. 

 

)נתון:  (12 , ) ( ) ( )h x y f y ax g y ax= + + − . 

2הוכיחו:
xx yyh a h= . 

 

)נתון:  (13 , ) ( sin ) ( sin )x xu x y f e y g e y= − . 

 הוכיחו:

 . א
2sin

xx x
xx yy

u u
u u

y

−
+ = 

xy .ב yxu u= 

) את חשבו . ג )1,xyu אם ידוע ש ,-( ) ( )' 0 2, ' 0 1f g= = . 

 

sinנתון:  (14 , cos , ( , )y r x r u f x y = = = . 

) הוכיחו: . א ) ( ) ( ) ( )
2 22 2

2

1
x y ru u u u

r + = +. 

2 הוכיחו: .ב 2cos 2 cos sin sinrr xx xy yyu f f f   = + +. 

 הוכיחו: . ג
2

1 1
xx yy rr rf f u u u

rr + = + +. 

  

1
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)נתון  (15 , )z h u v=  ונתון כי ,( , ) , ( , )u f x y v g x y= מקיימות את משוואת   =

x,רימן, כלומר מקיימות  -קושי y y xu v u v= = −. 

 כי:  וחיהוכ

u, . א v  .מקיימות את משוואת לפלס 

0xx כלומר, yyu u+ 0xxוכן   = yyv v+ =. 

) .ב ) ( ) ( )
2 2

xx yy x x uu vvh h u v h h 
 
 

+ = + + 

 

)נתון:  (16 )sinh , cosh , ,y r s x r s u f x y= = = . 

)כי:   וחיהוכ ) ( ) ( ) ( )
22 22

2

1
x y r su u u u

r
− = −. 

 

)פונקציה   (17 ),f x y  תיקרא הומוגנית מסדרn אם ,( ) ( ), ,nf tx ty t f x y= . 

 הומוגנית, אז:  fכי אם  וחיהוכ

) . א ),x yx f y f n f x y +  =   

) .ב ) ( )2 2 2 1 ,xx yy xyx f y f xyf n n f x y+ + = −  

 

)נתונה הפונקציה  (18 )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yz f x y

x y




+= = 
 =

 . 

)  החלקיות של הפונקציה בנקודהאת הנגזרות חשבו  . א )0,0. 

2נתון  .ב ,x t y t= =. 

 באופן ישיר. z(0)'את חשבו 

2נתון  . ג ,x t y t= =. 

 כלל השרשרת. לפי z(0)'את חשבו 

 האם הפונקציה דיפרנציאבילית.   וקבע ,בעזרת תוצאת סעיף ג' בלבד .ד
  

1

פרק 2כלל השרשרת בפונקציות של מספר מ...

29

29



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 תשובות סופיות 

1) ( )2 2 2 2

1 1
2 2 2 2uz x y u

x y x y
=   + − 

− −
 

2) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 1 4, 1 4, 1 1u v u v u u v

t m kz e t e z e z e− − − −=  + −  =  = −  

 −eג.      (13

)  א.    (18 ) ( )0,0 0,0 0x yf f= ב.   =
4

5
 דיפרנציאבילית. ד. לא  0ג.  

 
 GooL.co.il היכנסו לאתר שאר השאלות הן שאלות הוכחה, לפתרונות מלאים

1
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מתמטיקה למנהל עסקים
פרק 3 - פונקציות סתומות - שימושים גיאומטריים

תוכן העניינים

1. פונקציות סתומות - הפן הטכני י 31

2. שימושים גאומטריים י 34
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 הפן הטכני  –פונקציות סתומות 

 שאלות 

2כאשר   ,y'את  מצאו   (1 5 1x y xy+ = +, 

 .y(0)'את חשבו ו

 

2כאשר   ,y(1)'את  מצאו   (2 2 5 4x ye x y x+ = −. 

 

)''את  מצאו   (3 ) , '( )y e y e  , 2כאשרln ln 1x y+ =. 

 

נתון  (4
2 22 ( )sin 0x yz e x y z+− + + = ( )( , ) 0z z x y= . 

,(0,0)את חשבו  (0,0)
z z

x y

 

 
. 

 

נתון  (5
2 22 4( )sinx yz e x y z e+− + + = − ( )( , ) 0y y x z= . 

,(0,0) אתחשבו  (0,0)x zy y. 

 

נתונה המשוואה  (6
1 1

x y x y f
x z

 
− =   − 

 
. 

2כי  הוכיחו  2 2

x yx z y z z +  =. 

 

3נתון  (7 2 0z xz y− + = ( )( , ) 0z z x y= . 

 .xxz(1,1)מצאו  

 

3 נתונה משוואה (8 3 4z xyz− ,2,1) ונקודה =  : ו אתמצא .−(2

 xxz(2,1) . א

 xyz(2,1) .ב

 yyz(2,1) . ג

  

1
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נתונה מערכת משוואות:  (9
2

2

3

2 2

u v x y

u v x y





− = +

− = −
. 

,את חשבו  . א , ,x x y yu v u v. 

xyכי   והרא .ב yxu u=. 

 
 אין להסתמך על משפט הנגזרות המעורבות. הערה: בסעיף ב' *
 

2 נתונה מערכת משוואות: (10 2

3 3

x u v

y u v

w u v

= +


= +


= +

. 

x,את חשבו  . א yw w. 

x,חשבו   .ב wy y . 

 

נתונה מערכת משוואות:  (11
4

4

xyz

x y z

=


+ + =
. 

)''כי  הוכיחו  ) ''( ) 0z x y x+ =. 
 

נתונה המערכת:  (12
cos sin ln ( )

sin cos '( )

x u y u z f u

x u y u f u

+ + =

− + =

. 

 כי: הוכיחו 

) . א ) ( )
22 2

x yz z z+ = 

xy .ב yxz z= 
 

 הערה: בסעיף ב' אין להסתמך על משפט הנגזרות המעורבות. *
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 תשובות סופיות 

1) 
1

'(0)
5

y = 

2) '(1) 5y = 

3) 
2 3

2 6
'( ) , ''( )y e y e

e e
= − = 

4) 
sin1

(0,0) (0,0)
2

x yz z= = − 

5) 
4

1
(0,0) 0, (0,0)

2
x zy y

e
= = 

 הוכחה.שאלת  (6

7) (1,1) 16xz = − 

8) (2,1) (2,1) 1, (2,1) 4xx xy yyz z z= = = 

  א. (9
12 1 4 2 3 2 4 1 1

, , ,
8 1 8 1 8 1 8 1 8

x y x y

v v u u
u u v v uv

uv uv uv uv

− + − +  
= = = =  

− − − −  
 

 הוכחה. שאלת ב.

)א.  (10 )
3

3 , ( )
2

w w
uv v u u v

x y

 
= − = + 

 
 

)ב.   )
2 2

,
3( )

y uv y
u v

x v u w v u

 
= − =  

 +  +
 

 הוכחה.שאלת  (11

 הוכחה.שאלת  (12

1
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 שימושים גאומטריים

 שאלות 

נתון משטח המוגדר ע"י הפונקציה   (1
2 2

2 3
4 9

x z
y+ + =   ( )0z . 

,2בה   ,Pמהי משוואת מישור משיק למשטח בנקודה  1x y=− =? 

 

8xyzמשוואה של מישור משיק למשטח מצאו   (2 )בנקודה  = 2,2, 2)− −, 

 משוואה של הישר הפרמטרי הניצב למשטח הנתון בנקודה זו.  וכן
 

2מישור המשיק למשטח  מצאו   (3 2 28 21 27x y z+ = −, 

8  המקביל למישור 18 0x y z+ + =. 

 

xלמשטח  (4 y z a+ +  מישור המשיק בנקודה כלשהי. העבירו =

,ך את הצירים  מישור זה חות ,x y z  בנקודותA,B,C, .בהתאמה 

O:  נסמן (0,0,0)=. 

 . OA + OB + OC = a  וחיהוכ
 אינו תלוי בנקודת ההשקה(  שסכום הקטעים נוכיח למעשה)

 

2המשטח נתון  (5 2 23 2 8x yz y xz z+ = ,1)הנקודה ונתונה  ,− 2, 1)−. 

3חותך את המישור  ,הישר הנורמלי למשטח בנקודה הנתונה 2 10x y z+ − =, 
 .Qבנקודה 

 . Qאת הנקודה מצאו  
 

2 שהמשטח והרא (6 32 4x yz y− +  לכל אחד מחברי משפחת מאונך  =

2המשטחים   2 21 (2 4 )x a y az+ = − ,1) בנקודת החיתוך ,+ 1, 2)−. 
 

:משוואת הישר המשיק לעקום מצאו   (7 6sin , 4cos3 , 2sin 5C x t y t z t= = =, 

בנקודה בה  
1

4
t =. 

  

1
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 על הסעיפים הבאים: וענ (8
:נתון עקום   . א ( ) , ( ) , ( )C x x t y y t z z t= = =, 

)ונתונה נקודה  )0 0 0P , ,x y z,  המתקבלת מהצבת
0t t=  .במשוואת העקום 

 כי משוואת המישור הנורמל לעקום היא  וחיהוכ

   0 0 0 0 0 0'( ) ( ) '( ) ( ) '( ) ( ) 0x t x x y t y y z t z z − +  − +  − =. 

 את משוואת המישור הנורמל לעקום  מצאו   .ב

     : 6sin , 4cos3 , 2sin 5C x t y t z t= = =, 

0.25tבנקודה בה   =. 
 

  עקומותנתונות שתי   (9
2 2

1

2

2

: 2 1 1

: 1

C x t y t z t t

C x s y s z s

= + = − = +

= = − = −
, 

 וכי שתיהן נחתכות בנקודה ,Sנתון כי שתי העקומות נמצאות על משטח  ו
 .xy  הנמצאת במישור

 את נקודת החיתוך בין שתי העקומות. מצאו   . א

 העקומות בנקודת החיתוך את משוואת המישור המשיק לשתי מצאו   .ב
 שבין שתי העקומות. 

 

 נתונות שלוש עקומות (10

2 2

1

2

2

2

3

: 2 1, 1,

: , , 1

: 2, , 1

C x t y t z t t

C x s y s z s

C x u y u z u

= + = − = +

= = − = −

= + = = −

, 

 וכי שלושתן נחתכות בנקודה ,S  נתון כי שלוש העקומות נמצאות על משטחו
 .xy  הנמצאת במישור

 את נקודת החיתוך בין שתי העקומות. מצאו   . א

 ! ו? נמקS  האם בנקודה הנ"ל ניתן להעביר מישור משיק למשטח .ב

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (11

שמשוואת הישר המשיק לעקום:   וחיהוכ . א
( , , ) 0

( , , ) 0

F x y z

G x y z

=


=
, 

:היא   ,שעליו P בנקודה P (P) (P)t F G+  . 

,1)בנקודה  .ב  את משוואת הישר המשיק לעקום: מצאו  ,−(1,1

      
2

2 2

2 3

3 2

xz x y

x y y z

 − =


+ = −
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 על הסעיפים הבאים: וענ (12

שמשוואת המישור הנורמלי לעקום  וחיהוכ . א
( , , ) 0

( , , ) 0

F x y z

G x y z

=


=
 , 

0היא   ,שעליו Pה בנקוד 0 0( ) ( ) ( ) 0a x x b y y c z z− + − + − =, 

)כאשר  , , ) (P) (P)a b c F G= . 

,1)בנקודה  .ב  את משוואת המישור הנורמלי לעקום:  מצאו  ,−(1,1

      
2

2 2

2 3

3 2

xz x y

x y y z

 − =


+ = −
 

 

2נתונה הפונקציה  (13 3:r 2, על ידי  → 2cos , sin ,x u v y u v z u v= = = +. 
 מהן הנקודות שעבורן קיים מישור משיק? 

)מצאו את משוואת המישור המשיק, בנקודה   ) ( ), 1,0u v =. 

 

 ביטוי לווקטור היחידה, המאונך למשטח מצאו  (14
sin cos , sin sin , cosx u v y u v z u= = =, 

עבור     0, , 0, 2u v  . 

 באיזה משטח מדובר? 
  

1
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 תשובות סופיות 

1) 3 6 2 18 0x y z− + + = 

2) 6 0 , ( 2,2, 2) (1, 1,1)x y z t− + + = − − + − 

3) 8 18 21 , 8 18 21x y z x y z+ + = + + = − 

 הוכחה.שאלת  (4

5) (7, 9, 15)Q − − 

 הוכחה.שאלת  (6

7) ( ) ( ): ( , , ) 3 2, 2 2, 2 3 2, 6 2, 5 2x y z s= − − + − − 

3ב.   הוכחה. שאלת א.  (8 6 5 26 2x y z− − = 

,1)א.  (9 1,0)P 2ב.    − 1x z− = 

,1)נקבל שנקודת החיתוך היא א.  (10 1,0)P  ב. לא. .−

)ב.   הוכחה.שאלת א.  (11 , , ) (1, 1,1) (3,16,2)x y z t= − + 

3ב.   הוכחה. שאלת א.  (12 16 2 11x y z+ + = − 

)כל נקודה, למעט   (13 )0,0,0. 2 1x z− + = − 

14) 
( )
2 2 2

, ,
ˆ

x y zn
n

n x y z
= =

+ +
 ,1, כדור שמרכזו בראשית הצירים, עם רדיוס 

2שנוסחתו:  2 2 1x y z+ + =. 

1
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 קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 , 8-1בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

 :מינימום או אוכף , אותן למקסימום ונקודות קריטיות וסווג ומצא

1) 3 2( , ) 8 12 3 18f x y x xy y x= + + − 

 

2) 3 3( , ) 3 12 20f x y x y x y= + − − + 

 

3) 3 3( , ) 3 4f x y x y xy= + − + 

 

4) 3 2 4( , ) 3 2f x y x x y y= − − + 

 

5) 
2 24( , ) y x yf x y e − −= 

 

6) 2( , ) 6f x y y x y x y= − − + 

 

7) 
2 2 8

( , )
x y x y

f x y
xy

− +
= 

 

8) ( , ) cosxf x y e y= 

 

3נתון משטח   (9 3 3 4z x y xy+= − +. 

 .האופקיים למשטחהמשיקים ת המישורים ואת משווא  ומצא

 

 את ממדי התיבה ששטח וסמ"ק, חשב 32מבין כל התיבות הפתוחות שנפחן  (10
 הפנים שלה הוא מינימלי.

 

2למישור   (1,2,3) את המרחק הקצר ביותר מהנקודה  ומצא (11 2 0x y z− − + = ,

 וכן את הנקודה על המישור הקרובה ביותר לנקודה הנ"ל. 
  

1
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 מחשבונים, בארץ ובסין.יצרן מוכר   (12
 .8$ ועלות ייצור מחשבון בסין היא 6$עלות הייצור של מחשבון בארץ היא 

ומד את הביקוש אמנהל השיווק 
1Q ואת הביקוש  ,למחשבון בארץ

2Q 

: על ידי ,למחשבון בסין
1 1 2 2 1 2116 30 20 , 144 16 24Q P P Q P P= − + = + −. 

כיצד צריכה החנות לקבוע את מחירי המחשבונים, 
1P ו-  

2Pעל מנת למקסם ,  

 מהו רווח זה?  הרווח? את

 

)נתונה הפונקציה  (13 ) 2 2,f x y x y axy= + + . 

)שהנקודה  וחיהוכ . א  קריטית. ודה היא נק 0,0(

 aעבור אילו ערכים של   ובעזרת מבחן הנגזרת השנייה, קבע .ב
 הנקודה מסעיף א' היא מקסימום, מינימום, אוכף, או שלא ניתן לדעת. 

 

bשני מספרים,  ומצא (14 aכך ש ,-( )
1

2 524 2

b

a

x x dx− −  .יהיה מקסימלי 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( )אוכף;    −0.5,1( )1.5,  מינימום.  −3

2) ( )1, )מינימום ;  2  )1, 2− )מקסימום ;   − )1,  2−   ,( )1,  אוכף. −2

3) ( )אוכף; 0,0(  מינימום.  1,1(

4) ( ) ( )1,  1 1,  1− − )מינימום ;  − )1, )מקסימום ;   0  ) ( ) ( )1,  0 , 1,1 , 1,  1−  אוכף.  −

5) ( )0,  מקסימום.  2 

6) ( )4,  מקסימום.  4 

7) ( )  0.5,  מקסימום.  −4 

 אין נקודות קריטיות.  (8

9) 4, 3z z= = 

 . ס"מ  2ס"מ , גובה  4אורך ,  ס"מ  4רוחב  (10

)יחידות אורך. נקודה קרובה ביותר  1מרחק מינימלי הוא  (11 )1/ 3, 4 / 3,10 / 3. 

12) 1 210$, 12$P P=  . 288$רווח מקסימלי   =

,2עבור  ב.  א. שאלת הוכחה. (13 2a a= = ,2, לא ניתן לדעת; − 2a a  −  

2אוכף;  2a−    .מינימום 

14) 6, 4a b= − = 

1
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 ( אנז'קיצון של פונקציה של שני משתנים תחת אילוץ )כופלי לגר

 שאלות 

 בכפוף לאילוץ הנתון: ,את המקסימום והמינימום של הפונקציות ואמצ 4-1בשאלות 
1) 2 2 2 2( , ) ; 2 3 1 2f x y x y x xy y= + + = − 

 

2) 2 2 2 2( , ) ; 1f x y x y x y= − + = 

 

3) 2 2( , ) 4 6 ; 13f x y x y x y= + + = 

 

4) 2 2 2( , ) ; 2 6f x y x y x y= + = 

 

נתונה בעיית הקיצון  (5 max . . 3 12xy s t x y+ ,, כאשר = 0x y . 

 את הבעיה.פתרו  . א

 פתרון גרפי לבעיה.הביאו  .ב

 

נתונה בעיית הקיצון  (6 max 2 . . 9x y s t x y+ + ,, כאשר = 0x y . 

 את הבעיה.פתרו  . א

 גרפי לבעיה.פתרון הביאו  .ב

 

3מבין כל הנקודות הנמצאות על הישר   (7 12x y+ =, 
 שיעוריה מקסימלי.  את זו שמכפלתמצאו  

 

2מבין כל הנקודות שעל העקומה  (8 22 3 1 2x xy y+ =  את הנקודותמצאו  ,−

 מראשית ואת הנקודות שמרחקן ,שמרחקן מראשית הצירים הוא מינימלי
 מקסימלי.הצירים הוא 

 

3את המרחק הקצר ביותר מהישר  מצאו   (9 6 4 0x y− + =, 

2 לפרבולה 22 4 0x xy y y+ + + =. 

0רמז: מרחק הנקודה  0( , )x y   0מהישרax by c+ + 0הוא  ,= 0

2 2

ax by c

a b

+ +

+
. 

  

1
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 ק"ג עגבניות. y-ק"ג מלפפונים ו xה קונה בשוק 'מוישל (10

) ,התועלת מצריכת הסל ),x y , נתונה על ידי( ), ln lnu x y x y= +. 

 ש"ח. 2מחיר ק"ג עגבניות ו ,ש"ח 1ק"ג מלפפונים מחיר 
 , ln16 קובע לעצמו להשיג רמת תועלת ה'מוישל

 מינימאלית.  והוא מעוניין להשיג זאת בעלות
 .ה'מוישלאת בעיית  פתרו ונסחו 

 

 ק"ג עגבניות.  y-ק"ג מלפפונים ו xדני קונה בשוק  (11

) התועלת מצריכת הסל ),x y  נתונה על ידי( ),u x y xy=. 

 ש"ח. 3מחיר ק"ג עגבניות ו ,ש"ח 1ק"ג מלפפונים מחיר 
 ש"ח. 12תקציב של  לדני

 .דניאת בעיית פתרו ונסחו 

 

) ,עקומת התמורה בין מנגו (12 )x, ואננס,  ( )y,  2היא 2 13x y+ =. 

)  לדני תועלת , ) 4 6f x y x y= +. 

)מנגו( =  דני מחפש את הסל )אננס, ),x y ,על עקומת התמורה , 

 המביא למקסימום את התועלת שלו מצריכת מנגו ואננס. 
 את הבעיה. פתרו ונסחו 

 

Qליצרן פונקציית ייצור  (13 k L= +. 

,2 הם L-ו K המחירים ליחידת 1K LP P= =. 

)  והוא מחפש את הצירוף 100ברמת תפוקה מצאו היצרן נ )* *,K L, 

 המביא למינימום את העלות. 
 פתור(. ל לאאת בעיית היצרן )נסחו 

 

1נתונה בעיית קיצון תחת אילוץ   (14 2max{ ( , )} . .u x y s t p x p y I+ =. 

)תהי  )* *,x y .ניתן להניח מצב קלאסי של השקה.  נקודת הפתרון של הבעיה 

xמקיים  נז'  אהוכיחו כי כופל לגר yx u y u

I


 + 
 בנקודת הפתרון של הבעיה. =

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )1, 1max min 1/ 7, 1/ 7   

2) ( ) ( )0, 1min max 1,0  

3) ( ) ( )2,3max min 2, 3− − 

4) ( ) ( )2,1max min 2, 1  − 

5) ( )6, 2max 

6) ( )9,36max 

7) ( )6, 2 

8) ( ) ( )1, 1max min 1/ 7, 1/ 7   

9) 7 / 45 

10) ( )min ,32 8 

11) ( )6, 2max 

12) ( )2,3max 

13)  min 2 ; 100K L K L+ + = 

 שאלת הוכחה. (14

1
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מתמטיקה למנהל עסקים
פרק 6 - קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים בקבוצה סגורה וחסומה

תוכן העניינים

1. קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים בקבוצה סגורה וחסומה י 43
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 בקבוצה סגורה וחסומה   – קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים

 שאלות 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (1

( , ) 3 6 3 7f x y xy x y= − −  הוא התחום הסגור, R , כאשרR בתחום +

 .(0,0),(3,0),(0,5)משולש שקודקודיו הם   בצורת

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (2

2 2( , ) 3 2 6f x y x y x y= − − הוא התחום הסגור,   R , כאשרR בתחום +

 .(0,0),(0,2),(2,2),(2,0)בצורת ריבוע שקודקודיו הם  

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (3

2 2( , ) 2f x y x y x= + 2הוא העיגול   R , כאשרR בתחום − 2 4x y+ . 

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (4

2 2( , )f x y x y xy x y= + − +  וא התחום הסגורה R , כאשרR בתחום +

 ( , ) | 3 , 0, 0R x y x y x y= +  −  . 

 

את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של  וחשב (5
2 2( , ) 12 16f x y x y x y= + −  הוא התחום הסגור R , כאשרR בתחום +

 2 2( , ) | 1, 3R x y x y x y= +   −. 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 . -11. מינימום מוחלט 7מקסימום מוחלט  (1

 . -1. מינימום מוחלט 3מקסימום מוחלט  (2

33  מקסימום מוחלט (3
1. מינימום מוחלט 4

4−. 

 . -1. מינימום מוחלט 6מקסימום מוחלט  (4

101   מקסימום מוחלט (5 101. מינימום מוחלט +6 6−. 

1

פרק 6קיצון מוחלט של פונקציה בשני מש...

43

43



מתמטיקה למנהל עסקים
פרק 7 - חזרה אלגברית

תוכן העניינים

1. חזקות ומשוואות מעריכיות  י (ללא ספר)

2. לוגריתמים  י (ללא ספר)

3. פתרון משוואות ממעלה שלישית ומעלה  י (ללא ספר)

4. חילוק פולינומים  י (ללא ספר)

5. אי-שוויונים  י (ללא ספר)

43
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מתמטיקה למנהל עסקים
פרק 8 - רציפות של פונקציה - משפט ערך הביניים

תוכן העניינים

1. רציפות של פונקציה י 44

2. משפט ערך הביניים י 48

3. שיטת החצייה י 51

4. תכונות נוספות של פונקציות רציפות – רמה מתקדמת י 52
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 של פונקציהרציפות 

 שאלות 

 , שלהן 1את רציפות הפונקציות ב"נקודת התפר" וקבד 1-2בשאלות 
 את גרף הפונקציה:  ושרטטו

1) ( )
1 2

5 2

x x
f x

x x

+ 
= 

− 
 

 

2) ( )
2

1

1

x x
f x

x x


= 


 

 

) נתונה הפונקציה (3 )

1 1

2 1 2

1 2

2 2

x
x

x x
f x

x

x x

 

 −  

= 
=

 − 

 . 

 את רציפות הפונקציה בנקודות התפר שלה.  וקבד . א

 מאיזה סוג היא.  ועבור כל נקודת אי רציפות, קבע .ב

 

 ,k מה צריך להיות הערך הקבוע של ,4-7בשאלות 

 : xעל מנת שהפונקציות תהיינה רציפות לכל 

4) ( )
2 22

25 6

xkx x
f x

xkx

 + −
= 

−
 5) ( )

2 2 3
1

1

1

x x
x

f x x

k x

 + −


= −
 =

 

6) ( )

2 5 3
2

2

2

x
x

f x x

k x

 + −
 

=  −
 =

 7) ( )
2

2 0

0x

x k x
f x

x x

− 
= 


 

 . 'כלל לופיטלשנלמד הנושא 'ניתן לפתור רק לאחר  7הערה: שאלה  

  

 
 תפר היא הנקודה בה נוסחת הפונקציה משתנה. נקודת  1

1
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 ,b-ו a מה צריכים להיות הערכים של הקבועים ,8-01בשאלות 
 הגדרתן?תהיינה רציפות בתחום  על מנת שהפונקציות

8) ( )

( )

23

2

1

1 1 1

1
4 1

1

a x x x

f x bx x x

x a a
x

a x




+  −


= + − −  


− + − 
 −

 

 

9) ( ) ( ) ( )

1

1

1

1

1

1 ln 1 0 1

2 2
0

2 4

x

x

x

x x

f x x x b x

a x

−








= − + +  

 −



 +

 

 

10) ( )

( )

1

1

2

1

2

1
1

1

1 2

1 2

x

x

x

e

f x ax b x

x x

−

−




 +


= +  

 − 



 

 .לאחר שנלמד הנושא 'כלל לופיטל'ניתן לפתור רק  10-9הערה: שאלות 

 

 :יכואו הפר וחיהוכ (11

 סכום שתי פונקציות לא רציפות הוא פונקציה לא רציפה.  . א

 פונקציה לא רציפה. הפרש שתי פונקציות לא רציפות הוא  .ב

 מכפלת שתי פונקציות לא רציפות היא פונקציה לא רציפה.   . ג

 מנתן של שתי פונקציות לא רציפות היא פונקציה לא רציפה.  .ד

 

 לא רציפה. g-רציפה ו f-ידוע ש (12

fהאם  g+ זאת וחירציפה? הוכ . 

  

1
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)נתונה הפונקציה  (13 )
1

2
2

f x x x= −    . 

 :הוכיחו או הפריכו

 .x  חסומה לכל  f  הפונקציה . א

 .xרציפה לכל   fהפונקציה   .ב

 .  xמונוטונית לכל   fהפונקציה   . ג

 .xזוגית לכל  - זוגית או אי  fהפונקציה   .ד

 

תהי  (14
| | 1 | 1| 4

( )
2 | 1| 4

x x
f x

x

− + 
= 

+ 
. 

 שרטטו את גרף הפונקציה. . א

 סוגן )במידה ויש(.מצאו את נקודות האי רציפות של הפונקציה ואת  .ב

תהי  . ג
1

( )g x x
x

= )ותהי  ,+ )f x  מוגדרת וחיובית לכלx. 

)האם ההרכבה   ( ))g f x  בהכרח רציפה לכלx? 

 

)פונקציה חסומה בקטע   fתהי  (15 )0,1. 

)הפונקציה המוגדרת בקטע   gתהי  )0, ), על ידי  2 )
( )

2

0 1

1 2

f x x
g x

x x

  
= 

 

. 

0האם יתכן שהנקודה  . א 1x  . ו? נמקgרציפות סליקה של  -היא נקודת אי =

)חסומה בקטע  gהאם  .ב )0,  . ו? נמק2

 
 

  

1
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 תשובות סופיות 

 רציפה. (1

 רציפה. (2

1xרציפה בנקודה א.  (3 2x, לא רציפה בנקודה =  ב. סליקה.   .=

4) 1k =  

5) 4k =  

6) 
2

3
k = 

7) 1k = − 

8) 1 , 2a b= 1a , 2או  = b= =. 

9) 1 12  , a e b e− −= − = 

10)  , 
3 3

e e
a b= = − 

 הוכחה. (11

 הוכחה. (12

 ד. טענה לא נכונה. טענה לא נכונה.   ג. ב. טענה לא נכונה. א. טענה נכונה. (13

 א.  (14

 
-  

 

5xהפונקציה רציפה לכל ב.    ג. לא.  יש אי רציפות מסוג ראשון. −5-ב .−

 ב. כן.   א. לא.  (15

1
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 משפט ערך הביניים

 שאלות 

 יש לפחות פתרון אחד:  השלמשווא וחיהוכ 3-1בשאלות 

1) 3 4 1 0x x+ − = 

 

2) 
2 lnx x= − 

 

3) 3 2 0x bx cx d+ + + = 

 

 יש לפחות שני פתרונות:  השלמשווא וחיהוכ 5-4בשאלות 

4) 5 0xe x− = 

 

5) 
3 1

4 5 0x x
x

+ − = 

 

 , שאורכו אינו עולה על יחידה אחת ,קטע   ומצא (6

2בו למשוואה  1
10x

x
=  יש פתרון. −

 

)נגדיר   (7 ) 2 1

1
f x x

x
= +

−
 . 

)את  וחשב . א ) ( )0  ,  2f f. 

2שלמשוואה   ,לפי משפט ערך הביניים ,האם ניתן להסיק .ב 1
0

1
x

x
+ =

−
 

)יש פתרון בקטע   )0, 2? 

 

f,תהיינה  (8 g פונקציות רציפות ב- ,a b, המקיימות : 

( ) ( ) ( ) ( ),f a g a f b g b . 

aשקיימת נקודה   וחיהוכ c b  ,שבה  ( ) ( )f c g c=. 

  

1
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]נתונה פונקציה רציפה בקטע סגור  (9 , ]a b, .שהוא חלקי לתחום הגדרתה 

)-נניח ש )[ , ] [ , ]f a b a b. 

]כי קיימת נקודה  וחיהוכ , ]c a b, כך ש-( )f c c=. 

תנקודת כנ"ל נקראת " cנקודה  בֶׁ  " של הפונקציה.שֶׁ
 

[0,1]:נתונה פונקציה רציפה  (10 [0,1]f →. 

)1.5-כך ש ,c[0,1]קיימת נקודה כי  וחיהוכ )f c c=. 
 

f[0,1]:פונקציה רציפה נתונה  (11 (0)המקיימת   ,→ (1)f f=. 

)-כך ש ,c[0,0.5]כי קיימת נקודה  וחיהוכ . א ) ( 0.5)f c f c= +. 

,כי קיימות נקודות  וחיהוכ .ב [0,1]c d , כך ש -( ) ( )f c f d= . 
 

,0]:פונקציה רציפה נתונה  (12 2]f (0)המקיימת   ,→ (2) (1)f f f . 

כי קיימים  וחיהוכ
1 2, [0,2]c c , כך ש -

1 2( ) ( )f c f c=. 

 

f[0,8]:פונקציה רציפה נתונה  (13 (0)המקיימת   ,→ (8)f f=. 

כי קיימות נקודות  וחיהוכ
1 2 3 4, , , [0,8]c c c c , כך ש - 

. 1 2 3 4( ) ( ), ( ) ( )f c f c f c f c= =   

10יהיו  (14 ,..., 1na a   1קבועים המקיימים ... 1na a+ + =. 

|1הוכיחו כי למשוואה   | ... | |
2

n

n
x a x a− + + −  יש לפחות פתרון אחד. =

 

), מהצורה  זוגיתפולינום ממעלה  Pיהי  (15 ) 1

1 0

n n

nP x x a x a−

−= + + +, 

0ונניח כי   0a . 

 פחות שני שורשים ממשיים, שונים זה מזה.לישנם  P-כי ל  וחיהוכ

 

f,יהיו (16 g  :פונקציות רציפות המקיימות 

lim ( ) , lim ( ) , lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x k f x k g x k g x k
→ →− → →−

= = − = − 0כאשר   ,= k . 

)כי קיים לפחות פתרון אחד למשוואה  וחיהוכ ) ( )f x g x=. 

  

1
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 על הסעיפים הבאים: וענ (17

)פונקציה רציפה בקטע   fתהי  . א ),a b ותהיינה ,
1, , nx x   1)כאשרn  )

)-נקודות כלשהן ב ),a b. 

)בקטע    cשקיימת נקודה   וחיהוכ ),a b, 

)-כך ש ) ( ) ( )( )1

1
nf c f x f x

n
= + +. 

)פונקציה רציפה בקטע   fתהי  .ב ),a b. 

)האם לכל  ),c a b,  ניתן למצוא נקודות
1, , nx x,שונות זו מזו , 

1nכאשר  , כך ש -( ) ( ) ( )( )1

1
nf c f x f x

n
= + +? 

 .ת זא וחיהוכ
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

6)  0.1,1 

)א.  (7 ) ( )0 1 , 2 5f f= −  ב. לא.   =

 הן שאלות הוכחה.   17-8ושאלות   5-1שאלות 
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 שיטת החצייה

 שאלות 

3נתונה המשוואה  (1 22 2 0x x x− − + =. 

בעזרת שיטת החצייה בקטע   2,3−, מקורב של המשוואה על ידי  שורש ו מצא

 מהו קירוב השורש?  איטרציות. 6

 

3נתונה המשוואה  (2 2 0x x− − =. 

 המכיל שורש של המשוואה.   ,1קטע שאורכו לא עולה על   ומצא . א

כדי למצוא קירוב של   ,כמה איטרציות של שיטת החצייה יש לבצע .ב
 ?0.001השורש בדיוק של 

 . 0.001חשבו את השורש שמצאתם בדיוק של  . ג

 הערה: בסרטון ההסבר של שיטת החצייה יש תרגיל נוסף.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0.07 

א.  (2 1, 1.520xג.    10ב.  2 = 
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 רמה מתקדמת –תכונות נוספות של פונקציות רציפות 

 שאלות 

 . אתז  וחיהוכ, והאם הטענה נכונה או לא נכונה ,בכל סעיף וקבע (1

קיימת פונקציה המוגדרת בקטע   0,1,  :שהיא 

 חח"ע, אבל לא מונוטונית.  . א

 מונוטונית, אבל לא רציפה.  .ב

 מונוטונית, אבל לא חסומה.  . ג

 חסומה, אבל לא רציפה. .ד

 רציפה, אבל לא חסומה.  .ה

 הופכת מחיובית לשלילית מבלי לעבור דרך האפס.  .ו

 מקבלת מקסימום ומינימום אבל לא רציפה.  .ז

 רציפה אבל לא מקבלת מקסימום.  .ח

 שתמונתה אינו קטע.  ,חסומה . ט

 רציפה, שתמונתה אינה קטע.  .י

 אבל בעלת התכונה,  אינה רציפה בקטע זה, . יא

שתמונת הקטע   0,1  על ידי ,f .היא קטע , 

 

]:תהי  (1 , ]f a b )המקיימת   ,פונקציה רציפה → ) 0f x ,  לכל[ , ]x a b. 

0שקיים הוכיחו  , כך ש-( )f x ,  לכל[ , ]x a b. 

 

,0]:תהי  (2 )f   פונקציה רציפה. →

limנניח כי   ( )
x

f x
→

 קיים. 

 חסומה.  f-שהוכיחו 

 

[0,1]:תהי  (3 (0,1)f  פונקציה על. →

 .[0,1]-לא רציפה ב f-שהוכיחו 
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)תהי  (4 )f x  מוגדרת בקטע  הפונקציה( , )a b, ונניח שקיים קבוע ממשי K , 

  ,כך שלכל שתי נקודות
1x  ו-

2x,   בקטע( , )a b,  תנאי ליפשיץמתקיים : 

       1 2 1 2| ( ) ( ) | | |f x f x K x x−  −  

)כי  הוכיחו  )f x   רציפה בקטע( , )a b. 
 להוכיח בשתי דרכים שונות.  ו* נס

 

 :יכואו הפרהוכיחו  (5

) אם . א )f x רציפה בנקודה c ,אז | ( ) |f x   רציפה בנקודהc. 

| אם .ב ( ) |f x  רציפה בנקודהc ,אז ( )f x רציפה בנקודה  c. 
 

- רציפה ב fאם : וחיהוכ (6
0x  אז קיימת סביבה של ,

0x בה ,f  .חסומה 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 
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 תרגול בכללי הגזירה

 שאלות 

 :(רק את הנגזרת הראשונה  ומצא 22-24 שאלותבאת הפונקציות הבאות )  פעמיים  ורגז

1) 
2 2 4

( )
2

x x
f x

x

+ +
=  2) 

2 5 6
( )

2 10

x x
f x

x

− +
=

+
  3) 

2

2

2
( )

( 1)

x
f x

x
=

+
  

4) 
3

2
( )

4

x
f x

x
=

−
  5) 

3

2
( )

( 1)

x
f x

x
=

+
  6) 

3
1

( )
1

x
f x

x

+ 
=  

− 
  

7) 
ln

( )
x

f x
x

=  8) 
ln

( )
x

f x
x

=  9) ( ) lnf x x x=   

10) 2( ) lnf x x x=   11) 
1

( ) ln
2

f x
x

=
−

  12) 2( ) ln 2ln 3f x x x= + −  

13) 2

2

1
( ) ln

ln
f x x

x
= +  14) 

1

( ) xf x e=  15) 
1

( ) ( 2) xf x x e= +   

16) 
22( ) xf x x e−=   17) 3 2( )f x x=  18) 3 2( ) 1f x x= −  

19) 3 2( ) (1 )f x x x= −  20) xy x= 21) xy x= 

22) 
1

x

y x
x

 
= + 
 

 23) ( )2 1
x

y x= + 24) ( )
( )1

1
x

y x
+

= + 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

2 3

2 8 4
'( ) , ''( )

4

x
f x f x

x x

−
= = 

2) 
2

2 3

2 20 62 448
'( ) , ''( )

(2 10) (2 10)

x x
f x f x

x x

+ −
= =

+ +
 

3) 
3 4

4 4(1 2 )
'( ) , ''( )

( 1) ( 1)

x x
f x f x

x x

−
= =

+ +
 

4) 
2 2 2

2 2 2 3

( 12) 4 (2 24)
'( ) , ''( )

( 4) ( 4)

x x x x
f x f x

x x

−  +
= =

− −
 

5) 
2

3 4

( 3) 6
'( ) , ''( )

( 1) ( 1)

x x x
f x f x

x x

+
= =

+ +
 

6) 
2

4 5

6( 1) ( 1)( 3)
'( ) , ''( ) 12

( 1) ( 1)

x x x
f x f x

x x

+ + +
=− =

− −
 

7) 
2 3

1 ln 2ln 3
'( ) , ''( )

x x
f x f x

x x

− −
= = 

8) 
1.5 2.5

2 ln 3ln 8
'( ) , ''( )

2 4

x x
f x f x

x x

− −
= = 

9) 
1

'( ) ln 1, ''( )f x x f x
x

= + = 

10) '( ) (2 ln 1), ''( ) 2 ln 3f x x x f x x= + = + 

11) 
2

1 1
'( ) , ''( )

2(2 ) (4 2 )
f x f x

x x
= =

− −
 

12) 
2

2 2ln
'( ) (ln 1), ''( )

x
f x x f x

x x

−
= + = 

13) 
4 5 4

3 2 4

2 ln ) 1 2 (ln ) (ln ) (ln ) 3
'( ) , ''( )

(ln ) (ln )

x x x x
f x f x

x x x x

   ( − − − −
= = −   

   
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14) 
1 1

2 4

1 1 2
'( ) , ''( )x x

x
f x e f x e

x x

+   
=  − =   

   
 

15) 
1 12

2 4

2 5 2
'( ) , ''( )x x

x x x
f x e f x e

x x

 − − + 
= =   

  
 

16) 
2 22 22 2'( ) (1 4 ), ''( ) 4 (3 4 )x xf x e x f x xe x− −= − = − − 

17) 
3 3 4

2 2
'( ) , ''( )

3 9
f x f x

x x
= = −

 
 

18) 

2

2 5/32 23

1
1

2 2 3'( ) , ''( )
3 ( 1)3 ( 1)

x
x

f x f x
xx

− −

= = 
−−

 

19) 
3 3 4

2 5 2 1 5
'( ) , ''( )

93

x x
f x f x

x x

− +
= = −  

20) ( )
1

2

' 1 lnxy x x
−

= − 

21) 
1 ln

' 1
2

x x
y x

x

 
=  + 

 
 

22) 
2

1 1 1 1 1 1
' ln

2 1 2

x

y x x x
x x xx x

x
x

 
 

     = +  + + −      
      

+ 
 

 

23) ( ) ( )2 2

2

1
' 1 1 ln 1 2

1

x

y x x x x
x

 
= +  + +   

+ 
 

24) ( )
( )

( )
1

' 1 ln 1 1
x

y x x
+

= + + +   
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 תרגילים נוספים לפי סוגים

 שאלות 

 ית חזקה י הנגזרת של פונקצ

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (1

) . א ) 3f x x= ב. ( ) 7f x x= ג . ( ) 2f x x= 

) .ד ) 1f x x=  ה. ( ) 3f x x−= ו. ( ) 1f x x−= 

) .ז )
1

2f x x= ח. ( )
1

3
f x x= ט . ( )

3

4f x x= 

 

 הנגזרת של קבוע כפול פונקציה 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (2

) . א ) 32f x x= ב. ( ) 73f x x= ג . ( ) 41

2
f x x= 

) .ד )
6

7

x
f x ) .ה = ) 18f x x= ו. ( ) 23f x x−= 

) .ז )
4

f x
x

) .ח = )
1

26f x x= ט . ( )

2

3

3

x
f x = 

 

 הנגזרת של קבוע

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (3

) . א ) 12f x ) .ב = )
7

8
f x = 

 

 הנגזרת של סכום והפרש

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (4

) . א ) 3 22 3 5f x x x x= + − ) .ב + )
3

41 3 2

4 6 4 5

x x
f x x= − + −  
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 הנגזרת של פונקציה חזקה מורכבת 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (5

) . א ) ( )
3

5 2f x x= ) .ב − ) ( )
5

3 6f x x= ) . ג + ) ( )
2

23f x x x= − 

) .ד )
( )

3
5

4

x
f x

−
) .ה = )

( )
4

2 1

3

x
f x

+
=  

 

 הנגזרת של אחד חלקי איקס 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (6

) . א )
3

f x
x

) .ב = )
2

f x
x

) . ג = ) 2

1
f x

x
) .ד = ) 3

3
f x

x
= 

) .ה ) 2

1

3
f x

x x
=

−
) .ו  )

2

3
f x

x
=

−
) .ז  )

6

5
f x

x
=

+
 

 

 הנגזרת של מכפלה 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (7

) . א ) ( ) ( )5 1 3f x x x= + − 

) .ב ) ( ) ( )
3

5 1 3f x x x= + − 

) . ג ) ( )
43 6f x x x= − 

 

 הנגזרת של מנה 

 הפונקציות הבאות: את גזרו  (8

) . א )
3 1

1 2

x
f x

x

−
=

+
) .ב  )

2 1

5 12

x
f x

x

+
=

−
) . ג  )

2

2

1

3

x
f x

x

−
=

+
 

) .ד )
2 8

1

x
f x

x

+
=

−
) .ה  )

1
f x

x
) .ו  = ) 3

3
f x

x
= 

 

 הנגזרת של שורש

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (9

) . א )f x x= ב. ( ) 4 1f x x= ) . ג + ) 3 1f x x= − 

) .ד ) ( )3 1f x x x= ) .ה + ) 2 3f x x x= ) .ו + )
3x

f x
x

+
= 
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 תשובות סופיות 

1)  

) . א ) 2' 3f x x= ב. ( ) 6' 7f x x= ג . ( )' 2f x x= 

) .ד )' 1f x ) .ה = ) 4' 3f x x−= ו. ( ) 2

1
'f x

x
= − 

) .ז )
1

'
2

f x
x

) .ח = )
3 2

1
'

3
f x

x
) . ט = )

1

4
3

'
4

f x x
−

= 

2)  

) . א ) 2' 6f x x= ב. ( ) 6' 21f x x= ג . ( ) 3' 2f x x= 

) .ד )
56

'
7

x
f x ) .ה = )' 8f x ) .ו = ) 3

6
'f x

x
= − 

) .ז ) 2

4
'f x

x
= ) .ח − )

3
'f x

x
) . ט = )

3

2
'

9
f x

x
= 

 0ב.     0א.  (3

) א. (4 ) 2' 3 4 3f x x x= + )ב.    − )
2

3 3
'

2 4

x
f x x= − + 

)א.  (5 ) ( )
2

' 15 5f x x x= )ב.    − ) ( )
4

2 3' 15 6f x x x= + 

)ג.  ) ( )( )2' 6 1 2f x x x x= − )ד.   − ) ( )
23

' 5
4

f x x= − )ה.  − )
( )

3
8 1

'
3

x
f x

+
= 

)א.  (6 ) 2

3
'f x

x
= )ב.   − ) 2

2
'f x

x
)ג.   = ) 3

2
'f x

x
= )ד.        − ) 4

9
'f x

x
= − 

)ה.  )
( )

2
2

2 3
'

3

x
f x

x x

−
= −

−
)ו.   )

( )
2

2
'

3
f x

x
=

−
)ז.    )

( )
2

6
'

3
f x

x
= −

+
 

)א.  (7 )' 10 14f x x= )ב.   − ) ( ) ( )
2

' 5 1 20 44f x x x= + − 

)ג.  ) ( ) ( )
32' 6 18 7f x x x x= − − 

)א.  (8 )
( )

2

5
'

1 2
f x

x
=

+
)ב.    )

( )

2

2

5 24 5
'

5 12

x x
f x

x

− −
=

−
)ג.   )

( )
2

2

8
'

3

x
f x

x
=

+
 

)ד.   )
( )( )

( )
2

4 2
'

1

x x
f x

x

− +
=

−
)ה.   ) 2

1
'f x

x
= )ו.  − ) 4

9
'f x

x
= − 

)א.  (9 )
1

'
2

f x
x

)ב.   = )
2

'
1

f x
x

=
+

)ג.    )
2

3

3
'

2 1

x
f x

x
=

−
 

)ד.   )
9 1

'
2

x
f x

x

+
)ה.  = )

( )5 12
'

2 3

x x
f x

x

+
=

+
)ו.     )

3
'

2

x
f x

x x

−
= 
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 גזירה סתומה 

 שאלות 

2 את הפונקציה הסתומהגזרו  (1 5 1 1x y+ − =. 

 

24ln את הפונקציה הסתומהגזרו  (2 10lnx y y+ =. 

 

x את הפונקציה הסתומהגזרו  (3 y xy+ =. 

 

2את משואת המשיק למעגל  מצאו   (4 2 25x y+ ), בנקודה = )3, 4. 

 

2xyאת משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה מצאו   (5 y x xy+ − =  ,

)דרך הנקודה  )1,1. 

 

את משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה מצאו   (6
22 4 ln 1y xx y e x−+ = +, 

)דרך הנקודה   הנמצאת על גרף הפונקציה.  – 1,2(

 

2את משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה מצאו   (7 2xy y x y xy+ + =, 

)דרך הנקודה   הנמצאת על גרף הפונקציה.  – 1,2(

 

את משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה מצאו   (8
2 2 1xye y y+ = −, 

)דרך הנקודה  )0,  הנמצאת על גרף הפונקציה.  – 2

 

2נתונה הפונקציה הסתומה  (9 2yx y e xy x+  = +. 

0yת על גרף הפונקציה, בהן  את הנקודומצאו   . א =. 

 את משוואת הישרים המשיקים של גרף הפונקציה, מצאו   .ב
 בסעיף א. נמצאובנקודות ש

 

10yxאת הפונקציה הסתומה:  גזרו  (10 xy− =. 

 

1yאת הפונקציה הסתומה:  גזרו  (11 xx y− =. 

 

3נתונה פונקציה סתומה  (12 2 0xy y x x− + − =. 

1yבנקודה בה   nyאת ערך  מצאו   = . 
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)נתון כי המשוואה  (13 ) 31 2 4 2yh y x x e y− + = + +, 

)מגדירה את   )y y x=  כפונקציה סתומה שלx . 

)נתון כי   )h y .גזירה ברציפות ויורדת 

)הוכיחו כי   )y x .יורדת חזק 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 4

4

2
5 1 0, '

5 1

x
y y

y

−
−  =

−
 

2) 

4

10
2 0, '

10
2

xy y
y

y
y

−

−  =

−

 

3) 
1 2

0, 1, '
2 1

y y
x x y

x x

−
  = 

−
 

4) 
3 25

4 4
y x= − + 

5) 
1 1

2 2
y x= + 

6) 
1 4

1
5 5

y x= + 

7) 
1 4

1
5 5

y x= +  

8) 
4

2
3

y x= + 

)א.  (9 ) ( )0,0 , 1,0  

yב. בראשית הצירים:  x= 1y, המשוואה השנייה: − x= − . 

10) ln 0, '
ln

y

y

y

y
y x

xx x x y
x x x

− 

 −  =
 −

 

11) 
ln

ln 0, '

ln

y x

y x

y x

y
x y y

x xx x y y
xy

x x y
y

−  + 

−   =

− 

 

12) 1 - 

 הוכחה. (13

1
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 כלל השרשרת

 שאלות 

)נתונה פונקציה  (1 )f x  המקיימת ,( )' 4 10f =. 

)נגדיר פונקציה חדשה:  ) ( )2g x f x=. 

)את חשבו  )' 2g. 

 

)נתונה פונקציה  (2 )f x  המקיימת ,( )' 2 4f =. 

)נגדיר פונקציה חדשה:  )
1

g x f
x

 
=  

 
. 

)את חשבו  . א )' 0.5g. 

 יורדת. gכי  הוכיחו עולה.  fנתון בנוסף כי   .ב

 

)נתונה פונקציה  (3 )f x  המקיימת ,( )' 1f e=. 

)נגדיר פונקציה חדשה:  ) ( )2 lng x x f x= +. 

)את חשבו  . א )'g e. 

xעולה בנקודה   gשהפונקציה הוכיחו  .ב e=. 

את הגבול חשבו  . ג
( ) ( )

0
lim
h

g e h g e

h→

+ −
. 

 

)נתונה פונקציה  (4 )f x  המקיימת ,( ) ( )' 1 , 1 2f e f= = −. 

)נגדיר פונקציה חדשה:  ) ( )2 lng x f x=. 

)את חשבו  . א )'g e. 

xעולה או יורדת, בנקודה  gהאם  .ב e=? 

 ?gשלילית ועולה. מה ניתן לומר על  fנתון כי   . ג
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)נתונה פונקציה,  (5 )f x .יורדת וחיובית , 

)נגדיר פונקציה חדשה   ) ( )2 4g x f x= +. 

 מהבאים נכון? מי 

 .xעולה לכל  g . א

 .xיורדת לכל   g .ב

0xעולה לכל  g . ג . 

0xיורדת לכל   g .ד . 

 

נתונה הפונקציה  (6
( )
( )

2 1
( )

f x
g x

f x

−
= . 

(10)ידוע כי   '(10) 4f f=  .g(100)'חשבו  . =

 

נתונה הפונקציה  (7

2

1
4

( )
1

f
x

g x

f
x

 
+ 

 =
 
 
 

 . 

(1)ידוע כי   1 , '(1) 4f f= =. 
 . g(1)'חשבו  

 

נתונה הפונקציה  (8
( )

( )

2 ln
( )

ln 1

f x
g x

f x
=

+
 . 

(0)ידוע כי   2 , '(0) 1f f= =. 
 . g(1)'חשבו  

 

נתונה הפונקציה  (9
( )10 4 1

( )
4

1

f x
g x

f
x

+
=

 
+ 

 

 . 

(4)ידוע כי   1 , '(4) 2f f= =. 
 . g(1)'חשבו  

 

נתונה הפונקציה  (10
( )
( )

7 24

4
( )

f x
g x

f x
= . 

(1)ידוע כי   1 , '(1) 4f f= =. 
 . g(1)'חשבו  
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 תשובות סופיות 

1) 40 

 הוכחה.שאלת ב.   - 16א.  (1

2א.  (2 1e+  .2ג.  הוכחה.שאלת ב 1e+ 

)ג.   ב. יורדת.   - 4א.  (3 )' 0g x  

 ד (4

5) 
17

80
 

6) 36 

7) 
8

9
 

8) 44 

9) 2 - 

1
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 גזירה לוגריתמית 

 שאלות 

 : הבאותאת הפונקציות  רוגז

1) ( )
7

104
10 1

2 1
1

x
y x

x

−
=  +

+
 

 

1) ( )
2

4 10 1
x

y x= + 

 

2) 
( ) ( )

( ) ( )

3 4
2 5 6

7 8 9 10

x
x x

y
x x

+
+  +

=
+  +

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1 1 7 1 1 1

' 10 2
4 10 1 10 2 1 4 1

y y
x x x

 
=  +  − − + + 

 

2) ( ) ( )
2

1

4
1 1

' 10 1 2 ln 2 ln 10 1 10 2
4 10 1

x

x xy x x
x

   
= +    + +     +  

 

3) ( ) ( )
1 1 1 1

' 3 ln 2 3 4 5 7 9
2 5 6 7 8 9 10

y y x x
x x x x

 
=  + + + +  −  −  + + + + 
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 נגזרת הפונקציה ההפוכה

 שאלה 

 , בעזרת כלל הנגזרת של הפונקציה ההפוכה, את הנוסחה הבאה:וחיהוכ

1) ( ) 1
'

2
x

x
= 

 

 

 GooL.co.ilלאתר  וידאו היכנסו ןבסרטולתשובה מלאה 
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מתמטיקה למנהל עסקים
פרק 10 - כלל לופיטל

תוכן העניינים

1. גבול מהצורה אפס חלקי אפס ואינסוף חלקי אינסוף י 67

2. גבול מהצורה אפס כפול אינסוף י 69

3. גבול מהצורה אינסוף פחות אינסוף י 70

4. גבול מהצורה אחד בחזקת אינסוף י 71

5. מקרים בהם כלל לופיטל נכשל י 72

66
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 גבול מהצורה אפס חלקי אפס ואינסוף חלקי אינסוף

 שאלות 

גבולות מהצורה   
0

0
-ו 




 

 )ביטויים רציונאליים(:  3-1בשאלות את הגבולות חשבו 

1) 
2

23

6
lim

9x

x x

x→

− −

−
 2) 

2

25

2 50
lim

2 3 35x

x

x x→−

−

+ −
 3) 

1
lim

1

n

x

x x

x→

−

−
 

 

 ציונאליים(: ר -)ביטויים אי 8-4בשאלות את הגבולות חשבו 

4) 
3

3
lim

1 2x

x

x→

−

+ −
 5) 

4

2 1 5
lim

4x

x x

x→

+ − +

−
 6) 

2

3

7 4
lim

2 1x

x

x→

+ −

− −
 

7) 
3 2

1

2 1
lim

1x

x x

x→

− −

−
 8) 

3
1 1

lim
1x

x

x

→

− −

  

 

 (: ה)פונקציות חזק 12-9בשאלות את הגבולות חשבו 

9) 
0

1
lim

x

x

e

x→

−
 10) ( )

0
lim , 0

x x

x

a b
a b

x→

−
 

11) 
20

1
lim

x

x

e x

x→

− −
 12) 

2

30

2 2 2
lim

2

x

x

e x x

x→

− − −
 

 

 )פונקציות לוגריתמיות(:  15-13בשאלות את הגבולות חשבו 

13) 
21

ln 1
lim

2 1x

x x

x x→

− +

− +
 14) 

2

2

2

1
ln

1
lim

1x

x

x

x

→

 +
 

−  15) 
( )2

0

ln 1
lim
x

x x

x→

+ +
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 )שאלות משולבות(: הבאים את הגבולות חשבו 

16) 
2

2

1
lim

2 3x

x

x x→

+

+ +
 17) lim

x

x

e

x→
 

18) 
ln 1

lim
xx

x x

e→

+ +
 19) 

( )
2

ln 2ln 3
lim
x

x x

x→

+ −
 

20) 
0

1

lim
x

xe

x−→
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
5

6
 2) 

20

17
 3) 1n− 4) 4 5) 

1

6
 

6) 
3

2
 7) 

5

6
 8) 

3

2
− 9) 1 10) ln

a

b
 

11) 
1

2
 12) 

1

6
 13) 

1

2
− 14) 2 15) 1 

16) 
1

2
 17) 

1

2
 18)  19) 0 20) 0 
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 אפס כפול אינסוף גבול מהצורה

 0גבולות מהצורה  

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב

1) 
1

lim x

x
e

x→
 2) 

1
lim ln
x

x
x→
 

3) 2lim x

x
x e−

→
 4) 

0
lim ln
x

x x
+→

 

5) ( ) ( )2

3
lim 9 ln 3
x

x x
+→

−  − 6) 
3

lim ln
3x

x
x

x→

+ 
  

− 
 

7) 
5

lim 1 1
x

x
x→

 
 + − 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1)  2) 0 3) 0 4) 0 

5) 0 6) 6 7) 
5

2
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 אינסוף פחות אינסוף גבול מהצורה

 שאלות 

 −גבולות מהצורה  

 את הגבולות הבאים:  וחשב

1) 
1

1 1
lim

ln 1x x x→

 
− 

− 
 

 

2) 2lim 1
x

x x x
→

+ + − 

 

3) 2lim 1
x

x x x
→−

+ + + 

 

4) ( )6 66 5 6 5lim
x

x x x x
→

+ − − 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 סופיות תשובות 

1) 
1

2
 

2) 
1

2
 

3) 
1

2
− 

4) 
1

3
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 אחד בחזקת אינסוף גבול מהצורה

 שאלות 

 0  ,0   ,1גבולות מהצורה:

 :הבאים את הגבולות וחשב

1) 
1

1

1
lim x

x
x −

→
 

 

2) ( ) ( )
0

lim  , 0
x

x
ax a

+→
 

 

3) ( )
2

2
lim 2 4

x

x
x

+

−

→
− 

 

4) 

2

2

2

1
lim

1

x

x

x

x→

 +
 

− 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות 

1) e 

2) 1 

3) 1 

4) 1 
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 מקרים בהם כלל לופיטל נכשל

 שאלות 

 צורהה מ םההבאים  הגבולות
 
  

. 

 ,, כלל לופיטל אינו ישיםכךלמרות  ,מדוע וריזאת והסב והרא
 את הגבול. וחשב ,לבסוףו

1) 
2 1

lim
x

x

x→

+
 

 

2) 
1

4 2 3

16 4
lim

2 2

x x

x xx

+

+ +→

+

+
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 1 

2) 
1

4
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פרק 11 - חקירת פונקציה

תוכן העניינים

1. מושגי יסוד  י (ללא ספר)

2. חקירת פולינום י 73

3. חקירת פונקציה רציונלית י 75

4. חקירת פונקציה מעריכית י 79

5. חקירת פונקציה לוגריתמית י 82

6. חקירת פונקציה עם שורשים י 86

7. חקירת פונקציה לא גזירה - שורש וערך מוחלט י 87

72

72
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 שלבי עבודה והערות 

 בשאלות החקירה בפרק זה יש לחקור לפי השלבים הבאים: .1

 תחום הגדרה ורציפות.  •

 נקודות חיתוך עם הצירים. •

 זוגיות. -זוגיות ואי  •

 אסימפטוטות אנכיות, אופקיות ומשופעות.  •

 תחומי עלייה וירידה.  •

 נקודות קיצון.  •

 תחומי קמירות וקעירות.  •

 נקודות פיתול. •

 סקיצה של גרף הפונקציה. שרטוט  •

 

יש האומרים על פונקציה קמורה שהיא קעורה כלפי מעלה ועל פונקציה  .2
 קעורה שהיא קעורה כלפי מטה. אלה מינוחים שמקובלים בדרך כלל בתיכון.

ברוב המוסדות האקדמיים לומדים למצוא אסימפטוטה משופעת, שכוללת   .3
בתוכה גם את האפשרות לאסימפטוטה אופקית. יחד עם זאת, בחלק  

מהמוסדות לומדים רק אסימפטוטה אופקית ולכן בכל חקירה אני מוצא גם 
 רלוונטי עבורכם.האסימפטוטה משופעת וגם אופקית. צפו בפתרון רק בחלק 

ת אציין בשאלה שאין צורך לעבור על כל שלבי החקירה. שימו בחלק מהחקירו .4
 לב לזה.

 . מכאן, שניתן להוריד Graphאני ממליץ על תוכנה חינמית בשם  .5

 בעזרתה תוכלו לשרטט כל פונקציה בקלות ולבדוק את תשובותיכם.
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 חקירת פולינום

 שאלות 

 באות חקירה מלאה: את הפונקציות ה ורחק

1) ( ) ( )
2

9f x x x= − 2) ( ) 4 32f x x x= − 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . 9-ו x :0-, עם ציר הy :0-. נקודות חיתוך עם ציר הxתחום הגדרה: כל  (1

)נקודות קיצון: מינימום:  ), מקסימום: 9,0( )3,108. 

9תחום עלייה:  3x or x   :3, ירידה 9x . 

6xתחום קמירות:     :6, קעירותx . 

)נקודת פיתול:  )6,54. 

 . 2-ו x :0-, עם ציר הy :0-. נקודות חיתוך עם ציר הxתחום הגדרה: כל  (2

נקודות קיצון: מינימום: 
27

1.5,
16

− 
 
 

. 

1.5xתחום עלייה:    :1.5, ירידהx . 
0תחום קמירות:   1x or x   :0, קעירות 1x . 

)נקודות פיתול:  ) ( )0,0 , 1, 1−. 

 
 גרפים

1)  2)  
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 חקירת פונקציה רציונלית 

 שאלות 

 את הפונקציות הבאות חקירה מלאה:  ורחק

1) ( ) 2

1x
f x

x

−
= 2) ( )

( )

2

2

2

1

x
f x

x
=

+
 

3) ( )
3

2 4

x
f x

x
=

−
 4) ( )

( )

3

2
1

x
f x

x
=

+
 

5) ( )
3

1

1

x
f x

x

+ 
=  

− 
 6) ( )

( )( )

2 1

2 5

x
f x

x x

−
=

− −
 

7) ( )
2

2

4 3

4

x x
f x

x

− +
=

−
 8) ( )

3 2

2 1

x x
f x

x

−
=

−
 

 

 הערות

ממעלה   6בשאלה   .1 משוואה  לפתור  למדת  אם  רק  פיתול,  נקודת  למצוא    יש 
 שלישית. 

בדרך   7בשאלה   .2 משוואות  לפתור  למדת  אם  רק  פיתול,  נקודת  למצוא    יש 
 רפסון.-נומרית. למשל, בשיטת ניוטון

גם    8בשאלה   .3 ולא משופעת. מומלץ למצוא  מצאתי רק אסימפטוטה אופקית 
אסימפטוטה משופעת. פונקציה כמעט זהה יש בסרטון ההסבר על אסימפטוטה  

1yשם אסימפטוטה משופעת   קיבלנו ,משופעת. בכל אופן x= −. 
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 תשובות סופיות 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1  זוגית )כללית(. -. זוגיות: לא זוגית ולא אי 
 .x :1-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xאסימפטוטה אנכית: הישר   0y  , משופעת ואופקית: הישר=  .-ב =

)נקודות קיצון: מקסימום:  . נקודת פיתול: 2,0.25(
2

3,
9

 
 
 

. 

0תחום עלייה:  2x   :2, ירידה 0x or x . 

3xתחום קמירות:     :0, קעירות 3 0x or x  . 

1xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2   זוגית )כללית(. -. זוגיות: לא זוגית ולא אי −
 .x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אנכית: הישר   = 2y, משופעת ואופקית: הישר  −  .-ב =

)נקודות קיצון: מינימום:  . נקודת פיתול:  0,0(
1 2

,
2 9

 
 
 

. 

1תחום עלייה:  0x or x −   :1, ירידה 0x−  . 

תחום קמירות:  
1

1 1
2

x or x − −    :קעירות ,
1

2
x . 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (3  זוגית )סימטרית ביחס לראשית(. -. זוגיות: אי 
 .x :0-, עם ציר הy :0-עם ציר ה  נקודות חיתוך

,2אסימפטוטה אנכית: הישרים   2x x= − y, משופעת: הישר = x= ב - , 
 אופקית: אין.

)נקודות קיצון: מינימום:  )12, 27− ), מקסימום: − )12, 27. 

12תחום עלייה:  12x or x −   :12, ירידה 2 12x−    . 

)נקודת פיתול:  )0,0. 

2תחום קמירות:   2 0x or x −    :2, קעירות 0 2x or x −  . 

1xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4   זוגית )כללית(. -. זוגיות: לא זוגית ולא אי −
 .x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאנכית: הישר   אסימפטוטה = 2y, משופעת: הישר − x=  ,-ב −
 אופקית: אין, כי הפונקציה רציונלית, שבה מעלת המונה גדולה ממעלת המכנה. 

נקודות קיצון: מקסימום: 
27

3,
4

 
− − 
 

. 

3תחום עלייה:  1x or x −  3, ירידה:  − 1x−   −. 

)נקודת פיתול:  )0,0. 

0xתחום קמירות:     :1, קעירות 1 0x or x − −  . 
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1xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (5  זוגית )כללית(. -ולא אי . זוגיות: לא זוגית 
 .−x :1- , עם ציר ה−y :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אנכית: הישר   1y, משופעת ואופקית: הישר  =  .-ב =
 נקודות קיצון: אין; הפונקציה יורדת בכל תחום הגדרתה.

)נקודות פיתול:  )
1

3, , 1,0
8

 
− − 
 

. 

1תחום קמירות:   & 3 1x x −   3, קעירות:  − 1 1x or x − −  . 

,2תחום הגדרה ורציפות: לכל  (6 5x x  .זוגיות: כללית . 

: y-נקודות חיתוך עם ציר ה 
1

10
y =  .x :1- , עם ציר ה−

,2אסימפטוטה אנכית: הישרים   5x x= 1y, משופעת ואופקית: הישר =  . -ב  =

)נקודות קיצון: מקסימום:  )2.78, ), מינימום: −3.88 )0.36, 0.11−. 

2תחום עלייה:  2.78 0.36 2x or x   , 

0.36ירידה:   2.78 5 5x or x or x    .  :נקודת פיתול( )1,0−. 

5תחום קמירות:   1 2x or x −    :1, קעירות 2 5x or x −  . 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (7   .זוגיות: כללית . 

: y-נקודות חיתוך עם ציר ה 
3

4
y = ,x :1- , עם ציר ה− 3x x= =. 

,2אסימפטוטה אנכית: הישרים   2x x= = 1y, משופעת ואופקית: הישר −  . -ב  =
 נקודות קיצון: אין; כי למשוואה הריבועית שקיבלנו אין פתרון.

 תחום עלייה: הפונקציה עולה בכל תחום הגדרתה.

)נקודת פיתול:  )0.85, 0.09−. 

2תחום קמירות:   0.85 2x or x −    :2, קעירות 2 0.85x or x −  . 

,1תחום הגדרה ורציפות: לכל  (8 1x x  −. 
 .x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אופקית: אין, אנכית: הישר   = −. 

)נקודות קיצון: מקסימום:  )2, 4− ), מינימום: − )0,0. 

1תחום עלייה:  0 1 2x or x or x    1, ירידה:  − 0 2 1x or x−   −   −. 
 נקודת פיתול: אין. 

1תחום קמירות:   1 1x or x −    :1, קעירותx  −. 
  

1

פרק 11חקירת פונקציה

77

77



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

 גרפים

1)  2)  

 
 

3)  4)  

 
 

5)  6)  

  

7)  8)  
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 חקירת פונקציה מעריכית

 שאלות 

 את הפונקציות הבאות חקירה מלאה:  ורחק

1) ( ) xf x x e= − 

 

2) ( )
1

xf x e= 

 

3) ( )
1

( ) 2 xf x x e= +  

 

4) ( )
22xf x x e−=  
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 תשובות סופיות 

 זוגיות: כללית.   .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1
 : אין )ראו בהרחבה בסרטון(. x- , עם ציר ה−y :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

yאסימפטוטה אנכית: אין, משופעת: הישר   x= ב-− .בלבד 

)נקודות קיצון: מקסימום:  )0, 0xתחום עלייה:        .−1  :0, ירידהx . 

 .xתחום קמירות: קעורה לכל   נקודת פיתול: אין. 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2 .   .זוגיות: כללית 
 : אין.x-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xצדדית(: -אסימפטוטה אנכית )חד 1y, משופעת ואופקית: הישר  =  .-ב =
 נקודות קיצון: אין. 

 תחום עלייה וירידה: הפונקציה יורדת בתחום הגדרתה. 

)נקודת פיתול:  )20.5,e−−. 

0תחום קמירות:   0.5 0x or x −    :0.5, תחום קעירותx  −. 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (3 .   .זוגיות: כללית 
 .−x :2-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xצדדית(: -אסימפטוטה אנכית )חד 3y, משופעת: הישר  = x=  .-ב +

)נקודות קיצון: מקסימום:  אופקית: אין. )11,e−− :מינימום ,
1

22, 4e
 
 
 

. 

2תחום עלייה:  1x or x  0, ירידה:  − 2 1 0x or x  −  . 

)נקודת פיתול:  )2.50.4,1.6e−−. 

0תחום קמירות:   0.4 0x or x −    :0.4, תחום קעירותx  −. 

 זוגית )סימטרית ביחס לראשית(. -זוגיות: אי  .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4
 .x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0yאסימפטוטה אנכית: אין, משופעת )אופקית(: הישר    .-ב =

נקודות קיצון: מקסימום: 
1

2
1 1

,
2 2

e
− 

 
 

, מינימום: 
1

2
1 1

,
2 2

e
− 

− − 
 

. 

תחום עלייה: 
1 1

2 2
x−    :ירידה ,

1 1

2 2
x or x  −. 

)נקודות פיתול:  ) 1.5 1.53 3 3 3
0,0 , , , ,

4 4 4 4
e e− −

   
− −      
   

. 

תחום קמירות:  
3 3

0
4 4

x or x −    :תחום קעירות ,
3 3

0
4 4

x or x −  . 
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 גרפים

1)  2)  

  

3)  4)  
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 חקירת פונקציה לוגריתמית

 שאלות 

 את הפונקציות הבאות חקירה מלאה:  ורחק

1) ( )
ln x

f x
x

= 

 

2) ( )
ln x

f x
x

= 

 

3) ( )
1

ln
2

f x
x

=
−

 

 

4) ( ) lnf x x x=  

 

5) ( ) 2ln 2 ln 3f x x x= + − 

 

6) ( ) 24ln 4 ln 3f x x x= − − 

 

7) ( ) 2

2

1
ln

ln
f x x

x
= + 

 

 הערה 

יש למצוא נקודת פיתול רק אם למדת לפתור משוואות בדרך נומרית. למשל,   7בשאלה  
 רפסון. -בשיטת ניוטון

  

1

פרק 11חקירת פונקציה

82

82



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

 תשובות סופיות 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1 .   .זוגיות: כללית 
 .x :1-: אין, עם ציר הy-ציר ה נקודות חיתוך עם 

0xאסימפטוטה אנכית: הישר   0y, משופעת ואופקית: הישר  =  .-ב =

נקודות קיצון: מקסימום: 
1

,e
e

 
 
 

. 

0תחום עלייה:  x e   :ירידה ,x e. 

1.5נקודת פיתול: 

1.5

1.5
,e
e

 
 
 

. 

1.5xתחום קמירות:   e  :1.50, קעירות x e . 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2 .   .זוגיות: כללית 
 .x :1-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xצדדית(: הישר  -אסימפטוטה אנכית )חד = , 
0yמשופעת ואופקית: הישר    .-ב =

2נקודות קיצון: מקסימום:  2
,e
e

 
 
 

. 

20תחום עלייה:  x e   :2, ירידהx e. 

נקודת פיתול: 
8

3

8

3

8

3,e

e

 
 
 
 
 

תחום קמירות:   .
8

30 x e   :קעירות ,
8

3x e. 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (3 .   .זוגיות: כללית 

: y-נקודות חיתוך עם ציר ה 
1

ln 2
2

y =  .x :1- , עם ציר ה−

2xאסימפטוטה אנכית: הישר    , משופעת: אין. =
 נקודות קיצון: אין. 

 תחום עלייה: עולה בכל תחום הגדרתה. 
 קמורה בכל תחום הגדרתה.  נקודת פיתול: אין. 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4 .   .זוגיות: כללית 
 .x :1-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 אסימפטוטה אנכית: אין, משופעת: אין. 

)נקודות קיצון: מינימום:  )1 1,e e− −−. 

1xתחום עלייה:  e−  :10, ירידה x e− . 
 קמורה בכל תחום הגדרתה.  נקודת פיתול: אין. 
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0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (5 .   .זוגיות: כללית 

x :1-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה  3,x e x e−= =. 

0xאסימפטוטה אנכית:   , משופעת ואופקית: אין. =

)נקודות קיצון: מינימום:  )1, 4e− −. 

1xתחום עלייה:  e−  :10, ירידה x e− . 

)נקודת פיתול:  )1, 1xתחום קמירות:   .−3   :0, קעירות 1x . 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (6 .   .זוגיות: כללית 

x :1.5-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה  0.5,x e x e−= =. 

0xאסימפטוטה אנכית:   , משופעת ואופקית: אין. =

נקודות קיצון: מינימום: 
1

2 , 4e
 

− 
 

. 

תחום עלייה: 
1

2x e  :ירידה ,
1

20 x e . 

)נקודת פיתול:  )1.5 ,0e.   :0תחום קמירות 1.5x   :1.5, קעירותx . 

,0תחום הגדרה ורציפות: לכל  (7 1x x .   .זוגיות: כללית 
 : אין.x-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אנכית:   , משופעת ואופקית: אין. =

)נקודות קיצון: מינימום:  ) ( )1, 2 , ,2e e−. 

1תחום עלייה:  1x e or e x−    :11, ירידה x e or x e−  . 

)נקודת פיתול:  )5.15,3.06. 

0תחום קמירות:   1 1 5.15x or x     :5.15, קעירותx . 
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 גרפים

1)  2)  

  

3)  4)  

  

5)  6)  

  

7)   
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 חקירת פונקציה עם שורשים 

 שאלה 

)את הפונקציה הבאה חקירה מלאה:   ורחק (1 )
2

1

1
f x

x
=

+
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 תשובה 

 .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1
 : אין.x-, עם ציר הy :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0yאסימפטוטה אנכית: אין, אופקית:  =. 

)נקודות קיצון: מקסימום:  0xתחום עלייה:  .0,1(   :0, ירידהx . 

נקודות פיתול: 
1 1 1 1

, , ,
2 21 1

2 2

   
   
   −
   
   
   

. 

תחום קמירות:  
1 1

2 2
x or x −   :קעירות ,

1 1

2 2
x−  . 

 גרף:
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 שורש וערך מוחלט –חקירת פונקציה לא גזירה 

 שאלות 

 את הפונקציות הבאות חקירה מלאה:  ורחק

1) ( ) ( )
2 5

3 2 3 31f x x x x x= − = − 

 

2) ( ) ( )
2

3 2 1f x x= − 

 

3) ( ) 3 2 1f x x= − 

 

4) ( )
| 3 |

2

x
f x

x

−
=

−
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 תשובות סופיות 

 . זוגיות: כללית. xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1
 .1או  x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 אסימפטוטה אנכית: אין, אופקית: אין.

נקודות קיצון: מקסימום: 
2

,0.326
5

 
 
 

), מינימום:  )0,0. 

תחום עלייה: 
2

0
5

x   :ירידה ,
2

0
5

x or x . 

)נקודות פיתול:  )0.2,0.41−. 

0.2xתחום קמירות:    0, קעירות:  − 0.2 0x or x −  . 

 .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2
 .1או  -x :1-, עם ציר הy :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 אסימפטוטה אנכית: אין, אופקית: אין.

)נקודות קיצון: מקסימום:  ), מינימום: 0,1( ) ( )1,0 , 1,0−. 

1תחום עלייה:  0 1x or x−     :1, ירידה 0 1x or x −  . 
 נקודות פיתול: אין. 

 .xתחום קמירות: קמורה לכל 

 . זוגיות: זוגית. x תחום הגדרה ורציפות: לכל (3
 .x :1- , עם ציר ה−y :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 אסימפטוטה אנכית: אין, אופקית: אין.

)נקודות קיצון: מינימום:  )0, 1−. 

0תחום עלייה:  1 1x or x    :1, ירידה 1 0x or x − −  . 

)נקודות פיתול:  ) ( )1,0 , 1,0−. 

1תחום קמירות:   1x−    :1, קעירות 1x or x  −. 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4  .זוגיות: כללית . 
 .x :3- , עם ציר ה−y :1.5-נקודות חיתוך עם ציר ה 

2xאסימפטוטה אנכית: הישר   =, 
1yמשופעת ואופקית: הישר   1y-, ו-ב = =  .−-ב −

)נקודות קיצון: מינימום:  )3,0. 

3xתחום עלייה:    :2, ירידה 2 3x or x  . 

)נקודות פיתול:  )3,0. 

2תחום קמירות:   3x   :3, קעירות 2x or x . 
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 גרפים

1)  2)  

  

3)  4)  
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מתמטיקה למנהל עסקים
פרק 12 - שימושי הנגזרת

תוכן העניינים

1. נוסחת הקירוב הלינארי  י (ללא ספר)

2. גמישות הביקוש י 90

3. בעיות קיצון כלכליות  י (ללא ספר)

4. בעיות קיצון מסוגים שונים  י (ללא ספר)

89
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 גמישות הביקוש

 שאלות

 חשב את גמישות הביקוש של הפונקציות הבאות:  (1

) .א ) 2 4f x x x= + 

) .ב ) xf x xe= 

) .ג ) 2 4f x x= + 

) .ד ) ( )ln lnf x x= 

 

)פונקציית הביקוש נתונה על ידי:    (2 ) 10D p p= −. 

4pמצא את גמישות הביקוש, אם  =.    
 

)ונקציית הביקוש נתונה על ידי:   פ (3 )D p a bp= −   ,, 0a b . 

0Dבו   pמצא את המחיר   .א =.  

1Dבו   pמצא את המחיר   .ב = −.  

 

xפונקציית הביקוש נתונה על ידי:    (4 a b p=  − ,   
,  מחיר,  - pכמות,   - xכאשר   0a b  קבועים . 

  .−1- עבורם גמישות הביקוש שווה ל p- ו xמצא את  
 

הוכח כי:    (5
( )

ln
ln

f

f
f x


 =.  
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 תשובות סופיות 

א.  (1
2 4

4
f

x

x


+
=

+
1fב.      x = ג.     +

2

2 4
f

x

x
 =

+
  

ד. 
( )

1

ln ln ln
f

x x
 =


   

2) 
2

3
D

−
=  

0pא.  (3 ב.      =
2

a
p

b
=  

4) 
2

,
3 3

b b
x a p= =  

   הוכחה. (5

1
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מתמטיקה למנהל עסקים
פרק 13 - גבול של פונקציה

תוכן העניינים

1. הצבה י 92

2. צמצום י 93

3. הכפלה בצמוד י 94

4. פונקציה שואפת לאינסוף י 95

x .5 שואף לאינסוף י 96

6. הגבול של אוילר י 98

7. כלל הסנדוויץ' י 99

8. גבול של פונקציה מפוצלת י 100

9. גבול לפי הגדרה י 101

10. הסבר כללי  י (ללא ספר)

91

91
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 הצבה

   השאל

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב 

2 . א

4
lim 1
x

x x
→

+ + 

 

 .ב
10

1
lim

2x

x

x→

+

+
 

 

 . ג
1

lim 3
x

x
+→

+ 

 

 .ד
100

lim 20
x→

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

ב.  21א. 
11

12 
 20ד.   2ג.    

1
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 צמצום

 שאלות 

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב

1) 
2

23

6
lim

9x

x x

x→

− −

−
 2) 

2

25

2 50
lim

2 3 35x

x

x x→−

−

+ −
 

3) 
7

1
lim

1x

x x

x→

−

−
 4) 

1
lim

1

n

x

x x

x→

−

−
 

5) 
2

21

2

2 5 2
lim

6 5 1x

x x

x x→

− +

− +
 6) 

4

2

16
lim

2x

x

x→

−

−
 

7) 
3

1

1
lim

1x

x

x→−

+

+
 8) 

3

3

27
lim

3x

x

x→

−

−
 

9) 
2

3 24

16
lim

4 4x

x

x x x→

−

− + −
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
5

6
 2) 

10

8.5
 3) 6 4) 1n− 5) 3 - 

6) 32 7) 3 8) 27 9) 
8

17
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 הכפלה בצמוד

 שאלות 

 :הבאים את הגבולות וחשב

1) 
1

1
lim

1x

x

x→

−

−
 2) 

3

3
lim

1 2x

x

x→

−

+ −
 

3) 
3

3 6
lim

2 6x

x

x→

− +

−
 4) 

2

21

2 2
lim

1x

x x

x→

+ + −

−
 

5) 
4

2 1 5
lim

4x

x x

x→

+ − +

−
 6) 

1

2 3 1
lim

1 2 1x

x

x→

− +

− −
 

7) 
3

1

1
lim

1x

x

x→

−

−
 8) 

2

22

5 3
lim

2x

x

x x x→−

+ −

+ + +
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 
1

2
 2) 4 3) 

1

12
− 4) 

3

8
 

5) 
1

6
 6) 

3

4
 7) 

1

3
 8) 

8

3
− 
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 פונקציה שואפת לאינסוף

 שאלות 

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב

1) 
2

0

4
lim
x

x

x→

+
 2) 

( )
2

2

1
lim

2x

x

x→

−

−
 

3) 
( )

2

22
lim

2x

x

x→

−

−
 4) 

( )( )

2

2

1
lim

2 5x

x

x x→

−

− −
 

5) 
0

ln
lim
x

x

x+→
 6) ( )

2

1
lim ln 2

2x
x

−→
− − 

7) ( )( )2

0
lim ln 2ln 3
x

x x
+→

+ − 8) 
1

0
lim x

x
e

→
 

9) 
1

0

1
lim

1 2
x

x

+→

+

 10) 
1

0

1
lim

1 2
x

x

−→

+

 

11) 
10

1
lim

1 2
x

x
→

+

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1)  2)  3) − 4)  

5) − 6)  7)  8)  

9) 0 10) 1 11)   
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x שואף לאינסוף 

 שאלות 

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב

1) ( )
ln

lim
x

x

x
e−

→
 2) 

2

2

4 2
lim

1000x

x

x x→

+

+
 

3) 
4 2

3

2 6
lim

3 10x

x x

x x→−

+ +

+
 4) 

4 2

5

2 6
lim

3 10x

x x

x x→

+ +

+
 

5) 
2 5 6

lim
2 10 2x

x x x

x→

 − +
− 

+ 
 6) 

2 1
lim
x

x

x→

+
 

7) 
2 1

lim
x

x

x→−

+
 8) 

6

3 2

9 5
lim

2 1x

x x

x x→−

−

− +
 

9) 
3 4 2 6

3 4

2 6 27
lim

3 10 4x

x x x

x x x→

+ + +

+ +
 10) 

2 3 3
lim

4 1 5 1x

x x

x x→

+ − −

+ − −
 

11) 
1

4 2 3

16 4
lim

2 2

x x

x xx

+

+ +→

+

+
 12) 

1

2

4 2 3

16 4
lim

2 2

x
x

x xx

+

+ +→−

+

+
 

13) 
1

0.5 3

4 9 3
lim

81 3

x x

x xx

+

+→

 +

+
 14) 

1

0.5 3

4 9 3
lim

81 3

x x

x xx

+

+→−

 +

+
 

15) 
2

2

4 2
lim

1000x

x

x x→

+

+
 16) 

3

3 2

3 5 1
lim ln

2 1x

x x

x x→

 − −
 

− + 
 

17) 

4 22 6
43 10lim

x

x x

x xe
→

+ +

+ 18) 5
1

lim
2x

ax

bx→

+

+
 

19) ( )2lim 5
x

x x x
→

+ − 20) ( )2lim
x

x kx x
→

+ − 

21) ( )2lim 1
x

x x x
→

+ + − 22) ( )2lim 1
x

x x x
→−

+ + + 

23) ( )4 2 2lim 1
x

x x x
→

+ + − 24) ( )2 2lim
x

x ax x bx
→

+ − + 
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 תשובות סופיות 

1) 0 2) 4 3) − 4) 0 

5) 5 - 6) 1 7) 1 - 8) 3 - 

9) 1.5 10) 
1 3

2 5

−

−
 11) 

1

4
 12) 0 

13) 4 14) 
1

9
 15) 2 16) ln3 

17) 
1

3e 18) 0   

0bאם  (19  :5lim
a

b
0b , 0. אם= a=  : :0 , 0. אםb a=  :−. 

20) 2.5 21) 
2

k
 22) 

1

2
 23) 

1

2
− 

24) 
1

2
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 הגבול של אוילר

 שאלות 

 הבאים:את הגבולות  ושבח

) :בגבול של אוילר  ועזרי)ה ) ( )
1

1

0
lim 1 lim 1

x x

x
x x

x e
→ →

+ = + =) 

1) 
1

lim 1
2

x

x x→

 
+ 

 
 

 

2) 
2

1
lim 1

x

x x→

 
+ 

 
 

 

3) 
2

lim

x

x

x

x→

+ 
 
 

 

 

4) 

2 1

2

1
lim 1

x

x x

−

→

 
− 

 
 

 

5) 
2 3

lim
2 3

x

x

x

x→

+ 
 

− 
 

 

6) 

24
2

2

1
lim

4

x

x

x x

x x→

 + +
 

+ + 
 

 

7) 

10
2

2

4 1
lim

2

x

x

x x

x x→

 + +
 

+ + 
 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1

2e 2) 1 3) 
2e 4) 

1e− 

5) 
3e 6) 

12e− 7) 
30e  
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 כלל הסנדוויץ'

 שאלות 

 : את הגבול וחשב 3-1בשאלות 

1) lim 2 3 4x x x x

x→
+ + 

 

2)  
1

lim
x

x
x→

 

 

3)  
0

1
lim
x

x
x+→

 

 

z:נתונה פונקציה  (4 R R→,   המקיימת
2

lim ( ) 4
x

z x
→

=, 

f:ונתונה פונקציה  R R→,   המקיימת( )
2

4 ( ) ( ) ( )z x f x z x ,   לכלx . 

)את הגבולות   וחשב )( )2 2

2 2
lim ( ), lim
x x

f x z x x
→ →−

−. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 4 2) 1 3) 0 

4) 
2

lim ( ) 16
x

f x
→

= , ( )( )2 2

2
lim 2

x
z x x

→−
− = 
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 פונקציה מפוצלת גבול של 

 שאלות 

)את הגבול  וחשב )lim
x a

f x
→

 : הבאותשל הפונקציות  

1) ( ) ( )

2 2
1

1
1 ,

1
1

1

x x
x

x
a f x

x
x

x

 + −


 −
= = 

− 
 −

 

 

2) ( ) ( )0  ,  
x

a f x
x

= = 

 

3) ( ) ( ) ,  
x

a f x
x

=  = 

 

4) ( ) ( ) ,  
x

a f x
x

= − = 

 

א.  (5
21

1
lim

2x

x

x x→

−

+ −
 

ב.  
24

1
lim

2x

x

x x→

−

+ −
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1)  2)  3) 1 4) 1 - 

ב.    א. אין גבול.  (5
1

6
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 גבול לפי הגדרה

 שאלות 

 :וחיהוכ ,על פי הגדרת הגבול ,5-1בשאלות 

1) 
2

8l 1 2m7i 4
x

x
→

=+ 2) 
4

2 0l 2im
x

x x
→

=+ 3) 
24

5l 1im
x

x
→

+ = 

4) 
4 4

1
l

1
im

2x x→
=

+
 5) 

2

22
1l

2
im

x

x x

x−→

+

−
=  

 

: על פי הגדרת הגבול וחשב (6
21

1
lim

1x

x

x→

+

−
. 

 

 : 10-7את המקרים , על פי הגדרת הגבול וחיהוכ

7) 
22

3
lim 1

1x

x

x→

+
=

+
 8) 

7
lim 1

2x

x

x→

+
=

+
 

9) 
3 4

lim 2
2 1x

x

x→

−
= −

+
 10) 

2

2

3 1
lim 3

1x

x

x x→

−
=

+ +
 

 

 

)נתונה פונקציה (11 )f x   :המקיימת( )lim 5
x

f x
→

= −. 

0M כי קיים וחיהוכ  ממשי כלשהו כך שעבור כל  x M, 

) מתקיים ) 4f x  −. 

 

)נתונה פונקציה (12 )f x :המקיימת( )lim 5
x

f x
→

=
 

 . 

0Mכי קיים  וחיהוכ  ממשי כלשהו כך שעבור כל  x M, 

)מתקיים  )2 16f x . 

 

 פונקציה ממשית וחיובית בתחום f נניח (13 ),a  המקיימת ( )lim 0
x

f x
→

=. 

)  שמתקיים וחיהוכ )lim 0
x

f x
→

=. 
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 נתון הגבול הבא: (14
2

2

2
lim 1

3 2x

x x

x x→

+
=

+ +
. 

0M ערך של ומצא  עבורו לכל x M הביטוי שבגבול קרוב לערך הגבול 

)- כך ש ,M  ו. במילים אחרות, מצא0.1עד כדי  ):  0.1x M f x L  − . 

 

)מגדירים את הפונקציה הבאה:  (15 )
2      

1    /

x
f x

x


= 

− 
 . 

 בהסתמך על הגדרת הגבול.זאת  וחיהאם הגבולות קיימים? הוכ

)א.  )lim
x

f x
→

)ב.     )
2.5

lim
x

f x
→

)ג.    )lim
x

f x
→

 

 

בהינתן הגבול  (16
1

2 4 1
lim

11 2x

x

x→

+
=

+
0  ו, מצא    כך שלכלx 

1xם  המקיי −  השוויון -, מתקיים אי
2 4 1 1

11 2 100

x

x

+
− 

+
. 

 

 :יכואו הפר וחיהוכ (17

)אם:  . א ) ( )( )lim 0
x

f x g x
→

− ) אז ,= ) ( )( )2 2lim 0
x

f x g x
→

− =
 

. 

)אם:   .ב ) ( )( )
0

lim 0
x x

f x g x
→

− )אז  ,= ) ( )( )
0

2 2lim 0
x x

f x g x
→

− =. 

)אם:  . ג )
0

lim
x x

f x L
→

)אז: הגבול ,= )
0

lim
x x

f x
→

 . −Lאו   L- קיים ושווה ל 

)אם הגבולות: .ד ) ( )( )
0

lim
x x

f x g x
→

+
 

)-ו )
0

lim
x x

f x
→

 קיימים,  

)אז גם הגבול  )
0

lim
x x

g x
→

 קיים. 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

6)  
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מתמטיקה למנהל עסקים
פרק 14 - מטריצות

תוכן העניינים

1. הגדרות  י (ללא ספר)

102

102



מתמטיקה למנהל עסקים
פרק 15 - קווים ותחומים במישור, משטחים וגופים במרחב

תוכן העניינים

1. קווים ותחומים במישור י 103

2. קווים ותחומים במישור בהצגה פרמטרית י 107

3. קווים ותחומים במישור בהצגה קוטבית (פולרית) י 113

4. משטחים במרחב י 118

5. משטחים במרחב בהצגה פרמטרית  י (ללא ספר)

6. גופים במרחב י 120

7. קואורדינטות גליליות וכדוריות י 123

8. נספח – משטחים ממעלה שנייה י 127
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 ותחומים במישורקווים 

 שאלות 

 במישור את התחומים הבאים:שרטטו  (1

 . א ( , ) | 1 1, 1 4S x y x y= −   −   

 .ב 2( , ) | 1 1, 1 4S x y x y= −   −   

 . ג ( , ) | 4S x y x y=   

 

 במישור את התחומים הבאים:שרטטו  (2

 . א ( , ) | 1 2 1S x y x y x= −   +  

 .ב ( , ) || 2 | 1S x y y x= −  

 . ג ( , ) || | 4S x y x y= +  

 .ד 2( , ) |( ) 4 , 1S x y x y x= +   

 

 את המרכז והרדיוס של המעגלים הבאים:מצאו   (3

2 . א 2 2 3 0x y x+ − − = 

2 .ב 2 8 15x y y+ − = − 

2 . ג 2 2 4 0x y x y+ + + = 

 

 אותו. שרטטו בכל אחד מהסעיפים הבאים חלק ממעגל.  (4

21y . א x= − 

21y .ב x= − − 

21x . ג y= − 

21x .ד y= − − 

20 .ה 1 1x y x  = − 

23 .ו 3
1

5 5
x y x−   = − 
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 אותו. שרטטו בכל אחד מהסעיפים הבאים חלק ממעגל.  (5

22 . א 1 ( 3)y x= + − − 

22 .ב 6 8y x x= − − + − 

,23.5 . ג 4 1x x y = − − 

 

 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (6

 . א 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ב 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 . ג 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ד 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ה 2 2( , ) | 4 4S x y x y x= − −   − 

 .ו 2 2( , ) | 4 4S x y y x y= − −   − 

 .ז 2( , ) | 0 4S x y y x=   − 

 .ח 2( , ) | 4 0S x y y x= − −   

 

 :את התחומים הבאים במישורשרטטו  (7

 . א 2 2( , ) |1 4S x y x y=  +  

 .ב 2 2( , ) |1 4, 0, 0S x y x y x y=  +    

 . ג 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y x=  +   

 .ד 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y y=  +   

 

 :את התחומים הבאים במישורשרטטו  (8

 . א 2 2( , ) | 2 4 1 0S x y x y x y= + − + +  

 .ב 2( , ) | 0 1 1S x y y x=  +  − 
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 :את התחומים הבאים במישורשרטטו  (9

 . א 2 2( , ) |1 4, 2S x y x y x y x=  +    

 .ב 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

21 . ג 25
( , ) | 25

7 7
S x y x y x

 
= +   − 
 

 

 .ד 2 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

 .ה 2 2( , ) | 4S x y x y x=   − 

 .ו 2( , ) || 1| 1 ( 1)S x y x y x= −   − − 

 

2נתונה המשוואה  (10 225 4 50 16 59x y x y+ − + =. 

 אותה. שרטטו שהמשוואה מתארת אליפסה ו וחיהוכ . א

 את הפונקציות שמתארות את החצי העליון ואת החצי התחתון  מורש .ב
 של האליפסה. 

 את הפונקציות שמתארות את החצי הימני ואת החצי השמאלי  מורש . ג
 של האליפסה.

 ? החסומה בתוך האליפסה או עליה ,מהי קבוצת כל הנקודות במישור .ד

החסומה בתוך האליפסה ומעל לציר   ,מהי קבוצת כל הנקודות במישור .ה
 ?שלה  המשני

 

 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (11

 . א 2 2( , ) | 4 8 4 4 0S x y x y x y= + + − +  

22 .ב
( , ) | 0 9

3
S x y y x

 
=   − 
 

 

21 . ג 3
( , ) | 1 4

2 2
S x y y x y

 
= +   − 
 

 

2 .ד 22
( , ) | 9

3
S x y x y x

 
= − −   − 
 
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 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (12

 . א 2 2( , ) | 2S x y x y x=   − 

 .ב 2( , ) | 2S x y y x= −   − 

 . ג 2 2( , ) | 2S x y y x y= −   − 

 .ד 2( , ) | 1S x y y x y=   − 

 

 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (13

 . א
2 2

( , ) 1
4 9

x y
x y

  
−  

  
 

 .ב
2 2

2 2( , ) 1, 16
4 9

x y
x y x y

  
−  +  

  
 

 . ג
2 2

21
( , ) 1,

4 9 4

x y
x y y x

  
−   

  
 

 .ד
2 2

2 2( , ) 1, 4
4 9

x y
x y x y

  
−  +  

  
 

 

 

 תשובות סופיות 

 co.ilLGoo.לפתרונות מלאים ושרטוטים היכנסו לאתר 
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 ותחומים במישור בהצגה פרמטרית קווים 

 שאלות 

 מן ההצגה הפרמטרית הנתונה, להצגה קרטזית: עברו  (1

2 . א 20 1,t x t y t = + = 

20 .ב sin , cost x t y t  = = 

2 . ג cos , 4sint x t y t   = = 

 

 תיאור פרמטרי של מסלולים במישור. להלן (2
 משוואה מתאימה שמבטאת כל מסלול מצאו  ,tעל ידי חילוץ של הפרמטר  

 בלבד: y-ו xבאמצעות המשתנים  

24 . א ,x t y t= − = 

4  .ב cos , 1 2sinx t y t= − + = + 

3 . ג 34cos , 4sinx t y t= = 

) .ד 1) 1 , (0.5 1) 1x t t y t t= + + = + + 

  .ה
2

2 2

20 20 5
,

4 4

t t
x y

t t

−
= =

+ +
 

t,  .ו t t tx ke ke y ke ke− −= + = − (k  .)קבוע 

 

2נתון המעגל   (3 2 8x y+ = . 

 שרטטו את המעגל ומצאו את משוואתו הפרמטרית. . א

לנקודה  A(2,2)מצאו הצגה פרמטרית של חלק המעגל מהנקודה   .ב

B( 2, 2)− −. 

ומתחת  AB  המוגבל מעל הישר, D מצאו הצגה פרמטרית של התחום . ג
 למעגל. 

המוגבל בין המעגל הנתון למעגל , E מצאו הצגה פרמטרית של התחום .ד
2 2 16x y+ =. 
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2נתונים שני מעגלים  (4 2( 8) ( 4) 25x y− + − 2-ו = 2 25x y+ = . 

מצאו את משוואותיהם הפרמטריות ומצאו הצגה  ,שרטטו את המעגלים . א
 פרמטרית לתחום הכלוא בכל אחד מהמעגלים. 

 בעלת ערך A הנקודה תהיו  ,B-ו A,  המעגלים נחתכים בשתי נקודות .ב
 הגדול יותר. y- ה

 .B  לבין A מצאו את ההצגה הפרמטרית של חלק המעגל בין
 הפרידו לשני מקרים. 

 מצאו הצגה אלגברית לתחום החסום בין שני המעגלים.  . ג

 

 נתונות משוואות של שתי אליפסות:  (5

2 2

2 2

1
4 2

1
2 4

x y

x y


+ =


 + =


. 

 האליפסות ומצאו את הצגתן הפרמטרית. שרטטו את  . א

 אותן.  ומצא ,נקודות  4-האליפסות נחתכות ב .ב

 מסילות.  4-הנקודות לעיל מורכב מ 4הקו המחבר את  . ג
 מצאו את ההצגה הפרמטרית של כל אחת מהמסילות. 

 המוגבל בתוך שתי האליפסות.  ,מצאו הצגה פרמטרית של התחום .ד

 

2נתונה היפרבולה   (6 24 4x y− =. 

 ההיפרבולה מורכבת משתי מסילות.  . א
את ההצגה האלגברית ואת ההצגה הפרמטרית של כל אחת   ומצא

 מהמסילות. 

הציגו באופן פרמטרי את התחום המוגבל בין ההיפרבולה לבין   .ב
 האסימפטוטות שלה. 

 

2נתונה המשוואה  (7 23 3x y− =. 

 . ומתארת המשוואה? שרטטאיזה קו במישור  . א

 הקו מסעיף א' מורכב משתי מסילות.  .ב
את ההצגה האלגברית ואת ההצגה הפרמטרית של כל אחת   ומצא

 מהמסילות. 

)Aהיא חלק של הקו הנתון מהנקודה   C המסילה . ג 2, 3)−  לנקודה −

B( 1,0)−. 

 בצורה פרמטרית.  C אתכתבו 

 .C למסילה y-מצאו את המרחק הקצר ביותר בין ציר ה .ד
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את אורך העקום חשבו  (8
sin

1 cos

x t t

y t

= −


= −
   0 2t  . 

 

את אורך העקום חשבו  (9

4sin

2 10

4cos

x t

t y t

z t

 

=


−   =
 =

. 
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 תשובות סופיות 

,1א.  (1 1y x x= −      .21ב , 1 1y x x= − −    

ג. 
2

2 1 , 1 1, 0
16

y
x x y+ = −    

)2א.  (2 4)y x= ב.      +
2

2 1
( 4) 1

2

y
x

− 
+ + = 

 
ג.  

2 2 2

3 3 34x y+ = 

2ד.   24 4 2 1x xy y y− + = 2ה.     − 2 25x y+ 2ו.     = 2 24x y k− = 

א.  (3
( ) 8 cos

0 2
( ) 8 sin

x t t
t

y t t


 =
 

=

ב.   
( ) 8 cos 5

4 4( ) 8 sin

x t t
t

y t t

  =
 

=

 

ג. 
( , ) 8 cos 5

0 1,
4 4( , ) 8 sin

x u v u v
u v

y u v u v

  =
   

=

 

ד.  
( , ) cos

8 4, 0 2
( , ) sin

x u v u v
u v

y u v u v


=
   

=
 

2המעגל  א.  (4 2 25x y+  . 5. רדיוס: (0,0)מרכז: :=

הצגה פרמטרית של המעגל:   
( ) 5cos

0 2
( ) 5sin

x t t
t

y t t


=
 

=
 

הצגה פרמטרית של העיגול:  
( , ) 5 cos

0 1, 0 2
( , ) 5 sin

x u v u v
u v

y u v u v


=
   

=
. 

2המעגל  2( 8) ( 4) 25x y− + − ,8)מרכז: :=  .5. רדיוס: (4

הצגה פרמטרית של המעגל:  
( ) 8 5cos

0 2
( ) 4 5sin

x t t
t

y t t


= +
 

= +
. 

הצגה פרמטרית של העיגול:  
( , ) 8 5 cos

0 1, 0 2
( , ) 4 5 sin

x u v u v
u v

y u v u v


= +
   

= +
. 

 : 1מקרה ב. 
( ) 5cos 4

, 0 arctan
( ) 5sin 3

x t t
t

y t t

=  
   

=  
, 

  - 2מקרה 
8 5cos 4

, arctan
4 5sin 3

x t
t

y t
 

= +  
  +  

= +  
. 

ג.  2 2( , ) | 25 ( 4) 8 25x y y x y− − − +   − 

א.  (5
( ) 2cos , ( ) 2 sin 0 2

( ) 2 cos , ( ) 2sin 0 2

x t t y t t t

x t t y t t t





 = =  


= =  

 

ב.  
2 2 2 2 2 2 2 2

, , , , , , ,
3 3 3 3 3 3 3 3

A B C D
       

− − − −       
       
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              : DAהמסילה ג. 
1 1( ) 2 cos

arctan arctan
2 2( ) 2sin

x t t
t

y t t

 =    
−      

=    
. 

:  BCהמסילה 
1 1( ) 2 cos

arctan arctan
2 2( ) 2sin

x t t
t

y t t
 

 =    
− +   +    

=    
. 

)           :  ABהמסילה  ) ( )
( ) 2cos

arctan 2 arctan 2
( ) 2 sin

x t t
t

y t t


=
  − +

=
. 

) :  CDהמסילה  ) ( )
( ) 2cos

arctan 2 arctan 2 2
( ) 2 sin

x t t
t

y t t
 

=
+   − +

=
. 

ד.  

1 2 3 4

1

3

2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

1 1
0 1, arctan arctan

2 2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

1 1
0 1, arctan arctan

2 2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

0 1

D D D D D

x u v v
D

y u v v

v

x u v v
D

y u v v

v

x u v v
D

y u v v

 

=   

 =


=

   
  −     

   

 =


=

   
  − +   +   

   

=


=

 

u

u

u

u

u

u

u

u

u ( ) ( )

( ) ( )

4

, arctan 2 arctan 2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

0 1, arctan 2 arctan 2 2

v

x u v v
D

y u v v

v



 

  − +

=


=

  +   − +

u

u

u
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אלגברית: ימנית  א.  (6
2

1
4

y
x = שמאלית   ,+

2

1
4

y
x = − +. 

פרמטרית: ימנית  
cosh

2sinh

x t
t

y t

=


=
:  שמאלית ,

cosh

2sinh

x t
t

y t

= −


=
. 

ב.  

1 2

1

2

( , ) cosh
: 0 1,

( , ) 2 sinh

( , ) cosh
: 0 1

( , ) 2 sinh

D D D

x u v u v
D u v

y u v u v

x u v u v
D u v

y u v u v

= 

=
  

=

= −
  

=

 

אלגברית: ימנית  . ב א. היפרבולה. (7
2

1
3

y
x = שמאלית   ,+

2

1
3

y
x = − +. 

פרמטרית: ענף ימני 
cosh

3 sinh

x t
t

y t

=


=
וענף שמאלי  

cosh

3 sinh

x t
t

y t

= −


=
 . 

ג. 
cosh

: ln(2 3) 0
3 sinh

x t
C t

y t

= −
−  

=
 1ד.   

8) 8 

9) 6 29 
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 קווים ותחומים במישור בהצגה קוטבית )פולרית(

 שאלות 

 על הסעיפים הבאים: וענ (1

,4את הנקודה הקוטבית  וריהמ . א
3

 
 
 

 לנקודה קרטזית.  

)את הנקודה הקרטזית   וריהמ .ב )1, 1−  לנקודה קוטבית.  −

 
 

 על הסעיפים הבאים: וענ (2

,10את הנקודה הקוטבית  וריהמ . א
3

 
− 

 
 לנקודה קרטזית.  

)את הנקודה הקרטזית   וריהמ .ב )0,  לנקודה קוטבית.  −4

)את הנקודה הקרטזית   וריהמ . ג )2,  לנקודה קוטבית.  −2

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (3

24את המשוואה   וריהמ . א 1x x xy− =  לקואורדינטות קוטביות.  +

4cosrאת המשוואה   וריהמ .ב =  לקואורדינטות קרטזיות.  −

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (4

2את המשוואה   וריהמ . א 2 4x y y+  לקואורדינטות פולריות.  =

10xאת המשוואה   וריהמ .ב  לקואורדינטות פולריות.  =

4yאת המשוואה   וריהמ . ג  לקואורדינטות פולריות.  =

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (5

4rאת המשוואה   וריהמ . א  לקואורדינטות קרטזיות.  =

/את המשוואה   וריהמ .ב 4 =  .לקואורדינטות קרטזיות 

2cosאת המשואה   וריהמ . ג 4sinr  =  לקואורדינטות קרטזיות.  +

36את המשוואה   וריהמ .ד sin 4 cosr  =  לקואורדינטות קרטזיות.  −
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 קו. אחד מהםבכל  ש ,שני איורים להלן (6
 כל אחד מהקווים בהצגה פולרית.  בוכת

 
 איור א                                                               איור ב                          

               

 

 . בכל אחד מהסעיפים הבאים חלק ממעגל (7
 אותו בהצגה פולרית.  ובכת

21y .א x= − 

21y .ב x= − − 

21x .ג y= − 

21x .ד y= − − 

21 .ה , 0 1y x x= −   

2 .ו 3 3
1 ,

5 5
y x x= − −   

 
 שכל אחד מהקווים מתאר חלק ממעגל. וחיהוכג - בסעיפים א  (8

 אותו בצורה פולרית )קוטבית(.   וגיאת הקו והצ ושרטט

24 .א ( 2)y x= − − 

26x .ב y y= − − 

21 .ג 1y x= − + − 
 את הקו מסעיף ג' על ידי ישר מתאים.  ורסג .ד

 מהי הצגתו הפולרית של ישר זה? 
 

 אותם בהצגה פולרית:  וגיאת התחומים הבאים במישור והצ ושרטט (9

 .א 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ב 2( , ) | 0 4S x y y x=   − 

 .ג 2( , ) | 4 0S x y y x= − −   
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 : אותם בהצגה פולרית וגיאת התחומים הבאים במישור והצ ושרטט (10

 .א 2 2( , ) |1 4S x y x y=  +  

 .ב 2 2( , ) |1 4, 0, 0S x y x y x y=  +    

 .ג 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y x=  +   

 .ד 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y y=  +   

 

 אותם בהצגה פולרית:  וגיאת התחומים הבאים במישור והצ ושרטט (11

 .א 2 2( , ) |1 4, 2S x y x y x y x=  +    

 .ב 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

 

21את התחום הבא בצורה פולרית:   וגיהצ (12 25
( , ) | 25

7 7
S x y x y x

 
= +   − 
 

. 

 

21את התחום הבא בצורה פולרית:   וגיהצ (13
( , ) | 8

3
S x y x y x x

 
=   − 
 

. 

 

 בכל איור תחום. ו ,שני איורים להלן (14
 במילים כל אחד מהתחומים.  ו תארו כל אחד מהתחומים בהצגה פולרית ובכת

 איור א                                                               איור ב                          
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 תשובות סופיות 

)א.  (1 ) ( ), 2,2 3x y )ב.   = )
5

, 2,
4

r



 

=  
 

 

) א. (2 ) ( ), 5, 5 3x y = )ב.   − )
3

, 4,
2

r



 

=  
 

)ג.   )
3

, 8,
4

r



 

=  
 

 

2א.  (3 24 cos cos 1 cos sinr r r r   − = +  .2  ב 2 2( 2) 2x y+ + = 

4sinr א. (4 =  .ב  cos 10r  sin ג.  = 4r  = 

2א.  (5 2 24x y+ yב.    = x=  .2 ג 2( 1) ( 2) 5x y− + − = 

)  ד. )
3

2 2 2 26 4x y y x y x+  = + − 

א.  (6
1

0
cos 3

r





=     .ב
1

sin 6 2
r

 



=   

א.  (7
1

0

r

 

=


 
ב.    

1

2

r

  

=


 
ג.  

1

2 2

r

 


=


−  


 

ד.  
1

3

2 2

r

 


=



 


ה.   
1

0
2

r




=



 


. ו  
1

4 4
arctan arctan

3 3

r

 

=

  

  − + 
 

 

4cosא.  (8 , 0 0.5r   =     .6בsin , 0.5r    =   

ג. 
2sin

1.25 1.75 2

r

or



     

= −


   
ד.   

1
, 1.25 1.75

sin
r   


= −   

א.  (9
0 2

0 2

r

 

 


 
ב.    

0 2

0

r

 

 


 
ג.   

0 2

0.5 1.5

r

  

 


 
 

א.  (10
1 2

0 2

r

 

 


 
ב.    

1 2

0 0.5

r

 

 


 
ג.  

1 2

0.5 0.5

1 2

1.5 2.5

r

or

r

  

  

 

−  

 


 

 

ד.  
1 2

0

r

 

 


 
 

א.  (11
1 2

0.25 arctan 2

r

 

 

 
0  ב.   2, 0.25 1.25r       

12) 

25
5

7sin cos

4 3
arctan arctan

3 4

r
 

 

 
−

 
  − + 

 
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13) 0 8cos ,
6 2

r
 

     

א.  (14
1

0 0
cos 3

r





      .ב
1

0
sin 6 2

r
 




    

1

פרק 15קווים ותחומים במישור, משטחים ו...

117

117



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 משטחים במרחב

 שאלות 

 : 3-1בשאלות המשטחים  את ו ושרטט וזה

1) 
2 2 2

1
4 9 25

x y z
+ + = 

 

2) 2 25 1.25z x y= + 
 

3) 2 2 220 45 180 36x y z+ = + 

 

 את המשטחים הבאים: ו ושרטט וזה (4

2 . א 24 1z x y= + + 

2 .ב 23z x y= − − 

 

 כל אחד מהמשטחים הבאים: וזה (5

2 . א 2 225 100 4 100x y z+ + = 

2 .ב 225 4 50 16 100 41 0x y x y z+ − − − + = 

2 . ג 2 24 4 80 404 0x y z z+ − + − = 

 

2  את החיתוך בין המשטח  ומצא (6 2 2 169x y z+ + 12zלבין המשטח   = =. 
 את התוצאה מבחינה גרפית.  וריהסב

 

2נתון המשטח  (7 2 22 2 2 16 4 40 206 0x y z x y z+ + − − + + =. 

 . את המשטח וזה . א

את נקודות החיתוך של המשטח עם הישר    ומצא .ב
5 1 14

2 1 2

x y z− + +
= =. 

 

2  את החיתוך בין המשטחים  ומצא (8 2 2( 10) 24x y z+ + − 2-ו = 2 2 64x y z+ + =. 
 את התוצאה מבחינה גרפית.  וריהסב

 

2נתון המשטח  (9 2 236 4 9 36z x y+ − =. 

 את המשטח ושרטט אותו.  וזה . א

 ,הצגה פרמטרית של שני ישרים שאינם נמצאים באותו מישור מורש .ב
 שנמצאים כולם על המשטח. ו
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2נתונים שני משטחים:  (10 2 2 2 2 2: 2 3, : 2 3R x y z Q x y z− + = − + =. 
 זהו את המשטחים ושרטטו אותם.  . א
הוא שתי מסילות , כל אחת נמצאת  Q-ו R  הראו כי החיתוך בין .ב

 .ללוכתבו את משוואת המישורים ה, ובמישור
)Aנתון כי  .Q-ל Rן  היא חלק של החיתוך בי C המסילה . ג 2, 3, 2)− היא  −

)B-ו C נקודת התחלה של  .C היא נקודת סיום של −(1,0,1

 בצורה פרמטרית.  C כתבו את
 .C למסילה y-מצאו את המרחק הקצר ביותר בין ציר ה .ד

 

 

 .סיכום של כל המשטחים הנפוצים ובסוף קובץ זה תמצא •

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . אליפסואיד (1

 מעלה. פרבולואיד אליפטי הנפתח כלפי  (2

 .היפרבולואיד חד יריעתי (3

)א. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה   (4  ונפתח כלפי מעלה.  0,0,1(

)ב. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה    . ונפתח כלפי מטה  0,0,3(

 .א. אליפסואיד (5

)ב. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה    ונפתח כלפי מעלה.  1,2,0(

)  יריעתי שמרכזו בנקודה-ג. היפרבולואיד חד )0,0,10. 

2החיתוך הוא מעגל   (6 2 25x y+ )  שמרכזו בנקודה ,= )0,0,12 . 

)א. ספירה שמרכזה  (7 )4,1,  .14ורדיוסה  −10

)נקודות החיתוך הן  )
59 2 112

A 7,0, 12 , B , ,
9 9 9

 
− − − 

 
. 

2החיתוך הוא המעגל   (8 2 15x y+ )שמרכזו בנקודה    ,= )0,0,7. 

 .y-ה יריעתי שמרכזו על ציר-א. היפרבולואיד חד (9

1ב.    2: ( , , ) (3 ,2 ,1) : ( , , ) (3,2 , )x y z t t x y z t t= = 

z,ב.   . יריעתי-שני המשטחים הם היפרבולואיד חדא.  (10 x z x=− = 

:ג.  cosh , 3 sinh , cosh ln(2 3) 0C x t y t z t t= − = = −      .2ד 
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 גופים במרחב

 שאלות 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (1

 . א 2 2 2( , , ) | 4V x y z x y z= + +  

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4 4V x y z x y z x y= − − −   − − 

 . ג 2 2 2( , , ) | 4 , 0V x y z x y z z= + +   

 .ד 2 2( , , ) | 0 4V x y z z x y=   − − 

 .ה 2 2 2( , , ) | 4 , 0V x y z x y z z= + +   

 .ו 2 2( , , ) | 4 0V x y z x y z= − − −   

 .ז ( , , ) | 0 2, 0 4, 0 3V x y z x y z=       
 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (2

 . א 2 2 2( , , ) | 1, 0, 0, 0V x y z x y z x y z= + +     

 .ב 2 2( , , ) | 0 1 , 0, 0V x y z z x y x y=   − −   

 . ג 2 2 2( , , ) |1 4, 0, 0, 0D x y z x y z x y z=  + +     

 .ד 2 2 2( , , ) |1 4, 0, 0, 0D x y z x y z x z y x=  + +      

 .ה 2 2( , , ) | 1 1 1V x y z z x y=   + − − 

2 .ו 2 2 21 1
( , , ) |

2 4
V x y z x y z x y

  
= +   + − − 
  

 

 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (3

 . א 2 2 2 2 2( , , ) | 4 , 3( )V x y z x y z z x y= + +   + 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 3( ) 4V x y z x y z x y= +   − − 

 . ג 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 1V x y z z x y x y=   − − +  

 .ד 2 2( , , ) | 0 3, 0, 0, 4V x y z y x z x z=     +  

 .ה
2 2

2 2 2( , , ) | 0, 0, 0, 36, 1
9 16

x y
V x y z x y z x y z

 
=    + +  +  
 
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 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (4

 . א 2 2 2 2( , , ) | 2V x y z x y z x y= +   − − 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4V x y z x y z x y= +   − − 

 . ג 2 2 2 2( , , ) | 1V x y z x y z x y= +   − − 

 .ד 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 2 0V x y z z x y x y x=   − − + −  

 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (5

 . א 2 2 2 2 2( , , ) | 4, 1x y z x y z x y+ +  +  

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4, 0, 0, 0, 1x y z x y z x y z x y+ +     +  

 . ג 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 0, 0, 1V x y z z x y x y x y=   − −   +  

 .ד 2 2 2 2 2 2( , , ) | 4 , 1V x y z x y z x y x y= +   − − +  

 .ה 2 2( , , ) | 0 10 , 1 4U x y z z y x y=   −  +  

 

 במרחב. V בכל אחד מהסעיפים הבאים איור של גוף (6
)}אותו לפי התבנית  ובמילים את הגוף וכתב ותאר , , ) | ...}V x y z=. 

 ב.       .א

                                    
 

 

2משטחים הנתונים  (7 2z x y= 2-ו + 22z x y= − +. 

 כל אחד מהמשטחים בשם. וזה . א

 את התחום החסום בין המשטחים.  ושרטט .ב

 את משוואת עקום החיתוך בין המשטחים.  ומצא . ג
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2נתונים שני משטחים:  (8 2 2z x y z= + 2-ו + 2z x y= + . 

 כל אחד מהמשטחים בשם. וזה . א

את התחום החסום בין המשטחים וכתוב אותו בתבנית  ושרטט .ב

( ) , , | ? ??V x y z z=  . 

 .את משוואת עקום החיתוך בין המשטחים  ומצא . ג
 

נתונים על ידי   N-ו  Mממדיים  - תחומים תלת (9
2 2 2

2 2 2

: 2 3

: 2 3

M x y z

N x y z

− + 

− + 
. 

 .N- ל  Mהוא החיתוך בין Wממדי - תחום תלת
1yעם המישור   W, החיתוך של Dשרטטו את   (,xz)במערכת צירים  =

 בהצגה פרמטרית.  Dוכתבו את 
 

 

 GooL.co.ilלפתרונות מלאים ראו את הסרטונים באתר 
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 קואורדינטות גליליות וכדוריות

 שאלות

 בכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת קרטזית. (1
   משוואה של המשטח במערכת גלילית ובמערכת כדורית.את ה ומצא

 את המשטח.  ומהו שמו של המשטח? שרטט

3z .א = 

2 .ב 24 4z x y= + 

2 .ג 2 4x y+ = 

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת קרטזית. (2
   משוואה של המשטח במערכת גלילית ובמערכת כדורית.את ה ומצא

 המשטח. את  ומהו שמו של המשטח? שרטט

2 .א 2 2 9x y z+ + = 

2 .ב 3 4 1x y z+ + = 

2 .ג 216x z= − 

2 .ד 2z x y= + 

 

 . גליליתבכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת   (3
 את המשטח.  ומהו שם המשטח? צייר  את המשוואה במערכת קרטזית. וג יהצ

3r .א = 

2z .ב r= 

z .ג r= 

 .ד
4


 = 

4sinr .ה = 

2 .ו cos 2r z =  
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 . כדוריתבכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת  (4
 את המשוואה במערכת קרטזית. מהו שם המשטח?  וג יהצ

3r .א = 

 .ב
3


 = 

 .ג
4


 = 

2secr .ד = 

4cosr .ה = 

 

 . כדוריתבכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת  (5
 את המשטח.  ו את המשוואה במערכת קרטזית. מהו שם המשטח? שרטט וג יהצ

sin .א 1r  = 

sin .ב 2cosr  = 

2sin .ג cos 0r  − = 

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים גוף במרחב.  (6
 אותו בקואורדינטות גליליות.   ובאותו, וכת ושרטט ,אותו במילים ותאר

 .א 2 2 2 2( , , ) | 2V x y z x y z x y= +   − − 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 6V x y z x y z x y= +   − − 

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים גוף במרחב.  (7
 אותו בקואורדינטות גליליות.   ובאותו, וכת ושרטט ,אותו במילים ותאר

 .א 2 2 2 2( , , ) | 1V x y z x y z x y= +   − − 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 2 0V x y z z x y x y x=   − − + −  

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים גוף במרחב.  (8
 אותו בקואורדינטות גליליות.   ובאותו, וכת ושרטט ,אותו במילים ותאר

 .א 2 2 2 2 2( , , ) | 4, 1V x y z x y z x y= + +  +  

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4, 0, 0, 0, 1V x y z x y z x y z x y= + +     +  

 .ג 2 2 2 2 2 2( , , ) | 4 , 1V x y z x y z x y x y= +   − − +  

 .ד 2 2( , , ) | 0 10 , 1 4U x y z z y x y=   −  +  
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 תשובות סופיות

3zמערכת גלילית:  א. (1 מערכת כדורית: . =
3

cos
r


 . שם המשטח: מישור. =

24zמערכת גלילית:ב.  r=  :מערכת כדורית .
2

cos

4sin
r




= . 

 פרבולואיד.  שם המשטח:

2rמערכת גלילית:  ג.  . מערכת כדורית: =
2

sin
r


 . שם המשטח: גליל.  =

2מערכת גלילית:   א. (2 2 9r z+ 3r.  מערכת כדורית:  =  . ספירה. שם המשטח: =
2cos)  מערכת גלילית:ב.  3sin ) 4 1r z + + =. 

2cos)   מערכת כדורית: sin 3sin sin 4cos ) 1r     + + =. 
 . :מישור שם המשטח 

2  מערכת גלילית:ג.  2 2cos 16r z + 2מערכת כדורית:   .= 2 2(1 sin sin ) 16r  − = .
 . גליל  שם המשטח:

z:מערכת גליליתד.  r=  .:מערכת כדורית  
4


  . חרוט שם המשטח:. =

2: מערכת קרטזית א. (3 2 9x y+  גליל.   :שם המשטח .=

2:  מערכת קרטזיתב.  2z x y=  . פרבולואיד:  שם המשטח .+

2  :מערכת קרטזיתג.  2z x y=  . : חרוטשם המשטח .+

y  :מערכת קרטזיתד.  x= .מישורשם המשטח : . 

2  מערכת קרטזית:ה.  2( 2) 4x y+ −  גליל. :  שם המשטח. =

2  מערכת קרטזית:ו.  2z x y=  פרבולואיד היפרבולי. :  שם המשטח. −

2: מערכת קרטזיתא.  (4 2 2 9x y z+ +  . ספירה  :שם המשטח .=

3y  :מערכת קרטזיתב.  x= .מישור.   :שם המשטח 

2  :מערכת קרטזיתג.  2z x y=  חרוט.   :שם המשטח. +

2z  :מערכת קרטזיתד.   מישור.   :שם המשטח. =

2  :מערכת קרטזיתה. 2 2( 2) 4x y z+ + − =. 

 .2ורדיוסה   (0,0,2)  ודהספירה שמרכזה בנק:  שם המשטח

2  :מערכת קרטזיתא.  (5 2 1x y+  גליל.   :שם המשטח. =

2  :מערכת קרטזיתב.  2( 1) 1x y− +  גליל.   :שם המשטח. =

2  :מערכת קרטזיתג.  2 2( 1) 1x y z− + +  ספירה.   :שם המשטח .=

א.  (6 2( , , ) | 0 1, 0 2 , 2r zV r z r r z r   =       − 

ב.  2 2( , , ) | 0 2, 0 2 , 6r zV r z r r z r   =       − 
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א.  (7 2 2( , , ) | 0 0.5, 0 2 , 1r zV r z r r z r   =       − 

ב.  2( , , ) | 0 2cos , 0.5 0.5 , 0 4r zV r z r z r     =   −     − 

א.  (8 2 2( , , ) | 0 1, 0 2 , 4 4r zV r z r r z r   =     − −   − 

)2ב.  , , ) | 0 1, 0 , 0 4
2

r zV r z r z r


 

 
=       − 
 

 

ג.  2( , , ) | 0 1, 0 2 , 4r zV r z r r z r   =       − 

ד.  ( , , ) |1 2, 0 2 , 0 10 sinr zV r z r z r    =       −  
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 משטחים ממעלה שנייה – נספח 

 אליפסואיד 

 

 

 

 

 חרוט אליפטי 

 

 

 

 

 אליפטי גליל

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + = 

 :  החתכים במישורי הקואורדינטות הם אליפסות;תיאור

aבמישורים מקבילים. אם    כך הם גם החתכים b c= = ,

 הנ"ל הם מעגלים. והחתכים  aעם רדיוס  כדורנקבל 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2

x y z

a b c
+ = 

במישור  תיאור החתך    :xy   ;)הראשית( נקודה  הוא 

הם אליפסות.    xyהחתכים במישורים מקבילים למישור  

הנחתכים   yz  -ו  xzבמישור    החתכים ישרים  זוג  הם 

אלו   בראשית; למישורים  מקבילים  במישורים  החתכים 

 הם היפרבולות.

* מרכז החרוט הוא על הציר המתאים למשתנה המופיע 

 אחד האגפים. ב לבד

:  משוואה
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

הוא אליפסה; כך הם החתכים   xy:  החתך במישור  תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyבמישורים מקבילים למישור 

yz במישורים  הם זוג ישרים מקבילים וכך הם החתכים 

 מקבילים למישורים אלו . במידה ומשוואת הגליל היא 

2 2 2x y r+  הם מעגלים.  , החתכים הנ"ל=

 * מרכז הגליל הוא על הציר המתאים למשתנה שאינו מופיע 

 במשוואת הגליל. 
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 יריעתי-היפרבולואיד חד

 

 

 

 

 יריעתי-דוהיפרבולואיד 

 

 

 

 

 פרבולואיד אליפטי 

 

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = 

 הוא אליפסה; כך הם החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyלמישור  במישורים מקבילים

yz במישורים מקבילים הם היפרבולות; כך הם גם החתכים 

 למישורים אלו.

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-ז היפרבולואיד חד* מרכ

 למשתנה שלפניו המינוס. 

 

 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = − 

 ; החתכים  xy:  למשטח זה אין חתך במישור תיאור

 , החותכים את המשטח, xy במישורים מקבילים למישור 

 הם היפרבולות ; yz  -ו xzהם אליפסות. החתכים במישור 

 כך הם גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-* מרכז היפרבולואיד דו

 שלפניו המינוס. למשתנה 

 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
+ = 

 הוא נקודה )הראשית(; החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 ונמצאים מעליו הם  xyבמישורים מקבילים למישור 

 הם פרבולות; כך הם yz  -ו xzאליפסות. החתכים במישור 

 גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

אם      *0c     ואם מעלה  כלפי  נפתח  0cהפרבולואיד   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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 היפרבולי פרבולואיד  

 

 

 

 

 

 

 

 דוגמאות שונות 

 

 

 

 

 
2 2 2 1x y z+ + =  2 2 2

1
4 4 16

x y z
+ + = 

 2 23z x y= − − 

     

 

 

 

 

 

2 24 1z x y= + +  2 2z x y= +  1x y z+ + = 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
− = 

 הוא זוג ישרים נחתכים  xy:  החתך במישור תיאור

 הם xyבראשית; החתכים במישורים מקבילים למישור 

למישור   שמעל  אלו  ציר   xyהיפרבולות;  בכיוון   נפתחות 

 .x-נפתחות בכיוון ציר ה xyואלו שמתחת למישור  y-ה

 הם פרבולות; כך הם גם yz  -ו xzהחתכים במישור 

 החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

0c* אם         0הפרבולואיד נפתח כלפי מעלה ואםc   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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מתמטיקה למנהל עסקים
פרק 16 - פונקציות של מספר משתנים - מבוא, קווי גובה, משטחי רמה

תוכן העניינים

1. מבוא לפונקציה של שני משתנים י 130

2. קווי גובה לפונקציה של שני משתנים י 132

3. משטחי רמה לפונקציה של שלושה משתנים י 134

4. נספח – משטחים ממעלה שנייה י 135
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 מבוא לפונקציה של שני משתנים 

 : ציות הבאותקעבור כל אחת מהפונ 

 של הפונקציה.  Dאת תחום ההגדרה   ומצא . א

 .D סקיצה של הקבוצה ושרטט .ב

 

1) 2 2 2( , ) 5 ln(4 )f x y x y y x= − − + − 

 

2) 
2 2 1

( , ) 4f x y x y
x

= + − + 

 

3) 
2 2( , ) 1

x y
f x y x y

x y

+
= − + + +

−
 

 

4) ( , ) 4 4g x y x y x y= + + − 

 

5) 
1 1

( , )
4 4

f x y
x y x y

= +
+ −

 

 

6) ( , ) 4h x y x y= − + 

 

7) 
2 2

2 2

4
( , ) ln 4xyf x y e x y

x y
= + + −

+
 

 

8) 
4

( , )
1 | | | |

z x y
x y

=
− −

 

 

9) 
4

( , ) ln
4

x y
z x y

x y

 −
=  

+ 
 

 

10)  ( , ) ln ln( 4 )f x y x y x= − 
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11) 
1 1 1

( , , )
4 1

u x y z
x y z

= + +
+ −

 ( ענו על סעיף א בלבד) 

 

12) ( , ) tan
y

f x y
x

 )רק לתלמידי מדעים מדויקים/הנדסה(  =

 

13) 
( )

2 2

2 2

1 1
arcsin

4 4
( , )

ln 1

x y

f x y
x y

 
+ 

 =
+ −

 )רק לתלמידי מדעים מדויקים/הנדסה(  

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 2 21
( , ) 5

4
D x y x y x

 
=   − 
 

 

2)  2 2( , ) | 4 , 0D x y x y x= +   

3)  2 2( , ) | 1 ,D x y x y y x= −   

4) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

5) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

6)  2( , ) | 4 4 , 0D x y y x x= −   −  

7)  2 2( , ) | 4D x y x y= + = 

8)  ( , ) | | | | | 1D x y x y= +   

9) 
1 1 1 1

( , )
4 4 4 4

D x y x y x or x y x
 

=   − −   
 

           

10)  ( , ) | [ 0and 4 4 1] or [ 0 and 4 1]D x y x x y x x y x=    +   + 

11)  ( , , ) | 4, 1, 0D x y z x y z=  −                   

12) 2( , ) 0,
2

D x y R x y k x k



  

=    +   
  

 

13)  2 2( , ) 1 2 4D x y x y=  +   
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 קווי גובה לפונקציה של שני משתנים 

 , אותו ו, שרטטתחום הגדרה  ומצא ,6-1  בשאלותעבור כל אחת מהפונקציות 
 :מפת קווי הגובה/רמה של הפונקציה את  וושרטט

1) ( , )
y

f x y
x

= 

 

2) ( , ) ln lnf x y x y= + 

 

3) 2 2( , )f x y x y= + 

 

4) 2 2( , ) 1f x y x y= − − 

 

5) 2( , ) ln( )f x y x y= − 

 

6) ( , )f x y x y= 

 

 : וי גובהומפת ק ושרטט  10-7  בשאלותעבור כל אחת מהפונקציות 

7) 2 2( , ) ( 1) ( 3)f x y x y= − + + 

 

8) ( , ) x yf x y e −= 

 

9) ( , ) 2ln lnf x y x y= + 

 

10) ( , ) min{3 , }f x y x y= 

 

 :kאת קו הגובה  ושרטט ,11-31בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

11) ( ) 20,4 ( , ) ( )k f x y x y= = − 

 

12) ( )  20,2 ( , ) min ,k f x y y x x y= = − + 

 

13) ( )
2 2

2 2

3 3
1 ( , )

3 3

x x y x y
k f x y

x x y x y

 + − − 
= = 

− + + − 
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נתונה הפונקציה  (14
2 1

( , )
2 1

x y x
f x y

x y x

 − 
= 

+ 
 . 

)את קו הגובה  ושרטט . א , ) 0f x y =. 

)קו הגובה  Cלאילו ערכי  .ב , )f x y C=  ?הוא קו רציף 
 ציירו את קו הגובה במקרה זה.

 

 

 הערות

 .סיכום של כל המשטחים הנפוצים ובסוף קובץ זה תמצא  * 
 .עקומות שוות ערך =עקומות אדישות  =  = קווי רמהקווי גובה   **
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0x  ה, המישור ללא ציר -y. 

2) 0, 0x y .הרביע הראשון ללא הצירים , 

 כל המישור. (3

4) 2 2
1x y+ .עיגול היחידה , 

5) 2
y x 

6) 0y .חצי המישור העליון , 

 

 GooL.co.ilלפתרונות מלאים ושרטוטים של שאר השאלות, היכנסו לאתר: 
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 משטחי רמה לפונקציה של שלושה משתנים 

 שאלות 

2נתונה הפונקציה  (1 2( , , ) 4f x y z x y z= − − − . 

 אותו.  ושרטט ו של הפונקציה 2את משטח הרמה   ומצא

 

2נתונה הפונקציה  (2 2( , , )f x y z z x y= + + . 
 אותו.  ושל הפונקציה ושרטט  4את משטח הרמה   ומצא

 

 את משטחי הרמה:  ומהפונקציות הבאות מצאעבור כל אחת  (3

) . א , , ) 4x y zf x y z + −= 

2 .ב 2( , , )f x y z z x y= − − 

 

נתונה הפונקציה  (4
2 2

2 2
( , , )

x y
f x y z

x z

+
=

+
 . 

 את משטחי  הרמה של הפונקציה.  ומצא

 

2נתונה הפונקציה  (5 2 2( , , )f x y z z y x= − − . 
 את משטחי  הרמה של הפונקציה.  ומצא

 

 
 

 תשובות סופיות 

)חצי ספירה עליונה שמרכזה בנקודה  (1 )0,0,  . 2ורדיוסה  −2

)פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה  (2  ונפתח כלפי מטה.  0,0,4(

 א. מישורים. (3
 , הוא פרבולואיד אליפטי kב. משטח רמה 

)שמרכזו בנקודה   )0,0,k  .ונפתח כלפי מעלה 

0kעבור   (4   לא קיים משטח רמהk. 

0kעבור   )נקודה  = 1kעבור   .0,0,0(  מישורים. =

1kעבור     ה חרוט אליפטי שמרכזו על ציר-y. 

0עבור   1k   ה חרוט אליפטי שמרכזו על ציר-z. 

0kעבור   (5  0עבור  יריעתי.-היפרבולואיד חדk  . חרוט אליפטי =
0kעבור    יריעתי. -היפרבולואיד דו 
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 משטחים ממעלה שנייה – נספח 

 אליפסואיד 

 

 

 

 

 חרוט אליפטי 

 

 

 

 

 אליפטי גליל

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + = 

 :  החתכים במישורי הקואורדינטות הם אליפסות;תיאור

aבמישורים מקבילים. אם    כך הם גם החתכים b c= = ,

 הנ"ל הם מעגלים. והחתכים  aעם רדיוס  כדורנקבל 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2

x y z

a b c
+ = 

במישור  תיאור החתך    :xy   ;)הראשית( נקודה  הוא 

הם אליפסות.    xyהחתכים במישורים מקבילים למישור  

הנחתכים   yz  -ו  xzבמישור    החתכים ישרים  זוג  הם 

אלו   בראשית; למישורים  מקבילים  במישורים  החתכים 

 הם היפרבולות.

* מרכז החרוט הוא על הציר המתאים למשתנה המופיע 

 אחד האגפים. ב לבד

:  משוואה
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

הוא אליפסה; כך הם החתכים   xy:  החתך במישור  תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyבמישורים מקבילים למישור 

yz במישורים  הם זוג ישרים מקבילים וכך הם החתכים 

 מקבילים למישורים אלו . במידה ומשוואת הגליל היא 

2 2 2x y r+  הם מעגלים.  , החתכים הנ"ל=

 * מרכז הגליל הוא על הציר המתאים למשתנה שאינו מופיע 

 במשוואת הגליל. 
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 יריעתי-היפרבולואיד חד

 

 

 

 

 יריעתי-דוהיפרבולואיד 

 

 

 

 

 פרבולואיד אליפטי 

 

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = 

 הוא אליפסה; כך הם החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyלמישור  במישורים מקבילים

yz במישורים מקבילים הם היפרבולות; כך הם גם החתכים 

 למישורים אלו.

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-ז היפרבולואיד חד* מרכ

 למשתנה שלפניו המינוס. 

 

 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = − 

 ; החתכים  xy:  למשטח זה אין חתך במישור תיאור

 , החותכים את המשטח, xy במישורים מקבילים למישור 

 הם היפרבולות ; yz  -ו xzהם אליפסות. החתכים במישור 

 כך הם גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-* מרכז היפרבולואיד דו

 שלפניו המינוס. למשתנה 

 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
+ = 

 הוא נקודה )הראשית(; החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 ונמצאים מעליו הם  xyבמישורים מקבילים למישור 

 הם פרבולות; כך הם yz  -ו xzאליפסות. החתכים במישור 

 גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

אם      *0c     ואם מעלה  כלפי  נפתח  0cהפרבולואיד   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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 היפרבולי פרבולואיד  

 

 

 

 

 

 

 

 דוגמאות שונות 

 

 

 

 

 
2 2 2 1x y z+ + =  2 2 2

1
4 4 16

x y z
+ + = 

 2 23z x y= − − 

     

 

 

 

 

 

2 24 1z x y= + +  2 2z x y= +  1x y z+ + = 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
− = 

 הוא זוג ישרים נחתכים  xy:  החתך במישור תיאור

 הם xyבראשית; החתכים במישורים מקבילים למישור 

למישור   שמעל  אלו  ציר   xyהיפרבולות;  בכיוון   נפתחות 

 .x-נפתחות בכיוון ציר ה xyואלו שמתחת למישור  y-ה

 הם פרבולות; כך הם גם yz  -ו xzהחתכים במישור 

 החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

0c* אם         0הפרבולואיד נפתח כלפי מעלה ואםc   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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מתמטיקה למנהל עסקים
פרק 17 - גבולות ורציפות של פונקציות של מספר משתנים

תוכן העניינים

1. גבול של פונקציה של שני משתנים י 138

2. רציפות של פונקציה של שני משתנים י 141

3. נוסחאות – גבולות י 144
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 גבול של פונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 : 9-1בשאלות את הגבולות  וחשב

1) 
3

3( , ) (0,0)

sin( )
lim

x y

x y

x y→
 

 

2) 
2 2( , ) (3,2)

sin( 6)
lim

36x y

xy

x y→

−

−
 

 

3) 
( , ) (1,2)

arctan( 3)
lim

ln( 2)x y

x y

x y→

+ −

+ −
 

 

4) 2 2

( , ) (0,0 )
lim ( )ln( )

x y
x y x y

+→
+ + 

 

5) 
( , ) (1 ,1 )

sin( 2 3)
lim

2 3x y

x y

x y+ +→

+ −

+ −
 

 

6) 
( , ) (1,2)

2 3 1
lim

2 4x y

x y

x y→

+ − −

+ −
 

 

7) 
2

( , ) (1,1)
lim

x y

xy y

x y→

−

−
 

 

8) 
( )( )2 2

2( , , ) (0,1,2)

sin
lim

x y z

x y z

xy→

+
 

 

9) 
( ) ( )

( )2 2

2 2, 0,0 3

sin
lim

x y

x y

x y→

+

+
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 : 17-10בשאלות את הגבולות  וחשב

10) 
( )

2
2 2

4 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+

+
 

11) 
0
0

lim | |x
x
y

y
→
→

 

12) 
3 2

2 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+

+
 13) 

0
0

lim
x
y

x

y→
→

 

14) 
2

4 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+
 15) 

3

6 20
0

lim
2x

y

x y

x y→
→

+
 

16) 
( )

2 20
0

sin
lim
x
y

xy

x y→
→

+
 17) 

2 4 40
0
0

lim
x
y
z

xyz

x y z→
→
→

+ +
 

 

 : 25-18בשאלות  את הגבולות וחשב

18) 
3

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y

x y→ +
 19) 

2 4( , ) ( , )
lim

x y

x y

x yx y→  

−

+ +
 

20) 
( )

2 2( , ) (0,0)

sin
lim

x y

xy

x y→ +
 21) 

4 4

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y

x y→

+

+
 

22) 
2 2 2 2

2 2( , ) (0,0)

3 3
lim

x y

x x y y

x y→

− +

+
 23) 

( ) ( )

2 4

2 2, 0,0

4 5
lim

4x y

x y y

x y→

−

+
 

24) ( )2 2

( , ) (0,0)
lim ln

x y
y x y

→
+ 25) 

3 3 3

2 2 2( , , ) (0,0,0)
lim

x y z

x y z

x y z→

+ +

+ +
 

 .שונות מומלץ לנסות לפתור בשתי דרכים 25-ו 23-20, 18בשאלות *         

 

 הבאים:על הסעיפים  וענ (26

את הגבול  וחשב . א
3

3 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+
. 

בגבול הידוע  ועזריה .ב
0

sin
lim 1
t

t

t→
את הגבול  ו, וחשב=

( )3

3 20
0

sin
lim
x
y

x y

x y→
→

+
. 

בגבול הידוע  ועזריה . ג
0

1
lim 1

t

t

e

t→

−
את הגבול  ו, וחשב=

3

3 20
0

1
lim

x y

x
y

e

x y→
→

−

+
. 

בגבול הידוע  ועזריה .ד
0

ln( 1)
lim 1
t

t

t→

+
את הגבול  ו, וחשב=

( )3

3 20
0

ln 1
lim
x
y

x y

x y→
→

+

+
. 

 בגוף השאלה. לא יינתן  הגבול הידוע קחו בחשבון שייתכן ש*            

 

1

פרק 17גבולות ורציפות של פונקציות של ...

139

139



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר בסרטוני וידאו היכנסו ללפתרון מלא  

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

)לפי ההגדרה כי   וחיהוכ (27 )
0
0

lim sin cos 1
x
y

x y
→
→

+ =. 

 

2לפי ההגדרה כי   וחיהוכ (28

2
1

lim 4
x
y

x y
→
→

=. 

 

2לפי ההגדרה כי   וחיהוכ (29

1
4

lim 2 8
x
y

x y
→
→

=. 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 

2) 
1

12
 

3) 1 

4) 0 

 . אינסוף (5

6) 
1

2
 

7) 2 

8) 5 

9) 0 

 אין לפונקציה גבול. (17 – (10

18) 0 

19) 0 

20) 0  

21) 0 

22) 3 

23) 0 

24) 0 

25) 0 

 0ד. -א (26

 שאלת הוכחה. (27

 שאלת הוכחה. (28

 .שאלת הוכחה (29
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 שני משתנים  שלרציפות של פונקציה 

 שאלות 

)  את רציפות הפונקציות בנקודה ובדק 1-3שאלות ב )0,0. 

 במידה והפונקציה אינה רציפה בנקודה,
   רציפה בנקודה?  האם ניתן להגדיר אותה כך שתהיה

1) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

sin
, 0,0

,

2 , 0,0

x y
x y

f x y x y

x y

 +
 

= +


=

 

 

2) ( )
( ) ( )

( ) ( )

3 3

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 +


+= 
 =

 

 

3) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

3
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 

 

)  את רציפות הפונקציות בנקודה ובדק 4-5בשאלות  )1,4. 

4) ( )

( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

1 4
, 1,4

, 1 sin 4

0 , 1,4

x y
x y

f x y x y

x y

 − −


= − + −


=

 

 

5) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 4
, 1, 4

1 sin 4,

0 , 1,4

x y
x y

x yf x y

x y

− −


− + −= 


=

 

 

)נתון  (6 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

5,

0 , 0,0

mx y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 קבוע. m כאשר ,

 הפונקציה רציפה בראשית?  mעבור אילו ערכים של  
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)נתונה פונקציה ממשית רציפה  (7 )f f x=שאינה פונקציה קבועה ,, 

)נגדיר פונקציה חדשה  ו )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

4
, 0,0

5,

0 , 0,0

x y
f x y

x yg x y

x y

  −
  

+  


=

 . 

)רציפה בנקודה  g האם הפונקציה )0,0? 

 

 את הטענה הבאה:יכו או הפר וחיהוכ (8

)אם  ) ( )
0

lim , 0,
x

f x y f y
→

 ,yלכל  =

)וגם  ) ( )
0

lim , ,0
y

f x y f x
→

 ,xלכל  =

)אז  ) ( )
0
0

lim , 0,0
x
y

f x y f
→
→

=. 

 

)פונקציה   (9 ),f x y  מקיימת( ) ( )2 4 4, sinf x y x y )לכל ,+ ),x y. 

)שהפונקציה רציפה בנקודה  וחיהוכ )0,0. 

 

 )אם בכלל(, על מנת שהפונקציה  kמה צריך להיות הערך של הקבוע  (10

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
, , 0,0,0

, ,

, , 0,0,0

xyz
x y z

x y zf x y z

k x y z




+ += 
 =

 תהיה רציפה בכל המרחב? 

 

 נתון כי: (11

2מתקיים  xל לכ 1 2 1| ( , ) ( , ) | | |f x y f x y y y−   .(y  )תנאי ליפשיץ לפי המשתנה −

2מתקיים  y לכל 1 2 1| ( , ) ( , ) | | |f x y f x y x x−   .(x  )תנאי ליפשיץ לפי המשתנה −

)כי   וחיהוכ , )f x y  .רציפה בכל המישור 

 

 :יכואו הפר וחיהוכ (12
)נתון כי   , )f x y .רציפה בכל המישור 

נגדיר פונקציה חדשה  
2

( , )
( , )

( ) 100

f x y
z x y

x y
=

− −
. 

(1,14)ידוע כי   0, (14,1) 0z z . 

1קיימת נקודה   zאז בתחום ההגדרה של  2( , )c c, 1-כך ש 2( , ) 0z c c =. 
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 תשובות סופיות 

(0,0)הפונקציה לא רציפה. אם נגדיר   (1 1f  הפונקציה תהיה רציפה., =
 הפונקציה רציפה.  (2
 גבול. בכלל הפונקציה אינה רציפה. אין לה  (3
 הפונקציה רציפה.  (4
 הפונקציה לא רציפה. אין לה בכלל גבול.  (5
1mעבור   (6    1הפונקציה רציפה, ועבורm  .הפונקציה לא רציפה 
 הפונקציה לא רציפה.  (7
 .שאלת הוכחה (8
 .שאלת הוכחה (9

10) 0k = 
 שאלת הוכחה. (11

 שאלת הוכחה. (12
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 גבולות  –סחאות ונ

0

1 1 1 1 1
0 , 0

0 0

______________________________________________________________________

0 1

______________________________________________________________________

ln

0

x

y
x

y e e e e

y x

x x x

+ −

− 

= = =  = − =
− 

= = = = 

= − −−

→− → →

ln(0 ) ln( )

______________________________________________________________________

arctan atan( ) atan(0) 0 atan( )
2 2

_____________________________________________________________________

,x

y x

y a

 

+ = −  = 

= − = − =  =

= 0

0
0 1

1 0 1

, 1 0

_____________________________________________________________________

sin sin 0 0

_____________________________________________________________________

cos

x
a

a a a a

y a a a a

y x

y

− 

− 
 

 = = = 

= =  = =

= − − − = − − −

= cos 0 1

_____________________________________________________________________

sin
0 1 0

_____________________________________________________________________

tan
1

_________________________

x

x
y

x

x
y

x

− − − = − − −

=

= − − − − − −

1

33 3

(from right)

____________________________________________

1
1 1

(1 ) 1

_____________________________________________________________________

0 0

0 0

__________________

x

x

y e e
x

y x e

y x

y x

+

 
= + 
 

= + − − −

= − − − =  = 

= − =  = 

0 0

___________________________________________________

Defined Limits:

, ( ) , , , ( ) , / ( )

Undefined Limits :

0
, , , 0 , 1 , 0 ,

0

a a a



 =   − = − + =   =    =    = 


−  


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מתמטיקה למנהל עסקים
פרק 18 - נגזרות חלקיות דיפרנציאבליות

תוכן העניינים

1. נגזרות חלקיות מסדר ראשון י 145

2. נגזרות חלקיות מסדר שני י 147

3. נגזרות חלקיות לפי הגדרה י 151

4. דיפרנציאביליות י 153
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 מסדר ראשון  נגזרות חלקיות

 שאלות 

 .הפונקציה הנתונהאת הנגזרות החלקיות מסדר ראשון של  וחשב 10-1בשאלות 

1) 3 2 2( , ) 4 3 2 3f x y x x y x y= − + + 2) 5( , ) lnf x y x y= 

3) 
( )2 4

2

5ln
( , )

5 y

x y y y
f x y

y y y

+
=

+ +
)רק 

xf.) 4) ( ) ( )2 3( , ) 2 3f x y x y x y= +  + 

5) 
2

2

3
( , )

x y
f x y

x y

−
=

+
 6) ( )( , ) sinf x y xy= 

7) ( , ) arctan(2 3 )f x y x y= + 8) ( , ) cosf r r = 

9) 2 3( , , )f x y z xy z= 10) ( , , ) sin( )uvf u v t e ut= 

  

)נתון  (11 ) ( ), lnz x y x y= +. 

כי   וחיהוכ
1

2

z z
x y

x x

 
 +  =
 

. 

 

)נתון  (12 ) 2 1
, , xf x y z e y

z

 
= − 

 
. 

  וחשב
1 1 1

0, 1, , 0, 1, , 0, 1,
2 2 2

f f f

x y z

       
− − −     

       
 . 

 

 הערת סימון

1 2( , ) ;x y

f f
f f x y f f f f

x y

 
=  = = = =

 
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 תשובות סופיות 

1) 2 212 6 2xf x xy= − +  26 3yf x y= − + 

2) 45 lnxf x y=   
5

y

x
f

y
= 

3) 
( )4

2

5ln
2

5
x y

y y y
f x

y y y

+
=

+ +
 

4) 2 36 6 2xf x xy y= + +  2 3 26 12 3yf xy y x= + + 

5) 
( )

2 2

2
2

2 3
x

x xy y
f

x y

+ +
=

+
  

( )

2 2

2
2

3 3 2
y

x y x y
f

x y

− + −
=

+
 

6) cos( )xf xy y=    cos( )yf xy x=  

7) 
2

2

1 (2 3 )
xf

x y
=

+ +
  

2

3

1 (2 3 )
yf

x y
=

+ +
 

8) cosrf =   sinf r = − 

9) 2 3

xf y z=   32yf xyz=   2 23zf xy z= 

10)  sin cosuv

uf e v ut t ut= + sinuv

vf u e ut=    cosuv

tf u e ut=   

 הוכחה.שאלת  (11

12) 
1 1 1

0, 1, 1, 0, 1, 2, 0, 1, 4
2 2 2

f f f

x y z

       
− = − − = − − =     

       
 

 

 הערת סימון

1 2

2 2

11 222 2

2 2

12 21

( , )

x y

xx yy

xy yx

f f
f f f f

x y

f f
f f x y f f f f

x y

f f
f f f f

y x x y

 
= = = =
 

 
=  = = = =

 

 
= = = =
   
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 מסדר שני נגזרות חלקיות

 שאלות 

 : הפונקציה הנתונהשל   עד סדר שניהנגזרות החלקיות כל את  וחשב 14-1בשאלות 

1) 2 2 2( , ) 4 4 10f x y x x y x y= − + + 
 

2) 4( , ) lnf x y x y= 
 

3) 3 3( , ) 6f x y x y xy= + − 
 

4) 3 3( , ) 3(1 )( )f x y x y y x y= + + − + 
 

5) ( , ) ( )f x y xy x y= − 
 

6) ( , ) ( 9)(2 6)(4 3 12)f x y x y x y= − − − + 
 

7) ( , ) ( )xyf x y e x y= + 
 

8) ( )2 2( , ) x yf x y e x y+= + 

 

9) ( ) ( )2 2
2 2( , ) 2

x y
f x y x y e

− +
= + 

 

10) ( )2 2( , ) ln 1f x y x y= + + 

 

11) ( )2 2( , ) lnf x y x y= + 

 

12) ( )2 23( , ) lnf x y x y= + 

 
13) ( , ) sin(10 4 )f x y x y= + 

 
14) ( , , )f x y z xyz= 
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)  וחשב (15 )' 1,1xyf,  עבור( ) ( )2 2, lnf x y xy x y= − −. 

 

)  וחשב (16 )' 1,1xyf,  עבור( ) ( )2 2, lnf x y x y= +. 

 

)  וחשב (17 )' 1,1xyf,  עבור( ) 2 2,f x y x y= +. 

 

)נתון  (18 )
2

,
ln

x
f x y

y x
=

+
. 

)  וחשב ) ( ) ( )
2 2 2

2 2
1, , 1, , 1,

f f f
e e e

x y x y

  

   
 . 

 

 

 

 

 ערת סימוןה

1 2

2 2

11 222 2

2 2

12 21

( , )

x y

xx yy

xy yx

f f
f f f f

x y

f f
f f x y f f f f

x y

f f
f f f f

y x x y

 
= = = =
 

 
=  = = = =

 

 
= = = =
   
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 תשובות סופיות 

1) 28 2 4xf x xy= − +  28 2xxf y= −   22 10yf x y= − + 
22yyf x= −   4xyf xy= −   4yxf xy= − 

2) 34 lnxf x y=   212 lnxxf x y=   
4

y

x
f

y
= 

4

2yy

x
f

y
= −   

34
xy

x
f

y
=   

34
yx

x
f

y
= 

3) 23 6xf x y= −   6xxf x=   23 6yf y x= − 

6yyf y=    6xyf =    6yxf = − 

4) 23 3 3xf x y= + −  6xxf x=   23 3 3 6yf y x y= + − − 

6 6yyf y= −   3xyf = − 

5) 22xf xy y= −   2xxf y=   2 2yf x xy= − 

2yyf x= −   2 2xy yxf f x y= = − 

6) 22 8 3 1 24 0 57 1 72 0 0xf xy y x y = −  − − +  + + + 

22 4 1 3 2 0 54 57 1 0 27 0yf x x y y x =  −  − − +  + + +  

 2 8 0 24xxf y= − −  2 0 6 1 54 0 0yyf x= −  − + + 

 2 8 1 6 0 57 0xyf x y=  − − + + 

7) ( )2 1xy

xf e xy y= + +  ( )2 1xy

yf e x xy= + + 

( ) ( )2 1 0 0xy xy

xxf e y xy y y e=  + + + + +  ( ) ( )2 1 0xy xy

yyf e x x xy x e=  + + + +  

 ( ) ( )2 1 2xy xy

xyf e x xy y x y e=  + + + +  

8) ( )2 2 2x y

xf e x y x+= + +    ( )2 2 2x y

yf e x y y+= + + 

( ) ( )2 2 2 2 2x y x y

xxf e x y x x e+ += + + + +, 

( ) ( )2 2 2 2 2x y x y

yyf e x y y y e+ += + + + + 

( )2 2 2 2x y x y

xyf e x y x y e+ += + + +  

9) ( )
2 2 3 22 2 4x y

xf e x x xy− −= − −   ( )
2 2 2 34 2 4x y

yf e y x y y− −= − − 

( )( ) ( )
2 2 2 23 2 2 22 2 2 4 2 6 4x y x y

xxf e x x x xy x y e− − − −= − − − + − −  

( )( ) ( )
2 2 2 22 3 2 22 4 2 4 4 2 12x y x y

yyf e y y x y y x y e− − − −= − − − + − −  

( )( ) ( )
2 2 2 23 22 2 2 4 4 2x y x y

xyf e y x x xy x y e− − − −= − − − + −  
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10) 
2 2

2

1
x

x
f

x y
=

+ +
     

2 2

2

1
y

y
f

x y
=

+ +
  

( )
2

2 2

2 2

1
xy

y x
f

x y


=

+ +
    

( )
( )

2 2

2 2

2 1 2 2

1
yy

x y y y
f

x y

 + + − 
=

+ +
 

11) 
2 2

2
x

x
f

x y
=

+
  

2 2

2
y

y
f

x y
=

+
  

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2
xx

x y x x
f

x y

+ − 
=

+
 

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2
yy

x y y y
f

x y

+ − 
=

+
   

( )

( )

2 2

2
2 2

0 2 2
xy

x y y x
f

x y

+ − 
=

+
 

12) 
2 2

2 1

3
x

x
f

x y
= 

+
  

2 2

2 1

3
y

y
f

x y
= 

+
 

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2 1

3
xx

x y x x
f

x y

+ − 
= 

+

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2 1

3
yy

x y y y
f

x y

+ − 
= 

+
   

( )

( )

2 2

2
2 2

0 2 2 1

3
xy

x y y x
f

x y

+ − 
= 

+
 

13) ( )10cos 10 4xf x y= +  ( )100sin 10 4xxf x y= − + 

( )4cos 10 4yf x y= +  ( )16sin 10 4yyf x y= − + 

( )40sin 10 4xyf x y= − +  ( )40sin 10 4yxf x y= − + 

14) xf yz=  0xxf =  xyf z= xzf y= 

yf xz=  yxf z= 0yyf = yzf x= 

zf xy=  zxf y= zyf x= 0zzf = 

15) 2− 

16) 1− 

17) 
1

2 2
− 

18) 
2

4 1
1

16

e e

 
+ 

  
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 לפי ההגדרה נגזרות חלקיות

 שאלות 

)נתונה הפונקציה  (1 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

xy
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 . 

)  את הנגזרות החלקיות של הפונקציה הבאה בנקודה וחשב . א )0,0. 

) רציפה בנקודה האם הפונקציה .ב )0,0? 

 האם פונקציה גזירה חלקית היא בהכרח רציפה?  . ג
 

את הנגזרות החלקיות של    ומצא (2
( ) ( )

( ) ( )

3

2 2
, 0,0

( , )

0 , 0,0

x
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

, 

)בנקודה  )0,0. 

 

)את הנגזרות החלקיות של    ומצא (3 )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2

2 4
, 0,0

,

1 , 0,0

y x
x y

f x y y x

x y

 +
 

=  +


=

, 

) בנקודה )0,0. 

 

) נתונה הפונקציה (4 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

,

0 , 0,0

y x
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 . 

)  שהפונקציה לא רציפה בנקודה וחיהוכ . א )0,0 . 

)שלפונקציה קיימות נגזרות חלקיות בנקודה   וחיהוכ .ב  אותן.   ווחשב 0,0(

 

 נתונה הפונקציה (5
( ) ( )

( ) ( )

3 4

2 2
, 0,0

( , )

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 +


+= 
 =

 . 

 את הנגזרות החלקיות של הפונקציה.  וחשב . א

) של הפונקציה רציפות בנקודה  הנגזרות החלקיותהאם  .ב )0,0? 

  

1
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) נתונה הפונקציה (6 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
xy x y

x yf x y

x y

 −


+= 
 =

 . 

(0,0)האם  ובדק . א (0,0)xy yxf f=,  .על ידי חישוב ישיר 

) האם הנגזרות המעורבות רציפות בנקודה .ב )0,0? 

(1,4)האם  . ג (1,4)yxyxyxy xyxyxyxf f=. 

 

 הערה
 סעיף ב'. 7-ו 6שאלות  – דיפרנציאביליותתחת הכותרת  ,תרגילים נוספים בהמשך הפרק

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

(0,0)א.  (1 0 , (0,0) 0x yf f= )ב. לא רציפה בנקודה = )0,0 . 

 ג. פונקציה גזירה חלקית אינה בהכרח רציפה.

2) (0,0) 1 , (0,0) 0x yf f= = 

3) (0,0) 0 , (0,0) 0x yf f= = 

(0,0)ב.   א. שאלת הוכחה. (4 0 , (0,0) 0x yf f= = 

א.  (5

( )

( )

4 2 2 4

2
2 2

5 2 3 3

2
2 2

3 2
( , ) (0,0)

( , )

1 ( , ) (0,0)

2 4 2
( , ) (0,0)

( , )

0 ( , ) (0,0)

x

y

x x y xy
x y

f x y x y

x y

y x y x y
x y

f x y x y

x y

 + −


= +


=

 + −


= +


=

 . ב. לא רציפות 

(0,0)א.  (6 1 (0,0) 1xy yxf f= − = 

)ב. הנגזרות המעורבות לא רציפות בנקודה  .ג. כן .0,0(

1
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 ליות ידיפרנציאב

 שאלות 

)  האם הפונקציה הנתונה דיפרנציאבילית בנקודה וקבד 1-4בשאלות  )0,0. 

1)    ( )
( ) ( )

( ) ( )

3 3

2 2
, 0,0

2,

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 +


+= 
 =

 

 

2) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1
sin , 0,0

,

0 , 0,0

x y x y
x yf x y

x y


+ 

+= 


=

 

 

3) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

,

0 , 0,0

y
x y

x yf x y

x y




+= 


=

 

 

4) ( )
( ) ( )

( ) ( )

4
, 0,0

4,

0 , 0,0

x y
x y

y xf x y

x y

+


+= 
 =

 

 

)  הפונקציהדיפרנציאביליות   וקבד (5 ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

1

, 0,0,

0 , 0,0

x ye x yf x y

x y

−
+


 = 
 =

. 

 

) נתון (6 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

,

0 , 0,0

mx y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 ,m .קבוע 

 הפונקציה רציפה בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . א
 הפונקציה גזירה חלקית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   .ב
 הפונקציה דיפרנציאבילית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . ג
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) נתון (7 ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

m

xy
x y

x yf x y

x y




+= 


=

,m  .קבוע 

 הפונקציה רציפה בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . א
 הפונקציה גזירה חלקית בראשית?  mכים של  עבור אילו ער .ב
 הפונקציה דיפרנציאבילית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . ג

 

)פונקציה דיפרנציאבילית בנקודה   fתהי   (8 )0,0 . 

)נגדיר פונקציה חדשה     )
( ), 0

,
0 0

f x y xy
x y

xy



= 


 . 

(0,0)נתון  (0,0) (0,0) 0x yf f f= = =. 

) דיפרנציאבילית בנקודה -ש וחיהוכ )0,0. 

 

)דיפרנציאביליות   וקבד (9 )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1
2 2 2 3

sin
, , 0,0,0

, ,

0 , , 0,0,0

z xy
x y z

f x y z x y z

x y z




= + +


=

, 

) בנקודה )0,0,0. 

 

:נתונה  (10 nf R R→, המוגדרת על ידי ( )

2

2

1 1
0

0.5 0

x
x

f x x

x

 + −
 

= 


=

. 

0xדיפרנציאבילית בנקודה  fהאם  =? 
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 תשובות סופיות 

 לא דיפרנציאבילית.  (1

 דיפרנציאבילית.  (2

 דיפרנציאבילית. לא  (3

 לא דיפרנציאבילית.  (4

 דיפרנציאבילית בכל נקודה במישור. (5

1mא.  (6     .0בm    .2גm 

1mא.  (7    ב. לכלm     .0.5גm  

 הוכחה.שאלת  (8

 דיפרנציאבילית.  (9

 כן. (10

1
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