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מתמטיקה להנדסאי חשמל
פרק 1 - סימן הסכימה (סיגמה)

תוכן העניינים

1. כללי י 1
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 :סימן הסכימה )סיגמה(

 שאלות:

 כתוב בפירוט את הסכומים הבאים:  (1
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 את הסכומים הבאים בעזרת סימן הסכימה:כתוב  (2

1 .א 2 4 8 16 32 64 128+ + + + + + + 

2 .ב 4 6 8 10 12 14 16 18 20+ + + + + + + + + 

1 .ג 3 5 7 9 11 13 15 17 19+ + + + + + + + + 

1 .ד 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 +  +  +  +  +  +  

1 .ה 2 3 4 5 6 ... 44 45 +  +  + +  

3 .ו 2 6 3 9 4 12 5 15 6 18 7 21 8 +  +  +  +  +  +  

2 .ז 2 25 7 ... 27+ + + 

 .ח
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   
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 :חשב את הסכומים הבאים (3
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 :חשב את הסכומים הבאים (4

 .א
20
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 :חשב את הסכומים הבאים (5

2 .א 2 2 21 2 3 ... 20+ + + 2 .ב + 2 2 24 5 6 ... 24+ + + + 

2 .ג 2 2 22 4 6 ... 22+ + + 2 .ד + 2 2 21 3 5 ... 17+ + + + 

 

 הוכח כי:  (6

 .א
2 4 2 61

1 0

2 2

2 3

k kn n

k kk k

+ +−

= =

=
+ +

  
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 : חשב את הסכומים הבאים ללא פיצול הסכום (7

 .א
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4 k 
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 תשובות סופיות:

0א.  (1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 104 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4+ + + + + + + + + + 
2ב.  1 2 2 2 3 2 4 +  +  +   
4ג.  5 6 7 8 9 104 4 4 4 4 4 4a a a a a a a+ + + + + +   

2ד.  2 2 2 2 2

7 8 9 10 11 74 7 4 8 4 9 4 10 4 11 4 7a a a a a a +  +  +  +  +   

1ה.   2 3 4 5 6 7 81 2 3 4 5 6 7 8x x x x x x x x+ + + + + + +  
5ו.   6 7 8 9 10 11na na na na na na na+ + + + + +  

4ז.  4 4 4 4 4 4 4 4 4n n n n n n n n n n+ + + + + + + + + 

)ח.   )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 21 1 0 1 1 1 2 1 3 1− + + + + + + + + +  
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
פרק 2 - מבוא לגאומטריה של המישור

תוכן העניינים

1. הגדרות כלליות  י (ללא ספר)

2. חיבור וחיסור קטעים י 4

3. חישובי זוויות וחיבור וחיסור זוויות י 5

4. זוויות קדקודיות וזוויות צמודות י 7

5. זוויות בין ישרים מקבילים י 9

3

3
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 :חיבור וחיסור קטעים

 :שאלות

ABבאיור שלפניך נתון:    (1 AC , BD CE= =. 

 .AD=AE  הוכח: 
 
 

 

ADבאיור שלפניך נתון:    (2 AE , AB AC= =. 

BDהוכח:    CE=. 
 
 
 

 נמצאות על ישר אחד.  A, M, N, K, Bהנקודות  (3

AMנתון כי:   KB , MN NK= =. 

ANהוכח:    BN=. 
 

 

BCבסרטוט שלפניך נתון כי:   (4 AB , BE BC 2AB= + =. 

ABהוכח:    BE=. 
 
 
 

 
 

 

 

 תשובות סופיות:

 שאלת הוכחה.  (1

 שאלת הוכחה.  (2

 שאלת הוכחה.  (3

 שאלת הוכחה.  (4

A 

C 

B D 

E 

A 

C 

B D 

E 

A       M     N     K             B 

 

A               B                      E 

D              C 

1

פרק 2מבוא לגאומטריה של המישור
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 :חישובי זוויות וחיבור וחיסור זוויות

 :שאלות

FAEנתון:  (5 2 EAD , CAB DAC=  =. 

EABכן: ו 80  , FAD 60=  = . 
 חשב את הזויות הבאות: 

FAB  ,  EAC , CAB. 
 

ABCבאיור שלפניך נתון:    (6 69= . 

2נתון כי:    = .)זוויות סמוכות(  

 .ואת    מצא את  
 
 

  .Oבאיור שלפניך מספר קרניים היוצאים מהנקודה   (7

EOBהנתונים הם:   138= . 
 חשב את הזוויות הבאות:

EOD  ,  DOC , COB. 
 
 

EOBבאיור שלפניך נתון:   (8 110= . 
 שאר הנתונים מופיעים בתרשים. 

 חשב את הזוויות הבאות:
EOC  ,  DOC. 

 
 

AOCנתון האיור הבא ובו:   (9 90= . 

OM  חוצה את זוויתBOC. 
AOBמתקיים:   3 MOC=. 
  .AOM , BOMחשב את:  

 

בסרטוט שלפניך נתון:   (10 =. 

BADהוכח כי:   EAC=. 
  

O B 
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 תשובות סופיות:

5) FAB 120  , EAC 50  , CAB 30=  =  = . 

6) 46  , 23 =  = . 

7) BOC 23  , COD 46  , DOE 69=  =  = . 

8) EOC 85  , DOC 25=  = . 

9) AOM 72  , BOM 18=  = . 

 שאלת הוכחה.  (10

 

1

פרק 2מבוא לגאומטריה של המישור
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 :ת צמודותוזוויות קדקודיות וזווי

 :שאלות

 חשב את סכום הזויות הבאות )נמק(:  (11

 
 
 
 

 הן זוויות צמודות.  -ו באיור שלפניך הזוויות   (12

63ידוע כי: =  .  

 .מצא את זווית   
 

   היא שטוחה. CBDבאיור שלפניך הזווית  (13
 .- כל הזוויות שוות ל 

  .חשב את    .א

 . CBMחשב את זווית   .ב
 
 

 

 בסרטוט שלפניך ידוע:  (14
 היא שטוחה.  AOBהזווית 

27נתון:   = . 
MOהוכח כי:    NO⊥. 

 
 

 הן צמודות.  ACB- ו ACDהזוויות  (15
 .ACDחוצה זווית   CKידוע כי 
ACBכמו כן:   128= . 

 . BCKחשב את זווית  
 
 

  

1 2 

3 
4 5 

6 

β    α 

α 

α             α 
α        α 

C       B                   D  

M 

α 
A      O                    B  

M 
N 

128° 

A 

B      C                   D  

 

K 
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 תשובות סופיות:

11) 180. 

12) 117 = . 

36א. (13 =       .בCBM 108=  . 

 שאלת הוכחה.   (14

15) BCK 154= . 

 

1

פרק 2מבוא לגאומטריה של המישור
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 :זוויות בין ישרים מקבילים

  : שאלות

 מקבילים או שלא. נמק.  b- ו aקבע בכל מקרה האם הישרים    (16

  ב.       .א
 
 

    

 

  ד.        .ג
 
 
 

            
 

 בכל אחד מהמקרים הבאים:  xמקבילים. מצא את   b- ו  aהישרים   (17

    ב.        .א
 

 
 
 

  ד.        .ג
 
 

    
 
 

 

 בסרטוט הבא.  הישרים המקביליםמצא את זוגות  (18
 . נמק

 
 
 
 
 
 
 
 

a 

 

b 

c 

112° 

68° 

a 

 

b 

c 143° 

142° 

a 

 

b 

c 

72° 

72° 

a 

 

b 

c 

65° 

118° 

a 

 

b 

c 

2x 

x+28° 

a 

 

b 

c 

x 

3x 

a 

b 

c 

d 

e f 70° 

110° 
110° 

120° 

70° 

a 

 

b 

c 
3x+28° 

80°-x 

a 

 

b 

c 

x-50° 
x-20° 
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   הוא קו ישר.  KLבסרטוט שלפניך נתון כי   (19
 שאר הזוויות מופיעות בתרשים. 

ABהוכח כי:   CD. 
 

 באיור שלפניך נתון כי:  (20

ABC BCD=    ,1 2B C=. 

BNהוכח כי:   CK. 
 
 
 

   .DEבאיור שלפניך מופיע קטע ישר  (21
 .  AC-ו ABמעבירים את הקטעים  Aמהנקודה 

BCוידוע כי   BCמחברים את  DE. 

 . Cחוצה זווית  –  CDמעבירים את 
1נתון:   2A 68  , A 85=  = . 

 .1Cחשב את הזווית   .א

 .Bחשב את הזווית   .ב

 

 בסרטוט שלפניך נתון:  (22

D 37   ,  B 63   ,  AB DE=  = . 

 .BCDחשב את גודל הזווית 
 
 

 
 

 

 

  

38° 46° 
96° 

K        B                    L  

A    C 

D 

K 

B 

A 

N 

C 

D 

1 

2 

D         A    E 

B                     C 

2    1 

1 

E 

B A 

C 

D 

63° 

37° 
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 תשובות סופיות:

 ד. לא.    ג. כן    ב. לא    א. כן  (16

 .125ד.     13ג.    45ב.     28. א (17

18)  , a c d e f. 

 שאלת הוכחה.  (19

 שאלת הוכחה.  (20

 .27ב.      34א. (21

22) BCD 100= . 

 

1

פרק 2מבוא לגאומטריה של המישור
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
פרק 3 - גיאומטריה אנליטית - נקודה וישר

תוכן העניינים

1. מושגי יסוד בגיאומטריה אנליטית י 12

2. משוואת הישר י 16

3. מצבים הדדיים בין ישרים י 21

4. מציאת משוואות ישר י 23

5. שאלות יסודיות שונות עם משוואת הישר י 24

6. נושאים מתקדמים עם משוואת הישר  י (ללא ספר)

7. חלוקת קטע ביחס נתון י 30

8. מרחק נקודה מישר י 31

9. מיקום נקודה ביחס לישר י 33

10. מרחק בין ישרים מקבילים י 35

11

11
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 :מושגי יסוד בגיאומטריה אנליטית

 סיכום כללי:

 :  נוסחאות כלליות

)  הנקודות ביןהמרחק  • )1 1A ,x y  ו - ( )2 2B ,x y  :יחושב לפי( ) ( )
2 2

2 1 2 1d x x y y= − + −. 

)שקצותיו הם:   Mאמצע הקטע  • )1 1A ,x yו-  ( )2 2B ,x y   :1הוא 2 1 2
M M,

2 2

x x y y
x y

+ +
= =. 

 

 שאלות:

 שאלות העוסקות באמצע קטע:

 : B- ו Aהקטעים שקדקודיהם נתונים ע"י הנקודות אמצעי   מצא את (1

) .א ) ( )A 1,4  ,  B 5, ) .ב −8 ) ( )A 3,0  ,  B 3, 2− − 

) .ג ) ( )A 4,5  ,  B 4, 5−  .ד −
1 3 1

A ,  ,  B 7 , 2
2 4 2

   
−   

   
 

) .ה ) ( )A 6, 1  ,  B 3, 1− − ) .ו − ) ( )A 4,7  ,  B 4, 12− 

 

 .  Mשאמצעו בנקודה  ABנתון קטע  (2
 :Mושל   Aאם נתונים שיעורי הנקודות של  Bמצא את שיעורי נקודת הקצה 

) .א ) ( )A 4, 2  ,  M ) .ב −2,1 ) ( )A 6, 8  ,  M 0,0− − 

) .ג ) ( )A 13, 11  ,  M 4, 7−  .ד −
1 4 2 1

A ,  ,  M ,
3 3 3 3

   
− −   

   
 

       

 הוא קדקוד הראש.   Aשבו  ABCנתון משולש שווה שוקיים  (3

)הם   C- ו Bידוע כי שיעורי הקדקודים  ) ( )B 2, 4  ,  C 6,1−  . 

 .  D. מצא את שיעורי הנקודה BCלבסיס  ADמעבירים תיכון 

  

 . ACהיא נקודת האמצע של   D-, וABהיא נקודת האמצע של   Cבאיור שלפניך  (4

)ידוע כי:   ) ( )A 2,1  ,  B  .  D. מצא את שיעורי הנקודה −6,5

 

1

פרק 3גיאומטריה אנליטית - נקודה וישר
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 . ACהיא נקודת האמצע של   D-, וABהיא נקודת האמצע של   Cבאיור שלפניך  (5

)ידוע כי:   ) ( )C 3,4  ,  D 1, 2−  .  B- ו A. מצא את שיעורי הנקודות −

 

 

)הנקודות   (6 ) ( )A 2, 7  ,  B 10,4− )- ו − )C . ABCD  הן שלושה קדקודים של מקבילית  6,11

 .D, מצא את שיעורי הקדקוד הרביעי
 

 שאלות העוסקות במרחק בין שתי נקודות: 

 מצא את המרחק בין זוגות הנקודות הבאות:  (7

) .א ) ( )A 4,7  ,  B ) .ב −3,7 ) ( )A 6,2  ,  B 1,2 

) .ג ) ( )A 3,10  , B ) .ד −0,6 ) ( )A 6, 9  ,  B 1,3− 

) .ה ) ( )A 4,7  ,  B 13, ) .ו −1 ) ( )A 6,6  ,  B 9, 9− − 

       

)דקודיו הם:  ושק ABCחשב את היקף המשולש   (8 ) ( ) ( )A 3, 2  , B 4,9  , C 0,14−. 

 

)נתונות נקודות   (9 ) ( )A 14,4  , B 6, y  יחידות אורך.    10שמרחקן הוא 

 .yמצא את  

 

)נתונות נקודות   (10 ) ( )A , 12  , B 15, 2x −  יחידות אורך.    26שמרחקן הוא  −

 .xמצא את  

 

שלה   x- משיעור ה  3שלה גדול פי  y- ברביע השלישי, ששיעור  ה Bנתונה נקודה   (11

)ומרחקה מהנקודה  )A  . B. מצא את שיעורי הנקודה 5הוא   −4,1

 

)  ABCבמשולש שווה שוקיים   (12 )AB AC=   45ידוע כי אורכי השוקיים הוא 

)הם    Aיחידות אורך. שיעורי הקדקוד    C- ו Bשל הקדקודים   y-ושיעורי ה  0,4(

 ברביע הרביעי(.    B)הנח   C- ו  B. מצא את קדקודי המשולש-2הוא  

 

ACהוא    ABCDבמלבן  ACאורך האלכסון  (13 50d =  

)וידוע כי:   ) ( )A 3, 2  , B 4,1− −  . מצא את היקף המלבן.  −

1
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 שאלות העוסקות בשיפוע בין שתי נקודות: 

 מצא את השיפוע בין זוגות הנקודות הבאים:  (14

) .א ) ( )A 5,2  , B ) .ב 4,1 ) ( )A 3, 2  , B 3,1− − 

) .ג ) ( )A 7,8  , B ) .ד 6,15 ) ( )A 0,5  , B 7,0 

) .ה ) ( )A 6,9  , B 6, ) .ו −7 ) ( )A 4, 1  , B 18, 1− − 

   

 דקודיו  ומצא את שיפועי הישרים שצלעות המשולש שק  (15

)הם: ) ( ) ( )A 6,5  , B 2,13  , C 4,  מונחים עליהם.    −7
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 : תשובות סופיות

)א.  (1 )3, )ב.  −2 )0, )ג.   −1 )0,0  

ד. 
5

4,
8

 
− 

 
)ה.    )1.5, )ו.    −1 )4, 2.5−. 

)א.  (2 )B )ב.  0,4 )B )ג.   6,8 )B 5, 3− ד.   −
2

B 1,
3

 
 
 

. 

3) ( )D 4, 1.5−. 

4) ( )D 0,2. 

5) ( ) ( )A 5, 8  , B 11,16− −. 

6) ( )D 18,0. 

ABא.  (7 7d ABב.  = 5d ABג.   = 5d ABד.   = 13d = 

ה.  
AB 145d ו.   =

AB 15 2d = . 

ABCPיחידות אורך   33.862 (8 . 

9) 10y 2yאו   = = −. 

10) 9x = 39xאו    − =. 

11) ( )B 1, 3− −. 

12) ( ) ( )B 3, 2  , C 3, 2− − −. 

ABCDיחידות אורך    18.97 (13 6 10P = . 

ABא.  (14 1m ABב.  =

1

2
m = ABג.   − 7m = ABד.   −

5

7
m = − 

ABו.     ה. שיפוע לא מוגדר.  0m =. 

15) AB BC AC2 , 10 , 6m m m= − = − =. 
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 :משוואת הישר

 סיכום כללי:

 :  נוסחאות כלליות

)שיפוע ישר בין שתי נקודות   • )1 1A ,x y ו-  ( )2 2B ,x y   :2הוא 1 1 2
AB

2 1 1 2

y y y y
m

x x x x

− −
= =

− −
. 

 

 יפועים של ישרים: ש

1שיפועי ישרים מאונכים מקיימים:   • 2 1m m = −. 

x :tanm- הקשר בין שיפוע ישר לזווית שהוא יוצר עם הכיוון החיובי של ציר ה • =. 

 

 משוואת הישר:

y:מפורשת היא מהצורה משוואת ישר  • mx n= +. 

 .y- של נקודת החיתוך של הישר עם ציר ה  y- הוא ערך ה n- הוא שיפוע הישר ו mכאשר:  •

)נוסחה למציאת משוואת ישר:      )1 1y y m x x− = − . 

 

 שאלות:

עבור כל אחד ממשוואות הישרים הבאות, מצא את נקודות החיתוך עם הצירים   (16
 וסרטט את הישרים במערכת הצירים שלפניך.  

4y  .א x= 5y ב.     + x= − + 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1

פרק 3גיאומטריה אנליטית - נקודה וישר

16

16



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                        
 

2   .ג 3y x= 3 ד.     − 5y x= − +  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

3   .ה 1y x= 8 ו.      − 4y x= −   
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 כתוב את משוואת הישר המתאימה לכל אחד מהישרים הבאים:   (17

 ב.         .א
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    ד.       ג.   
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 הבאים לישרים בשרטוט: התאם בין משוואות הישרים  (18

3y .א x= + 

1y .ב x= − −  

2 .ג 3y x= + 

1y .ד x= −  

 .ה
1

2
y x=   

 

 

 

2הבאה:  נתונה משוואה הישר  (19 3y x= . קבע אלו מבין הנקודות הבאות נמצאות  +

)עליו:   ) ( ) ( ) ( )A 1,1  ,  B 3,3  ,  C 0,4  ,  D 6,15−. 

 

2.5yנתונה משוואת הישר הבאה:   (20 mx= ). ידוע כי הנקודה  − )A נמצאת על   4,2

)וקבע האם גם הנקודה   mהישר. מצא את   )B 7,  נמצאת עליו.   −2

 

)הנקודות   (21 ) ( )A 5, 3  ,  B yנמצאות על ישר שמשוואתו היא:   −4,1 mx n= +. 

 .nואת   mמצא את  
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 : תשובות סופיות

 להלן הגרפים של משוואות הישרים:  (16

 

 

  

 ב.  א.          

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ד.  ג.          

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ו.   ה.          
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4א.  (17 1y x= 2ב.  − 5y x= − ג.  +
1

2
2

y x= ד.   +
1

1
3

y x= − −. 

 .IVה.  .  IIIד.   .   Iג.   .  Vב.  .  IIא. (18

 . B ,Cלא נמצאות:   . A ,Dנמצאות:  (19

20) 
9

8
m =,B    .לא נמצאת 

21) 4 , 17m n= − =. 
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 :מצבים הדדיים בין ישרים

 סיכום כללי:

 מצב הדדי בין שני ישרים:

1ישרים מקבילים מקיימים: • 2 1 2 , m m n n= . 

1ישרים חותכים מקיימים:  • 2m m. 

1 ישרים מתלכדים מקיימים: • 2 1 2 , m m n n= =. 

 

 :אלותש

 מצא את נקודות החיתוך שבין זוגות הישרים הבאים:  (22

   .א
3 4

2 1

y x

y x

= +


= − −
 ב.     

12

4 6

y x

y x

= −


= +
 ג.   

2 4

6

y x

y x

= −


= +
   

    

 בע את המצב ההדדי בין זוגות הישרים הבאים: ק (23

   .א
3 4

2 4

y x

y x

= +


= +
 ב.    

7

6

y x

y x

= −


= +
  

 

   .ג
6 15

3 41

y x

y x

= −


= +
 ד.    

8

8

y x

y x

= +


= +
  

     

 קבע אלו מבין זוגות הישרים הבאים הם מאונכים זה לזה:   (24

   .א
3 1

3 1

y x

y x

= +


= −
 ב.    

2

1
4

2

y x

y x

=



= +


   

 

   .ג
4 5

1
5

4

y x

y x

= − −



= +


 ד.    
6

6

y x

y x

= −


= − +
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6היא   ABCDשל המלבן  ABמשוואת הצלע  (25 2y x= −. 

 מה הם שיפועי הצלעות האחרות של המלבן?   .א

כיצד תשתנה תשובתך לסעיף הקודם אם משוואת הישר הנ"ל הייתה שייכת   .ב
 ?  ABבמקום  BCלצלע 

 

)דקודים:  ונתונים שיעורי הק  ABCבמשולש  (26 ) ( ) ( )A 5, 1  ,  B 3,7  ,  C 5,5− − . 

 הוכח שהמשולש ישר זווית ושווה שוקיים. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : תשובות סופיות

)א.  (22 )ב.   −1,1( )6, 18− )ג.   − )10,16. 

 מתלכדים. ד.  ג. נחתכים.   ב. מקבילים.   . נחתכים. א (23

 לא מאונכים: א', ב'.   מאונכים: ג', ד'.  (24

ABא.  (25 CD BC AD

1
6 , 

6
m m m m= = = = −. 

ABב. הכל הפוך:   CD BC AD

1
 , 6

6
m m m m= = − = =. 

 שאלת הוכחה.    (26
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 :מציאת משוואות ישר

 :שאלות

 את משוואות הישרים הבאים: מצא  (27

)דרך הנקודה  שר העובר י .א )A  .=2mושיפועו   1,3

)ישר העובר דרך הנקודה   .ב )A 0, ושיפועו   −4
1

3
m =. 

)ישר העובר דרך הנקודה   .ג )A 0mושיפועו   5,9 =. 

)ישר העובר דרך הנקודות  .ד )A 5, )- ו −12 )B 6, 6− . 

)ישר העובר דרך הנקודה   .ה )A 2ומקביל לישר:   −6,4 3y x= −. 

)ישר העובר דרך הנקודה   .ו )A 3,  . y- ומקביל לציר ה −5

)ישר העובר דרך הנקודה   .ז )A 7, 3− 3yומאונך לישר:   − x= +  . 

11ישר העובר דרך נקודת החיתוך של הישרים:   .ח 4y x= 3- ו − 12y x= − 

7ביל לישר:  ומק 5y x= +. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : תשובות סופיות

2א.  (27 1y x= ב.   +
1

4
3

y x= 9yג.   − 6ד.     = 42y x= − 

2ה.   16y x= 3xו.    + 10yז.   = x= − 7ח.     − 8y x= − . 
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 :שאלות יסודיות שונות עם משוואת הישר

 אלות:ש

 . BCלצלע  ADמעבירים את התיכון  ABCבמשולש  (28

)ידוע כי:   ) ( ) ( )A 3, 2  , B 2,4  , D 2,2− − . 

 .ADכתוב את משוואת הישר של התיכון  .א

 . Cמצא את שיעורי הקדקוד  .ב

 .  ACכתוב את משוואת הישר של הצלע  .ג

 

)דקודים  ושבו נתונים הק ABCDנתון מעוין  (29 )A )-ו −9,1 )B 5, 7− . 

3היא    ACמשוואת הישר עליו מונח האלכסון  6 0x y+ + =. 

 .BDמצא את משוואת הישר עליו מונח האלכסון   .א

 . BCמצא את משוואת הישר עליו מונחת הצלע  .ב

 

 שלוש המשוואות הבאות מייצגות את הישרים המופיעים   (30
4  בשרטוט: 4 0x y− − = ,2 0x y− + 2  -ו = 8 0x y+ − =.  

 .y-מקביל לציר ה ACהקטע 

 .DEFחשב את שטח המשולש   .א

BCנתון:   .ב 3d = . 

 .ABחשב את אורך הקטע 

 

31) BD  הוא התיכון לצלעAC במשולשABC  דקוד ו שבו נתון הק( )A 6,1− . 

1xהיא  BDמשוואת התיכון   y− 3היא BCומשוואת הצלע  = 5 67x y+ =. 

 . Cמצא את שיעורי הקדקוד 
 

)   ABCD טרפזנתון  (32 )AB CD  ובו משוואת השוקBC   :2היאx =. 

2היא  CDמשוואת הבסיס   3 7x y+ )וידוע כי   = )A 4,1−. 

 .ABמצא את משוואת הבסיס  .א

 .   C-ו  Bמצא את שיעורי הקדקודים  .ב

 .ACמעבירים את האלכסון   .ג
 הוא ישר זווית ומצא את שטחו.    ABCהראה כי המשולש 
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   3הוא  BCידוע כי שיפוע הצלע  ABCDבמרובע  (33

)הם:  Aושיעורי הנקודה  )1,4  . 

 ?  ABCDאיזה מרובע הוא המרובע  .א
 הראה חישוב מתאים. 

)נתון גם:  .ב )CD

1
 , D 4,13

3
m = BCס"מ   90-ו − =. 

 כעת?   ABCDאיזה מרובע הוא המרובע 
 הראה חישוב מתאים. 

)נתון גם:   .ג )B 8,7−. 

 כעת?   ABCDאיזה מרובע הוא המרובע 
 הראה חישוב מתאים. 

 .ABCDחשב את שטח המרובע   .ד

 

 הוא מעוין.     ABCDהמרובע  (34

)ידוע כי שיעורי אחת הנקודות במעוין הם:  )0,6.   

   ACכמו כן, ידוע גם כי משוואת האלכסון 
1.5היא:  6y x= −  ואחת ממשואות הצלעות   +

5היא:  4y x+ =. 

 מצא את משוואת האלכסון השני.  .א

 דקודי המעוין מצא את שאר ק .ב

 

)הוא משולש שווה שוקיים   ABCהמשולש  (35 )AB AC= . 

   BCלבסיס   ADאת הגובה  מעבירים  ABC-ב

DEכך שמתקיים:    Eומסמנים נקודה  BE=. 
 נמצא בראשית הצירים ונתון    Aקדקוד הראש 

)כי: ) ( )D 5,7  , E 8.5,2.5. 

 מצא את שיעורי שאר קודקודי המשולש.  .א

 .ACכתוב את משוואת השוק  .ב

 

  BCנמצאת על הצלע  D. הנקודה ABCנתון משולש  (36
 מחלק אותו   ADכך שהקטע  ABCשל המשולש 

 . ACD-ו ABDלשני משולשים שווי שטח 
4yמונחת על הישר:  BCהצלע   וידוע כי   =

Cהוא:   Cשל הנקודה   x-שיעור ה 1x = −.  

):  כמו כן נתון )AB 2 , A 7,8m = −. 
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 .ABמצא את משוואת הצלע   .א

 ענה על הסעיפים הבאים: .ב

i.  איזה קטע הואAD  בתוך המשולשABC ? 

ii.  מצא את שיעורי הנקודותB  ו-D. 

 ענה על הסעיפים הבאים: .ג

i.  חשב את אורך הצלעBC  ואת אורך הקטעAD. 

ii.  איזה משולש הוא המשולשABC ? 

 

 היא אמצע  Eהוא טרפז. הנקודה   ABCDהמרובע  (37
 . x-וידוע כי היא נמצאת על ציר ה  ABהבסיס 

)הם    Bשיעורי הנקודה   מונחת    ADוהצלע 3,2(

5xעל הישר:  =   80הוא   DEאורך הקטע   .−
DECברביע השלישי וכן: D-כך ש 90= .   

 . E-ו A  ,Dמצא את שיעורי הנקודות  .א

 .CDואת משוואת הבסיס  CEמצא את משוואת הקטע  .ב

 .Cמצא את שיעורי הנקודה  .ג

 .DECחשב את שטח המשולש   .ד

 

38) AD ו-BE  הם בהתאמה גבהים לצלעותBC  ו-AC   
 .  ABCבמשולש 

)הם:   Kידוע כי שיעורי נקודת פגישת הגבהים  )1,3. 

)הם: E-ו  Dשיעורי הנקודות  ) ( )D 2,4  , E 3,5−.  

 .ACואת משוואת הצלע   ADמצא את משוואת הגובה  .א

 .Aמצא את שיעורי הקדקוד  .ב

 . BCואת משוואת הצלע   BEמצא את משוואת הגובה  .ג

 . Bמצא את שיעורי הקדקוד  .ד

 

7yמונחת על   CD.ידוע כי הצלע ABCDנתון מעוין  (39 = −. 

 נפגשים   BD-ו ACאלכסוני המעוין 

)בנקודה:  )M 0.5, 3−  . -4הוא   ACשיפוע האלכסון  .−

   . ACמצא את משוואת האלכסון  .א

 .Cמצא את שיעורי הנקודה  .ב

 . BMCחשב את שטח המשולש   .ג
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)דקודיו הם: ו שק ABCDנתון מרובע  (40 ) ( ) ( ) ( )A 3,13  , B 2,4  , C 9,3  , D 8,14−. 

 .  BDלאלכסון  CF-ו AEמורידים גבהים 

   ואת אורכו.  BDמצא את משוואת האלכסון   .א

 . F-ו Eמצא את שיעורי הנקודות  .ב

 .CF-ו AEמצא את אורכי הגבהים   .ג

 .ABCDחשב את שטח המרובע   .ד

 

5yעל הישר   (41 =  מסמנים את   −

):הנקודות ) ( )A 7, 5  , B 2, 5− − −.  

5yנמצאת על הישר:   Cהנקודה   x= − . 

 .t-ב  Cשל הנקודה  x-נסמן את שיעור ה 

 . Cשל הנקודה  y-את שיעור ה tהבע באמצעות   .א

 ס"מ.   17הוא    ACאורך הצלע ידוע כי  .ב

 . B-ומ  A-מ  Cאת המרחקים של  tהבע באמצעות  

 .  BCואת אורך הצלע  tמצא את   .ג

 .  AB על המשך הצלע Dמסמנים נקודה  .ד
 נמצאת ברביע השלישי.   Dידוע כי 

 המקיימת ששטח   Dמצא את שיעורי הנקודה 
 .ABCיחידות משטח המשולש  16-יהיה גדול ב DAC  המשולש 

 

)  הוא שווה שוקיים  ABCהמשולש  (42 )AB BC=   

)ובו נתון:  ) ( )B ,6  , A 4,12x )-ו − )C 4,8. 

 . xמצא את   .א

 הוכח כי המשולש הוא ישר זווית.  .ב

 ענה על הסעיפים הבאים: .ג

i.   מצא את משוואת הצלעAC. 

ii.  מסמנים את נקודת החיתוך של הצלעAC עם ציר ה-y ב-D  . 

 .Dמצא את שיעורי הנקודה 

 הסעיפים הבאים:ענה על   .ד

i.  מצא נקודהE ברביע הראשון  ( )E 5x   כך שהמשולשDCE   יהיה גם

) שווה שוקיים וישר זווית  )C 90= . 

ii. :חשב את יחס השטחים בין המשולשים  DCE

ABC

S

S
. 

 

1

פרק 3גיאומטריה אנליטית - נקודה וישר

27

27



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                        
 

 .  ABCDבאיור שלפניך נתונה מקבילית  (43

)דקודי המקבילית הבאים:וידועים ק  )A 1, y−   

)-ו )B ,4x( .x ו-y  .)נעלמים 

ואורכה הוא:  0.2הוא   CDשיפוע הצלע 
CD 104d =.  

 ברביע הראשון.  Bאם ידוע כי   y-ו xמצא את   .א

 בחלקו החיובי   x-נמצא על ציר ה   Cנתון גם כי הקדקוד  .ב

  וכי:
BC 17d  שתי אפשרויות(.   מצא) Cמצא את שיעורי הקדקוד   .=

 .E-ב y-עם ציר ה ABסמן את נקודת החיתוך של הצלע  .ג

  מצא את האפשרות הנכונה עבור. יח"ש 25.9הוא   EOCBשטח המרובע 
 מבין אלו שמצאת בסעיף הקודם.  Cהנקודה  
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 : תשובות סופיות

א.  (28
4 2

5 5
y x= − )ב.  + )C ג.    −6,0

2 4

9 3
y x= − −. 

BD.א (29 :  3 22l y x= BCב.  .     −

1 3
:  6

8 8
l y x= − −        . 

EDFSיח"ש    18א.  (30 AB  יחידות אורך  3 ב.  .   = =. 

31) ( )C 14,5. 

א.  (32
2 5

3 3
y x= − )ב.  − ) ( )B 2, 3  , C ABCSיחידות שטח   12ג.  −2,1 =. 

 מרובע כללי כלשהו. לא ניתן להצביע על אף תכונה.  א.  (33

 . ושוות וזווית ישרה  מלבן. ניתן להראות כי יש למרובע שני זוגות צלעות נגדיות מקבילות ב. 
S  יח"ש   90ד.  ריבוע. ניתן להראות כי קיימות זוג צלעות סמוכות שוות.   ג.  =. 

א. (34
2 2

1
3 3

y x= )ב.     + ) ( ) ( )5,5  , 4,0  , 1,1−. 

)א. (35 ) ( )B 12, 2  , C 2,16− 8yב.     − x= −   . 

2א. (36 22y x= − קטע במשולש שחוצה אותו לשני משולשים שווי    -תיכון .  iב.     +

)  .iiב.  .  שטח הוא תיכון ) ( )B 9,4  , D 4,4 .  

ii .AD ג. 5 , BC 10= אם במשולש יש תיכון לצלע ששווה    -. משולש ישר זווית iiג.  . =
 אז המשולש הוא ישר זווית.  למחציתה

) א. (37 ) ( ) ( )D 5, 8  , A 5, 2  , E 1,0− − − − . ב     .−
1 1 1 1

CE :  ,  CD : 5
2 2 2 2

y x y x= − − = −

)ג.  )C 5, DECיח"ש   30ד.       . −3 =S   . 

א. (38
1 1

AD : 3   , AC : 8
3 3

y x y x= − + = − )ב.  . + )A 7,1 .   

BEג.  : 2  , BC : 3 10y x y x= + = )ד.      . + )B 4, 2− −. 

4א. (39 5y x= − )ב.     − )C 0.5, BMC  סמ"ר   34ג.           −7 DMCS S= =.  

BDא. (40 200 , 6d y x= = )ב.   + ) ( )E 5,11 , F 3,9  

CF ג. AE72 , 8d d= ABCDד.     = 80S = .   

)א.  (41 )C , 5t t i.2 ב.  . − 2AC 2 14 49 , BC 2 4 4t t t t= + + = − +   

ii  .10 8 ס"מ , BCt = )ג.          = )D 20, 5− −.     

2x.א (42 = i .0.5ג.       − 10y x= − +     ii.( )D )  .iד.         0,10 )E 2,4  

ii.DCE

ABC

1

2

S

S
=. 

2x , 9א. (43 y= )ב.     = ) ( )C 8,0  , C )ג.     10,0 )C 8,0 . 
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 :חלוקת קטע ביחס נתון

 סיכום כללי:

)  המחלקת קטע שקצותיו  P  שיעורי נקודה • )1 1A ,x y   ו -( )2 2B ,x y   ביחס של:k l    

1  הם: 2 1 2
P P,

k x l x k y l y
x y

k l k l

 +   + 
= =

+ +
 )בהצלבה(.   

 

 :אלותש

). נתון:ABנמצאת על הקטע   Pהנקודה   (1 ) ( )A 2, 5  , B 12,16− −. 

, אם נתון כי: Pמצא את ערכי הנקודה 
AP 2

PB 5
=. 

 

) הם:  ABCמשולש דקודי  וק (2 ) ( ) ( )A 1,3  , B 6,0  , C 4, 12− −. 

   .מצא את שיעורי מרכז הכובד של המשולש
 משולש הוא מפגש תיכוני המשולש(. )מרכז כובד של

 

   ABCמצא את שיעורי מרכז הכובד של משולש  (3

)דקודיו הם: ושק ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3A ,  , B ,  , C ,x y x y x y. 

 

) הם:  ABCדקודי המשולש וק (4 ) ( ) ( )A 5,1  , B 7, 3  , C 1,4− −. 

 .Aדקוד ות אורכו של חוצה הזווית היוצא מק מצא א
 

 
 

 

 תשובות סופיות:

1) ( )P 2,1− 2) ( )M 3, 3− 

3) 1 2 3 1 2 3,
3 3

x x x y y y+ + + + 
 
 

 . יחידות אורך  1.697 (4 
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 : מרחק נקודה מישר

 סיכום כללי:

 הצגה כללית של ישר ומרחקים:  

Aהצגה כללית של ישר )צורה סתומה(:  • B C 0x y+ + = . 

)מרחק הנקודה   • )1 1A ,x y   מהישרA B C 0x y+ + 1  הוא: = 1

2 2

A B C

A B

x y
d

+ +
=

+
. 

B  כאשר 0: 

o   .אם הנקודה מעל הישר מורידים את הערך המוחלט 

o   אם הנקודה מתחת לישר מורידים את הערך המוחלט ומוסיפים מינוס 
 לאחד האגפים.  

 

 שאלות:

 ענה על הסעיפים הבאים: (5

)מצא את מרחק הנקודה   .א 4  מהישר  −2,4( 3 11 0x y+ + =. 

)מצא את מרחק הנקודה   .ב 3מהישר   4,3( 1y x= −. 

)מצא את מרחק הנקודה   .ג )3, 5מהישר   −11 0x− =. 

 

 :המרחק בין הנקודה הנתונה לישר הנתוןמצא את   (6

)  .א )3 4 6 0 ,  A 5, 1x y− + = − ) ב.  − )12 5 17 0 ,  A 3,8x y+ − = −  

)  .ב )2 7 0 ,  A 11, 2y+ =  ד.   −
1

3 14 0 ,  A 6,
2

x
 

− = − 
 

 

 

7  מצא את שיעורי הנקודות על הישר (7 0x y+ −  שמרחקן    =

2  מהישר 5 0x y− +  .20  :הוא =

 

 דקודיה ושטחה של מקבילית ששיעורי ק מצא את  (8

) :הם ) ( ) ( ) ( )A 7, 1  ,  B 5,4  ,  C 1,7  ,  D 11,2− − −. 
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)הם   Aשבו שיעורי קדקוד   ABCמצא את שטחו של המשולש   (9 )A 5, 3− 

4ושניים מתיכוני המשולש מונחים על הישרים   0x− 2-ו = 1 0x y− − =. 

 

)  הם:דקודיו ומצא את שטחו של משולש שק (10 ) ( ) ( )A 2,2  , B 1,1  , C 5, 2− − −. 

 

3מצא את שיעורי הנקודות על הישר   (11 2 6 0x y− +  , שמרחקן  =

2מהישר:   14 0x y− − 3הוא   = 5. 

 

4מצא את שיעורי הנקודות על הישר   (12 3 20 0x y+ −  , שמרחקן  =

3מהישר:   2 13 0x y+ + 2הוא   = 13. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

ב.       3א.  (5
8

10
ג.      1 ב.     1א.  (6 . 2ג.       

1
1

2
ד.      

1
1

3
. 

7) ( )
2 2

4,3  , 2 ,9
3 3

 
− 
 

ABCDSיח"ש  65 (8  = 

ABCSיח"ש  18 (9 ABCSיח"ש  2.5 (10 = = 

11) ( ) ( )4,9 , 64,99 12) ( ) ( )1,8 , 157,216− − 
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 :מיקום נקודה ביחס לישר

 :שאלות

3מצא את שיעורי הנקודה על הישר   (13 2 6 0x y− +  , שמרחקה  =

2  :מהישר 14 0x y− − 3הוא   =  והיא נמצאת מתחתיו.  5

 

4צא את שיעורי הנקודה על הישר  מ (14 3 20 0x y+ −  , שמרחקה  =

3  :מהישר 2 13 0x y+ + 2הוא   =  והיא נמצאת מעליו.  13

 

)  דקודים:ושבו נתונים הק ABCנתון משולש  (15 ) ( )A 1,1  , B 13,6. 

2נמצא על הישר   Cדקוד הק 19 0x y− −  .ABונמצא מתחת לצלע  =

 . 13אם ידוע ששטח המשולש הוא   Cדקוד מצא את שיעורי הק

 

 נתון משולש שצלעותיו מונחות על הישרים: (16

I : 2 1 0 , II : 2 11 0 , III : 2 6 0x y x y x y+ + = − − = − + = 

שווה למרחקה   Iמצא שיעורי נקודה הנמצאת בתוך המשולש, שמרחקה מישר 
 הוא מחצית מהמרחק משני ישרים אלה.  IIושמרחקה מישר  IIIמישר 

 

 שיעורי מרכז המעגל, החסום במשולש, שצלעותיו מונחות  מצא את  (17
:על הישרים:   4 3 2 0 , :3 4 51 0 , :3 4 11 0x y x y x y − + =  − − =  + − =. 

 

)  אם ידוע שהנקודה 3מצא משוואת ישר ששיפועו  (18 )G 7, נמצאת מתחתיו   −3

2  ובמרחק  ממנו.  10

 

)מצא משוואת ישר שעובר בנקודה   (19 )A )ומרחקו מהנקודה  −2,6 )B  .5הוא   2,9

 

)מצא משוואת ישר שעובר בנקודה   (20 )A )ומרחקו מהנקודה   9,10 )B 8, 5הוא   −3 5. 

 

)מצא משוואת ישר שעובר בנקודה   (21 )A )ומרחקו מהנקודה   3,6 )B  . 4הוא  −9,2
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)מצא משוואת ישר שעובר בנקודה   (22 )A )ומרחקו מהנקודה  1,2 )B  . 4הוא  −3,10

 

)מצא משוואת ישר שעובר בנקודה   (23 )A )ומרחקו מהנקודה  10,8 )B 7,  . 3הוא  −1

 

)שעובר בנקודה   מצא משוואת ישר (24 )A )ומרחקו מהנקודה  −6,1 )B  .10הוא  2,7

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

13) ( )64,99 14) ( )1,8− 

15) ( )C 11,3 16) ( )1, 4− − 

17) ( )2, 5− 18) 3 4y x= − 

19) 
2 4

2 10 , 6
11 11

y x y x= + = + 20) 
1 1

5
2 2

y x= +     ,
22 12

16
31 31

y x= − + 

21) 6y =  ,
3 3

3
4 4

y x= + 22) 
3 3

2
4 4

y x= − 1xאו  + = 

23) 
1 1

1 5
3 3

y x= 10xאו   − = 24) 
4

7
3

y x= − − 
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 :מרחק בין ישרים מקבילים

 סיכום כללי:

1Aמרחק בין שני ישרים מקבילים:   • B C 0x y+ + 2A- ו = B C 0x y+ + B כאשר: = 0  

1הוא:   2

2 2

C C

A B
d

−
=

+
 ומתקיים בהעדר הערך המוחלט:   

o :אם( ) 1 20  , C Cd      1אז הישרA B C 0x y+ + 2A-מתחת ל  = B C 0x y+ + =. 

o  :אם( ) 1 20  , C Cd     1אז הישרA B C 0x y+ + 2A- מעל ל = B C 0x y+ + =. 

 

 שאלות:

3  מצא משוואת ישר, המקביל לישר (25 4 8 0x y− +  ממנו.  4ונמצא במרחק  =

 

5מצא את המרחק בין הישרים המקבילים:   (26 12 14 0x y+ − =,5 12 25 0x y+ + =. 

 

6נתונים הישרים:   (27 5y x= +,12 2 15 0x y− − =. 
 הראה שהישרים מקבילים ומצא את המרחק ביניהם.

 

AB : 3  . משוואותיהן של שתיים מצלעות המלבן הןABCDנתון המלבן  (28 0x y+ =  
CD : 3- ו 6 0x y+ −   ABנמצא בראשית הצירים. נתון כי הצלע   Bקוד ד. הק=

 מצא את שטח המלבן ואת מפגש אלכסוני המלבן,   .BCמהצלע  4ארוכה פי 
 אם ידוע שהוא ברביע הרביעי. 

 

3  צלע של ריבוע מונחת על הישר (29 2 5 0x y− + = . 

)אלכסוני הריבוע נפגשים בנקודה  )B 1, 1−. 

 מצא את משוואות הישרים עליהם מונחות הצלעות האחרות של הריבוע. 

 

 נתון ישר שעובר בראשית הצירים ושיפועו חיובי. (30

)  מצא את משוואת הישר אם נתון שהוא נמצא מעל הנקודות )P )- ו 4,1 )Q 7,2    

3וסכום המרחקים ממנו לנקודות אלה הוא   10. 
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3מונחת על הישר  BKנתון כי הצלע  BKPבמשולש   (31 0x y− +  מונחת   BPוהצלע  =

2  על הישר 3 0x y+ + 3הוא   BP. אורך הגובה לצלע =    KPואורך הגובה לצלע  5

 אם ידוע שראשית הצירים נמצאת בתוך המשולש.  Pמצא את שיעורי קדקוד   .5הוא  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

25) 3 4 28 0 , 3 4 12 0x y x y− + = − − = 26) 3 

27) 
25

148
Sיח"ש   14.4 (28  =   ,( )2.1, 3.3− 

29) 
2 2 2

3 2 15 0 , 3 , 3
3 3 3

x y y x y x− − = = − − = − +  

30) 3y x= 31) 
1

P 2, 2
2

 
− 

 
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 :הגדרות כלליות

 וגי משולשים:ס

 ניתן למיין את המשולשים לפי זוויות או לפי צלעות. 
 לפי זוויות:

  משולש שכל זוויותיו חדות. –משולש חד זווית   .1

 משולש בעל זווית ישרה.  –משולש ישר זווית   .2

 משולש בעל זווית קהה.  –משולש קהה זווית   .3

 
 לפי צלעות:

 משולש שבו כל הצלעות שונות באורכן. –משולש שונה צלעות   .4

 משולש שבו שתי צלעות שוות.   –משולש שווה שוקיים  .5

 משולש שבו כל הצלעות שוות באורכן.   –משולש שווה צלעות   .6

 

 
 איורים לכל מקרה לפי המספרים:

 משולש קהה זווית:    .3 .   משולש ישר זווית:2 :זווית חד  משולש .1
 
 
 

 

 לעות: צ.   משולש שווה 6 .   משולש שווה שוקיים:5 משולש שונה צלעות:  .4
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 במשולשים:קטעים מיוחדים 

 קטע היוצא מקדקוד לצלע שממולו וחוצה אותה.  –תיכון   .1

 קטע היוצא מקדקוד לצלע שממולו ומאונך לה.   –גובה  .2

 קטע היוצא מקדקוד וחוצה את הזווית שממנה הוא יוצא.  –חוצה זווית   .3

 קטע היוצא מאמצע צלע ומאונך לה.   –אנך אמצעי   .4
 

 איורים לכל מקרה לפי המספרים:

1.    2.   3.   4. 
 

 
 
 
 
 
 

 משפטים כלליים במשולשים:

 .180במשולש הוא   הזוויותסכום  •

 סכום שתי צלעות במשולש גדול מהצלע השלישית. •

 במשולש מול הזווית הגדולה נמצאת הצלע הגדולה ולהפך.  •

 במשולש מול הזווית הקטנה נמצאת הצלע הקטנה ולהפך. 

 שוות נמצאות צלעות שוות ולהפך. במשולש מול זוויות 

 

 

1
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 :זוויות במשולשים

 :שאלות

 בכל אחד מהמשולשים שלפניך:  הזוויותחשב את   (1
  ג.    ב.     א.    
 
 
 
 

 

   ו.    ה.      .ד
 
 
 
 
 
 
 

 

  . Aחוצה זווית  ADבמשולש שלפניך נתון  (2

Bנתון:   40  , C 56=  =  . 

1חשב את הזוויות   1A  ,  D. 

 

 

 . BC גובה לצלע   AD ובו   ABC משולש נתון (3
D 90=     הקטעCE   חוצה זוויתC . 

75כמו כן:    , 63 =  =  . 

 . ABC חשב את זוויות המשולש 
 

 

ABבסרטוט שלפניך נתון:   (4 CD. 

 .- ו מצא את הזוויות  
 
 
 

 
 .  1:2:6שלוש זוויות המשולש מתייחסות זו לזו כמו:   (5

 חשב את זוויות המשולש.

A 

B               D        C 

E 

50° 

70° 

α 90° 

70° 

α 75° 

2α 

α 

115° α 

α 

48° 

32° 

β 

112° 

2α-1° 

α 
α β 

40° 

1 

56° 1 

A 

B        D              C 

A      B 

C                   D 

β  

110° 

64° 

α 

α 
β  

90° 

1
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)בסרטוטים שלפניך נתונים משולשים שווי שוקיים  (6 )AB AC=  

 בכל סרטוט.  xשאחת מזוויותיהם נתונה. מצא את הגודל  

  ב.       .א
 
 
 
 
 

)הגובה לשוק המשולש שווה השוקיים   (7 )AB AC  ,  ABC=   

 .  BCעם הבסיס  24יוצר זווית בת  

 . ABCמצא את זוויות המשולש 
 
 
 

 חשב את זוויות המשולשים בכל אחד מהמקרים הבאים:  (8

 במשולש שווה שוקיים, זווית הבסיס גדולה פי ארבעה מזווית הראש.   .א
 מצא את זוויות המשולש. 

 מזווית הראש.   12- במשולש שווה שוקיים, זווית הבסיס גדולה ב .ב
 מצא את זוויות המשולש. 

 

ABבאיור שלפניך נתון:   (9 AC=  ,A 40  , AD AE=  =. 

 .B , C , D , Eחשב את הזוויות:   .א

DEהוכח:   .ב BC. 
 

 

ABבאיור שלפניך נתון:   (10 AC=.   
 כך שמתקיים:  MN-ו   BNמעבירים את הקטעים 

BM BN BC= = . 

Aנתון בנוסף:   32=   . 

1Bחשב את זוויות:    , ANM. 

 

)הוא שווה שוקיים  ABC משולש (11 )AB AC=.  

) AB- מעלים אנך ל  ABכלשהי על   K בנקודה )K 90=   . 

  Eבנקודה BCאנך זה חותך את  
 .Nבנקודה   ACואת המשך  

CEמתקיים:   CN= . 
 .ABCחשב את זוויות המשולש 

  

B         C 

A 

  
N 

M 

A 

B      E            C 

N 

K 

B     C 

A 

x 

65° B                         C 

A 

x 
6x+4° 

B          C 

A 

°24  

E 

B         C 

A 

°40  
 D      E 
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 תשובות סופיות:

60.א (1 =     .20ב =    .35ג =    .20ד =     

10ה.  ,  58 =  =     .2ו 1

3 3
37  ,  30 =  = . 

2) 1 1A 42  , D 98=  =  

3) A 78  , B 48  , C 54=  =  = . 

4) 64  , 46 =  = . 

5) 20  , 40  , 120  . 

50xא. (6 =       .22בx = .  

7) A 48  , B C 66=  = = . 

20א.  (8  , 80  , 80      .52 ב  , 64  , 64   

Bא. (9 C D E 70= = = =  .   .שאלת הוכחה ב 

1Bא.  (10 42  , ANM 37=  = .  

11) A B C 60= = = . 
 

1
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 :צלעות ושווה שוקיים שווה משולש

 סיכום כללי:

 
 משפטים במשולש שווה שוקיים: 

 במשולש שווה שוקיים זוויות הבסיס שוות זו לזו. •

 )משפט הפוך( משולש שבו שתי זוויות שוות הוא משולש שווה שוקיים. 

 לבסיס מתלכדים.במשולש שווה שוקיים חוצה זווית הראש, הגובה לבסיס והתיכון  •

 )משפט הפוך( משולש שבו חוצה זווית הוא גם גובה או חוצה זווית הוא גם תיכון  

 או גובה הוא גם תיכון הוא משולש שווה שוקיים.

 

 
 משפטים במשולש שווה צלעות: 

 .60במשולש שווה צלעות כל הזוויות שוות   •

 הזוויות שוות הוא משולש שווה צלעות. )משפט הפוך( משולש שבו כל  

 
 : איורים

 
 משפט במשולש שווה צלעות   משפט במשולש שווה שוקיים 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1
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 שאלות:

 . (AB=AC)שבציור הוא שווה שוקיים   ABCהמשולש (12

AG  חוצה את זוויתA.  
M  היא נקודה כלשהי על AG.  

 .BM = CMהוכח כי: 
 

 

 . (AB=AC)שבציור הוא שווה שוקיים  ABCהמשולש  (13

AG ו-BP    חוצים את הזוויותA ו -ABC .בהתאמה   
 .AG  נמצאת על המשך  Q הנקודה

  .GM = GQ  נתון:

1  הוכח: 3B B=. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 תשובות סופיות:

 שאלת הוכחה.  (12
 שאלת הוכחה.  (13

 
 

B    G        C 

A 

M 
P 

Q 

    1  
2 
3 

B  G        C 

A 

M 

1
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 חפיפת משולשים:

 סיכום כללי:

 הגדרה:  

משולשים חופפים הם משולשים ששווים זה לזה בכל צלעותיהם ובכל זוויותיהם  
   בהתאמה.

סימון מתמטי:   
AB DE , AC DF , BC EF

ABC DEF
A D , B E , C F

= = =
    

= = =
. 

 
 
 

 
 
 
 
 

 משפטי החפיפה: 

 צלע )צ.ז.צ(:  -זווית -חפיפה צלעמשפט  •

 אם בין שני משולשים שוות שתי צלעות והזווית שביניהן בהתאמה  

 אז המשולשים חופפים.

 זווית )ז.צ.ז(:  -צלע -משפט חפיפה זווית •

 אם בין שני משולשים שוות שתי זוויות והצלע שביניהן בהתאמה  

 אז המשולשים חופפים.

 צלע )צ.צ.צ(: - צלע -משפט חפיפה צלע •

 ם בין שני משולשים שוות שלוש צלעות בהתאמה  א

 אז המשולשים חופפים.

 והזווית הגדולה )צ.צ.ז(: -צלע -משפט חפיפה צלע •

 אם בין שני משולשים שוות שתי צלעות והזווית שמול הצלע הגדולה מביניהן  

 בהתאמה אז המשולשים חופפים. 

 

  

B                C 

A 

E                F 

D 

1
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 שאלות:

 צלע:- זווית-שאלות העוסקות במשפט חפיפה צלע

 חוצים     CD-ו AB באיור שלפניך הקטעים (14
  . Oזה בנקודה זה את

ACOהוכח:   BDO  . 
 

 

BDבאיור שלפניך נתון:   (15 CD=. 

1כמו כן:   2D D=. 

ABDהוכח:   ACD  . 
 
 
 
 

 
 בסרטוט שלפניך נתון:  (16

AB AC  ,  B C  ,  BE CD= = =. 

ABDהוכח:   ACE  . 
 
 
 

 
 
 

 זווית:- צלע- חפיפה זוויתשאלות העוסקות במשפט 

 BD נתון כי   ABCDבמרובע (17

 . D- ו Bחוצה את זוויות 

ABDהוכח:   CBD  . 
 
 

 
  בסרטוט שלפניך נתון: (18

AE   חוצה את הזוויותBAC ו -BEC. 

ABEהוכח:   ACE  . 
 
 
 
 

 

B                       D 

A 

C 

B         C 

 A 

E 

A               D 

C               B 

O 

B           C 

A 

D 

1  2 

B     D           E     C 

A 
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   בציור שלפניך נתון: (19

AC BD  ,   = = 

AB BE , AB AK⊥ ⊥.  

AKCהוכח:   BED  . 
 
 

 
 צלע:-צלע-שאלות העוסקות במשפט חפיפה צלע

 באיור שלפניך נתון:  (20
KL MN  ,  KN LM= =. 

KLNהוכח:   MLN  . 
 
 

 
 

 זווית שמול הצלע הגדולה:-צלע-שאלות העוסקות במשפט חפיפה צלע

 בציור שלפניך נתון:  (21
AC DE  ,  AB BE AD= = = 

 . BCאמצע  היא D הוכח כי הנקודה
 
 
 
 
 
 

 
 שאלות העוסקות בשלושת משפטי החפיפה יחדיו:

 נתון:  ABCDבמרובע (22
AB BC  ,  AD CD= =. 

Aהוכח:   C=. 
 
 
 

 

 הוא קו ישר.   ADהקטע (23

AEנתון:   DF  ,  AC BD= =. 
Aכמו כן מתקיים:  D=. 

 שווים.  FC  - ו  BE הוכח כי הקטעים
 

 

K       L 

N       M 

A 

B 
C  

D  

E 

B             D 

A 

C 

A         B       C    D
 

F 

E 

B        D        C          A 

K 

E 

α 
β 
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 באיור שלפניך נתון:  (24
 .   ACהיא אמצע הקטע F הנקודה

BACמתקיים:   ACE=. 
 שווים. CE -ו BD הקטעים

 הוכח את הטענות הבאות:

 .  DEהיא אמצע הקטע F .א

 .  ABהיא אמצע הקטע D .ב
 

 

 הוא שווה צלעות.   ABCהמשולש  (25
AKנתון:   BE CN= =. 

 הוא גם משולש שווה צלעות.  KENהוכח כי  
 
 

 
 

 שאלות העוסקות במשולשים המכסים חלקית זה את זה: 

ACבציור שלפניך נתון:   (26 CE , DC BC= =. 
 הוכח:

CDE .א CBA  . 

ADE .ב ABE=. 
 
 

 
 באיור שלפניך נתון:   (27

DBC ACB  ,  ABC DCB= =. 

ABהוכח:   CD=. 
 
 

 
 בציור שלפניך נתון:  (28

AB BC , BE BN= = 
AB BC , BE BN⊥ ⊥ 

ANהוכח:   CE=. 
 
 
 

  

B   C 

D       E 

A 

F 

B      E       C 

A 

K 

N 

A 

B C 

 

D  

E 
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 שאלות העוסקות בשתי חפיפות:

 הוא קו ישר.   BDבסרטוט שלפניך נתון כי  (29
ADמתקיים:   CD , AB BC= =. 

 .BDנמצאת על  Eהנקודה 
AEהוכח כי:   CE=. 

 
 
 

 

מתקיים:  הוא קו ישר. ADבציור שלפניך נתון כי  (30
AEC DFB  ,  A D= = 

AEוכן   DF=  :הוכח . 

CE .א BF=. 

BE .ב CF=. 

 

 שאלות העוסקות בחפיפות עם משולש שווה שוקיים: 

)נתון משולש שווה שוקיים  (31 )AB AC  , ABC= . 

BDמתקיים:   CE=. 
ADהוכח:   AE=. 

 
 

 
 בסרטוט שלפניך נתון משולש   (32

)שווה שוקיים   )AB AC  , ABC= .  

 .BCהיא אמצע   Oהנקודה 

1מתקיים:   2O O=.  

ADהוכח:   AE=. 
 

 

)במשולש שווה שוקיים   (33 )AB AC  , ABC=   

 הן אמצעי השוקיים.    R-ו  Sהנקודות 
BDידוע כי   CE= . 

SEהוכח כי:   RD=. 
 

 
  

B       D 

A 

C 

E 

A  C 
B           D 

F 

E 

B     D          E     C 

A 

B            O       C 

A 

D        E
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 ישרים    AE-ו ADהקטעים  .ABC  נתון משולש (34
DCבנוסף כי:   ונתון BE , BD CE= = . 

ABהוכח:   AC=. 
 
 

 

)הוא שווה שוקיים    ABCהמשולש  (35 )AB AC= . 

 בונים משולשים שווי   BCועל הבסיס   ACעל השוק 
 . BCD- ו ACEצלעות 

 .E-ו  Aעם הקדקודים   Dמחברים את הנקודה 

ABDהוכח:   .א ACD  . 

DEידוע גם כי:   .ב BC. 

ADEהוכח:   90= . 

 
 

 תשובות סופיות:

 שאלת הוכחה.  (14
 שאלת הוכחה.  (15
 שאלת הוכחה.  (16
 שאלת הוכחה.  (17
 שאלת הוכחה.  (18
 שאלת הוכחה.  (19
 שאלת הוכחה.  (20
 שאלת הוכחה.  (21
 שאלת הוכחה.  (22
 שאלת הוכחה.  (23
 שאלת הוכחה.  (24
 שאלת הוכחה.  (25
 שאלת הוכחה.  (26
 שאלת הוכחה.  (27
 שאלת הוכחה.  (28
 שאלת הוכחה.  (29
 שאלת הוכחה.  (30
 שאלת הוכחה.  (31
 שאלת הוכחה.  (32
 שאלת הוכחה.  (33
 הוכחה. שאלת  (34
 שאלת הוכחה.  (35
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 זווית חיצונית במשולש:

 סיכום כללי:

 הגדרה:  

 זווית חיצונית למשולש היא זווית הכלואה בין צלע  
 במשולש להמשך צלע הסמוכה לה. 

 
 משפט:

  זווית חיצונית למשולש שווה לסכום שתי הזוויות הפנימיות שאינן צמודות לה.
 

 :שאלות

חיצונית למשולש שווה לסכום שתי הזוויות  המשפט: "זווית הוכח את   (36
 . הפנימיות שאינן צמודות לה

 

 שבציור הוא משולש שווה צלעות.    ABCהמשולש (37
AN נתון: BM=  . 

NQCהוכח:   60= . 
 

 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 

 תשובות סופיות:

 שאלת הוכחה.  (36
 הוכחה. שאלת  (37

 

A 
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 משולש ישר זווית: 

 סיכום כללי:

 
 משפטים במשולש ישר זווית:

 .90סכום הזוויות החדות במשולש ישר זווית הוא   •

30במשולש שזוויותיו   •  , 60  , 90  30- , הניצב שמול הזווית של ה  .שווה למחצית היתר 

( אם במשולש ישר זווית אחד הניצבים שווה למחצית היתר, אז הזווית  2-)משפט הפוך ל

 . 30שמול ניצב זה היא בת  

 חצית היתר. במשולש ישר זווית התיכון ליתר שווה למ •

אם במשולש תיכון שווה למחצית הצלע אותה הוא חוצה, אז המשולש   ( 4-)משפט הפוך ל

 ישר זווית )כאשר הזווית ממנה יוצא התיכון היא הזווית הישרה(.  

 משפט פיתגורס: במשולש ישר זווית סכום ריבועי הניצבים שווה לריבוע היתר.   •

 )ניצב(. 2)ניצב( + 2)יתר( = 2כלומר:   

 אם במשולש סכום ריבועי שתי צלעות שווה    ט הפוך למשפט פיתגורס()משפ •

 לריבוע הצלע השלישית, אז המשולש ישר זווית.

 
 איורים: 

90משולש   ,60 ,30      משפט פיתגורס    תיכון ליתר 
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 :שאלות

 באיור שלפניך נתון משולש שווה   (38

)  ABCשוקיים  )AB AC=  . 

Cזווית הבסיס:   75=    
 .  ACלשוק  BK. מעבירים גובה  =ACס"מ  16וכן: 

 .BKמצא את אורך הגובה  
 

 

 שבציור הוא משולש    ABCהמשולש (39

) שווה שוקיים )AB AC= .  

ABDנתון:   30   , DAC 90=  = ,  
   . BC =ס"מ  18

 . BDחשב את אורכו של הקטע 

 

)הוא ישר זווית  ABCהמשולש   (40 )C 90= . 

 במשולש.  ABליתר   CDמעבירים תיכון 
CD  -כך ש BCנמצאת על  Eהנקודה  CE=. 
CEDידוע כי:   80= . 

1מצא את הזוויות:   2D  , D 

 

 

 שבציור הוא משולש    ABCהמשולש  (41

)ישר זווית   )ABC 90= . BQ   הוא הגובה 

 .  ACהוא התיכון ליתר  BP- ו ACליתר 

1נתון:  
BQ BP

2
=. 

 . Cחשב את גודלה של הזווית 

 

 שבציור הוא משולש   BCDהמשולש  (42

)שווה שוקיים   )BD DC=.   

AC  חוצה את הזוויתBAE . 

DCנתון:   AE.  

 .ACBחשב את גודלה של הזווית 

 

 

B                           C 

A 

K 

A 

B C  D  

B                   E           C 

D 

A 

1 
2 
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43) AD   הוא גובה במשולשABC. 
 , AC =ס"מ  AB   ,20= ס"מ  15נתון: 

  .BCס"מ =  25

   ADמצא את אורכו של  .א
 .ABC  ואת שטח המשולש 

 ישר זווית? נמק.  ABCהאם המשולש  .ב
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 . ס"מ 8 (38
 . ס"מ 6 (39

40) 1 2D 60  , D 40=  =  

41) 75 

42) 90 

ABCSסמ"ר   AD  ,150ס"מ =  12א.  (43  ב. כן.  .  =
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 :אמצעים במשולש קטע

 :סיכום כללי

 
   :הגדרה

 קטע המחבר אמצעי שתי צלעות במשולש נקרא קטע אמצעים במשולש. 

 קטע אמצעים במשולש מקביל לצלע השלישית ושווה למחציתה.  •

(: קטע היוצא מאמצע צלע במשולש ומקביל לצלע השלישית חוצה את הצלע  1)משפט הפוך   •

 השנייה )כלומר הוא קטע אמצעים במשולש(. 

(: קטע המחבר שתי צלעות במשולש, מקביל לצלע השלישית ושווה למחציתה  2)משפט הפוך   •

 הוא קטע אמצעים במשולש.

 

 קטע אמצעים במשולש:   –איור 
 
 
 
 
 
 

 
 

 :שאלות

 לפניך משולשים עם קטע אמצעים בתוכם.   (44
 בכל אחד מהמקרים:  xמצא את  

  ג.    ב.     .א
 
 
 
 
 

 
 . ABCהם נקודות האמצע במשולש    F-ו D ,Eהנקודות  (45

  .DF =ס"מ  EF, 10 =ס"מ  DE= ,12ס"מ  9נתון: 
 .ABCחשב את היקף המשולש  

 
  

A 

D           F 

B    E           C 
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 .ABCהוא קטע אמצעים במשולש    DEהקטע  (46
 .BDEהוא קטע אמצעים במשולש   FNהקטע 
 . BCמצא את אורך הצלע  .NF =ס"מ  3נתון: 

 
 

 
  ABCהוא קטע אמצעים במשולש    MNהקטע  (47

AQ  הוא גובה לצלעBC . 

1הוכח:   2N N=. 

 
 

 
48) AF הוא גובה לצלעBC   ו- GC   הוא תיכון 

 . BCמאונך לצלע  GH. הקטע ABCבמשולש  ABלצלע 

 .BH  =HFהוכח:   .א

 חוצה את   AFנתון בנוסף כי הגובה  .ב
 ס"מ.   12הוא  AFושגודלו של   GCהתיכון 

 .EFחשב את אורך הקטע 
 

 
 תשובות סופיות:

7x. א (44 8xב.          = 13.5xג.         = =. 

 ס"מ.  62 (45
 ס"מ.  12 (46
 . שאלת הוכחה (47
 ס"מ. 3ב.       .שאלת הוכחהא.  (48
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 :תיכונים במשולש שמפג

 כללי:סיכום 

 

 שלושת התיכונים במשולש נפגשים בנקודה אחת המחלקת כל תיכון   •

 כך שהחלק הקצר קרוב לצלע.  1:2ביחס של 

 כך שהחלק הקצר   1:2אם נקודה מחלקת תיכון )אחד( במשולש ביחס של  •

 התיכונים במשולש.  קרוב לצלע, נקודה זו היא מפגש

 נקודת מפגש התיכונים במשולש נקראת גם מרכז הכובד של המשולש.  •

 

 מפגש תיכונים במשולש:   –איור 
 
 
 
 

 

 

 

 

 :שאלות

 בכל אחד מהמקרים הבאים: xהקטעים שבמשולשים הם תיכונים. מצא את   (49

  ג.    ב.      .א
 
 
 
 
 

 

 ABCהם תיכונים במשולש   BD- ו AEהקטעים  (50
 .Mאשר נחתכים בנקודה 

ADנתון:   AM=  :ס"מ  30וכן= AC. 
 . AEחשב את 
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 שבציור הוא מש"ש ABCהמשולש   (51
(AB AC= שבו )AH   הוא הגובה לבסיסBC . 

CD התיכון לשוק ,AB  , 
 .  BCעם הבסיס  30יוצר זווית של  

12  נתון: BC  ,DQס"מ = 3 BC . 

 .MQהקטע  חשב את אורך 

 

 . Nנחתכים התיכונים בנקודה  ABCבמשולש   (52
CNBנתון:   90= . 

BCהוכח:   AN=. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 תשובות סופיות:

1x. א (49 3xב.         = 4xג.        = = 
 ס"מ.  22.5 (50
 ס"מ.  3 (51
 . שאלת הוכחה (52
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
פרק 5 - טריגונומטריה במשולש ישר זווית

תוכן העניינים
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 : ויתושולש ישר זמ

 סיכום כללי:

 הגדרות הפונקציות הטריגונומטריות:

 
 

  משפט פיתגורס:  .  

 
 שאלות:

/א את ערכו של  מצ (1 x :במשולשים ישרי הזווית הבאים 

  ג.     ב.       .א
  
 
 
 
 
 

 

    ה.        .ד
 
 
 
 
 

 

 שבציור הוא משולש   ABCהמשולש  (2

)ישר זווית   )B 90= . 

AD  הוא התיכון לניצבBC. 
C נתון: 28=  , 6  = ס"מAB.   
 .BADואת   ADאת  מצא

 

                          
sin

                          
cos

                          
tan

a

c

b

c

a

b







= =

= =

= =

  
 הניצב שמול הזווית

 היתר

 שליד הזוויתהניצב 
 היתר

 הניצב שמול הזווית
 הניצב שליד הזווית
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 שבציור הוא משולש   ABCהמשולש  (3

)ישר זווית   )B 90=  .BD   הוא התיכון ליתר 

 .Aהוא חוצה הזווית  AE-ו
 .  BCס"מ =   BD , 8ס"מ =   5.6 נתון:
 .BAEואת    BEאת  מצא

 

 . ס"מ 18-ו  ס"מ  24 ין שאורכי אלכסוניווויותיו של מעומצא את ז  (4

 

   AC חסום במעגל כך שהצלע  ABCהמשולש  (5
 היא קוטר המעגל.  

 והמשך   Aהמשיק למעגל בנקודה  
 .Dנפגשים בנקודה  CBהצלע 
BD ,  DABס"מ=  4  נתון: 32= . 

 . מצא את אורכו של רדיוס המעגל

 

ס"מ מהבסיס נתון כי זווית  4- במשולש שווה שוקיים שבו השוק ארוכה ב (6
 . . מצא את שטח המשולש34.92הראש היא  

 

)משולש ישר זווית שבציור הוא  ABCהמשולש  (7 )B 90=  . 

Aנתון:   =  ,AB a=. 
 . את היקף המשולש a- ו הבע באמצעות  

 

 שבציור הוא משולש ישר  ABCהמשולש  (8

)זווית   )B 90= . 

AD  הוא התיכון לניצבBC. 
Cנתון:   =  ,AB b=. 

 את אורכי   b- ו הבע באמצעות  
 .AD-ו  BDהקטעים 

 

  .k ואורך חוצה זווית זו הוא אחת הזוויות החדות היא   תבמשולש ישר זווי (9
 . את שטח המשולש ואת אורך היתר k- ו הבע באמצעות  
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)הוא טרפז ישר זווית    ABCD טרפז (10 )B C 90= = . 

AG- כך ש BCנמצאת על השוק   Gהנקודה  DG⊥ . 
AG  נתון: DG m= = , BAG = . 

 . את שטח הטרפז m- ו הבע באמצעות  

 

)הוא ישר זווית    ABCהמשולש  (11 )A 90= . 

 הם בהתאמה גובה    AE-ו ADהקטעים 
 ליתר וחוצה זווית. 

DAEמסמנים:    , DE k= =. 

  - ו kבאמצעות  הבע  .א
 . ABCאת שטח המשולש 

   ABCחשב את שטח המשולש   .ב
30אם ידוע כי:   2k- ו = =. 

 

   F-ו  Eמסמנים את הנקודות  ABCDבמלבן  (12
  E- בהתאמה כך ש  BC- ו ABעל הצלעות  הנמצאות
3AEמקיימת:   BE= ו-F  היא אמצע הצלעBC . 

   .BEשווה לאורך הקטע   ADאורך הצלע 
  כך DE-ו EF  ,DFמעבירים את הקטעים 

 .DEFשנוצר במשולש 

 והבע   AEאת אורך הקטע   t- סמן ב  .א
 .DEFאת אורכי צלעות המשולש  tבאמצעות  

 .EDFחשב את זוויות המשולש  .ב

 

חוסם מעגל.  וזווית הבסיס שלו היא   kמשולש שווה שוקיים שאורך שוקו   (13

 . את רדיוס המעגל k- ו הבע באמצעות  

 

והזווית   bבטרפז ישר זווית חסום מעגל. אורך השוק הארוכה בטרפז היא   (14

 .   שהיא יוצרת עם הבסיס הגדול היא  

 את אורכו של הבסיס הגדול בטרפז ואת שטחו.  b- ו הבע באמצעות  
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 הערה: השאלות הבאות משלבות ידע בגיאומטריה ובטריגונומטריה יחד: 

   ABCDשל המקבילית  D- ו  A  ,Cדקודים ודרך הק  (15
 מעבירים מעגל. היקף המעגל חוצה את  

),  Eבנקודה   ABהצלע  )AE BE=.  

 הוא קוטר במעגל וכי   DCנתון כי 
 . Dחוצה את זווית  DEהמיתר 

 . Cחוצה את זוויות  CEהוכח כי המיתר   .א

 .R- רדיוס המעגל יסומן ב .ב
 . את היקף המקבילית Rבאמצעות  הבע 

16מצא את רדיוס המעגל אם ידוע כי שטח המקבילית הוא   .ג  סמ"ר. 3

 

 שמחוץ למעגל מעבירים   Aמהנקודה  (16
 .ACDוישר חותך   ABמשיק 

   BE-ו  BCמעבירים את המיתרים  
 אשר זהים באורכם. 

 .  DEכמו כן מעבירים את המיתר 
 . ABשונה מאורך המשיק  CEאורך המיתר 

 . הוא טרפז  ABECהוכח כי המרובע  .א

2הוכח כי:   .ב BEC EDC =. 

Aנתונים:   .ג 40=   ,6  = ס"מAC  ,9  = ס"מAB  ,8   = ס"מCE . 
 .ABECחשב את שטח המרובע  
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 :תשובות סופיות

15.665xא.  (1 8.114xב.    = 3.931xג.   = 40.005ד.  = =       .29.745ה = . 

2) BAD 43.24=    ,8.236 ס"מ  = AD. 

3) BAE 22.792=   ,3.294 ס"מ  = BE . 

4) 106.26  ,106.26   ,73.74  ,73.74. 

R  ס"מ 6.04 (5 =. 

Sסמ"ר   28.618 (6 =. 

7) 
1

1 tan
cos

P a 


 
= + + 

 
. 

8) BD=
2 tan

b


  ,

2
2

2
AD=

4 tan

b
b


+. 

9) 

2 2cos tan
2

2

k

S




=  ,
cos

2AC=
cos

k



. 

10) 
( )

2
sin cos

2

m m +
. 

א.  (11
2

2cos 2 tan

k
S

 
 סמ"ר.  24ב.      =

DEא.  (12 10 , EF 11.25 , DF 18.25t t t= = 81.86ב.    =  , 51  , 47.14  . 

13) cos tan
2

R k


=. 

14) ( )21
sin 1 sin

2
S b  = + , 

1
sin

1 2sin
2

tan
2

b

b





+. 

 ס"מ.  4ג.      6Rב.   א. שאלת הוכחה.   (15

 סמ"ר.  32.78ג.   ה.  ב. שאלת הוכח  שאלת הוכחה.  א.  (16
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 :שאלות יסודיות עם משפט הסינוסים והקוסינוסים

 לי:סיכום כל

 משפט הסינוסים: 

 במשולש, צלע חלקי סינוס הזווית שמולה הוא גודל קבוע  

 והוא שווה לפעמיים רדיוס המעגל החוסם.  

2בצורה מתמטית:  
sin sin sin

a b c
R

  
= = = . 

 

 משפט הקוסינוסים: 

תן  יבועי שתי הצלעות האחרות פחות מכפל משולש, ריבוע צלע אחת שווה לסכום ר ב

2בקוסינוס הזווית שבניהן:   2 2 2 cosc a b ab = + או   −
2 2 2

cos
2

a b c

ab


+ −
=. 

 

 מתי נשתמש בכל משפט:

 :במשפט הסינוסים כאשרנשתמש  •

 נתונות שתי זוויות וצלע.  .א

 מהן.  נתונות שתי צלעות והזווית מול אחת .ב

 זווית נוספת. נתון רדיוס המעגל החוסם וצלע/ .ג

 

 נשתמש במשפט הקוסינוסים כאשר:  •

 נתונות שתי צלעות והזווית ביניהן. .א

 נתונות שלוש צלעות.  .ב

 

כאשר ישנם יותר נתונים מאשר בסעיפים שלהלן ייתכן שנוכל להשתמש בשני   •
הסינוסים המשפטים. בבחירת המשפט שבו נשתמש כדאי לזכור שבמשפט  

ל רק אחת נכונה, ובמשפט  שתי תשובות לזווית, גם אם בפוע ייתכנו
  וסים תתקבל בוודאות הזווית הנכונה. הקוסינ 
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 שאלות:

/ערכו של  את  מצא (1 /a x y   במשולשים הבאים 

(R  הוא רדיוס המעגל החוסם, נתוני הצלעות)בס"מ: 

 ב.         .א
 

    
 
 
 
 

 

7Rרדיוס המעגל:    .ג     ד.    .=
 
 
 
 
 

 
  ה.
 
 
 
 

 
 
 

/מצא את ערכו של   (2 x  :במשולשים הבאים 
    ב.       א. 

  
 
 
 
 
 

 
 ד.      ג. 

 

 

 

 

 

  
  

 
9.68 

042 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
  

 

 

 
 

 

  

 

 
 

  

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

1

פרק 6טריגונומטריה במישור

64

64



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                           
 

 

ס"מ  22( שאורך השוק שלו הוא AB=AC) ABCנתון משולש שווה שוקיים  (3
 .   Cהוא חוצה זווית הבסיס  70.  CDוגודלה של זווית הבסיס בו הוא  

 .AD מצא את אורכו של הקטע

 

 . Mנפגשים בנקודה  ABCDהמלבן אלכסוני  (4
 .ADנמצאת על המשך הצלע   Gהנקודה 

 . DGס"מ =  AB   ,1.2ס"מ =  AD , 4ס"מ =  3נתון: 
 .GM מצא את גודלו של הקטע 

 

 חסום במעגל    ס"מ 11- ו ס"מ  8שאורכי אלכסוניו מרובע  (5
 ס"מ.  6הוא שאורך רדיוסו  

 .חשב את זוויות המרובע

 

 .O שמרכזוהיא מיתר במעגל  ABCבמשולש   ABהצלע  (6
 מרכז המעגל כמתואר בשרטוט.עוברת ב  ACהצלע 
OC   ,BAC ס"מ =  BC  ,3ס"מ =  9נתון:  38= . 

 . ABמצא את אורכם של רדיוס המעגל ושל הצלע 

 

 עם   30לכסונים במקבילית יוצר זווית של  אה אחד  (7
 עם הצלע הסמוכה לה.   61.05צלע אחת של המקבילית וזווית של  

 ס"מ מהצלע הסמוכה לה.   3-ב אחת מצלעות המקבילית גדולה 
 .חשב את היקף המקבילית

 

 . חסום במעגל  ABCDהמרובע  (8
 CDס"מ =  BC  ,10 ס"מ =  AB  ,9ס"מ =  6נתון: 

 .   ADס"מ =  4-ו
 ושל רדיוס המעגל.  ACהאלכסון מצא את אורכם של 

 

 

 

 

 

 

 

A 

C 
B 

O  

 

A 

B 

C 

D  
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9) BE ו-CF  הם תיכונים במשולשABC   הנפגשים בנקודהM.   
GD- ו DC  =AC כך שמתקיים: GDמעבירים קטע  Fמהנקודה  BE. 

הוכח:   .א
AG 3

BD 4
=. 

 .  MEס"מ =  4נתון כי:  .ב
 .DGחשב את אורך הקטע 

ACDנתון כי:   .ג 48.189=  
 שוקיים. -הוא שווה  DGCהוכח כי המשולש 

 

   ABCשל המשולש  C-ו  Bדקודים ו. הק ABCנתון משולש  (10
 מונח על   Oמרכז המעגל . Oנמצאים על מעגל שמרכזו 

 ס"מ ואורך   12הוא  ABאורך הצלע   .ACהצלע 
 .60היא   BACזווית  ס"מ.  .54הוא    AOהקטע 

 . חשב את רדיוס המעגל .א

  ADואת הקטע  BDמעבירים את הקוטר   .ב
 . ADBכך שנוצר המשולש 

 . ADBחשב את זווית 

 

   (AB = AC) הוא שווה שוקיים  ABCהמשולש  (11
 . R  החסום במעגל שרדיוסו

   Dוהנקודה  BCהיא אמצע הבסיס  Eהנקודה 

 .⏜AB  היא אמצע הקשת
 .80ידוע כי זווית הבסיס של המשולש היא  

 . DE-ו  CDאת הקטעים  Rהבע באמצעות   .א

   .CEDהוא רדיוס המעגל החוסם את המשולש  r .ב

 .rאת   Rהבע באמצעות  

 

12) AB ,AC ו-AD   המקיימים:  הם מיתרים במעגלBC⏜ =  BD⏜. 
 שעל המעגל מעבירים את   Eמהנקודה 
 .  BE-ו  AEהמיתרים 
 . Fנחתכים בנקודה   AD-ו BEהמיתרים 

 .AC = AF = EF נתון כי:

ABFהוכח:   .א ABC  . 

3נתון גם:   .ב CAB DAE =. 
 . הוא שווה צלעות AFEהוכח כי המשולש 
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)ם  שוקייהוא טרפז שווה   ABCDהמרובע  (13 )AB CD , AD BC=. 

 מידות הטרפז הן:  
 . AB=  ס"מ BC, 6 מ=  ס" CD  ,8מ = ס"  12

 . )עגל למספר שלם( Cמצא את זווית  .א

 מצא את אורך אלכסון הטרפז.  .ב

 . חשב את רדיוס המעגל החוסם את הטרפז .ג

 

)הוא טרפז ישר זווית   ABCDהמרובע   (14 )AB CD , B 90=  . 

ABמסמנים את הבסיס:   t=   :וידוע כיDC 1.6t=  ,AD 3t=. 
 .ס"מ 40היקף הטרפז הוא: 

 . ACאת אורך האלכסון  tהבע באמצעות   .א

Dידוע גם כי:   .ב 60= . 

i.  חשב את אורך הקטעAC. 

ii.  .חשב את שטח הטרפז 
 

 בעל זווית   (AB = AC) הוא שווה שוקיים  ABCמשולש  ה (15
 .BDמעבירים תיכון לשוק  ס"מ.   16במעגל שקוטרו   החסום 36ראש 

 . במשולש BCמצא את אורך הבסיס  .א

 .BDך התיכון חשב את אור .ב

 מסמנים: .ג

1r -  רדיוס המעגל החוסם את המשולשABD . 

2r -  רדיוס המעגל החוסם את המשולשBCD . 

1הוכח את היחס הבא:  

2

2cos36
r

r
=. 

 

)הוא טרפז    ABCDהמרובע  (16 )AB CD . 

BCDהמקיים:   BDלכסון  מעבירים את הא  ADB= . 

 .ABמ = ס" AD , 5מ = ס"  CD   ,10מ =  ס"  20נתון כי: 
 . BDמהאלכסון   2גדולה פי  BCכמו כן ידוע כי השוק 

 .CDשווה לבסיס   BCהראה כי השוק  .א

 . Cחשב את זווית   .ב

 שמחוץ לטרפז.  Eעד לנקודה   BC-ו ADמשיכים את שוקי הטרפז מ .ג
 .CDEשולש המעגל החוסם את המ חשב את רדיוס
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 .  ABCDבאיור שלפניך נתון המרובע  (17
Dידוע כי:   90=  . 

AD נסמן את הצלעות באופן הבא: 3x=  ,CD 8x=  ,BC 5x= ,  AB 6x=. 

 . BCDחשב את זווית   .א

 . BCהיא נקודה הנמצאת על אמצע הצלע  E .ב
 כך   DE-ו AEמעבירים את הקטעים 

 .  AB-מקביל ל DE-ש

ABEחשב את היחס הבא:  

BCD

S

S
. 

 

 .  OD-ו OA  ,OB  ,OCמעבירים את הקטעים  Oמהנקודה  (18
 .- והיא מסומנת ב  CODשווה לזווית   AOBידוע כי זווית 

CDOהוא ישר זווית   CODהמשולש  90=  . 
BOנתונים האורכים:   9  ,  DO 10= = . 

CDמסמנים:   1.5m=  ,BC 1.4m=. 

 . sinאת   mהבע באמצעות   .א
 (.COא תחילה את  ובט COD)העזר במשולש  

ABנתון גם כי:   .ב m= . 
 אם ידוע כי רדיוס המעגל החוסם  mמצא את  

הוא    AOBאת המשולש 
2

8
3

. 

 . BOCחשב את זווית   .ג

 

 . 60היא בת    Aהזווית  ABCבמשולש  (19

ADBכך שנוצרת זווית:    ADע מעבירים את הקט  60=  . 

ABידוע כי      ABDבמשולש  ADוכי הצלע  =28
 .BDמהצלע  1.5גדולה פי 

 .BDמצא את אורך הצלע   .א

Pהוא:    ABCהיקף המשולש  .ב 5 7 7= +. 

i.   :סמןDC t=   והבע באמצעותt   
 . ACאורך הצלע  את

ii.   מצא אתt. 

 .ABCחשב את שטח המשולש   .ג
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 .  AC-ו ABמעבירים את הקטעים  Aמהנקודה  (20

 . AB-המקביל ל  DEוממנה מעבירים את  ACהיא אמצע   Dהנקודה 

 נמצאות על אותו הישר.   F-ו  C  ,Eהנקודות 
 הם   DCE-ו ABD  ,DEFידוע כי המשולשים 

 (.AB = BD , DC = CE , EF = DE) שווי שוקיים 
 .AD = 8 נתון כי:

 .BF חשב את אורך הקטע .א

 . C-ו  Bמחברים את הנקודות  .ב
 .BCחשב את אורך הצלע 

 

 ,  ACס"מ =  AB  ,8ס"מ =  6  בשרטוט נתון: (21
 .  BC היא אמצע הצלע  D הנקודה .  ADס"מ =  5

 .BC חשב את אורך הקטע

 

 .  AB מהצלע 4גדולה פי  ABC שולשבמ  AC הצלע (22
 נמצאת   Dה והנקוד   ACע היא אמצע הצל Eה הנקוד

DCכך שמתקיים  BC על הצלע 2BD= . 

ABנתון:   a= ,BC b=. 

 .DE את אורך הקטע b- ו aהבע באמצעות  
 

 . Rחסום במעגל שרדיוסו   ABD המשולש  (23

 B והמשיק למעגל בנקודה ADע המשך הצל

Cנתון:   .Cה נפגשים בנקוד  =   ,ADB = . 

 . BCע את אורך הקט - ו R,   הבע באמצעות

 

24) AC ו-BD    הם מיתרים במעגל שרדיוסוR  , 
 היא זווית ישרה.   B. זווית  M שנפגשים בנקודה

ABנתון:   k=  ,DM p=  ,DC q=. 

 . MC את אורך הקטע  q- ו R ,k ,p  הבע באמצעות

 

  

A 

B C  D  

A 

B C  

D  

 

E  

A 

C 

B 

D  

A 

C B 

D  M 
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 תשובות סופיות:

34.231. א (1 =    .ס"מ  33.14בy 155.526ג.  = =    24.474או =  

41.382ד.  =     138.618או =    .ס"מ  3.606הx =  ,73.898 =  

xס"מ  5.646א.  (2 20.742 ב. = =   .105.962ג =     .90ד =  

  AD=  ס"מ 13.064 (3

  GM=  ס"מ  3.360 (4

5) 138.190  ,41.810   ,113.556  ,66.444 

Rס"מ  AB  ,9.242 =  ס"מ  14.56 (6 = 

Pס"מ  22 (7 = 

Rס"מ   AC  ,5.395 ס"מ =  10.790 (8 = 

9) DG = 18 

Rס"מ   10.5 (10  24.32ב.   =

CDא. (11 3R=  ,DE 1.48R=    .1.15בr R= 

Rס"מ  6.29ג.   ס"מ  11.66ב.     68א.  (13 = 

2ACא.  (14 32.36 448 1600t t= −  סמ"ר   ii .78ב.  ס"מ  i .13ב.  +

 ס"מ  i .10ב.  ס"מ  9.4א.  (15

Cב.  (16 28.9=    .13.77גR = 

ABEב.   64.04. א (17

ECD

0.817
S

S
= 

א.  (18
2

1.5
sin

100 2.25

m

m
 =

+
16mב.      56.94ג.   =

i .1.5ב.   4א.  (19 28 3 t+ 18.18Sג.    ii .3ב. − = 

 ס"מ  17.19ב.   ס"מ   4.94א.  (20

 BCס"מ =  10 (21

22) 2 21
DE

9
b a= − 

23) 
( )2 sin sin

BC
sin

R   



−
= 24) 2 2MC

pqk
p q

R
= + − 
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 :שאלות העוסקות בנוסחת שטח משולש

 :סיכום כללי

 שטחים של משולשים ומרובעים:

שטח משולש ניתן לחישוב ע"י:  •
2sin sin sin

2 2 2sin

a h ab a
S

  




= = =. 

1שטח מרובע ניתן לחישוב ע"י אלכסוניו: • 2 sin

2

k k
S


=. 

 

 :שאלות

 חשב את שטחי המשולשים הבאים:  (25

    ב.        .א

 

 
 
 
 
 

ס"מ והוא יוצר   8שווה שוקיים שאורך האלכסון שלו ו של טרפז חשב את שטח (26
 עם הבסיסים.  15זווית של  

 

 . . הזווית שבין אלכסוני המלבן היא  nורוחבו   mאורכו של מלבן הוא   (27

ים:  הוכח כי מתקי
2 2

2
sin

mn

m n
 =

+
. 

 

ABC (B משולש ישר זוויתב (28 90=  ) ,BD  חוצה את הזוויתB . 
ABנתון:  m=  ,A =. 

 . BCD  את שטח המשולש m- ו הבע באמצעות  

 

 .Sבאיור שלפניך נתון משושה משוכלל ששטחו הכולל הוא   (29

 . את אורך צלע המשושה Sהבע באמצעות   .א

 .BFECהמלבן  מעבירים אלכסונים במשושה כך שנוצר  .ב
 בן. את שטח המל Sהבע באמצעות  
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 ( ,AB = AC .)  ראשהוא שווה שוקיים בעל זווית   ABCהמשולש  (30
 . kהוא   BCאורך הבסיס 

Dובו    ABDבונים משולש ישר זווית   ABעל השוק  90= . 

 . ABCאת אורך שוק המשולש  - ו kהבע באמצעות   .א

  0.85k- שווה ל ABDבמשולש  ADהניצב  .ב

ABDוכי:   40= .  מצא את זוויות המשולשABC. 

6kאם ידוע כי   DBCAחשב את שטח המרובע   .ג =. 

 

  ס"מ. 10הוא   ABהצלע ך  ס"מ ואור 8הוא  ACאורך הצלע  ABCבמשולש  (31
   ACהיא אמצע הצלע  Eהנקודה 

   . AD=  ס"מ  3 מקיימת: Dוהנקודה 

ידוע כי:  
DE 2

BC 5
=. 

 .DEמצא את אורך הקטע  .א

 .ADEחשב את רדיוס המעגל החוסם את המשולש  .ב

 .BCEDחשב את שטח המרובע   .ג

 

)הוא טרפז    ABCDהמרובע  (32 )AB CD.  הקטעAC  .הוא אלכסון בטרפז   

ADCמסמנים:   = ,ACD =  ,AC m=. 

 את אורך   m- ו   ,הבע באמצעות   .א

 . DCהבסיס הגדול 

ADC   מקיים: ACון נתון כי האלכס  .ב

ABC

3
S

S
=  .   

 . ABאת הבסיס  m- ו  ,הבע באמצעות  

60חשב את שטח הטרפז אם ידוע כי:   .ג =   ,40 =  8- וm =. 

 

 וממשיכים   BDמעבירים את האלכסון  הוא מלבן.   ABCDהמרובע  (33
 שמחוץ למלבן.   Eעד לנקודה אותו 

   .Cדקוד  ועם הק Eמחברים את הנקודה 
 וכי  ס"מ   6של המלבן הוא   ADידוע כי אורך הצלע 

 .115היא   CBEהזווית ס"מ.  9הוא   BEאורך הקטע 

 .CEמצא את אורך הקטע  .א

 .BDמצא את אורך האלכסון   .ב

 .DCEחשב את שטח המשולש   .ג
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)הוא טרפז    ABCDמרובע ה (34 )AB CD.  

 עד לפגישתם    BC-ו ADממשיכים את השוקיים  
DEידוע כי:  . Eבנקודה  CE⊥.  

 .Cווית צה את זאשר חו ACמעבירים את האלכסון  

ACDואת:   k- ב DCמסמנים את הבסיס הגדול  =. 

 . ABאת הבסיס הקטן  - ו kהבע באמצעות   .א

 . ABCאת שטח המשולש  - ו kהבע באמצעות   .ב

15כאשר:   ABCחשב את שטח המשולש   .ג =  , 12  ס"מk =. 

 

 ובה מעבירים    ABCDנתונה מקבילית  (35
 אשר נחתכים   BD- ו AC םניאת האלכסו 

  באיור. כמתואר  Mבנקודה 
ACDמסמנים:   = ,BDC = ,AB k=. 

הוכח כי אלכסוני המקבילית מקיימים:   .א
AC sin

BD sin




=. 

 ענה על השאלות הבאות: .ב

i.   הבע באמצעות  , ו -k שטח המשולש   אתDMC . 

ii.   הבע באמצעות  , ו -k שטח המקבילית  אתABCD . 

נתון כי:    .ג
AC

2
BD

. הראה כי שטח המקבילית הוא:  =
( )

2 24 sin

sin

k 

 +
. 

 

Dהוא מעוין ובו    ABCDמרובע ה (36 60=  . 
   CEואת הקטע  ACאת האלכסון  מעבירים 

 ומחלקת   ABנמצאת על הצלע  Eכך שהנקודה 

אותה ביחס:  
BE

4
AE

=. 

 . AECחשב את זווית  .א

 סמ"ר. חשב את שטח המעוין.  8.66הוא    AECנתון כי שטח המשולש   .ב

 

 כמתואר באיור.   ABCבמשולש  BCמקביל לצלע   DEהקטע  (37

CE = 13  ,BC = 15  ,  BD נתון כי: 129=. 
 .60היא    AEDידוע כי זווית 

 אם ידוע   DEחשב את אורך הקטע  .א

 ס"מ.  10-קטן מכי הוא  .ב

 .ADEחשב את שטח המשולש   .ג
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 הוא קוטר.   AB-חסום במעגל כך ש  ABCהמשולש  (38

 וממנה   BCהיא אמצע הקשת    Dהנקודה 
 ומעלים   BD-ו ADמיתרים  בירים את המע

 .   BCלצלע   DEגובה 
DEמסמנים:   k=   :ונתון כיABC 10= . 

 את רדיוס המעגל.  kהבע באמצעות   .א

 .ABFאת שטח המשולש  kהבע באמצעות   .ב

  ABFאם ידוע כי שטח המשולש   kמצא את   .ג
 סמ"ר.  15.363הוא  

 

 .  Bחוצה את זווית   BEהקטע   ABCבמשולש  (39
 .   DE = CE ומקיימת:  ABהיא אמצע הצלע   Dהנקודה 

 .  BD = 9  ,BE = 8  ,BC = 6:  ידוע כי

 . Bמצא את זווית  .א

 .ADEחשב את שטח המשולש   .ב

 

 ACהגדול במעוין אורך האלכסון  .ABCDנתון המעוין  (40
 מצלע המעוין. 1.8גדול פי  

 . חשב את זוויות המעוין .א

 .mשאורכו הוא   DEמעבירים את הקטע  Dדקוד ו קמה .ב
 . Gבנקודה  ACחותך את האלכסון   DEהקטע 

 .- תסומן ב EDCהזווית 

i.   הבע באמצעותm ו -  את אורך הקטעCE . 

ii.   הבע באמצעותm ו -   את שטח המשולשEGC . 

 

 חסום במעגל כמתואר באיור.    ABCהמשולש  (41

 .  BACהחוצה את זווית  ADמעבירים את המיתר 

ACBידוע כי:   60=    ,BAC 40=  . 
ADמסמנים:   k=. 

 . BDאת אורך המיתר  kהבע באמצעות   .א

   סמ"ר. 7.368הוא   ABDכי שטח המשולש ידוע  .ב

 )עגל למספר שלם(.  kמצא את  
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 .  (AB = AC) הוא שווה שוקיים   ABCהמשולש  (42
 כך   Dעד לנקודה   ACהצלע   ים אתממשיכ 

 .  ADמהקטע   3.8שאורך שוק המשולש גדולה פי 
Dידוע כי:   60=  . 

 ס"מ.   21הוא   BDאורך הקטע 

 .ADמצא את אורך הקטע  .א

 .ABCחשב את שטח המשולש   .ב

 

  ס"מ.  79הוא   ACאורך האלכסון  ABCDבמקבילית  (43
Bס"מ וידוע כי:   20ילית הוא היקף המקב  120= . 

 . מצא את אורכי צלעות המקבילית .א

 חשב את שטח המקבילית. .ב

 הוא בר חסימה.    CBEDשהמרובע  כך  ACעל האלכסון  Eמסמנים נקודה  .ג
 .CBEDחשב את רדיוס המעגל החוסם את המרובע 

 

 הוא מלבן החסום במעגל.     ABCDהמרובע  (44
   DFירים את המיתר מעב  Dדקוד ו מהק

 .  Eבנקודה  ABהחותך את הצלע 

⏜AFידוע כי:   =  CF⏜. 
 .a- של המלבן תסומן ב ADהצלע 

 . הוא שווה שוקיים  DAEהוכח כי המשולש  .א

 . BC = BF נתון גם כי: .ב

i.   את רדיוס המעגל.  הבע באמצעות 

ii. חשב את הזוויות המרכזיות של הקשתות  :AB⏜  , BC⏜  
 )אין צורך לסרטט אותן(. 

 

 חסום במעגל כמתואר באיור.    ABCDהמרובע  (45
AD  ידוע כי: 3b=   ,CD a=  ,BC a=  ,AB b= . 

cosאת   b- ו  aהבע באמצעות   .א BCD. 

5aקוטר אז מתקיים:   BDהוכח כי אם  .ב b=. 

 ס"מ.  3נתון כי רדיוס המעגל הוא  .ג

 .ABCDהמרובע הסתמך על סעיף ב' וחשב את שטח 
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Cהוא ישר זווית    ABCהמשולש  (46 90=    :ובוB 2= . 
   C-ו  Bדקודים ודרך הק  Rמעבירים מעגל שרדיוסו  

 .  E-ו Dאשר חותך את צלעות המשולש בנקודות 
 . Bחוצה את זווית   BEהמיתר 

 .ABEשטח המשולש  את - ו Rהבע באמצעות   .א

 ם  הוא שווה שוקיי ABEידוע כי המשולש  .ב
 ס"מ.   6הוא  CEהמיתר   וכי אורך 

 .ABEחשב את שטח המשולש  

 

וזווית הבסיס   kשאורך השוק בו הוא   ABC (AB = AC)  במשולש שווה שוקיים (47
 .   AB הוא הגובה לשוק  CD -ו Bחוצה את זווית    ,BEשלו היא  

הוא:    ADE  הוכח כי שטח המשולש

2

ADE

sin sin 4
2

3
4sin

2

k

S





= −. 

 

   החסום במעגל.  ABC (AB = AC)  נתון משולש שווה שוקיים (48
 .  Dבנקודה  ABהחותך את השוק  CEמעבירים את המיתר   Cדקוד ו מהק

 והיחס בין   ⏜ABהיא אמצע הקשת  Eידוע כי 
 .  4:7הוא    CD-ו  BDהקטעים 

ACDמסמנים:   =. 

  ABCמצא את זוויות המשולש  .א

 )עגל למספרים שלמים(. 

 אם ידוע כי   BEחשב את אורך המיתר   .ב
 . ס"מ 8-ל החוסם שווה   רדיוס המעגל

 

49) AC ו-BD    הם מיתרים במעגל שרדיוסוR שנפגשים בנקודה ,M .   
 . היא זווית ישרה Bזווית  
MBCנתון:   = , MCB =. 

 . BDCשטח המשולש  את   - ו R ,  הבע באמצעות .א

2נתון:   .ב =  ,2

BDC

1

2
S R= . 

 .חשב את  

 

 

 

A 

C B 

D  M 
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והזווית שליד הבסיס הגדול   bבטרפז שווה שוקיים, שאורך השוק שבו הוא   (50
 נתון שהאלכסונים מאונכים זה לזה.  היא  

 . יסי הטרפזאת אורכי בס  b- ו הבע באמצעות   .א

 מהבסיס הקטן.  3אם ידוע שהבסיס הגדול ארוך פי   חשב את   .ב

 

   הוא מיתר.   AD-ו R  הוא קוטר במעגל שרדיוסו ABהמיתר  (51
   .Aומעבירים משיק מהנקודה  BDממשיכים את המיתר 

   .Cפגשים בנקודה  המשיק והמשך המיתר נ 
BADמסמנים:   =. 

 .ABDאת שטח המשולש  R- ו הבע באמצעות   .א

 .ACDאת שטח המשולש  R- ו הבע באמצעות   .ב

  ABDאם ידוע כי שטח המשולש  מצא את   .ג

 .ACDמשטח המשולש  4פי קטן 

 

 הוא מקבילית.    ABCDהמרובע  (52
 קטעים   DCהצלע מקצה על   AEהקטע 

  .3CE = DEהמקיימים: 
   .ADEבמשולש  AEלצלע  DFמעבירים תיכון 

ADFידוע כי:   CDF = = . 
CEמסמנים:   k=. 

 .AEאת אורך הקטע  - ו kאמצעות  הבע ב .א

 . ACמעבירים את האלכסון   .ב

 . ACEאת היקף המשולש  - ו kהבע באמצעות  

 .. מצא את  4.5kהוא  ACEהיקף המשולש  .ג
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 תשובות סופיות:

Sסמ"ר  75.801א.  (25 Sסמ"ר  8.641ב.   = = 

Sסמ"ר  16 (26 = 

27) 
( )

2 2

BCD

tan sin 45 cos

2sin 45

m
S

 





=

+ 
 

א.  (28
2

0.62
27

S
S  .ב

2

3
S 

א.  (29
2sin

2

k


37.18Sג.  67.78   ,67.78  ,44.4ב.    = 

DEא.  (30 1.6 1.26= 2Rב.  = 21.48Sג.    = = 

א.  (31
( )sin

DC
sin

m  



+
ב.  =

( )sin
AB

3sin

m  



+
ABCDג.  = 31.2S = 

 ס"מ  63.05ג.    ס"מ  14.19ב.   ס"מ  12.75א.  (32

א.  (33
tan

tan 2

k 


ב.   

2

2

tan sin 2

2 tan 2

k  


Sס"מ   7.754ג.    = 

. iב. (34
( )

2 sin sin

2sin

k  

 +
.  iiב. 

( )

22 sin sin

sin

k  

 +
 

86.6Sב.   109.1א.  (35 = 

 סמ"ר  34.48ב.   ס"מ  7א.  (36

א.  (37
2

1.21
2sin 40

k
R k= ב.   =

2

3

sin10

2sin50sin 40

k
S 6kג.   = = 

12.52Sב.   40.72א.  (38 = 

128.32. א (39  ; 51.68   .1.27ב sinm     .ג
( )

( )

2 20.35 sin sin 128.32

sin 25.84

m  



−

+
 

א.  (40
sin 20

BD
sin100

k
7kב.  = = 

172.77Sב.   ס"מ  5א.  (41 = 

Sסמ"ר  18.18ב.  ABס"מ =  7- ו  BCס"מ =  3א.  (42 ג.   =
37

3
R = 

1
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. iב. (43
2

1 1.3
2

R a a= +    .בii  .135  ,45 

א.  (44
2 2

2 2

5
cos BCD

3

a b

a b

−
=

+
Sסמ"ר  14.4ג.     =. 

2א.  (45 tan 2S R =     .36ב Sסמ"ר   3 = . 

 .BE = 7.75ב.     64   ,58  ,58א.  (48

)א.  (49 )22 sin cos sin 90S R    = − 22.5ב.  + = . 

א.  (50
( )sin 45

sin 45

b  − 


   ,

( )sin 135

sin 45

b −


75ב.    = . 

2א.  (51 sin 2S R =  .ב
2 32 cos

sin

R
S




26.56ג.  = = . 

AEא.  (52 6 sink =  .ב
ACE 6 sin 25 24cos2P k k k = + + −  

14.47ג. = . 

1
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 :בגיאומטריהשאלות המשלבות ידע 

 :שאלות

 הוא מלבן.    ABCDהמרובע  (53
   .  BD-ו ACמעבירים את האלכסונים 

 של המלבן   ABנמצאת על הצלע  Eהנקודה 
  . 2BE = AE - כך ש ומחלקת אותה 
   ACמאונך לאלכסון  OEידוע כי הקטע 

 .  BE-ושווה ל 
   .Gבנקודה  BDחותך את האלכסון  CEהקטע  

 . BDמאונך לאלכסון   CEוכח כי הקטע ה .א

 . 4GE = AE: הוכח כי מתקיים .ב

 סמ"ר.    5הוא  BEGנתון כי שטח המשולש  .ג
 .ABCDחשב את שטח המלבן 

 

   ACBDEבאיור שלפניך נתון מחומש משוכלל  (54
 .( בעל אורך צלע  108)כל זוויותיו הן  

 . ADהמחומש את אלכסון     הבע באמצעות .א

 את רדיוס המעגל   הבע באמצעות   .ב
 החוסם את המחומש. 

 את שטח המחומש.  הבע באמצעות   .ג

 ס"מ.    6אורך רדיוס המעגל החוסם את המחומש הוא   .ד
 חשב את שטח המחומש. 

 

  .60יא  ה  Cהזווית   ABCבמשולש  (55
   כך שנוצרים  ADמעבירים את הקטע 

  .ABD-ו  ACDמשולשים ה
 ידוע כי רדיוס המעגל החוסם את  

1Rס"מ3הוא:   ACDהמשולש  =.  

2Rס"מ  3  הוא:  ABDכן רדיוס המעגל החוסם את המשולש  כמו =. 

 הוא ישר זווית.  ABCהוכח כי המשולש  .א

12: הוא  ABCהיקף המשולש  .ב 4  .   Pס"מ =   +3
 . חשב את שטח המשולש
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 הוא שווה צלעות.    ABCהמשולש  (56
 כך שנוצרים   Aדקוד ו עובר דרך הק  DEהקטע 

 .   ACE-ו  ABDשני משולשים 
 . DCEבמשולש  DCEחוצה את זווית  ACכי ידוע 

ABהוכח:   .א CE. 

BCהוכח:   .ב DE DC AE = . 

   DCס"מ =  8נתון:  .ג

ACוכי:   DE⊥ . 

i. משולשחשב את שטח ה  DCE . 

ii.   חשב את שטח המשולשABD. 

 

   AE-ו AB  ,AC  ,ADהקטעים מעבירים את  Aמהנקודה  (57
BACשמתקיים:  כך  CAD =   . AB = AE -ו =

 .  ABCDEבמחומש  BEמעבירים את האלכסון  
BEמתקיים:   CD . 

 הוא בר חסימה.   BCDEידוע כי המרובע  

   .שווה שוקייםהוא טרפז   BCDEכי המרובע הוכח  .א

 (.  AC = ADהוא ש"ש )  ACDנתון כי המשולש  .ב
ABDהוכח כי:   ACE  . 

ADCידוע כי:   .ג 3 2.5= ADE- ו + 3 10= − . 
 הוא ישר זווית.  ADEהוכח כי משולש 

ABנסמן:   .ד m=. 

i.   הבע באמצעותm  את צלעות הטרפזBCDE . 

ii.   הבע באמצעותm  את שטח המחומשABCDE. 

iii.   מצא אתm  אם ידוע כי שטח המחומשABCDE   
 . עגל למספר שלם() סמ"ר. 46.284הוא  

 

 בתוך  מעגל   וסמיםח . שווה שוקייםהוא  ABCDטרפז ה (58
   באיור. כמתואר  G-ו E ,Fבנקודות שיק לו הטרפז אשר מ

 חוצים את זוויות הטרפז    CE-ו DFהקטעים 
 . Mונחתכים בנקודה 

 מרכז המעגל החסום. היא   Mהוכח כי הנקודה  .א

 הטרפז.  חשב את זוויות .ב

   .Hנפגשים בנקודה כך שהם  ADואת    GFממשיכים את  .ג

חשב את היחס  
EM

FH
. 

 

H

E
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BCהוא טרפז   BDECהמרובע  (59 DE.  

   Aנפגשים בנקודה  CE- ו  BDהמשכי השוקיים 
  (.AB = BC)הוא שווה שוקיים  ABCכך שהמשולש 

AB  ,ADE=  ס"מ  18נתון:  30= . 

  x-ב DEסמן את אורך הבסיס  .א

 . S- ב  BDECהטרפז  ואת שטח 

 .xבאמצעות   Sהבע את  

 בונים ריבוע.  ADעל הקטע  .ב
 . BDECסמ"ר משטח הטרפז  1- ידוע כי שטחו קטן ב

ADEחשב את היחס:  

ABC

S

S
. 

 

   CD-ו  ABמעבירים את הקטרים  Oבמעגל שמרכזו  (60
 היא נקודה על היקף    E המאונכים זה לזה.
  .BE + DE=  ס"מ 15המעגל המקיימת: 

 . AEמעבירים את המיתר 
 . DEושווה למיתר  AEמאונך למיתר   OMהקטע 

 הוא טרפז ישר זווית.  OMEBהוכח כי המרובע  .א

 .BEמצא את אורך המיתר  .ב
 סמ"ר.  90נתון כי שטח הטרפז הוא 

 . מצא את רדיוס המעגל .ג

 . Bחשב את זווית   .ד

 

61) BD חסימה - הוא אלכסון במרובע הברABCD . 
 אמצעי   הן בהתאמה  F-ו  Eהנקודות 

   במרובע.  AB-ו AD הצלעות
BE- כך ש CF-ו  BEמעבירים את הקטעים  CD.   

 .180- ל  משלימות BFE- ו Aנתון כי הזוויות  

BCDהוכח:   .א BFE . 

וכי:    BE = 7.5: נתון כי .ב
1

GE - HD 17
15

=.  

 .FEחשב את אורך הקטע 

  BEDנתון כי רדיוס המעגל החוסם את המשולש  .ג

Rס"מ   4.001הוא:    .EBDמצא את זווית   .=

 

 
 

1
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 תשובות סופיות:

 סמ"ר  120ג.  (53

85.57Sד.  21.72ג.  0.85ב.    1.618א.  (54 = 

8ב.  (55 3S = 

.  iג. (56
CDE 16 3S .iiג.  =

ABD 4 3S =  

i .BEד. (57 1.2175m=   ,CD 0.4776m=  ,DE 0.4663m=  ,BC 0.4663m= 

 =mס"מ   iii .8ד.   ii  .20.7232mד. (62

ג.    120   ,60ב.  (58
2

3
 

281א.  (59 0.25S x= ADEב.   −

ABC

16

81

S

S
= 

Bד.  R = 13ג.    BE = 10ב.  (60 67.38=  

 16.73ג.    FE = 4ב.  (61

1
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 : שאלות מסכמות

 שאלות:

 . Rחסום מעגל שרדיוסו    ABCהמשולש  (1
Bנתון כי   = ,A =. 

 הבע את רדיוס המעגל החסום   .א
 .R  ,,במשולש בעזרת   

60כי:  נתון  .ב = =  . 
 חשב את רדיוס המעגל החסום  

 .Rבמשולש בעזרת  

 

 נמצאת על   Eנקודה  MNQPבמקבילית   (2
MEN- כך ש PQהצלע   90=   .)ראה ציור( 

MQ =  ,MQPס"מ  12: נתון 70=  ,MNE 40=   . 

 . NK, ואת הגובה MFמצא את הגובה 

 

)  ,MNPזווית -במשולש ישר (3 )P 90=  

PA הוא גובה ליתר ו-NF   חוצה 
 .MNPאת הזווית  

PA ו-NF  נחתכים בנקודהE  .)ראה ציור( 
NP = ,MNPס"מ  24 :נתון 40= . 

 .NAמצא את אורך הקטע  .א

 .EFמצא את אורך הקטע  .ב

 

 .  O בנקודהנחתכים   MNPQ אלכסוני המלבן (4
 החותך   QN-מעלים אנך ל  Oמנקודה 

 )ראה ציור(.   Kבנקודה  QPאת 
MOQ: נתון 2=  ,NP a=. 

 .a- ו באמצעות   OKאת אורך הקטע הבע  .א

 .a- ו באמצעות   NOKאת היקף המשולש  הבע  .ב

 
 
 
 

 

K

E PQ

M
N

F
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A
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 חסום מעגל   ABCDזווית -בטרפז ישר (5
 . Oשמרכזו 
 היא נקודת ההשקה של   Mהנקודה  

 .  ABשוק המעגל עם ה
AM = ,  BADס"מ  12 :נתון =.  

 .את רדיוס המעגל בעזרת  הבע  .א

 .את היקף הטרפז בעזרת  הבע  .ב

 

 :)ראה ציור( נתון  ABCזווית -במשולש ישר (6
BC =  ,ACBס"מ  8 90=   ,ABC =. 

CD  .הוא הגובה ליתר 
CE זווית ה- הוא חוצהACD . 

 .באמצעות  AEהבע את אורך הקטע 

 

צלעות חוסם את המעגל הזה.   9. מצולע משוכלל בעל  Rנתון מעגל שרדיוסו  (7
 צלעות חסום בתוך מעגל זה.   9מצולע משוכלל אחר בעל 

חוסם את המעגל לשטח המצולע החסום  חשב את היחס בין שטח המצולע ה 
 במעגל זה. 

 

8) ABCשוקיים-הוא  משולש שווה (AC = AB)  ס"מ.   12שאורך בסיסו 
AD  הוא הגובה לבסיס  BCו -CE הוא הגובה לשוק AB  . 

)  :נתון .Oשני הגבהים נחתכים בנקודה  )45  ABC   =. 

:AOאת היחס  הבע  .א DO  באמצעות. 

60כי בעבור  הראה   .ב =    שמצאת בסעיף א' מתאים לתכונות   הביטוי
 . צלעות-הגאומטריות של משולש שווה

 

   Mחסום מעגל שמרכזו  ABCבמשולש  (9
 )ראה ציור(.  rורדיוסו  

C  :נתון 46=   ,B 62=  . 

 .  BCע את אורך הצל rהבע באמצעות   .א

 .r. מצא את   = BCס"מ 16 :נתון .ב

 

 )ראה ציור(  ABCDEבמחומש משוכלל  (10
 ס"מ.  15הוא   ACאורך האלכסון 

 חשב את שטח המחומש. 

 

α

M

O
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B
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   Mלמעגל שמרכזו  ת מחוץהנמצא Cמנקודה   (11
   CBAוחותך   CDמעבירים משיק  Rורדיוסו  

 למעגל )ראה ציור(.  

  :נתון
3

CD
5

R= . 

 .CADמצא את זוויות המשולש  .א

 . BCD את שטח המשולש Rהבע באמצעות   .ב

 

 ,  Oכזו , הנמצאת מחוץ למעגל שמרAמנקודה  (12
 )ראה ציור(. AC-ו  ABיוצאים שני משיקים למעגל, 

BAC  :נתון 2= ,10 "מ = ס AO. 

 . ABOCשטח המרובע , 1Sאת   באמצעות  הבע  .א

 . BOCשטח המשולש   ,2Sאת   באמצעות  הבע  .ב

30שאם  הראה  .ג =   :1, אזי 24S S= . 

 

13) ABCD זווית -הוא טרפז ישר( )C D 90= = . 

 )ראה ציור(.  DCנמצאת על הצלע   Eנקודה 
AEB  נתון: 90=   ,AE BE k= CBE  -ו = = . 

 את שטח הטרפז.  - ו kהבע באמצעות  

 

 ענה על השאלות הבאות: (14

 סמ"ר, חוסמים מעגל.  100 משוכלל, ששטחובמעושר   .א
 . מצא את רדיוס המעגל החסום במעושר

 . בסעיף א'מעושר משוכלל חסום במעגל, שאת רדיוסו מצאת  .ב
 משוכלל הזה. ח המעושר המצא את שט 

 

15) ABC  שוקיים- הוא משולש שווה (AB = AC)   שבו זווית הראש 
   BCואורך הבסיס  נתון כי זווית הבסיס היא    היא זווית חדה.

 .  ABהגובה לשוק   הוא  CE-ו  BCהוא הגובה לבסיס   2.ADהוא  
 )ראה ציור(.   Oבנקודהים נפגש CE- ו ADהגבהים 

 .  CE-ו  COאת אורכי  הקטעים  - ו הבע באמצעות   .א

את היחס  באמצעות  הבע  .ב
CO

CE
. 

60חשב את היחס שמצאת בסעיף ב' כאשר   .ג =  , 
 והסבר מהי המשמעות הגאומטרית של התוצאה שקיבלת. 
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 יוצאים שני משיקים למעגל    Aמנקודה  (16
AB)כלומר:   m, שאורכם  Oשמרכזו  AC m= =.) 

 שבין  , והזווית C- ו Bנקודות ההשקה הן 
BACהמשיקים היא   =  .)ראה ציור( 

 .  ABCאת שטח המשולש  - ו mת  אמצעו הבע ב .א

 . BOCאת שטח המשולש   - ו mהבע באמצעות   .ב

 את היחס שבין שטחו של    הבע באמצעות   .ג
 . ABC המשולשלבין שטחו של  BOCהמשולש 

90 בדוק את תשובתך לסעיף ג' למקרה המיוחד שבו  .ד = . 

 

DACנתון   DAC זווית-במשולש ישר (17 =. 
AB  -כך ש  ACמאריכים את הניצב  d=. 

DBAנתון כי:   =  .)ראה ציור( 

ACסמן:   x=. 
 .  -ו d ,באמצעות    xהבע את  

 

 . Oבנקודה נחתכים   CD-ו  ABהקטעים  (18
OACנתון כי:   60=  , 

 , = AC ס"מ CO = , 6  ס"מ 9
 .= OB  ס"מ OD =  , 10ס"מ 14

 .ODB  חשב את

 

 .54הוא    Mגודל הזווית  MNPבמשולש  (19
 ס"מ   12הוא    MNנתון כי אורך הצלע 
 .   MPס"מ מהצלע   7-ארוכה ב NP)ראה ציור(, והצלע 

 .NPחשב את אורך הצלע  .א

 .MNהוא תיכון לצלע  PA  .ב
 .PANחשב את שטח המשולש  

 

   ABC (AB = AC)שוקיים -המשולש השווה  (20
 חסום במעגל )ראה ציור(. 

ABC  נתון: = . 
 ס"מ.    20כמו כן ידוע שאורך רדיוס המעגל הוא 

 .ABCאת שטח המשולש  הבע בעזרת   .א

45  בעבור ABCחשב את שטח המשולש   .ב = . 

 

O
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ס"מ,   13הוא    AB, אורך הצלע 60היא בת   Cהזווית   ABCלש במשו (21

7והיקף המשולש הוא    ס"מ. חשב את שטח המשולש. +13

 

 ABCD (AD = BC )שוקיים -בטרפז שווה  (22
 ך האלכסון.  ורלא שווה   ABאורך הבסיס הגדול 

) זווית הבסיס היא   )60   ,(ראה ציור).   

 את היחס שבין שטח   הבע באמצעות  

 .ABCלשטח המשולש  ACDהמשולש 

 

 נמצאים    ABDשל המשולש  B -ו  Aדקודים והק (23
 . Oומרכזו ס"מ  12על היקף מעגל שאורך רדיוסו 

 .OAנמצא על הרדיוס   ABDשל המשולש  Dדקוד והק

 .ABDאת שטח המשולש  - ו הבע בעזרת   .א

 את היחס שבין שטח   - ו הבע בעזרת   .ב

 . ABDלשטח המשולש   ABCהמשולש 

 

 חסום במעגל.   MNPולש שמ (24
 .MNPחוצה את הזווית   NQהמיתר 

MNPנתון:   80=  ,MPN 70= , 
 . = NPס"מ 12

 .MQחשב את אורך המיתר 

 

)  ABCDנתון טרפז  (25 )AB||CD . 

 היא נקודת המפגש של   Eהנקודה 
 פז. אלכסוני הטר 

DCנתון:   BC= ,BE m=  , 

CEB =,CBD =  .)ראה ציור( 
 הבע את אורכי בסיס הטרפז: 

AB ו- CD   באמצעותm  ,  ו-. 
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  RTSהזווית  -הוא חוצה  QTנתון:   RSTבמשולש   (26

QS)ראה ציור(,   m=  ,RQ 2=  , 

RST =  ,TRQ 45= . 

 . mבאמצעות   sinהבע את   .א

נתון כי:   .ב
2

3
m = . 

 . RST חשב את זוויות המשולש 

 

התיכון לשוק שווה באורכו לרדיוס   ABC (AB = AC)שוקיים   הבמשולש שוו  (27
 ש. המעגל החוסם את המשולש. חשב את זווית הבסיס של המשול

 

, נתון משולש שצלעותיו   (28  2  , t t kt. 

 המשולש הוא קהה זווית? k ם של הקבוע לאיזה ערכי .א

7kנתון   .ב  את אורך חוצה הזווית הקהה.  t. הבע ע"י   =

 

 נתון, העבירו ארבעה   ABCDבתוך הריבוע  (29
  קטעים היוצרים את אותה זווית  

 בוע כך שהתקבל ריבוע  ות הריעם צלע 
 . PQRSפנימי  

הוכח כי:   .א
PQ

cos sin
AB

 = −. 

PRמתקיים:    לאיזו זווית   .ב AB=? 

 

30) PS   הוא גובה במשולשPMQ   .)ראה ציור( 
SPQנתון   =  ,MPS =   ,PS h=. 

  PMQהבע את שטח המשולש   .א
 .- ו h  ,באמצעות  

 חותך את   PSמעגל שקוטרו  .ב
   Eבנקודות  PQ- ו PMהצלעות 

 בהתאמה )ראה ציור(. F-ו

i.   הבע באמצעות ו-     אתESF. 

ii.   הבע באמצעות ו-    את היחס בין 

 .PMQלשטח המשולש   ESFשטח המשולש 
 

 

Q

R T

S

α

α

α

α

S
R

Q
P

A B

CD

E

F

S
M

P

Q 

1

פרק 6טריגונומטריה במישור

89

89



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                           
 

 והזוויות שמונחות מולן   c- ו a ,bהצלעות הן   ABCבמשולש  (31
 בהתאמה.  - ו   ,הן:  

c- ו b( באמצעות הצלעות  a)התיכון לצלע   amהבע את אורך התיכון   .א

 .והזווית  

 הוא שווה צלעות.  ABCבדוק את הנוסחה שמצאת למקרה שבו המשולש   .ב

 

 ,ABC (AB = AC)במשולש שווה שוקיים   (32
BM   .)הוא תיכון לשוק )ראה ציור 

 נתון כי רדיוס המעגל החוסם את המשולש  
ABC  ס"מ וכן נתון ש 10הוא -BAC 50=   . 

 .BMCמצא את גודל הזווית   .א

 ,  Dעד לנקודה  BMממשיכים את   .ב
 ס"מ.   14הוא   ABDכך שרדיוס המעגל החוסם את המשולש 

 .AMDמצא את שטח המשולש  

 

 . Rחסום במעגל שרדיוסו   BCE (BE = BC)יים משולש שווה שוק  (33
 . היא   BCEזווית הבסיס של המשולש 

 העבירו משיק למעגל החותך את    Eבנקודה 
 (. )ראה ציור Fבנקודה  BCהמשך השוק  

 .- ו Rבאמצעות   BEFאת שטח המשולש  בטא  .א

 שבעבורו שטח   מצא את הערך של   .ב
 .BEFהמשולש   שווה לשטח BCEהמשולש 

 

) BCDEבטרפז  (34 )BC||ED  אורך הבסיסBC   ס"מ.   12הוא 

  . 80היא    DCלשוק    BCהזווית שבין הבסיס
 .  CBEס"מ, והוא חוצה את הזווית   16הוא   BDאורך האלכסון 

 חשב את היקף הטרפז. 

 

  Pמחלקים את הזווית הישרה   APDזווית -במשולש ישר (35
APBכלומר  , לשלוש זוויות שוות BPC CPD 30= = =    .)ראה ציור( 

PBנתון כי:   m= ,PAD =. 

 נוסים, היעזר במשפט הסי .א
 . - ו mבאמצעות   CD -ו  AB  ,AC   ,BDוהבע את 

הוכח כי:   .ב
AC BD

3
AB CD


=


. 

 

m

30°

30°
30°

α

A

P D

B

C

M

B C

A

D

F

B

C

E

1
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) ABCDבטרפז שווה שוקיים  (36 )AD BC , AB||DC=, 

F  היא נקודה על השוקBCכך ש ,-DF   חוצה את 
 )ראה ציור(.   DABחוצה את הזווית   AF-ו CDAהזווית  

ABנתון:   =  ,FAB = . 

 . DCאת אורך הבסיס  - ו bהבע באמצעות  

 

    .Rשרדיוסו עגל חסום במ EFGמשולש שווה צלעות  (37
M  .נתון:  היא נקודה על המעגלMGE =   .)ראה ציור( 

MEהוכח כי:   .א MF MG+ =  . 

MEאם  .ב R=   מה תוכל לומר עלMG? 

 

 . Rחסום במעגל שרדיוסו   ADE (AE = AD)משולש שווה שוקיים  (38
 חותך את המשך  Dבנקודה ישר המשיק למעגל 

 )ראה ציור(.   Fבנקודה  AEהצלע 

AEנתון:   = ( )60 180   . 

 .- וRבאמצעות   ADFהבע את שטח המשולש   .א

 את היחס שבין שטח   הבע באמצעות   .ב
 .ADFובין שטח המשולש  ADEהמשולש 

 .ADFשווה לשטח המשולש  ADEאם שטח המשולש  חשב את   .ג

 

 . CDהיא אמצע הצלע  Eהנקודה  ABCDבמעוין  (39
ADCנתון:  =  ,AEB = אה ציור(. )ר 

הוכח כי:  
2

3
cos

25 16cos



=

−
. 

 

 הוא קוטר המעגל.   DCהשוק ונתון מעגל.    ABCDנתון טרפז  (40
   BC -ו ADמשיקה למעגל, והבסיסים  ABהשוק 

  בהתאמה )ראה ציור(. C -ו  Dמשיקים גם הם למעגל בנקודות 
Bנתון כי:   =  ,AB d= . 

 בסיסיו של הטרפז.  את סכום  d  הבע באמצעות .א

 הטרפז ואת השטח  את היקף    -ו dהבע באמצעות   .ב
 של הטרפז. 

 סמ"ר.    25ס"מ ושטחו  25נתון שהיקף הטרפז  .ג
 .חשב את הזווית החדה  

 

β

E

F

G

M

β

α

E

B C

DA

d

β

CB

A D

A B

CD

F

F

D E

A
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  ,PMN (PM = PN)במשולש שווה שוקיים  (41

A   היא נקודה על הגובהPBכך ש , -
1

PA PB
5

=   . 

 )ראה ציור(.   Dבנקודה  PMחותך את השוק  NAהישר 
DNMנתון:   = ,DNB = ו -BN = . 

tanחשב את היחס   .א : tan  . 

 .PM:DMחשב את היחס   .ב

 

 מעבירים שני    Rורדיוסו  Oבמעגל שמרכזו  (42
 . 60הנחתכים בזווית של   CD  -ו  ABקטרים 

 ,  ABעם הקוטר  , היוצר זווית  AEמיתר 
 )ראה ציור(.   F בנקודה CDחותך את הקוטר 

 . - ו Rבאמצעות   ACF  הבע את שטח המשולש .א

30הוכח שכאשר   .ב =  שטח המשולש ,ACF   23הוא
3

8
R . 

 

 

  

βα

A

P

BM N

D

α60°

F

O
B A

C

DE
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 תשובות סופיות:

א.  (1
( )2 sin tan tan

2 2 4 sin sin cos
2 2 2

tan tan
2 2

R

r R

 
 

   

 

+
+

= =

+

ב.     
1

2
R 

  KNס"מ =  MF    ,21.52ס"מ =   11.28 (2

 EFס"מ =  5.975ב.     NAס"מ =  18.385א.  (3

OKא.  (4
2cos

a


ב.     =

1
1 tan

2sin cos

a


 

 
 + + 
 

 

12א.  (5 tan
2


      .ב

2

24 1 tan
2

 
 + 
 

 

6) 
1 1

AE 8sin tan tan 8tan tan
2 2

    
    

=  − =     
    

 

7) 
2

tan 20 1
2 1.132

sin 40 cos 20


 = 

 
 

2א.  (8

2

tan cos 2
2 tan 1

tan 2 cos

 


 
−  = − = −    

AOב. מתקיים:   2 DO=  .)מפגש הגבהים הוא גם מפגש התיכונים( 

)א.  (9 )BC tan59 tan67 4.02r r=  +       .ב
16

3.98
tan 59 tan 67

r = 
+ 

 

Sסמ"ר  147.86 (10 = 

Aא.  (11 16.7=    ,D 90=   ,C 73.3=    .20.0495בS R  

1א.  (12 100 sin cos 50 sin 2S   =   =     

)ב.  )2 2

2 50 sin sin 180 2 50 sin sin 2S    =   − =   

)א.  (13 )21
1 2sin cos

2
S k  =   יח"ש.   27ב.   .)או כל תשובה שקולה( +

rס"מ   א.  (14        .סמ"ר   בS  

COא.  (15
sin

a


=   ,CE 2 sina =     .ב

2

CO 1

CE 2sin 
=  

ג. היחס הוא: 
2

3
 )בדומה למפגש התיכונים במשולש( 

5.54890.45

1

פרק 6טריגונומטריה במישור

93

93



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                           
 

2א.  (16

ABC

1
sin

2
S m  =      .2ב 2

ΔBOC

1
sin tan

2 2
S m


=    

2tan: ג. יחס השטחים
2


 

)  1-חים שווה ל הוא ריבוע, ויחס השט ABOCד. במקרה זה   )2tan 45 1 =. 

17) 
tan

AC
tan tan

x d


 
= = 

−
 

18) ODB 44.7  

NPס"מ   א.  (19 ΔPANSסמ"ר   ב.   = = 

2800א.  (20 sin sin 2S  =      .סמ"ר   400ב 

סמ"ר   5.196 (21
ΔABC 3 3S =   

2sinיחס השטחים הוא:  (22 3
1 4cos

sin






 
− = − 
 

 או כל תשובה שקולה.  

א.  (23
( )

2

ΔABD

sin cos sin
288

sin
S

  

 

 
= 

+
ב.     

( )sin

sin cos

 

 

+


 

MQס"מ   15.43 (24  

25) 
( )
sin

AB
sin

m


 
= 

−
  ,

( )
sin

DC
sin

m


 
= 

+
 

א.  (26
1

sin
m

  75  ,60   ,45או   15   ,120  ,45ב.      =

27) 20.7  

5א.  (28 3k    1או 3k     .ב
2

0.667
3

t t  

29) 15 =  

)א.  (30 )2

ΔMPQ

1
tan tan

2
S h  =   ).  iב.   + )ESF 180  = − +  

ii  .EFSב.  ΔMPQ

1
: sin 2 sin 2

4
S S   =   

2א.  (31 21
2 cos

2
am b c b c =  + +        .ב

3

2
am b=  

BMCא.  (32 79.5=        .סמ"ר    54.1בAMDS = 

10.388.2

1
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א.  (33
2 3

ΔBEF

2 sin sin 2

sin 3

R
S

 



 
45ב.      = =  

34) BCDE 51.09P = 

א.  (35
( )

( )

3 sin 30
AC

2 sin 60 sin

m 

 

  +
=

 + 
  ,AB

2 sin

m


=


  ,

3
BD

2 cos

m




=


 ,  

( )

( )

sin 30
CD

2 sin 60 cos

m 

 

 +
=

  + 
 ב. הוכחה.   

36) 
tan

DC
tan 3

b 



− 
= 

 הוא קוטר במעגל. MG ב. (37

א.  (38
( )

2 3

ADF

2 cos sin
2

cos 1.5

R

S







−  

ב.     =
( )

( )
ADE

ADF

cos 1.5

cos 0.5

S

S








= −  

90ג.  =  

ADא.  (40 BC d+ 2ב.                          = sinP d d = +  ,21
sin

2
S d =   

30ג.  =  

א.  (41
4

tan : tan 0.8
5

  = ב.            =
9

PM : DM 1.125
8

= = 

א.  (42
( )

( )

23 sin 30

4 sin 60

R
S





 +
=

 +
. 

 

1
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
פרק 7 - פתרון וחקירת מערכת משוואות ליניאריות

תוכן העניינים

1. פתרון מערכת משוואות ליניאריות י 96

2. חקירת מערכת משוואות לינאריות (עם פרמטר) י 101

3. פתרון וחקירת מערכת הומוגנית של משוואות לינאריות י 104

4. שימושים של מערכת משוואות לינאריות י 107
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 ת פתרון מערכת משוואות לינאריו

 שאלות 

 אילו מהמערכות הבאות הן מערכות שקולות:  ומצא  (1
 

 

 את המטריצות המתאימות למערכות המשוואות הבאות:  מורש (2
 

 
 ,בזו אחר זו ,את הפעולות הרשומות מתחתיה מטריצה  על כל  ובצע 5-3בשאלות 

 לימין ומלמעלה למטה(. )סדר הפעולות הוא משמאל את המטריצה המתקבלת וומצא

3) 

1 2 1 1

3 3 1 1 3

, 2

,

3 5 1 0

2 1 4 2

5 0 2 6

R R R R

R R R R R

 →

→ + 

− 
 
 
 − 

 4) 

2 2 2 2 1

2 3 3 3 2

4 ,

, 3

4 1 0 2

1 2 1 0

0 3 1 1

R R R R R

R R R R R

→ → +

 → −

 
 
−
 
 − 

 5) 

11 3 2 2 3

1 1 2

3 , 3

5 8

3 4 8 1

2 3 6 0

1 4 5 1

R R R R R R

R R R

+→ → +

→ −

− 
 

−
 
 − − 

 

 

 , איזה פעולה אלמנטרית אחת יש לבצע על המטריצה שמשמאל  ומצא (6
 כדי לקבל את המטריצה מימין: 

 . א
1 2 4 6 3 9

4 1 1 4 1 1

− −   
→   

   
 

 .ב

1 0 4 1 1 0 4 1

4 2 1 1 0 2 17 3

0 1 0 4 0 1 0 4

− −   
   

→ −
   
   
   

 

 . ג

1 0 1 0

0 1 4 2

4 4 4 4

   
   

→
   
   
   

 

  

 . א
10 11

2 2 0

x y

x y

+ =

− =
 .ב 

4 7

1

x y

x y

− = −

− = −
 . ג 

0

2 3

x y

x y

− =

+ =
 .ד 

2 4

3

x y

x y

+ =

+ =
 

 . א
10 11

2 2 0

3

x y

x

x y

+ =

− =

+ =

 .ב 
4 7

1

5

x y z

x y

x y z

− + = −

− = −

+ + =

 . ג 
2 3

0

x y z

x z

+ + =

− =
 .ד 

3

2 4

8

x

x y

z t

=

+ =

+ =
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 מדורגת את המטריצות הבאות לצורה  ואיהב 15-7בשאלות 
 (: קנונית מדורגתלצורה  גם –  13-ו 11, 9,  7 שאלותב)

7) 

1 2 3 2 4 1

2 5 8 1 6 4

1 4 7 5 2 8

− − 
 

− −
 
 − 

 8) 

3 6 3 6 5

2 4 1 2 3

1 2 1 2 1

− 
 

−
 
 − 

 

9) 

1 2 1 3

1 3 1 5

3 8 4 17

− 
 
 
 
 

 10) 

4 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 −
 

− 

 

11) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

 
 
 
 − −
 
− − − 

 12) 

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1

 
 
 
 
 
 

 

13) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

3 2 5 1 1

 
 
 
 − − −
 
− − − 
 − − − 

 14) 

1 3 2 2 3

1 4 3 4 2

2 3 1 2 9

1 3 0 2 1

2 5 3 2 1

1 5 6 6 3

− 
 

− 
 − −
 
 
 
  − 

 

15) 
1 1

1 2

2 1 3

F , F

i

i i

i i

+ 
 

+ 
 + + 

= =

 
 

 

 . ופעם מעל השדה  ה  לדרג את המטריצה פעם מעל השד יש 15בשאלה * 

  

1
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 :רוג( יו את מערכות המשוואות בשיטת גאוס )כלומר, על ידי דרפת 27-16בשאלות 

16) 
2 3 8

5 4 3

x y

x y

+ =

− = −
 17) 

4 8 20

3 6 15

x y

x y

+ =

+ =
 

18) 
8 4 10

6 3 1

x y

x y

− =

− + =
 19) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 5

3 2 2 5

10 6 2 32

x x x

x x x

x x x

− − =

− + =

− − =

 

20) 
2 3 11

2 3 5

3 2

x y z

x y z

x y z

+ + = −

+ − = −

+ − =

 21) 
2 3 3

4 6 16 8

3 2 17 1

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

22) 
3 2

2 1

2

x y

x y

x y

+ =

+ = −

− = −

 23) 
4 7 0

8 14 2

16 28 4

x y

x y

x y

− =

− =

− + =

 

24) 
3 2 1

9 6 3

6 4 2

x y

x y

x y

− =

− + = −

− =

 25) 
2 3 2 2

2 5 8 6 5

6 8 10 4 8

x y z t

x y z t

x y z t

+ − + =

+ − + =

+ − + =

 

26) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 4 13 3

3 2 5 2

2 2 3 4 0

x x x x

x x x x

x x x x

+ + − =

− + + =

+ + − =

 27) 

2 2 2

3 2 5

2 5 3 4

2 8 12 0

x y z

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − =

− + = −

+ + =

 

 

: F השדהמעל  ,ו את מערכת המשוואות הבאה בשיטת גאוסרפת (28

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 1 4

(1 ) 2

( 1 3 ) (3 ) (2 4 ) 5

z iz i z i

iz z i z i

i z i z i z i

+ + − = +

+ + + = +

− + + − + + = −

 

 F= . א

 F= .ב
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 תשובות סופיות 

 שקולות. ד -ב ו-ג שקולות, ו-א ו (1

א.  (2

1 10 11

2 0 2

1 1 3

 
 
 
 
 

ב.   

1 4 1 7

1 1 0 1

1 1 1 5

− − 
 

− −
 
 
 

ג.  
2 1 1 3

1 0 1 0

 
 

− 
 

ד.  

1 0 0 0 3

2 1 0 0 4

0 0 1 1 8

 
 
 
 
 

 

3) 

9 2 6 8

3 5 1 0

4 2 8 2

 
 

− 
 
 

 4) 

4 1 0 2

0 3 1 1

0 0 1 5

 
 

− 
 
 

 5) 

0 0 4 4

0 5 4 2

1 4 5 1

− 
 

− 
 − − 

 

א.  (6
1 1 22R R R→ ב.   +

2 2 14R R R→ ג.  −
2 2 12 4R R R→ + 

7) 

1 2 3 2 4 1

0 1 2 3 2 2

0 0 0 1 2 3

− − 
 

− −
 
 
 

-ו 

1 0 1 0 24 21

0 1 2 0 8 7

0 0 0 1 2 3

 
 

− − −
 
 
 

 

8) 

1 2 1 2 1

0 0 3 6 1

0 0 0 0 0

− 
 

−
 
 
 

  

9) 

1 2 1 3

0 1 2 2

0 0 3 4

− 
 
 
 
 

-ו 

17
3

2
3

4
3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 

− 
 
 

 

10) 

1 3 1 2

0 11 5 3

0 0 0 0

0 0 0 0

− 
 

−
 
 
 
 

  

11) 

1 2 1 3 5

0 1 1 5 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

 
 

− −
 
 
 
 

-ו  

1 0 1 0 0

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

− 
 
 
 
 
 

  

12) 

0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
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13) 

1 2 1 3 5

0 1 1 5 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 
 

− − 
 
 
 
 
 

-ו 

1 0 1 0 0

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− 
 
 
 
 
 
 
 

  

14) 

1 3 2 2 3

0 1 1 2 1

0 0 2 0 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− 
 

− − 
 −
 
 
 
  
 

 

15) 

1 1 1 1

1 2 , 0 0

0 0 0 0

F F

i i

i i

+ +   
   
+   

   
   

= =

 

16) ( ), (1, 2)x y = 17) ( ), (5 2 , )x y t t= − 18)  

19)  20) ( ) ( )1 2 3, , 1, 3, 2x x x = − −  

21) ( ) ( ), , 1 7 , 2 2 ,x y z t t t= − − + 22) ( ), ( 1,1)x y = − 

23)  24) ( )
1 2

, ,
3

t
x y t

+ 
=  
 

  

25) ( ) ( ), , , 2 ,1 2 2 , ,x y z t a b a b a b= − + + − 26)  

27) ( ) ( ), , 2,1, 1x y z = −  

א.  (28
1 2 3( , , ) (2,3, 1)

F
z z z

=
= ב .   −

1 2 3( , , ) (( 1 ) 1 ,3, )
F

z z z i t i t
=
= − + + + 
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 חקירת מערכת משוואות לינאריות )עם פרמטר(

 שאלות

 : )אם יש כאלה( יש למערכות kלאילו ערכי   ומצא  1-6בשאלות 
 . . אינסוף פתרונות3. אף פתרון.     2. פתרון יחיד.     1

1) 2 2

1

5 7 ( 3) 1

3 ( 3) 3

x y z

x y k z k

x y k z

− + =

− + + = +

− + + =

 2) 

1

1

1

x ky z

x y kz

kx y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

3) 

2 0

3 2

9 5 2

x ky z

x y kz

x ky z

+ + =

+ + =

+ + = −

 4) 

2

2 0

2 0

5 (1 ) 1

x y z

x y z

x k y k z

− + =

+ − =

+ − + =

 

5) 

2

1

( 2) 2

( 1) 9

kx y

k x ky

k z

− =

− + = −

− =

 6) 

3 2

4

3 (2 ) 0

x ky z

kx y z

x y k z

+ + =

− + =

+ + + =

 

 

 )אם יש כאלה( יש למערכות:  kלאילו ערכי   ומצא  7-9בשאלות 
 . אינסוף פתרונות. 3  . אף פתרון. 2  . פתרון יחיד. 1

7) 
2

2

2 3

( 3) 2 5

6 3 7 2

x ky

k x y k

x ky k

+ =

+ + = +

+ = +

 8) 
2

2 3 1

4 ( 5 ) 2

x y z

x k k y z k

− + =

+ − + =
 

9) 

3 4 2

2 1

8 3

2 6 2 0.5 1

x y z

kx y z

x y z k

x y z k

+ − =

− + = −

+ − =

+ − = +

  

 

 )אם יש כאלה( יש למערכות: bושל   aלאילו ערכים של    ומצא  10-12בשאלות 
 . פתרונות. אינסוף  3. אף פתרון.     2. פתרון יחיד.     1

10) 
2 4

7 10 16 7

2 3 1

x y z b

x y z

x ay z

+ − =

− + =

− + =

 11) 

2 4 1

2 4 4

2 4 0

2 6 2

x y az

x y z

x y z

x y z b

+ + = −

+ + = −

+ − =

+ + = −

 12) 
1

3 2 1

x y z t

ax y z t b

x y at a

+ − + =

+ + + =

+ + = +
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  נתונה מערכת המשוואות: (13

1

2 2

3

x az

y z

bx cy dz

+ =

+ =

+ + =

 

,תנאי עבור   ומצא .א , ,a b c d, .כך שלמערכת יהיה פתרון יחיד 

,תנאי עבור   ומצא .ב ,b c d,   כך שלכלa,  .למערכת יהיו אינסוף פתרונות 
 

2נתונה המערכת:     (14 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

+ − =


− + + = −
 − + + =

. 

 את המטריצה המתאימה למערכת המשוואות.  מורש .א

 את הצורה המדורגת של המטריצה מסעיף א.מו רש .ב

 יש למערכת:   kלאילו ערכי   ומצא .ג
 . אינסוף פתרונות. 3  . אף פתרון. 2  . פתרון יחיד. 1

 את הפתרון הכללי במקרה בו יש אינסוף פתרונות.  מורש .ד

0zיש למערכת פתרון שבו   kלאילו ערכי   ומצא .ה =. 

0zיש למערכת פתרון יחיד שבו   kלאילו ערכי   ומצא .ו =. 

,1)פתרון של המשוואה השלישית הוא   kעבור איזה ערך של  ומצא .ז 2,3) .
 . ור יהאם ייתכן שהפתרון הנ"ל הוא גם פתרון של כל המערכת? הסב 

 הוא הפתרון היחיד של המערכת.  k ,(1,0,0)ך של  לאיזה ער ומצא .ח

 

  מישורים:  3נתונות המשוואות של  (15

3 3

2 1

1

x my

mx y mz

x mz

+ =


+ − =
− + = −

. 

 שלושת המישורים:   m  עבור אילו ערכים של הקבוע וג מצא -בסעיפים א 
 נפגשים בנקודה אחת )מצא נקודה זו(.  .א
 לא נפגשים באף נקודה.  .ב
 משותפות )מצא נקודות אילו(.בעלי אינסוף נקודות  .ג
 המישורים מתלכדים או מקבילים?   3עבורו  mהאם קיים ערך של   .ד
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 תשובות סופיות 

1) 1 .1, 2k k  − 2  .1k = 3 .2k = − 

2) 1 .1, 2k k  − 2  .2k = − 3  .1k = 

3) 1 .4
71,k k −    2  .4

7k =   3  .1k = − 

4) 1 .1, 0.4k k  − 2  .1, 0.4k k= = − 

5) 1 .1, 2k k   −   2  .1, 2k k=  = − 

6) 1 .1, 3, 2k k k −  −    3  .1, 3, 2k k k= − = − =  

7) 1 .1k = − 2  .1k   3  .1k =  

8) 2 .3k =    3 .3k  

9) 1 .1k    2 .1k = 

10) 1 .2a  2 .2, 3a b=  − 3 .2, 3a b= = − 

11) 2 .2.5b    6אוa  −.  3 .6, 2.5a b= − = 

12) 2 .2, 2a b=    3 .2, 2a b= 2aאו   = . 

2abא. (13 c d+   .0 ב, 1.5, 3b c d= = = 

2א.  (14 2

1 1 1 1

3 7 1 1

4 6 2 4

k k

k

− 
 

− + −
 
 − + 

2ב.     2

2 2

1 1 1 1

0 10 4 4

0 0 2 4

k k

k k k

− 
 

− + −
 
 − + + − 

  

2.  1ג.  , 1k k  −  .2  .1k = −  3  .2k )ד.  = ) ( ), , 1 0.2 ,0.8 ,x y z t t t= + 

2kה.    =             .2וk = 2kז.            − 2k, לא.          ח.   = = − 

,0א.  (15 2,3m  2,3mב.  − = 0mג.  −  לא. ד.  =

1
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 תפתרון וחקירת מערכת הומוגנית של משוואות לינאריו

 שאלות 

את המערכת   פתרו (1

2

2 6

4 2 5 12

x y z

x y z

x y z

− + =


+ + =
 − + =

. 

 . של המערכת ההומוגנית המתאימה  את הפתרון קבעו ,על סמך הפתרון
 

את המערכת   פתרו (2

2

2 6

4

x y z

x y z

x y z

− + =


+ + =
 + + =

. 

 . המערכת ההומוגנית המתאימה של  את הפתרון קבעו ,על סמך הפתרון
 

: נתונה המערכת (3

1

2

2 3

x y

x y z k

x my z

− =

− + − =
 + + =

. 

 אינסוף פתרונות.   עבורם למערכת ההומוגנית המתאימה, mאת ערכי    מצאו . א

 פתרון. עבורם למערכת, k  את ערכי  מצאו ,א- ב נמצאש  mעבור ערך   .ב

m,י  עבור ערכ . ג k  הכללי את הפתרון מצאו ,בסעיפים הקודמים נמצאוש 
 מערכת את הפתרון הכללי של ה קבעוו  ,הנתונה המערכת של 

 ההומוגנית המתאימה. 

 

)נתון שהחמישייה  (4 )4 2 4, , 2, ,t s t s t s− + − מהווה פתרון כללי של מערכת  +

 מבין הטענות הבאות נכונות:  אילו  קבעו ליניארית נתונה.

 המערכת הנתונה היא מערכת הומוגנית.  . א

)החמישייה  .ב  היא פתרון פרטי של המערכת הנתונה. , 4,0,2,0,0(

)החמישייה  . ג )4,0,  היא פתרון של המערכת הנתונה. , 2,1,1

)ממשי, החמישייה  aלכל  .ד )4 ,0, 2 ,0,0a a .אינה פתרון של המערכת הנתונה 

)החמישייה  .ה )4 2 , ,0, ,t s t s t s− −  היא פתרון כללי של המערכת , +

 המתאימה.  ההומוגנית

)החמישייה  .ו )0,1,0,1,  היא פתרון פרטי של המערכת ההומוגנית המתאימה.  , 2

 . 2מספר המשוואות לאחר דירוג הוא  ,במערכת הנתונה .ז
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 נתונה המערכת ההומוגנית (5

3 0

2 0

0

x my

mx y mz

x mz

+ =


+ − =
− + =

. 

 אוסף הפתרונות של המערכת.  W יהי
 הוא:  W )אם בכלל( m עבור אילו ערכים של הקבוע

 נקודה זו(. ונקודה )מצא  . א
 ישר זה(. וישר )מצא .ב
 מישור זה(. ומישור )מצא . ג

 

נתונה המטריצה  (6

1 2 3 4

2

4

3

a b c
A

d e f

g h i

 
 
 =
 
 
− 

. 

 .Aאת הצורה המדורגת של  A'- נסמן ב
ל ההומוגנית המתאימה יש יותר משתנים חופשיים ממשתנים מ"ידוע כי במ

 תלויים. 
 .Aמצאו את  
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 תשובות סופיות 

)פתרון כללי של המערכת  (1 )3 1
2 24 , 2,t t t− − +. 

)וא פתרון כללי של המערכת ההומוגנית המתאימה ה )3 1
2 2, ,t t t− −. 

)  למערכת פתרון יחיד (2 , , ) (1,1, 2)x y z =. 

)  למערכת ההומוגנית המתאימה פתרון יחיד )0,0,0. 

3mא.  (3 = 2k  ב. − = )פתרון כללי של המערכת ג.  . − , , ) ( , 1, )x y z t t t= −. 

)וא פתרון כללי של המערכת ההומוגנית המתאימה ה , , )t t t. 

 הטענה לא נכונה.ג.  הטענה נכונה.ב.  הטענה לא נכונה.א.  (4
 הטענה לא נכונה.ו.  הטענה נכונה.ה.  הטענה לא נכונה.ד. 
 הטענה לא נכונה.ז. 

,0א.  (5 2,3m  ). הנקודה היא − , , ) (0,0,0)x y z =. 

0mב. אם  x(0,0,1)נקבל ישר   = t= 2. אםm=  2)נקבל ישר, 1,1)x t= −, 

3mאם      ,3)נקבל ישר   = 3,1)x t= −. 
 עבורם נקבל מישור. mאין ערכים של ג. 

6) 

1 2 3 4

2 4 6 8

4 8 12 16

3 6 9 12

A

 
 
 =
 
 
− − − − 

 

1
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 ת שימושים של מערכת משוואות לינאריו

 שאלות

 רשת זרימה המתארת את זרם התנועה )במכוניות לדקה(   שלהלןבאיור  (1
 של מספר רחובות בתל אביב. 

 את תבנית הזרימה הכללית של הרשת.  ומצא .א

 , את תבנית הזרימה הכללית של הרשת ומצא .ב
ידוע שהכביש שהזרם שלו   אם

4x  .סגור 

 

מהו הערך המינימלי של   .ג
1x, אם ידוע ש -

4 0x =? 

 
 

 

 הוף וחוק אוהם(:כ )חוקי קיר את הזרמים במעגלים החשמליים ומצא  3-2בשאלות 

2)  

 

3)  

 

 

 שאלות נוספות הנוגעות בנושא מערכת משוואות לינאריות. ו)דטרמיננטות( תמצא 3* בפרק 

  

1
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 תשובות סופיות 

א.  (1
3x ו-  

5x   .חופשיים
1 3 5100x x x= + −  ,

2 3 5100x x x= − +  ,
4 560x x= − . 

ב. 
3x  .חופשי

1 340x x= +  ,
2 3160x x= −  ,

4 0x = ,
5 60x  . 40ג.   .=

1א.  (2 2 3

255 97 158
, ,

317 317 317
I I I= = = 

3) 1 2 3

5 7 6
, ,

22 22 11
I I I= − = = 

1
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
פרק 8 - מטריצות

תוכן העניינים

1. מטריצות י 109

2. מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי-סימטריות י 114

3. המטריצה ההופכית י 115

4. דרגה של מטריצה י 122

5. בחזרה למערכת משוואות ליניארית י 126

6. מטריצה אלמנטרית י 133

7. פירוק LU י 135

8. שיטת הריבועים הפחותים - רגרסיה לינארית י 136
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 מטריצות 

 שאלות 

4נתונות המטריצות הבאות:   (1 6 4 6 6 2 4 2 6 4, , , ,A B C D E    . 

 אילו מבין המטריצות הבאות מוגדרות.  וקבע
 את סדר המטריצה: מובמידה והמטריצה מוגדרת, רש

 

,את    ומצא (2 ,x y z:אם ידוע כי , 
2 3 2 2 2 5

2 5 2 8 4 3 12

x y x y z z

x y x y z z

+ − − +   
=   

− + − − −   
. 

 
נתונות המטריצות הבאות:  3-8בשאלות 

 

2 3

4 0 1 4 2
4 1 1 4 2

1 2 , , , 1 0 1 ,
0 2 4 1 5

1 1 4 2 10

4 1 1 1 0 0
1 0

1 0 1 , , 0 1 0
0 1

4 1 1 0 0 1

A B C D

E I I

   
      

= = = = −      −      −   

   
    

= − = =    
    −   

 

 )במידה וניתן(:  וחשב

E . א  (3 D+ 3 .בE D I− + 

32 .ד 5C . ג  4D EI+ 

4)  ( )22 2tr D E−  

4 . א  (5 TC A+ ב. 
1 1

2 4

TA C+ 

6)  2I BC  

7)  ( )Ttr C C  

8)  DABC  

 

A . א B+ ב. AB ג . AC D− ד. AE B− 

B .ה AB+ ו. ( )E B A+ ז. ( )TE A D+ ח. TE B 

) . ט )E AC י. ( )E B A−   

1
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 .n ריבועית מסדרמטריצה  A  נתון כי (9
)נתון כי   )( ) 0A I A I− + = . 

Aהוכיחו או הפריכו:  I=   אוA I=− . 

 

2את כל המטריצות  נואפיי (10 2A   2שמקימות 4A I= −. 

 

טבעי מתקיים   nכי לכל  וחיהוכ (11
2 0 2 0

1 1 1 2 1

n n

n

  
=   

− −   
. 

 הערה: תרגיל זה מיועד רק למי שנדרש לדעת הוכחות באינדוקציה. 

 

ABיקראו מתחלפות אם  B-ו Aשתי מטריצות  (12 BA=. 
 הוכיחו או הפריכו על ידי דוגמה נגדית: 

מתחלפות עם המטריצה   B-ו Aאם המטריצות  . א
0 1

1 0

 
 
 

אז המטריצות  ,

A ו-B  .מתחלפות 

מתחלפת עם המטריצה  A אם המטריצה .ב
0 1

1 0

− 
 
 

TAאז  , A= −. 

 

 .nמטריצה ריבועית מסדר  Aתהי  (13

0TAAנתון כי    .=0A. הוכיחו כי  =

 מרוכבים? Aהאם הטענה נשארת נכונה אם איברי  
 אם כן, הוכיחו. אם לא, הביאו דוגמה נגדית. 

 

ABמטריצות ריבועיות המקיימות  B-ו A יהיו (14 BA= .)מטריצות מתחלפות( 

kטבעי מתקיים   k הוכיחו כי לכל . א kAB B A=. 

)טבעי מתקיים   kהוכיחו כי לכל  .ב )
k k kAB A B=. 

 

לפי נוסחת הבינום של ניוטון  (15
1

( )
n

n n k k

k

n
A B A B

k

−

=

 
+ =  

 
,   כאשר

, , ,A B n k . 

מטריצות ריבועיות  B-ו A האם נוסחת הבינום נשארת נכונה גם אם . א
 ?מסדר 

על מנת שנוסחת הבינום  ,B-ו A תנאי מספיק על המטריצות  ומצא .ב
 תהיה נכונה עבורן.

)את הפיתוח של    ומצא . ג )nA I+  ו- ( )nA I−, כאשר  A ו -I  ריבועיות מסדר

. 
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 את המונח מטריצה נילפוטנטית.  ימווהדג ורי. הגדא (16
 מטריצות מתחלפות ונילפוטנטיות. B-ו  A-נניח ש. ב

A-ו ABשגם המטריצות  וחיהוכ      B+  .נילפוטנטיות 

 

nתהי  (17 nA   :מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי min ,ija i j=. 

תהי 
n nB 

מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי:    
1 1

0
ij

i j n
b

else

+ = +
= 


. 

 בצורה מפורשת. B-ו A כתבו את המטריצות . א

Cמקיימת    Cהמטריצה   .ב A B= . 

1לכל  ijcומצאו נוסחה עבור   C חשבו את ,i j n . 

 

, כך שיתקיים Aמצאו מטריצה ממשית  (18
0 1 0 1

1 0 1 0

T

TA A A A
    

− = −    
− −    

. 

 

 

 

 

 

  

1

פרק 8מטריצות

111

111



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 תשובות סופיות 

4א.  (1 6   .4ג.   לא.ב 2  .6ו.  לא. ה.   לא.ד 6  
6ז.  2   .6ט.   לא ח 4  .6י 6 

2) ( ) ( ), , 2,1, 1x y z = − 

א.  (3

5 5 3

0 0 0

8 3 9

 
 
 
 
 

ב.    

4 3 1

2 1 2

0 1 10

− − 
 
− 
 − − 

ג.   
5 20 10

20 5 25

 
 
 

 

ד.  

18 12 8

2 0 2

24 8 16

 
 
−
 
 
 

 

4) 230 

א.  (5

8 16

17 6

7 21

 
 
 
 
 

ב.    
2.25 1.5 0

1 1.25 1.75

 
 
 

 

6) 
8 17 13

8 2 10

 
 
− − − 

 

7) 63 

8) 

32 82 22

48 87 75

48 108 36

− − 
 
 
 − − 

 

 שאלת הוכחה. (9

10) 

2 4a
a

A c

c a

 +
− =

 
 − 

 

 שאלת הוכחה. (11
 שאלת הוכחה. (12
 שאלת הוכחה. (13
 שאלת הוכחה. (14
 הוכחה.א+ב. שאלת  (15

ג. 

1 2 1

1 2 1 1

( ) ...
0 1 2 1

( ) ... ( 1) ( 1)
0 1 2 1

n n n n

n n n n n n

n n n n n
A I A A A A I

n n

n n n n n
A I A A A A I

n n

− −

− − +

         
+ = + + + + +         

−         

         
− = − + − + − + −         

−         

  

 שאלת הוכחה. (16

1
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א.  (17

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1

1 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0

1 2 3 3 3 3 0 0 0 0 1 0 0

1 2 3 4 4 4 0 0 0 1 0 0 0

1 2 3 4 5 5 0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 1 0 0 0 0 0 0

A B

n

   
   
   
   
   

= =   
   
   
   
   
   

 

ב.   

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 1

3 3 3 3 2 1

min , 14 4 4 3 2 1

5 5 4 3 2 1

5 4 3 2 1

ijC c i n j

n

 
 
 
 
 

= = + − 
 
 
 
 
 

 

18) 
1 1

1 1
A

− 
=  
 

 

1
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 סימטריות -מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי

 שאלות 

TAתיקרא סימטרית אם  Aמטריצה ריבועית  A=, סימטרית אם - ואנטיTA A= − . 

 מטריצה ריבועית.  A-ידוע ש (1
 :)אחד או יותר( מי מבין הבאים נכון

1. TAA  .סימטרית 

2. TA A+  .סימטרית 

3. TA A− סימטרית.- אנטי 

 

 סימטריות מאותו סדר.- אנטי B-ו A-ידוע ש (2
 מי מבין הבאים נכון:

1. BABABA סימטרית.- אנטי 

2. 2 2A B−  .סימטרית 

3. 2A B+  .סימטרית 

 

ABסימטריות מאותו סדר ונתון כי   B-ו A-ידוע ש (3 BA= − . 
 מי מבין הבאים נכון:

1. 3AB סימטרית- אנטי. 

2. 2AB  .סימטרית 

3. 2( )A B−  .סימטרית 

 

ABאנטי סימטרית מאותו סדר ונתון כי   B- סימטרית וA-ידוע ש (4 BA=. 
 :וחיהוכ

1. AB סימטרית.- אנטי 

2. AB B+ סימטרית.- אנטי 

 

,נתון:  (5 ,A B AB .סימטריות מאותו סדר 

4כי   וחיהוכ 4 4 4A B B A=. 
 

 תשובות סופיות 

1) 1,2,3 
2) 2 
3) 1,2,3 
 הוכחה.שאלת  (4
 הוכחה.שאלת  (5

1
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 המטריצה ההופכית 

 שאלות 

 את ההפוכה של כל מטריצה.  ומצא 9-1בשאלות 
 על ידי כפל מטריצות מתאים. ותאת התשוב ובדק

1) 
1 2

3 4

 
 
 

 2) 
5 2

7 3

 
 
 

 3) 
4 1.5

2 1

 
 
 

 

4) 

1 0 2

4 1 8

2 1 3

 
 

− 
 
 

 5) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

 
 

− 
 
 

 6) 

2 1 1

3 2 2

5 3 4

− 
 

− 
 − 

 

7) 

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

 
 
 
 
 
 

 8) 

1 4 2 4

1 2 1 0

0 1 1 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 
 

− − 

 9) 

1 1 0 1

4 2 2 3

2 1 2 1

4 0 2 2

 
 
 
 − −
 

− 

 

 

2המטריצה  kעבור אילו ערכים של הקבוע  (10

1 1 1

5 7 3

3 1 3

k

k

− 
 

− + 
 − + 

 ? הפיכה 

 

 המטריצה kעבור אילו ערכים של הקבוע  (11

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

 
 
 
 
 
 
 
 

 ?הפיכה איננה 

 

 :X  את צווחל ,nהן הפיכות מסדר  21-41בשאלות  שהמטריצות וחיהנ

AXC . א  (12 D= 1 .ב 1A XC A DC− 1 . ג =− TP X P A− = 

1 . א  (13 2( )C A X D I− −+ 1 .ב = 1( )A AX X C− −− = 

14)      1T T TABC X BA C AB− =  

 

נתון  (15
1 2

4 9
B

 
=  
 

. 

)אם ידוע כי   ,Xאת  וחשב )
12 2B X B B I
−
= +. 

1
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1נתון  (16

1 0 2

4 1 8

2 1 3

B−

 
 

= − 
 
 

1TBYBאם ידוע כי   ,Yאת    וחשב . B B−= +. 

 

1נתון  (17
2 3

4 7
A−  

=  
 

. 

) בנוסף כי: אם נתון ,Bאת  וחשב ) ( )
2 2

5 2 7TA B I A A
− −

+ =. 

 
 על הסעיפים הבאים: וענ (18

2המקיימת   מטריצה ריבועית Aנתון:  . א 5 2 0A A I− − =. 

 .I-ו Aבמונחי  −1Aאת   והפיכה ובטא  A  כי וחיהוכ

)המקיימת   מטריצה ריבועית Aנתון:  .ב 3 )( 2 ) 0A I A I− + = . 

 .I-ו Aבמונחי  −1Aאת   והפיכה ובטא  A  כי וחיהוכ

 

3  ן כינתו (19 2( ) 4 20 48p x x x x= − − + ,

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= − 
 − − 

. 

)את  וחשב . א )p A. 

 ,הפיכה A-ש וחיהוכ  ,)ולא בדרך אחרת(סעיף א בעזרת תוצאת  .ב

 בלבד. I-ו Aבעזרת  −1Aאת  וובטא
 

4מטריצה ריבועית המקיימת  A  כי נתון (20 0A =. 

 לא הפיכה.Aכי   וחיהוכ . א

Iכי המטריצה  וחיהוכ .ב A− את ההופכית שלה.  וומצא ,הפיכה 
 

  כי נתון (21
1

1

P AP B

Q BQ C

−

−

 =


=
 . 

1D-כך ש  ,Dכי קיימת מטריצה הפיכה  וחיהוכ AD C− =. 
 

 שכל המטריצות הנתונות ריבועיות, מאותו סדר והפיכות. וחי* הנ
 ניתן לנסח את השאלה כך: ,דמיון מטריצות* לסטודנטים המכירים את המושג *

 .C-דומה ל Aאז   ,C-דומה ל B-ו B-דומה ל A: אם וחיהוכ
 )כלומר יחס הדמיון הוא יחס טרנזיטיבי(

 

 

 . שאלות נוספות הנוגעות למטריצה ההפוכה ו)דטרמיננטות( תמצא 3בפרק  הערה: 
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A,תהיינה  (22 B  2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 
 כל אחת מהטענות הבאות:  יכואו הפר וחיהוכ

AB . א BA=. 

2אם  .ב

nA AB I−  הפיכה.  Bאז בהכרח  , =

2אם  . ג

nA AB I−  הפיכה.  Aאז בהכרח  , =

)אם  .ד )
100

AB I= ,  אז בהכרח( )
100

BA I= . 

)אם  .ה )
100

0AB )אז בהכרח  , = )
101

0BA =. 

 

A,תהיינה  (23 B   מטריצות מסדרn n  2, עבורןA AB I+ =. 

AB-הוכיחו ש . א BA=. 

2B-אם נתון בנוסף ש .ב BA+  ,היא מטריצת האפס 
 היא מטריצת האפס.  Bהוכיחו שגם 

 
A,תהיינה  (24 B.מטריצות כלשהן 

 את הטענות הבאות:  יכואו הפר וחיהוכ

ABאם  . א I=  1אזB A−=. 

A,היא מטריצה ריבועית, אזי ABאם המכפלה  .ב B.מטריצות ריבועיות 

A,היא מטריצה הפיכה, אזי ABאם המכפלה  . ג B .מטריצות ריבועיות 

 לא הפיכה. ABהמכפלה   .ד

 מטריצה ריבועית. Bמוגדרת, אזי ABמטריצה ריבועית והמכפלה  Aאם  .ה
 

2Aתיקרא אידמפוטנטית אם   Aמטריצה ריבועית  (25 A=. 
 :וחיהוכ

Aלמעט המקרה בו   . א I= .מטריצה אידמפוטנטית היא לא הפיכה , 
יחידה נקבל מטריצה ה אם נחסר מטריצה אידמפוטנטית ממטריצת  .ב

 אידמפוטנטית. 

 ,2מסדר  תמטריצה אידמפוטנטית ריבועי Aאם  . ג
) אז ) 1tr A  מטריצה אלכסונית.   A-או ש =

  nAאידמפוטנטית   A .ד A=,  לכלn  .טבעי 

 

)נתונה  (26 ), , ,

a b c d

b a d c
a b c d M

c d a b

d c b a

 
 
− −

  =
 − −
 
− − 

. 

,מצאו תנאי על הקבועים  , ,a b c d כך ש-M  1תהיה הפיכה ומצאו אתM − 

 מקרה זה.ב
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נתון כי   (27
11 12 13

21 22 23

31 32 33

A

  

  

  

 
 

=  
 
 

 הפיכה. 

 את מספר הפתרונות של המערכת. לגבי כל אחת מהמערכות הבאות קבע 

 . א
11 12 13

21 22 23

31 32 33

x y

x y

x y

  

  

  

+ =

+ =

+ =

  

 .ב
11 12 13

21 22 23

31 32 33

0

4 1

3 4

x y z w

x y z w

x y z w

  

  

  

+ + + =

+ + − =

+ + + = −

 

 . ג
11 21 31

12 22 32

13 23 33

3

1

1

x y z

x y z

x y z

  

  

  

+ + =

+ + =

+ + =

  

 

A,תהיינה  (28 B   מטריצות מסדרn n. 
 הוכיחו:

2BAאם  . א I A= 2Bוגם  − AB=−,  0אזB =. 

2אם  .ב 2A I=,  אזA I+ ו-A I−  .הפיכות 
 

A,תהיינה  (29 B   מטריצות מסדרn nכך ש ,-( ) 2 31 2B A B= וגם  −

( ) 3 22 3B AB I+ =. 

 .Bבאמצעות   −1B-ו −1Aהפיכות, ובטאו את  B-ו A-הוכיחו ש
 

A,תהיינה  (30 B   מטריצות מסדרn n2-, כך שBA I B+ =. 

 הפיכה. B-הוכיחו ש . א
 סימטרית.  B-ידוע ש .ב

 סימטרית.   A  הוכיחו כי
 

0nA- טבעי כך ש n מטריצה נילפוטנטית )כלומר, קיים Aתהי   (31 =.) 
 לא הפיכה. A  הוכיחו כי . א
Iהוכיחו כי    .ב A− ו-I A+  .הפיכות 

2נגדיר:  . ג 31 1 1 1
... ...

1! 2! 3! !

A ne I A A A A
n

= + + + + + +. 

Aeהוכיחו: אם  I=   0אזA=. 
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 .n, מסדר B-ו Aנתונות שתי מטריצות,  (32
 סמנו את הטענה שנכונה בהכרח: 

 יש אותה צורה מדורגת קנונית.  TA-ול A- ל . א

A,אם  .ב B  מדורגות קנונית, אזA B+ רגת קנונית. מדו 

A,אם  . ג B  מדורגות קנונית, אזA B− רגת קנונית. מדו 

שורת אפסים, אז גם בצורה   יש Bאם בצורה המדורגת קנונית של  .ד
 יש שורת אפסים.  ABהמדורגת קנונית של 

 

  

1

פרק 8מטריצות

119

119



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 תשובות סופיות 

1) 
2 1

1.5 0.5

 
 

− 
 2) 

3 2

7 5

− 
 
− 

 3) 
1 1.5

2 4

− 
 
− 

 

4) 

11 2 2

4 1 0

6 1 1

− 
 

− 
 − − 

 5) 

8 1 3

5 1 2

10 1 4

− − 
 
− 

 − 

  

6) 

2 1 0

2 3 1

1 1 1

− 
 

− 
 − − 

 7) 
1 1
2 2

1 1
3 3

1 1
4 4

1 0 0 0

0 0

0 0

0 0

 
 
− 
 −
 

− 

  

8) 

7 10 20 4

2 3 6 1

3 5 8 2

1 2 3 1

− − 
 
− −
 
 − −
 
− − 

 9) 

7 2 3 1

10 3 5 2

10 3 4 1.5

4 1 2 1

− − 
 
− −
 
 − −
 

− − 

  

10) 1, 2k k − 11) 1, 4k k= =−  

1 א.  (12 1A DC− ). ג   D.  ב  − )1
T

T TP A P− 

2CDא.  (13 A−    .ב( )
1

1A C A
−

−+ 

14) 1( )T T TBA C B BC− 15) 
5 1

4
2 1

X
− 

=  
− 

 

16) 

22 86 38

64 246 114

60 238 100

Y

 
 

=  
 
 

 17) 
264 4501

448 768245
B

 
=  

 
 

1א.  (18 0.5 2.5A A I− = 1ב.    − 1 1
6 6

A A I− = − 

 א. (19

0 0 0

( ) 0 0 0

0 0 0

P A

 
 

=  
 
 

1ב.     21 1 5

48 12 12
A A A I− = − + + 

1ב.     הוכחה.שאלת א.  (20 2 3( )I A I A A A−− = + + + 

 הוכחה.שאלת  (21
 הוכחה.שאלת  (22
 הוכחה.שאלת  (23
 הוכחה.שאלת  (24
 הוכחה.שאלת  (25

26) ( )
( )

1

2 2 2 2

1
( , , , ) (0,0,0,0) Ta b c d M M

a b c d

− =
+ + +
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 ג. פתרון יחיד. ב. אינסוף פתרונות.  א. אין פתרון. (27
 שאלת הוכחה. (28
 שאלת הוכחה. (29
 שאלת הוכחה. (30
 שאלת הוכחה. (31
 ד (32
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 דרגה של מטריצה

 שאלות

)את המשפט    ואמת (1 ) ( )Trank A rank A=, 

  על המטריצה

1 2 3 4 10

5 6 7 8 14

6 8 10 12 24

3 2 1 0 6

A

 
 
 =
 
 

− 

. 

 

)את המשפט    ואמת (2 )  min ( ), ( )rank AB rank A rank B, 

  עבור

1 2 3 4 1 2 3

5 6 7 8 4 5 6

6 8 10 12 7 8 9

3 2 1 0 1 1 1

A B

   
   
   = =
   
   
   

. 

 

נתונה המטריצה   (3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4 1

0 0 0 10

k

k
A

k

k

− 
 

−
 =
 −
 

− 

. 

)את   וחשב )rank A. 

 

1nריבועית מסדר   ה מטריצ Aנתון כי   (4 . 
 : יכואו הפר וח יהוכ 

) .א ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

) .ב ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

 

A,נתון כי   (5 B   1מטריצות ריבועיות מסדרn . 
 : יכואו הפר וח יהוכ 

)אם  .א ) ( )rank A rank AB=,   אז בהכרחB  .הפיכה 

)- ייתכן ש .ב ) ( ).rank A rank AB 

)אם  .ג ) ( )rank A rank B ,  אז( ) ( ).rank AB rank B 
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נתון   (6

1 2 3 1 2 3

0 0 1 , 0 4 5

0 0 4 0 0 1

A B

−   
   

= − =
   
   
   

. 

)את   וחשב .א ) ( ),rank A rank B . 

)את   וחשב .ב )10 14rank B A. 

 

A,נניח כי   (7 B שתי מטריצות ריבועיות מסדר  n. 

2הוכיחו כי   ( ) ( )
A A

rank rank A rank B
A B

 
 + 

 
. 

 

8תהי   (8 7xA כך ש ,מטריצה -( ) 3rank A =. 

1מטריצות   3כי קיימות   וח יהוכ  2 3, ,A A A,   1שלכל אחת מהן דרגה, 

1- כך ש 2 3A A A A= + +. 

 מטריצות.  3- הראו כי לא ניתן לקבל זאת עם פחות מ

 .kשדרגתה   mxnר  הכלילו את תוצאת התרגיל למטריצה מסד
 

3נתונות שתי מטריצות   (9 5 5 3,A B . 

 את הטענות הבאות: יכו או הפר וח יהוכ 

) .א ) ( )rank AB rank BA= 

) .ב ) ( )rank AB rank BA 

 לא הפיכה. BAהמטריצה  .ג
 

mמטריצה מסדר   Aתהי   (10 n  ותהי ,B   מטריצה מסדרn m. 
 :וח יהוכ 

mAB אם .א I=   אז( ) ( )rank A rank B m= =. 

nBA אם .ב I=   אז( ) ( )rank A rank B n= =. 

mAB אם .ג I=  וגםnBA I= בהכרח אז  m n=. 

Tלא ריבועית אז לא ייתכן שגם    A אם .ד

mAA I=  וגםT

nA A I=. 

 
1נתונים   Fבשדה   (11 2, ,..., ma a a ,1- ו איברים, שלא כולם אפס 2, ,..., nb b b   ,איברים

 שלא כולם אפס.

)קבעו מהי דרגתה של המטריצה   )1
1

i mij
j n

M m  
 

ij, כאשר  = i jm a b=. 
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1תהי   (12 ,( )ij i j nA a  =   :2מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי 2

ij i ja b b= −, 

כאשר  
1 2, ,..., nb b b  3  -מספרים ממשיים שונים וn . 

 שהמטריצה לא הפיכה.  וח יהוכ  .א
2n- נכונה אם נשנה את הנתון ל  תישארהאם הטענה  .ב ? 

 . יכואו הפר וח יהוכ 
 

A,תהיינה   (13 B   מסדר  מטריצות מעל ,m n  כך שלכל ,nx  ,0x , 

Axמתקיים   Bx. 

Aמה הדרגה של המטריצה  B−? 
 

A,תהיינה   (14 B  מטריצות מסדרn n. 

)נתון שכל פתרון של המערכת   .א ) 0AB x , הוא פתרון של המערכת  =

0Ax =. 

 .Aשווה לדרגה של   ABהוכיחו שהדרגה של  

)אז   ,הפיכה A  הוכיחו: אם .ב ) ( )AB A =. 

)הוכיחו שאם   .ג ) ( )AB A , ז  אA  .לא הפיכה 

 
nמטריצה מסדר   Aתהי   (15 n. 

)הוכיחו כי   .א ) ( )2P A P A. 

)נתון כי   .ב ) ( )2A A . 

0Av- , כך שnvהוכיחו שקיים     2וגם 0A v =. 
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 תשובות סופיות 

 הוכחה. שאלת  (1
 הוכחה. שאלת  (2
1kאם  (3 )אז   ,= ) 2rank A ,4אם . = 10k k= )אז  ,= ) 3rank A =. 

1,4,10kאם     ( ) 4rank A =. 

 ב. הטענה נכונה.  א. הטענה אינה נכונה.  (4
 . ב. הטענה אינה נכונה  נכונה. א. הטענה אינה   (5

 .ג. הטענה אינה נכונה

)א.  (6 ) 3rank B = ,( ) 2rank A ) ב.  .= )10 14 2rank B A = 

 הוכחה. שאלת  (7
 הוכחה. שאלת  (8
 הוכחה. שאלת  (9

 הוכחה. שאלת  (10
11) 1 
 הוכחה. שאלת  (12

13) n 
 הוכחה. שאלת  (14
 הוכחה. שאלת  (15

1
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 בחזרה למערכת משוואות ליניארית

 שאלות 

המבטאות את מערכת המשוואות  ,b-ו A ,xמטריצות   מצאו סעיפים הבאיםב (1

Axהנתונה ע"י המשוואה היחידה   b= : 

 . א

2 3

2 4 5

6 4 2

x y z

x y z

x y z

+ − =

+ − =

+ + =

 .ב 

2 3 1

4 2 4

1

4 2 10

x y z t

x y z

y z t

x z y

− + + =

+ + =

+ + =

− − =

 

 

נתון כי   2-6בשאלות 

4 2 4 1

1 1 1 2

1 6 3 3

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     −     

. 

 כמערכת משוואות לינאריות: בשאלות אלה כל אחת מהמשוואות  ובטא

2) Ax b= 3) 4Ax x b= + 4) Ax kx b= − + 

5) Ax x= 6) 2 3TA x x b= +  

 

  את מערכת המשוואות פתרו (7

2 3

3 2 2 5

5 3 4 11

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

, 

 .בעזרת המטריצה ההפוכה

 

  את מערכת המשוואות פתרו (8

4 2 4 1

2 0

1

3 2 0

x y z t

x y z

y z t

x y z t

+ + + =

+ − =

+ + =

+ − − =

, 

 .הבעזרת המטריצה ההפוכ

 
 ים:למערכת משוואות מסוימת יש את שני הפתרונות הבא (9

( , , ) (2, 8,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= − = − −. 
 שהמערכת חייבת להיות הומוגנית.  הוכיחו

  

1
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 ם: למערכת משוואות לא הומוגנית יש את שני הפתרונות הבאי (10

( , , ) (2,3,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= = − −. 
 פתרון לא טריוויאלי כלשהו של המערכת ההומוגנית המתאימה.  מצאו

 

2נתונה המערכת  (11 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

+ − =


− + + = −
 − + + =

. 

 : למערכת , k עבור אילו ערכים של הקבוע מצאו
 פתרונות.פתרון יחיד.     ב. אין פתרון.     ג. אינסוף  א.
 
 במושג 'דרגה של מטריצה'.  ןבפתרוהשתמשו  * 
 

נתון  (12

1 1 2 3 1

2 0 1 2 2
,

5 8 4 2 0

0 5 3

A b

k m

   
   
   = =
   
   

−   

 . 

)ידוע כי   ) 3rank A Axידוע כי למערכת ו ,= b= .יש פתרון 

k,מצאו את הקבועים  m. 
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית  (13
 .0שווה   A סכום האיברים בכל שורה של המטריצה

 הפיכה. לא מטריצה  A-ש הוכיחו
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית הפיכה  (14
 .kשווה   Aמטריצה הסכום האיברים בכל שורה של 

 שסכום האיברים בכל שורה של המטריצה הוא קבוע. הוכיחו
 .k קבוע זה בעזרת ובטא

 

 מקיימת A  מטריצה (15

1 2 3

4 5 6 0

7 8 9

A

 
 

=
 
 
 

. 

הוכיחו כי הווקטור 

6

15

24

 
 
 
 
 

0Axההומוגנית הוא פתרון של המערכת   =. 
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A,יהיו  (16 B  מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 האם היא נכונה או לא.  ועבור כל אחת מהטענות הבאות קבע 

)אם למערכת  . א ) 0AB x  קיימים שני פתרונות שונים, =

 לא הפיכה. Aאז בהכרח  

)למערכת  0-אם קיים פתרון שונה מ .ב ) 0AB x =, 

)אז למערכת   ) 0BA x  . 0-קיים פתרון שונה מ =

0Axאם למערכת  . ג 2-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת   .ד ) 0tA A x  לא הפיכה. Aקיים פתרון יחיד, אז  =

)למערכת ההומוגנית  0-אם קיים פתרון שונה מ .ה ) 0AB x =, 

0Axאז למערכת ההומוגנית   . 0-קיים פתרון שונה מ =
 

): נתונה מערכת משוואות מעל   (17 )0d Ax d =. 

)המקיימת   ,4 מטריצה ריבועית מסדר Aנתון כי   ) 2rank A =. 
הנתונה:  וקטורים הבאים פותרים את המערכתוידוע כי ה

1 2 1 2 1 2( , ,6,7), ( , ,1,2), ( , ,4,3)u x x v y y w z z= = =. 

 : הנתונה מי מבין הבאים הוא הפתרון הכללי של המערכת 

x . א au bv cw= + + 

) .ב 1)x a b u av bw= + + − − 

x . ג au bv w= + + 

) .ד ) ( ) ( )x a b u b c v c a w= − + − + − 

) .ה ) ( )x a b u av bw u= + − + ,  כאשר ,+ ,a b c. 
 

 בחלקו האחרון של פתרון תרגיל זה נדרש הידע הבא מהפרק מרחבים וקטורים: הערה:       

0Axבהינתן מערכת הומוגנית          = : 

 הפתרונות של המערכת נקרא מרחב הפתרונות של המערכת.אוסף כל . 1        

 . מספר המשתנים החופשיים במערכת לאחר דירוג נקרא המימד של מרחב הפתרונות. 2        

 מומלץ לחזור לתרגיל זה אחרי שתעברו על הפרק מרחבים וקטורים. ,בכל אופן        

 

mנתונה מערכת  (18 nA x b  =. 

 :הוכיחו או הפריכו

) uוגם  uאם  . א )1   .פתרונות של המערכת אז המערכת הומוגנית 

uוגם  v-ו uאם  .ב v +( ), 0    פתרונות של המערכת אז היא

 הומוגנית. 
,1)אם הווקטורים   . ג 2,..., ), ( ,..., 2,1)n n   פותרים את המערכת והווקטור

( 1,..., 1)n n+  אז המערכת לא הומוגנית.   ,לא פותר את המערכת +

1
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0Axמטריצה כך שלמערכת  Aתהי  (19  פתרון יחיד. =
 :הוכיחו או הפריכו

 הפיכה. A . א

 פתרון יחיד.  TAלמערכת ההומוגנית עם מטריצת מקדמים   .ב
 פתרון יחיד. Aלכל מערכת לא הומוגנית עם מטריצת מקדמים  . ג

 

תהי  (20
m nA 

m-מטריצה ממשית כך ש  n. 

 :הוכיחו או הפריכו
0Axממד מרחב הפתרונות של המערכת   . א nהוא   = m−. 

)למערכת   .ב ) 0TA A x  יש אינסוף פתרונות. =

)ייתכן מצב בו למערכת  . ג ) 0TA A x  יש פתרון יחיד. =

)ייתכן מצב בו למערכת  .ד ) 0TAA x  יש פתרון יחיד. =

 
0B, כך שלכל מטריצה ריבועית nמטריצה ריבועית מסדר  Aתהי  (21   מסדרn ,

0ABמתקיים  . 
)-הוכיחו ש )rank A n=. 

 
mמטריצה ממשית מסדר  Aתהי  (22 n. 

 . ואם היא נכונה או לא. נמק ולגבי כל אחת מהטענות הבאות, קבע

Axאם למערכת  . א b=  יש פתרון לכלmb, 

TAאז בהכרח למערכת   x b= יש פתרון לכל ,mb. 

mעבור   .ב n=  אם למערכת ,Ax b=  יש פתרון לכלmb, 

TAאז בהכרח למערכת   x b=  יש פתרון לכלmb. 
0Axאם למערכת ההומוגנית  . ג mיש אינסוף פתרונות, אז בהכרח   = n. 

T-ייתכן ש .ד

nA A I=  וגםT

mAA I=. 

mאם  .ה n  0ואם למערכתAx אז יש מערכת לא    ,יש פתרון יחיד =
Axהומוגנית  b=   .עם יותר מפתרון אחד 

 

)תהא   (23 )4 4A M R   4ויהיb R. 

Axהומוגנית הלא  מערכתפתרונות של ה v-ו uידוע כי   b=. 

wנגדיר   . א u v = + . 

Axהמערכת  תרון שלפ wהוכיחו כי אם גם  b= 1, אז + =. 

2wנניח בנוסף כי   .ב u v= − 2A של המערכת וןהוא פתר  + x b=. 
Aהוכיחו כי   I− .לא הפיכה 
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נתון  (24

1 2 0 2 3

2 4 1 3 6

3 6 3 8 8

A

 
 

=
 
 − − − − 

, ויהי  

1

4

3

b

 
 

=  
 
 

 . 

)הראו כי   . א )2, 1,1, 1,1
T

v = − Axהמערכת  פתרון של  אהו − b=. 

0Axמצאו את קבוצת הפתרונות של המערכת ההומוגנית   .ב =. 

)מצאו   . ג )5 2,C D M כך ש , -C D ו-

1 1

4 4

3 3

AC AD

− 
 

= = − 
 − 

. 
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 תשובות סופיות 

. א (1

2 1 1 3

1 2 4 5

4 4 1 2

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     
     

 

ב.  

2 3 1 1 1

4 1 2 0 4

0 1 1 1 1

1 2 4 0 10

x

y
A x b

z

t

−     
     
     = = =
     
     

− −     

 

2) 

4 2 4 1

2

6 3 3

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

3) 

2 4 1

5 2

6 3

y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− − =

 

4) 

(4 ) 2 4 1

( 1) 2

6 (3 ) 3

k x y z

x k y z

x y k z

+ − + =

+ − + =

− + + =

 

5) 

3 2 4 0

2 0

6 2 0

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

6) 

2 3

2 3 6 6

4 9

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − − =

+ + =

 

7) ( , , ) (1, 2,3)x y z = 

8) ( , , , ) ( 13,4, 5,2)x y z t = − − 

 .הוכחהשאלת  (9

10) 

3

1

6

x

y

z

−   
   

=   
   −   

 

2kאם  (11  1 אוk   , אז יש פתרון אחד.−

2kאם   , אז יש אינסוף פתרונות. =

1kאם  =  , אז אין פתרונות. −

12) 5, 9m k= = 

 הוכחה.שאלת  (13
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-הוא קבוע השווה ל −1Aסכום האיברים בכל שורה של   (14
1

k
 . 

 הוכחה.שאלת  (15

 הוכחה.שאלת  (16

 הוכחה.שאלת  (17

 הוכחה.שאלת  (18

 הוכחה.שאלת  (19

 הוכחה.שאלת  (20

 הוכחה.שאלת  (21

 הוכחה.שאלת  (22

 הוכחה.שאלת  (23

)ב.   א. שאלת הוכחה. (24 ) ( )1 2 3 4 5, , , , , 2 , , , ,x x x x x t s s t t t= − − − − 

)ג.  ) ( )

2 2 1 1

1 1 0 0

0 11 1 0 0

1 1 2 2

1 1 2 2

C t s D t s

− −   
   
−   
   = = = = = =−
   
− −   
   − −   
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 מטריצה אלמנטרית 

 שאלות 

את המטריצה   רשמו (1
1 2

3 4
A

 
=  
 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

את המטריצה   רשמו (2
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

− − 
 

= − − 
 − − 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

 ד. -כל אחד מסעיפים א יכואו הפר וחיהוכ (3
 ע"י סדרת פעולות דירוג. A- מתקבלת מ  B- ומטריצה ריבועית,  Aנתון כי  

 ע"י הפעלת אותה סדרה של פעולות תתקבל גם:          

 .2A- מ 2B . א

 .2A- מ BA .ב

 .BA- מ 2B . ג

 .AB- מ 2B .ד

 

]3תהי  (4 ]A M R,  איברי  , סכום 4כך שסכום איברי השורה הראשונה שלה הוא

 .10וסכום איברי השורה השלישית שלה הוא  1השורה השנייה שלה הוא 

2נגדיר את המטריצות האלמנטריות   1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 , 0 1 0

0 3 1 4 0 1

E E

   
   

= =
   
   −   

. 

למה שווה סכום איברי השורה השלישית במטריצה 
2 1E E A? 

 בשתי דרכים: ורפת
 האלמנטרית. בעזרת תכונות המטריצה  – דרך א' 
 בעזרת כפל מטריצות.  –דרך ב'  
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 תשובות סופיות 

1) 

1 2 3

1 0 1 1 1 0 1 2

3 1 0 1 0 2 3 4

e e e A

−     
=     

−     
 

2) 1 2 3 4

5 6

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

3 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1

0 0 1 2 0 1 0 1 1 0 0 1

1 0 1 1 1 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

e e e e

e e

    
    

− •
    
    
    

  
  
• −
  
  
  

7 8

1 0 0

1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

e e

A

  
  

=
  
  −  

 

 הוכחה.שאלת  (3

4) 3− 
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 LUפירוק 

 שאלות 

של המטריצה   LUאת פירוק  מורש (1
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

− − 
 

= − − 
 − − 

. 

 

של המטריצה   LUאת פירוק  מורש (2

1 2 3 4

2 3 8 5

1 3 1 3

3 8 1 13

A

− 
 

−
 =
 
 

− 

. 

 

  של המטריצה LUאת פירוק  מורש (3

2 6 6

4 5 7

3 5 1

6 4 8

8 3 9

A

− 
 
− − 
 = −
 
− − 
 − 

. 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 

1 1 1 1 0 0 1 1 1

3 4 2 3 1 0 0 1 1

2 3 2 2 1 1 0 0 1

A L U

− − − −     
     

− − =  −
     
     − − −     

 

2) 

1 2 3 4 1 0 0 0 1 2 3 4

2 3 8 5 2 1 0 0 0 1 2 3

1 3 1 3 1 1 1 0 0 0 2 4

3 8 1 13 3 2 2 1 0 0 0 3

A L U

− −     
     

− − − −
     = 
     − −
     

− −     

 

3) 

1 0 0 0 0
2 6 6 2 6 6

2 1 0 0 0
4 5 7 0 7 5

3
3 5 1 0 0 02 1 0 0

2
6 4 8 0 0 0

3 2 0 1 0
8 3 9 0 0 0

4 3 0 0 1
A U

L

 
− −    

−    − − −    
   − = − 
    − −   −    −     − 
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 רגרסיה לינארית –שיטת הריבועים הפחותים 

 שאלות

)נתונות חמש נקודות במישור:   (1 4, 1), ( 2,0), (2,4), (4,5), (5,6)− − −. 
 מצאו את הישר הקרוב ביותר לנקודות הללו במובן הריבועים הפחותים.

 

 ביחס למחיר שלו בתקופה של חודש. בטבלה הבאה הביקוש של מוצר מסוים (2

 

( ) / ( )

49$ 124

69$ 95

89$ 71

99$ 45

109$ 18

price x Demand sales y

 

 

האנכיים בין הישר   מצא את הישר כך שסכום ריבועי המרחקים  .א
 גרסיה. והנקודות יהיה מינימלי. ישר זה נקרא ישר הר 

 . 54$בעזרת ישר זה נבא את הביקוש אם המחיר הוא  .ב

 מה משמעות השיפוע של הישר?  .ג

 מצא את השגיאה בחישוב הנ"ל.  .ד

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 תשובות סופיות

1) ( ) 0.8 2f x x= + 

)א.  (2 ) 1.7 211f x x= −  . יחידות 119.2ב.   +
 יחידות בחודש. 1.7נצפה לירידה במכירות של    1$-אם נעלה את המחיר של המוצר בג. 

 14.41ד. 

1
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
פרק 9 - דטרמיננטות

תוכן העניינים

1. חישוב דטרמיננטה לפי הגדרה ולפי דירוג י 137

2. חישוב דטרמיננטה כללית מסדר n י 142

3. חישוב דטרמיננטה לפי חוקי דטרמיננטות י 147

4. כלל קרמר ופתרון מערכת משוואות י 149

5. מטריצה צמודה קלאסית ומטריצה הפוכה י 150

6. שימושי הדטרמיננטה י 155

136

136
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 לפי הגדרה ולפי דירוג  החישוב דטרמיננט

 שאלות

 )פיתוח לפי שורה/עמודה(:  את הדטרמיננטה על ידי הורדת סדר חשבו 5-1 בשאלות 

א.  (1
a b

c d
ב.   

5 2

7 3−
ג.    

4 1.5

2 1

−

−
 

 

א.  (2

1 0 2

4 1 8

2 0 3

ב.   

2 1 1

0 2 1

1 0 0

ג.    −

2 1 1

3 2 5

0 2 0

− 

 

א.  (3

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

ב.   

1 0 2 5

2 0 6 0

5 3 7 4

2 0 5 44

− −

−
ג.   

4 0 0 5

1 7 2 4

4 0 0 0

1 4 1 1−

 

 

4) 

1 9 8 3 4

3 0 5 0 2

2 4 1 0 3

4 1 7 0 2

0 0 1 0 0

−

− 

 

5) 

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 1 5 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

−

−

− − −

 

 

 את הדטרמיננטה של המטריצות על ידי דירוג. חשבו 7-6בשאלות 

א.  (6

1 3 0 2

2 5 7 4

3 5 2 1

2 2 2 1

− −

−

ב.  

1 3 3 4

0 1 2 5

2 5 4 3

1 2 1 1

−

−

−

− − − −

ג.   

1 1 3 0

1 0 2 4

1 2 8 5

3 1 2 3

− −

−

− −
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א.  (7

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

2 6 2 3 9

3 7 3 8 7

3 5 5 2 7

− −

− − −

− −

− −

ב.   

1 2 1 0 2

3 4 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 3 1 0

0 0 5 2 7

− −

− − −

−

 

ג. 

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 0 4 1

0 0 0 2 7

− −

− − −

 

 

 ודירוג: את הדטרמיננטה על ידי שילוב של הורדת סדר  חשבו 10-8בשאלות 

8) 

2 5 3 1

3 0 1 3

6 0 4 9

6 15 7 2

− −

−

− −

− −

 

 

9) 

1 2 3 0

3 4 3 0

5 4 6 6

3 4 7 3

−

 

 

10) 

2 5 4 1

6 12 10 3

6 2 4 0

6 7 7 0

− −

−

 

 

 ללא חישוב, שהדטרמיננטה של המטריצות שווה אפס:, והרא   12-11בשאלות 

א.  (11

1 0 2

7 0 12

3 0 2

ב.   

1 2 3

4 5 6

5 7 9

 ג.  

12 15 18

13 16 19

14 17 20

 

 

1
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א.  (12

1 1 1

y z z x y x

x y z

+ + +

ב.   
a a x a y

b b x b y

c c x c y

+ +

+ +

+ +

 

ג. 

2 2

2 2

2 2

sin cos 1

sin cos 1

sin cos 1 1

x x

y y

z

ד.   

3 1 4 5 0 1 12

14 4 1 4 1 8 4

3 5 2 0 4 1 3

4 2 1 1 0 6 6

21 2 3 4 5 6 1

2 5 7 4 2.5 1 1.5

11 2 6 9 1 3 4

− −

− −

− − −

− −

−

− − − −

− − −

 

 

4נתון כי:    13-15בשאלות 

a b c

d e f

g h i

=. 

 : חשבו

13) 

2

2

2

a g d d

b h e e

c i f f

+

+

+

 

 

14) 

2 3 2 4

2 3 2 4

2 3 2 4

a d d g a

b e e h b

c f f i c

− +

− +

− +

 

 

15) 

0 3 3 3

0 3 3 3

0 3 3 3

1 0 0 0

g d a a d

h e b b e

i f c c f

+ +

+ +

+ +
 

 

כי:   הוכיחו (16

2

2

2

1

1 ( )( )( )

1

a a

b b b a c a c b

c c

= − − −. 

 

1
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כי:   הוכיחו (17

2 3

2 3

2 3

2 3

1

1
( )( )( )( )( )( )

1

1

x x x

y y y
y x z x t x z y t y t z

z z z

t t t

= − − − − − −. 

 

:  חשבו (18

1 1 1 1

1 1 1 1

det 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

. 

 
 ענו על הסעיפים הבאים:  (19

הנבדלות ביניהן רק   n  מסדר B- ו A  נתונות שתי מטריצות ריבועיות .א
k(1- בשורה ה )k n . 

  ,k- אך נבדלת מהן בשורה ה B- ו A  מטריצה הזהה למטריצות Cתהי  
 .B  של k- והשורה ה  A  של k- שם היא שווה לסכום השורה ה

|כי   וח יהוכ  | | | | |A B C+ =. 

  חשבו: .ב

2 1 2 1 1 3 1

a b c d e a b c d e

f g h i j f g h i j

k l m n o k l m n o

p q r s t p q r s t

a b x y a b c d x e y

+

+ − − − − − −

. 
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 תשובות סופיות 

adא.  (1 bc−  .1ג.   29ב− 

  −14ג.  −3ב.   −1א.  (2

  −300ג.  234ב.   24א.  (3
4) 9 
5) 6 
 3ג.   0ב.   0א.  (6
 104ג.   44ב.   24א.  (7
8) 120 
9) 114 

10) 6 
 www.GooL.co.ilפתרונות באתר:  (11

 פתרונות באתר.  (12

13) 8− 

14) 16 

15) 9 

 הוכחה. שאלת  (16

 הוכחה. שאלת  (17

18) ( ) ( )
4

1 4k k− + 

 0ב.  א. שאלת הוכחה.  (19

1
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 nחישוב דטרמיננטה כללית מסדר 

 שאלות

 ענו על הסעיפים הבאים:  (1
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   .א )n n ijA a הנתונה ע"י:  =

 

1

1 ,

1 ,

0

ij

i j n

a i n j n
a

a j n i n

else

= 


  =
= 

  =


. 

עבור אילו ערכים של המספרים הממשיים   .ב
0 1,..., na a −

הבאה  , המטריצה  

:  הפיכה

0 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1

n

A

a a a −

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

? 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (2 )n n ijA a י: ל ידהנתונה ע=

1

1,

0

ij

j i j

a n i j n

else

= +


= = =



. 

 ?n-עבורו דרגת המטריצה קטנה מ n  האם קיים ערך של
 

|את  חשבו  (3 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=   :נתונה על ידי

1 1

0 1
ij

i j

i j
a

j i j

j i j

= =


= 
= 


− 

. 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (4 )n n ijA a |הנתונה ע"י:   = |ija i j= −. 

 

|את  חשבו  (5 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=   :נתונה על ידיij

a i j
a

b i j

=
= 


. 

  

1
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1n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (6 :

1 2 2 2 2

4 2 4 4 4

6 6 3 6 6

8 8 8 4 8

2 2 2 2n n n n n

−

−

−

−

−

. 

 
|את  חשבו  (7 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=  :נתונה על ידי 

 .א min ,ija i j= 

 .ב ,ija Max i j= 

 

)המטריצה   (8 )ijA a=  :נתונה על ידי
 min 3( 1),3( 1) 1 ,

1 1 1
ij

i j i j n
a

i or j

− −  
= 

= =
. 

|את  חשבו  |A. 
 

)המטריצה   (9 )ijA a=  :נתונה על ידי
 min ( 1), ( 1) 1 ,

1 1 1
ij

k i k j i j n
a

i or j

− −  
= 

= =
. 

|את  חשבו  |A עבור אילו ערכים של הקבוע  מצאו וk  .המטריצה הפיכה 
 

3n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (10 : 

0 1 1 1 1

0 1 0

1 2 , 1 1 0

1 2 , 1 1 0

1 0

ij

i j x x x

i n j x x x
a

j n i x x

x else x x

x x x

 = 
 

  = =    =   

. 

 

)תהי   (11 )ijA a=   :מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי
1

ij

ij i j
a

ij i j


= 

+ =
. 

|את  חשבו  |n n nD A =. 
 עצמיים. הערה: נפתור תרגיל זה בדרך אחרת בפרק על ערכים עצמיים ווקטורים 

 
  

1
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)המטריצה   (12 )ijA a=  :1נתונה על ידי

1

ij

a i j

a b i j

c j i

=


= = +
 = +

. 

|נוסחת נסיגה לחישוב  מצאו   .א |n n nD A =. 

,3הניחו כי   .ב 1, 2a b c= =  וחשבו:  =
 . ביטוי סגור עבור הדטרמיננטה.1
20n. את הדטרמיננטה עבור 2 = . 

 

nנתונה מטריצה   (13 nA . 

 במטריצה זו מבצעים את פעולות השורה הבאות:
מחליפים בין השורה הראשונה לשורה האחרונה, בין השורה השנייה לשורה  

 שורות. הלפני אחרונה וכך הלאה, עד שלא ניתן יותר להחליף 
 .Bבסוף התהליך מקבלים מטריצה  

|את  חשבו  |B   במונחי| |A . 
 

את  חשבו  (14

1

1

0

0
n

n n

D



2nכאשר   =   .טבעי 

הערה:  
1 1

0
ij

i j n
d

else

+ = +
= 


. 

 

את  חשבו  (15

1

2
det

2

2

n

n n

D

n


 
 
 =
 
 
 

2nכאשר      .טבעי 

הערה:  
1

2
ij

i i j n
d

else

+ = +
= 


. 

 

detn  אתחשבו  (16

n n

b

b
D

b

a

a


 
 
 =
 
 
 

2nכאשר      .טבעי 

הערה:  
1

ij

b i j n
d

a else

+ = +
= 


. 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (17 )n n ijA a הנתונה ע"י:   =

 min , 1ija i n j= − +. 

1
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2n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (18  

1 2

1 1

1 2 1

2 1

1 2 1

n n

n n

n n

n

n n

a a a x

a a x a

a a a a

a x a a

a a a a

−

−

−

−

. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

1

פרק 9דטרמיננטות

145

145



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©  גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 תשובות סופיות

) א. (1 ) 2| | 1A a n a= − הפיכה אם ורק אם   Aב.  −
0 0a . 

)1א.  (2 1) !n n+−   .ב. לא 

3) | | !A n=  

4) 1 2| | ( 1) ( 1)2n nA n+ −= − − 

5) 2| | ( ) [ ( 1) ]nA a b a n b−= − + − 

6) 1( 3) (2 3) !n n n−− − 

|א.  (7 | 1A |1ב.  = | ( 1)nA n+= − 

8) 2| | 2 3nA −=  

9) 2| | ( 1) nA k k −= −  1המטריצה הפיכה אם ורק אם  וk    0וגםk =. 

10) 1 2| | ( 1) ( 1)n nA x n− −= − − 

11) 
1

1 ( 1)(2 1)
6

nD n n n= + + + 

2א.  (12 3

1 1 2 3, , 2n n nD aD bcD D a bc D a abc− −= − = − = − 

12.  1ב. 1n

nD += 21.  2ב. −

20 2 1D = − 

13) 
2

1

2

( 1) | | even
| |

( 1) | | odd

n

n

A n
B

A n
−


−

= 
 −

 

14) 
2

1

2

( 1)

( 1)

n

n n

n even
D

n odd
−


−

= 
 −

 

15) 

2

2

1

2

( 1) 2( 2)!

( 1) 2( 2)!

n

n n

n n even
D

n n odd

+

+


− −

= 
 − −

 

16) 
 

 

12

1

12

( 1) ( ) ( 1)

( 1) ( ) ( 1)

n

n

n n

n

b a b n a n even
D

b a b n a n odd

−

−

−


− − + −

= 
 − − + −

  

17) 

1

2

2
1

2

( 1)

( 1)

n

n n
n

n odd
D

n even

−

−
+ −


−

= 
 −

 

18) 
2

1 2 1

1

2
1 2 1

( 1) ( )( ) ... ( )

( 1) ( )( ) ... ( )

n

n n

n n

n n

a x a x a x a n even
D

a x a x a x a n odd

−

−

−


− − −   −

= 
 − − −   −
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 ת חישוב דטרמיננטה לפי משפטי דטרמיננטו

 שאלות

|,  3מטריצות מסדר   B- ו A  ן כינתו 1-2בשאלות  | 4 , | | 2A B= =. 
 : חשבו

1א.  (1 TABA B−   .2ב 3| 4 |A B 

 

2א.  (2 3| |TA B A−−   .2ב| 2 |TA A adjB− 

 

)1נתון:   (3 )PQ APQ B− =. 

|:  הוכיחו | | |A B=. 

 

2- כך ש ,4מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A  :ןנתו  (4 3 0AB I+ =, | | 2A =. 

|את   חשבו |B. 

 

2- כך ש ,3מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A:  ןנתו  (5 13 0 , 2 0A B B A−+ = − =. 

|את   חשבו |, | |A B. 

 

1  .1: הוכיחו (6 1
| |

| |
A

A

− =  2. ( ) 1| |nnxnadj A A −=. 

 

 . זוגי-סימטרית מסדר אי- מטריצה אנטי Aנתון כי   (7

|- ש הוכיחו | 0A =. 

 

|,   nמטריצה מסדר   A :ןנתו  (8 | 128A =, 22 TAB B A=ו , -B הפיכה . 
 .nאת   ומצא

 

) :ןנתו  (9 ) ( )
1

det 2, det
3

nxn nxnA B= =. 

21 :חשבו
det

3

n nB A−. 

 

1
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נתון   (10

a b c d

b a d c
M

c d a b

d c b a

 
 
− −

 =
 − −
 
− − 

. 

)הוכיחו כי   )
2

2 2 2 2det( )M a b c d= + + +. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות תשובות 

ב.     4 א. (1
132 

 −112 .ב  −8 .א (2

 הוכחה. שאלת  (3

4) 
81

32
 

5) | | 18, | | 2 / 3A B= = − 

 הוכחה. שאלת  (6

 הוכחה. שאלת  (7

8) 7  

9) 4n 

 שאלת הוכחה.  (10

1
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 כלל קרמר

 שאלות 

 את מערכות המשוואות בעזרת כלל קרמר:  ורפת 3-1בשאלות 

1) 
2 5

3 4 11

x y

x y

+ =

+ =
 2) 

3

4 8 21

2 3 8

x z

x y z

x z

+ =

+ + =

+ =

 3) 

2 5 8

2 6 8

5 3 7 4 5

2 5 44 51

x z t

x y

x y z t

x y z

+ + =

− − = −

+ − + =

+ + =

 

 

נתונה מערכת המשוואות:   (4

1

1

1

1

, 1

kx y z t r

x ky z t r

x y kz t r

x y z kt r

x y z t kr

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

.   

 למערכת פתרון יחיד? kעבור איזה ערך של   . א

למערכת פתרון יחיד שבו   kעבור איזה ערך של   .ב
1

2
x =? 

עבורו למערכת פתרון יחיד שבו    kהאם קיים   . ג
1

5
x =? 

- מתקיים ש  אז בהכרח ,פתרון יחידשאם למערכת   וחיהוכ .ד
x y z t r= = = =. 

 

A,יהיו  (5 B  מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 האם היא נכונה או לא.  ועבור כל אחת מהטענות הבאות קבע 

0Axאם למערכת ההומוגנית  . א 2-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית  .ב ) 0tA A x |קיים פתרון יחיד, אז  = | 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית  . ג ) 0AB x |-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = | 0A =. 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1, 2x y= = 

2) 1, 1, 2x y z= = = 

3) 1x y z t= = = = 

,1א.  (4 4k k  2kב.    − =  . ד. הוכחה  ג. לא.  −

 . ג. לא נכונה   ב. לא נכונה.  א. לא נכונה. (5

1
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 צמודה קלאסית ומטריצה הפוכה  מטריצה

 שאלות

)את הצמודה הקלסית  חשבו  1-3 בשאלות  )adj A,   1ובעזרתה אתA− : 

1) 
1 2

3 4
A

 
=  
 

 2) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

A

 
 

= − 
 
 

 3) 

1 0 1 0

0 1 0 0

1 0 1 1

0 0 1 1

A

 
 

=  
 
 

 

 

נתון:  (4

9 26 1 14 10

13 7 87 4 0

71 35 3 0 0

17 2 0 0 0

2 0 0 0 0

A

− − 
 

− 
 =
 
 
 
 

 . 

):  וחשב .א )
1,5

adjA. 

):  וחשב .ב )1

1,5
A−. 

 

 כל איברי  אשר כ ,1- ווה לש Aהוכיחו שהדטרמיננטה של מטריצה הפיכה  א.  (5

     A 1- וA− .הם מספרים שלמים 
|שאם  הוכיחו ב.  | 1A  הם מספרים שלמים,  Aוכל איברי   =

 מספרים שלמים.הם  גם  −1Aאזי כל איברי      
 

 מטריצה משולשית תחתונה והפיכה. A- נתון ש (6

 משולשית תחתונה.  −1A- שהוכיחו 

 

 הפיכה. A- נתון ש (7

)שגם  הוכיחו  )adj A   וגםTA.הפיכות 
 

A,  כי נתון (8 B ו  הפיכות -,C D  .לא הפיכות 
 ? האם המטריצות הבאות הפיכות

C .א D+ ב. A B+ ג. AD ד. CD ה. AB 

 

1
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2עבורם המטריצה   kאת ערכי   ומצא (9

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 4 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

k

k k k k

 
 
 
 − +
 

− 
 − − − 

 . לא הפיכה 

 

A,- ידוע ש (10 B 0- מטריצות ריבועיות מאותו סדר וB . 
 כל אחת מהטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

0ABאם  .א  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ב  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ג |אז   ,= | 0A =. 

0ABאם  .ד |אז   ,= | 0A =. 
 

נתונות שתי מטריצות   (11
3 5 5 3,A B 

. 

 את הטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

| .א | | |AB BA=  

) .ב ) ( )adj AB adj BA  
 

מתקבלת ממטריצה   Bאם  (12
3 3A 

 , 4- ב על ידי כפל העמודה הראשונה 

|אז  ( ) |adj A B שווה ל: 

3 .א 34 | |A 

3 .ב 34 | |B 

34 .ג | |B 

34 .ד | |A 

 

)נתונה מטריצה ריבועית   (13 )ijA a=   3מסדרn    1המקיימתija i j= + −. 

 כל אחת מהטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

| .א | 4A = 

 הפיכה.  A .ב

) .ג ) 0adj A = 

| .ד | 0A = 

  

1
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 , אז:Aהיא הצורה המדורגת של מטריצה ריבועית   Gאם  (14

)בהכרח   .א ) ( )det detA G=   וגם( ) ( )adj A adj G=. 

)בהכרח   .ב ) ( )det detA G= אך ייתכן ש ,( ) ( )adj A adj G. 

)- ייתכן ש .ג ) ( )det detA G  אך בהכרח ,( ) ( )adj A adj G=. 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ד

 

)תהי   (15 )ijA a=   2מטריצה ריבועית מסדרn , כך ש-1ij

i i j
a

i j

=
=


. 

1לכל   ,i j n , :אז בהכרח מתקיים 

! .א 1A n= − 

 הפיכה.  A .ב

) .ג )adj A  .לא הפיכה 

4nאם  .ד )אז   ,= ) 214Adj A . 

 
4nמטריצה ריבועית מסדר   Aתהי   (16 . 

 כל אחת מהטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

)אם  .א ) 2rank A n= ), אז בהכרח  − ) 0adj A =. 

)סימטרית, אז בהכרח  -אנטיAאם  .ב )adj A סימטרית. - אנטי 

)אם  .ג ) 0adj A  .=0A, אז בהכרח  =

 
17) A   ,מטריצה ריבועיתB מתקבלת מ -A   4ע"י הכפלת השורה הראשונה פי, 

 ע"י:  adjA- מתקבלת מ  adjBאז 

 . 4הכפלת השורה הראשונה פי  .א

 . 4הכפלת כל שורה פרט לראשונה פי  .ב

 . 4הכפלת העמודה הראשונה פי  .ג

 . 4הכפלת כל עמודה פרט לראשונה פי  .ד

 תשובה אינה נכונה. אף  .ה
 

)המקיימת    5מטריצה ריבועית מסדר  Aתהי   (18 )( 1 )Adj i A i− + =. 

)detחשבו   )A. 

  

1
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 .nמטריצה ריבועית מסדר   Aנתון כי   (19
 את הטענות הבאות: הוכיחו 

) הפיכה   A .א )Adj A .הפיכה 

) .ב ) ( )
11 ( )Adj A Adj A
−− = 

)1 .ג ) | |nAdj A A −= 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 1
4 2 2 1

( ) ,
3 1 1.5 0.5

adj A A−
− −   

= =   
− −   

  

2) 1

8 1 3

( ) 5 1 2

10 1 4

adj A A−

− − 
 

= = −
 
 − 

 

3) ( ) 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0 0
,

1 0 1 1 1 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1 0

adj A A−

− −   
   −

= =   − − −
   

− −   

 

 0.5 ב.  240 א.  (4

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 ג. לא הפיכה.  ב. לא ניתן לדעת.  לא ניתן לדעת.  .א (8

 ה. הפיכה.   ד. לא הפיכה. 

0kאם ורק אם   (9 =. 

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

 ד (12

 שאלת הוכחה.  (13

 ד (14

 ד (15

 שאלת הוכחה.  (16

 ד (17

18) 
5

22
−

 

 שאלת הוכחה.  (19

1
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 שימושי הדטרמיננטה

 שאלות 

 :שקדקודיהאת שטח המקבילית  וחשבא.    (1
  1 .(0,0), (5,2) , (6,5) , (11,6)  2 .( 1,0) , (0,5) , (1, 4) , (2,1)− − 

,(0,0,0): שקדקודיואת נפח המקבילון  וחשב .ב (1,0, 2), (1,2,4), (7,1,0)−. 

,3,3)משוואת מישור העובר דרך הנקודות:    ומצא . ג 2), ( 1,3,1), (1,1, 1)− − −. 

,1): שקדקודיואת שטח המשולש  וחשב .ד 2), (3, 4), (5,8). 

 
 להשתמש בדטרמיננטות.  יש: בכל אחד מהסעיפים בתרגיל זה הערה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות 

3ג.   22ב.  14. 2א.  . 13 .1א. (1 4 2 0x y z− + +  2ד.       =

1
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תוכן העניינים

1. הגדרת הלוגריתם ומשוואות יסודיות י 156

2. חוקי הלוגריתמים י 159

3. חישובים עם חזקה לוגריתמית י 163

4. מעבר בין בסיסים י 164

5. הלוגריתם הטבעי י 166

6. משוואות עם בסיסים שונים י 168

7. מערכת משוואות לוגריתמיות י 169

8. מערכת משוואות לוגריתמיות ומעריכיות י 170

9. אי-שוויונים לוגריתמים י 171

10. אי-שוויונים לוגריתמים עם משתנה בבסיס  י (ללא ספר)
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 :ומשוואות יסודיות הגדרת הלוגריתם

 סיכום כללי:

 הגדרה: 

logx  :  מוגדר באופן הבא הלוגריתם 

aa b b x=  1a  , 0 , כאשר:    = b a  . 

 

 הסבר:

 . b- על מנת שיהיה שווה ל aחזקה שיש להעלות את  בתור ה מוגדר   bשל   aלוגריתם על בסיס  

נחשב ערכי לוגריתמים    . ערך לוגריתם יכול להיות חיובי, שלילי או אפס.xערך חזקה זו הוא  
 נפתור משוואות לוגריתמיות ע"י מעבר לפי ההגדרה למשוואה מעריכית מתאימה.  ו

 

 בלוגריתמים:    ודייםם יסכללי

logמהגדרת הלוגריתם נובע כי:   1a a log  וכן: = 1 0a 0aלכל   =   ,1a . 

 

 שאלות:

 חשב ללא מחשבון את ערכי הביטויים הלוגריתמים הבאים:  (1

2log .א 25log .ג log1000 .ב 32 5 

8log .ד 4 .ה 4

1
log

16
4loga .ו  a 

 .ז
1

loga
a a

   

 

 שימוש בהגדרת הלוג(:  -יסודי פתור את המשוואות הלוגריתמיות הבאות )  (2

36log .א 6 x= 2 .בlog 16x = 

 .ג
1

9

log 1.5x = log .ד − 64 3x = 

log .ה 25 2x ) .ו = )log 3 4 2x x+ = 
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 שימוש בהגדרת הלוג(:   -כללי  פתור את המשוואות הלוגריתמיות הבאות )  (3

) .א )6log 4 2 1x− ) .ב  = )4

1
log 4

2
x− =  

) .ג )4

8log 73 1x − 3 .ד  =

3
log 2

3 3

x

x

+
= −

−
  

) .ה )2log 2 12 2x x x+ − ) .ו  = )2

1
log 2 5 2

x
x

+
− =  

 

 פתור את המשוואות הלוגריתמיות הבאות )שימוש בהגדרת הלוג מספר פעמים(:  (4

) .א )4 3log log 1x )ב.     = )( )27 23log log 3 1x+ = 

) .ג )( )2

1 3

16

1
log log 5 1

2
x + = )ד.   − )( )( )2

6 2 4log 3 log 6 log 15 1x+ + + = 

 

 תור את המשוואות הלוגריתמיות הבאות )מתקבלת משוואה מעריכית(: פ (5

) .א )2log 3 37 6x + )ב.    = )3log 3 2 303 4x − = 

) .ג )5log 126 5 25 2 1x x − = . ד  +
1

1
3 3

23log 3 4 11 2 3 12 2
x

x

x
+ 

 −  + = + 
 

 

 

 ה(: צב)התור את המשוואות הלוגריתמיות הבאות פ (6

) .א )
4

2log 10000x )ב.    = )
2

3 32 log log 10x x+ = 

 .ג
( )

14

2

14

3 log 1
4

log

x

x

 +
1ד.     = 1

81 81

log log 2 2x x+ + = 
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 תשובות סופיות:

ג.       3ב.       5א.  (1
1

2
ד.       

2

3
      -2 ה.      

   -1.5 ז.      4ו. 

 .א (2
1

2
x 65,536xב.      = 27xג.    = 4xד.      = =      

5xה.   4xו.      = =   

2xא.  (3 2xב.    = 3xג.   = =     .2דx = 3xה.   − 2xו.    = = 

81xא.  (4 5xב.   = 4xג.   = =    .1דx =  

3xא.  (5 7xב.   = ,1ג.    = 2x = 6xד.   − = − 

א.  (6
1

1024,
1024

x ב.     =
1

9,
9 3

x = 

ג. 
4

1
14,

14
x ד.     =

1

3
x =  
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 חוקי הלוגריתמים:

 סיכום כללי:

0חוקי הלוגריתמים עבור בסיס    3להלן  1a     וארגומנטיםx  ו -y   :חיוביים 

)מכפלה לסכום:   • )log log loga a ax y x y = + . 

log  מנה להפרש:  • log loga a a

x
x y

y

 
= − 

 
. 

log  מקדם למעריך:   • logn

a ab n b=  0)כאשרb   ו -n  .)מספר ממשי כלשהו 

 

 שאלות:

 שאלות חישוב כלליות: 

 : את ערכי הביטויים הבאים )שימוש בחוקי הלוגים( מחשבון ללאחשב  (1

3 .א 3log 12 log 1ב.     +2.25 1 1

5 5 5

1
log 40 log 12.5 log

4
+ + 

2 .ג 2log 200 log 3ד.     −100 3log 60 log 540− 

4 .ה 4 4log 8 log 12 log 6+ 7ו.      − 7 7log 1.5 log 147 log 2− + 

5 .ז 53log 2 log ח.      −1.6
4 4

log 6.4 2log 10+ 

7 .ט 7 7 7

1 7 1
log log 2 log 14 log 8

2 2 3

 
+ + − 

 
1י.     1

log81 log1.5 log 40
4 2

− − 

 

 את ערכי הביטויים הבאים )שימוש בחוקי הלוגים(:  מחשבון ללאחשב  (2

5 .א

5

log 16

log 8
9ב.        9

9

log 62.5 log 2

log 0.2

+
 

3 .ג 3 3

3

log 5 log 2 log 50

log 225 2

− +

−
ד.     

8

3 3 9

3 3

2 2log 4 log 8

4 log 0.01 2log 18

− +

− −
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 משוואות לוגריתמיות:

 :  )שימוש ישיר בחוקי הלוגריתמים( פתור את המשוואות הבאות (3

) .א )2 2log log 6 4x x+ − ) .ב = )3 3log log 2 1x x+ + = 

) .ג )2 2log 30 log 4x x+ − ) .ד = ) ( )5 5log 146 log 2 2x x+ − + = 

) .ה ) ( )3 32log 2 1 log 22 9 1x x− − + = −  

) .ו ) ( )5 5 52log 2 log 4 15 logx x x− = − + 

 

 פתור את המשוואות הבאות )פתרון בשיטת לוג שווה לוג(: (4

) .א )5 5log 4 3 log 7x − =. 

) .ב ) ( ) ( )2 2 22log 2 2 log 16 log 1 1x x x− − − = − +. 

 

 :  )מתקבלת משוואה מעריכית( פתור את המשוואות הבאות (5

) .א ) ( )3 3log 3 5 39 3 log 5 3x x + = + −. 

) .ב )1

2 2log 3 4 log 11x x+− − =. 

 

 פתור את המשוואות הבאות )שימוש הפוך בחוקי הלוגריתמים(:  (6

) .א )4 4log log 16 8x x =. 

) .ב )2 2log log 1024 11
4

x
x

 
 = − 

 
. 

) .ג )2

2 2 2log log log 64
16

x
x x

 
= − 

 
. 

) .ד )
2 2

4 4log 4 log 4 1x x= +. 

) .ה ) ( )2 3

3 3 3

81
log 9 log 9 log 2x x

x

 
 = + 

 
. 

 .ו
( )

( )

3

2

2

2

22

log
log 232 7

1
log 9log

x

x

xx

 
 
  + =. 
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 שאלות הבעה: 

3logון: נת (7 2 a=  הבע באמצעות .a את ערכי הביטויים הבאים: 

3log .א 3log .ב 16 6 

3log .ג 3log .ד 24 1.5 

 

2נתון:  (8 2log 3  , log 5a b=  את ערכי הביטויים הבאים: b- ו a. הבע באמצעות  =

2log .א 2log .ב 45  .ג 60
2log 7.5 

 

18נתון:   (9 18log 2 log 3 a+ =. 

18logאת    aהבע באמצעות   18logואת  27 16. 

 

 שאלות נוספות: 

 בכל אחת מהמשוואות הבאות, חשב את ערך הביטוי שמשמאל וקבל את התוצאה מימין:  

10) log 4log 40 log5log16 log 64+ =. 

 

11) 22log 2 log 25 log 20 2+  =. 

 

12) 12 12 12 12log 16 log 4 log 9 log 48 2 +  = 

 

13) 5 5 5 5 5 5log 10 log 75 log 3 log 2 log 3 log 4 2 −  − − =. 
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 תשובות סופיות:

     2ה.     -2 ד.    1 ג.  - 3ב.   3א.  (1
 .-0.5י.   1.5ט.   6ח.   1ז.   - 2ו. 

א.  (2
4

3
 .  0.5ד.   1.5ג.   - 3ב.     

ב.    x=8א.  (3
1

3,
27

x 2xג.   = 4x ד. = 3xה.    = 4x.  ו  = =. 

2.5xא.  (4 6xב.    = = . 

1xא.  (5 2x ב.  = = −. 

א.  (6
1

16,
256

x  ב.  =
1

2,
512

x ,4ג.    = 2 2x ד.     =
1

4,
4

x =  

61ה.  
, 3

9
x 7ו.    = 158, 2x =. 

1aב.       4aא.  (7 3ג.      + 1a 1 ד.     + a−   . 

2aא.  (8 b+     .2ב a b+ ג.     +
1 1 1

2 2 2
a b+ −    . 

9) ( ) ( )4 2 1  , 3 1a a− −. 

 הוכחה.  (10

 הוכחה.  (11

 הוכחה.  (12

 הוכחה.   (13
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 חישובים עם חזקה לוגריתמית:

 סיכום כללי:

logaמהגדרת הלוגריתם ניתן לנסח את הקשר הבא:   x
a x=   0כאשר 1a  . 

 

 שאלות:

 :את ערכי הביטויים הבאים )חזקה לוגריתמית( מחשבון ללאחשב  (1

6log .א 8
2logב.    6 5

4   

 

3נתונה התבנית:   (2 4x :חשב את ערכה עבור . 

4log .א 7x  .ב =
4log 3x = 

42log .ג 0.1x 2log .ד = 5x = 

 

נתונה התבנית:   (3
1

9 2 3 1
6

x x −   . חשב את ערכה עבור:  +

1x .א = 3log .ב − 5x = 

 .ג
3log 6x =  

 

 חשב:   (4

 .א
36

log 81
1

6

 
 
 

8ב.  
3 log 53

2
−

 

 

 תשובות סופיות:

   .25ב.       8א.  (1

3 ב.  21 א. (2     .15 ד.  0.03ג.     3

א.  (3
19

54
 ב.    

5
4

6
2ג.     − 2 6−. 

א.  (4
1

81
ב.     

9

2

25
. 
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 מעבר בין בסיסים:

 סיכום כללי:

1a 0)כאשר:  mלבסיס   aמעבר מבסיס     0- ו 1m    :0, וכןb  ) 

יתבצע באופן הבא:  
log

log
log

m
a

m

b
b

a
=. 

 

 שאלות:

 שאלות חישוב כלליות:  

 חשב את ערכי הביטויים הבאים:  (1

4 .א 7log 7 log 4 0.1 .ב 9log 3 log 1000 

 .ג
3 125

log 5 log 9 4 .ד 25 13log 169 log 64 log 625  

 

 הוכח את השוויונים הבאים: (2

2 .א 5 9log 25 log 3 log 2 1  =. 

16 .ב 5 3log 9 log 4 log 5 1  = 

 

 משוואות לוגריתמיות:

 פתור את המשוואות הבאות:   (3

2 .א 32log log 6x x+ 3 .ב = 27log log 3x x = 

2 .ג 8

5
log 4 log

16 3

x
x  = 125log .ד − 5 6log 1x x− = 

 

 שאלות הבעה: 

4logנתון:   (4 6 a=  הבע באמצעות .a :את ערכי הביטויים הבאים 

2log .א 32logב.   3 216logג.   36 96. 

 

2  נתון: (5 3log 3  , log 5a b=  :את ערכי הביטויים הבאים b-ו a. הבע באמצעות  =

3log .א 2logב.   50 5logג.   30 22.5 
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3logנתון   (6 7 , log9 2a b=  את:  b-ו   a. הבע באמצעות   =

log .א 21. 

3 .ב

10
log

7

 
 
 

. 

7log .ג 10. 

30log .ד 63. 

 

 שאלות נוספות: 

 בכל אחת מהמשוואות הבאות, חשב את ערך הביטוי שמשמאל וקבל את התוצאה מימין:  

7) 6 15 6 15log 9 log 30 log 5 log 4 2 +  =. 

 

8) 6 6log 3 log 50 log 2 log 300 1 +  =. 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

ג.    - 1.5ב.   1א.  (1
2

2
3

 .  12ד.      

 ב. שאלת הוכחה.     א. שאלת הוכחה.  (2

32xא.  (3  ב.  =
1

27,
27

x ג.   =
1

8,
2

x ד.    =
1

, 5
5

x =. 

2א. (4 1a−     .0.8בa     .ג 
2

3

a

a

+
. 

.א (5
1

2b
a

 ב.     +
1

2 2 2

a ab
+ ג.     +

2 1
1

b ab
+ −    . 

bא.  (6 ab+  .ב
1

a
b
ג.    −

1

ab
ד.    

2

1

ab b

b

+

+
. 

 הוכחה.  (7

 הוכחה.   (8
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 הלוגריתם הטבעי:

 סיכום כללי:

log)קבוע אוילר( מסומן:   eלוגריתם על בסיס   lne    .והוא נקרא הלוגריתם הטבעי 

lnלמשל:   3 log 3e=    או
1 1

ln log
4 4

e= לן. לוג זה נקרא בשם  . 

lnמהגדרת הלוגריתם מתקיים:   ba b e a= → 0aכאשר    =   ו -b   .מספרים כלשהם 

 

 שאלות:

 ללא מחשבון את ערכי הביטויים הלוגריתמיים הטבעיים הבאים:  חשב (1

2ln .א e    .ב
4

1
ln

e
1ג.    

ln
e e

 

 

 :  )שימוש בהגדרת הלוג( תור את המשוואות הלוגריתמיות הבאותפ (2

ln .א 2x ב.   =
1

ln
2

x = − 

 

 את המשוואות הבאות )הצבה וחוקי הלוגריתמים(: פתור   (3

2 .א 1
ln ln 2

2

xe x
 

− + = 
 

 

23ln .ב ln 2x x+ =  

) .ג ) ( )2 3 21
ln ln lne x ex

x
 = 

 

 פתור את המשוואות הלוגריתמיות הבאות )הוצאת לוג משני אגפי המשוואה(  (4

ln .א 6xx e x=   .ב
2 3ln

1 ln1 1
x

xx
x e

−

+ 
=  

 
 

 

 :את ערכי הביטויים הבאים )חזקה לוגריתמית( מחשבון ללאחשב  (5

2lnב.    ln3e .א 3e 
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 תשובות סופיות:

    .-1.5 ג.       -4 ב.  2 א. (1

2xא.  (2 e=    .ב
1

x
e

=. 

0xא.  (3 3ב.   = 2 1
,x e
e

ג.   =
3

1 1
,x
ee

=. 

3א.  (4

2

1
,x e
e

x,ב.  = e e=. 

 .  9ב.   3א.  (5
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 בסיסים שונים:משוואות עם 

 סיכום כללי:

3לעיתים תתקבל משוואה מעריכית שבה לא ניתן למצוא חזקה שלמה, כגון:   4x =. 

3logבמקרים אלו נעזר בהגדרת הלוג כדי לבטא את ערך המעריך:   4x =.  

3logאת ערך הביטוי   3:  10ניתן לחשב ע"י מחשבון או ע"י מעבר לבסיס  4

log 4
log 4

log3
=. 

 

 שאלות:

 )בסיסים שונים(:  פתור את המשוואות הבאות (1

3 .א 6x 2 .ב  = 9 0x − =  

49 .ג 8 7 15 0x x−  +  .ד  =
2

3 32 3 5 3 2 0
x x

 +  + =  

 

 פתור את המשוואות הבאות )משוואות עם בסיס ולוגריתם טבעי(:  (2

3 .א 3xe 4 .ב  = 3 9xe+ =  

23 .ג 4 1 0x xe e− + ) .ד  = ) 21 2 9x xe e e e++ = +  

 

 שלמים(: פתור את המשוואות הבאות )משוואות כלליות עם פתרונות לא  (3

) .א )2 2

10
log 7 5 log

5

x

x
− )ב.    = ) ( )2

2 2log 4 6 1 log 7x xe e+ − = 

 

 

 תשובות סופיות:

3logא.  (1 6 1.63x = 2logב.    = 9 3.17x = =   

7ג.  7log 3 0.564 , log 5 0.827x x= = =    ד. אין פתרון.    =

א.  (2
1

ln 3 0.36
3

x = ב.    =
5

ln 0.51
3

x = , 0ג.     =  ln 3 1.09x x= = − = −   

ln16ד.  2.7725x = =.  

log , 51א.  (3 2 0.43x x= = 1 ב.    =

1
ln 0.693 , ln 3 1.098

2
x x= = − = =  
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 מערכת משוואות לוגריתמיות:

 שאלות:

 פתור את מערכות המשוואות הבאות: 

1) 2

2

log

6 log

y x

y x

=


= −
 2) 

( )2

6 6log log 2 2 2

1
1

2

x y

x y

 − − =



= −


 

3) 
( ) ( )

( )

3 3

5

log log 4 2

log 5 3 2

x y x y

x y

+ = + −


+ =

 

4) 
( )( )

( ) ( )

2 3

5 25 5

log log 1

1
log 11 log log 2

2

x y

x y x y

 − =



+ − = + +


 

5) 
5 4

5 4

log 6log 11

10log 2log 17

x y

x y

+ =


− =
 6) 

3

2

2 3

2 3

1
log log 9

log log 1

x
y

x y


+ =


 + = −

 

7) 
2log

5

8

log 2 6

5

y

y

x

x

 + =


=
 8) 

3log

27

9
y

xy

x

=


=
 

9) 

( )1
7

2

2log 2
log

15

3 3

28

2 7

1
log log

log 3

x yx y

x y

+−
=


+ =



 
 

 

 

 תשובות סופיות:

1) ( )8,3 2) ( )
1 1

36,19 , ,1
6 12

 
 
 

 3) ( )8, 5− 

4) ( )16,7 5) ( )25,8 6) 
1

16,
3

 
 
 

 

7) ( ) ( )25,4 , 625,2 8) ( ) ( )3,9 , 9,3 9) ( )4,7 
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 מעריכיות: ו מערכת משוואות לוגריתמיות

 שאלות:

 פתור את מערכות המשוואות הבאות: 

1) 
( )2log 4 2

2 1

xy

y x

 = −


= −
 2) 

( )
1

5 5 5

25 5 5

log log log 3

x
y

x y

+ =

 + =

 

3) 
6

2 1 4

3 5log 1

216 6y y

y x

x − −

+ =


 =
 4) 

( )

2

9

3 3

log 3
log 2

log 9 27 2 log 12x

y
x

y


 =


 + = +


 

5) 
( )

( )

2

2

2 1 4 3 0

log 1

x y

x y

 − − + =


= +

 6) 

( )

( ) ( )( )
4

2

2 4

log 5 9

log 2 3 log 29 3 3

y

x y

x = −



+ = − −


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

1) ( )1,1 2) ( )3,3 3) ( )
1

36, 3 , 6, 1
3

 
− − 

 
 

4) ( )
1

1, , 2,1
2

 
 
 

 5) ( ) ( )1,1 , 2,3 6) ( )1,0 

 
 

1
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 ם:שוויונים לוגריתמי-אי

 סיכום כללי:

logהשוויון: -פתרון אי loga ax y  :הואx y   :1עבורa   ו-x y   :0עבור 1a . 

 

 שאלות:

 השוויונים הבאים: -פתור את אי

1) ( )2 2log log 5 20x x − 2) ( )2

6log 5 1x x−  

3) ( )3 9log log 15 2x x − 4) ( ) ( )1 1

2 2

log 1 3 log 7x x−  − 

5) ( )2ln ln 12x x − 6) ln 3x  

7) 2ln 6ln 7x x−  8) 
2

6 1
2

ln lnx x
 − 

 
 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

1) 5x   2) 1 0 , 5 6x x−      

3) 
1

3 7
2

x   4) 
1

3
3

x−    

5) 2 3 4x  6) 
30 x e  

7) 
71

x e
e
   8) 

2

3

1
x e

e
    1וגםx   

 

 

1
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
פרק 11 - משוואות ואי-שוויונים מעריכיים

תוכן העניינים

1. משוואות מעריכיות  י (ללא ספר)

2. משוואות עם חיבור וחיסור איברים י 172

3. משוואות עם קבוע אוילר י 174

4. מערכת משוואות מעריכיות י 175

5. משוואות בהן המשתנה גם בבסיס י 176

6. אי שוויונים מעריכיים י 177

7. אי-שוויונים עם משתנה בבסיס ובמעריך י 178

171

171
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  :חיבור וחיסור איבריםמשוואות עם 

 סיכום כללי:

במשוואות הכוללות חיבור וחיסור של איברים, נאתר את הבסיס עם המעריך הקטן  

4, למשל במשוואה:  t- אותו בביותר ונסמן  3 2 4x x−  2xנסמן:    = t=. 

 ונפתור אותה עבורו.   tנבטא את כל איברים המשוואה באמצעות  

 המתאימים.   x- לאחר מכן נחזיר את ההצבה למציאת ערכי ה

 

 שאלות:

 :  עם חיבור וחיסור ממעלה ראשונה(יסודיות  )משוואות   פתור את המשוואות הבאות (1

2 .א 6 2 56x x+  8 .ב = 3 8 256x x+  = 

15 .ג 3 3 162x x+ − 2 .ד = 12 6 6 6 227x x x+ − + − = 

 

 וחיסור ממעלה ראשונה(: פתור את המשוואות הבאות )משוואות כלליות עם חיבור   (2

1 .א 4 381 18 3 735x x+ −+  3ב.     = 25 4 125 29x x+ +  =  

)  .ג )
1

2
3 1 32 64 15

x
x

−
+ − )ד.     = )1 8 1 74 4410000 10 1000 10 1x x+ +− =  − 

 .ה
1

26 5 36 186

x

x

 
− + 

−  −  ו.     =
1

12 25 25 5 145
x

x x
−

− − −+ − = 

1 .ז 2 12 10 10 3 5x x x+ + + + =      .2ח 14 6 4 7 12 6 12x x x x+ +−  =  +  

 

 :הבאות )משוואות עם חיבור וחיסור ממעלה שנייה( פתור את המשוואות  (3

9 .א 36 3 243 0x x−  + 116 .ב = 65 4 4 0x x+ −  + = 

6 .ג 4 6 3 0x x−−  + 4 .ד = 3 4 2 0x x− −  + = 

 .ה
1

4 5 3 2

9 2 2 3

x x− −

   
−  = −   

   
 .ו  

2
1 1

2 1
3 32 5 2 1 0

x x+ + 
−  + = 

 
  

 

 פתור את המשוואות הבאות )משוואות כלליות(:  (4

 .א
20 8

3
9 1 9 1x x

= −
+ −

 .ב 
7 8

3
7 4 7 5

x

x x
+ =

− +
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 פתור את המשוואות הבאות )משוואות מסכמות(: (5

1.5 .א

1

1
6 5 1 0

25

x

x

−

−
−  + 13 .ב = 16 3 9x x+−  = − 

136 .ג 6 3 8 9 0x x x x+−  +  4 .ד = 9 10 6 6 4 0x x x −  +  = 

2 .ה 125 5 16 15 9x x x+ +   .ו =
1

7
9 4 6

6

x x x

x−
+ − = 

 .ז
28 8

4 2
7

x
x−

= 3 .ח − 2 22 2 2 4 0x x x+− − + = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות: 

3xא.  (1 2xב.    = 4xג.   = 1xד.     = =.  

א.  (2
1

2
x 0xב.    = ג.    =

1

3
x ד.     =

1

4
x =  

3xה.   = 2xו. − = 3xז.   − = 2xח.    − = − 

2,3xא.  (3 ,1ב.    = 2x = 0xג.    − 0xד.   = =   

0,1xה.   ,6ו.    = 9x = − −. 

א.  (4
1

1,
2

x = 1xב.    − =. 

א.  (5
1 1

,1
2 2

x 1,3xב.    = ,1ג.    = 2x 1,0xד.     = =  

2xה.   = ,1ו.    − 1x = ז.    −
1

0,
2

x ,0ח.     = 2x =. 
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 משוואות עם קבוע אוילר: 

 סיכום כללי:

 .  822.718- וערכו שווה )בערך( ל eקבוע אוילר מסומן באות 
למספר זה משמעויות רבות במתמטיקה ובמדעים ועל כן הוחלט לסמן אותו באות  

 משלו ולשלב אותו במשוואות מתמטיות ועוד.  

לשל משוואה מעריכית  זהה לחלוטין   eדרך הפתרון של משוואה שבה הבסיס הוא  
 רגילה כפי שנלמד בפרק זה.  

 

 שאלות:

 פתור את המשוואות הבאות )משוואות יסודיות עם קבוע אוילר(: (1

3 .א 2 1x xe e 5 .ב  =− 1 6 1x xe e e− +=   

) .ג )
3

5 1x xe e−  .ד  =−
1 3

3 1 1
x

x x

x
e e

e

−

−  
 =  

 
 

 

 פתור את המשוואות הבאות )משוואות עם חיבור וחיסור(:   (2

2 .א 1 1x xe e e e+ − = 3 .ב − 1 2x xe e e e+  =  

2 .ג 2 0x xe e+ − 1 .ד = 1 2 1x xe e e+ −+ = + 

 

 פתור את המשוואות הבאות )המשתנה גם בבסיס(:  (3

4xxe .א e x=   3 .ב 3x xe x e=   

 .ג
2x

x

x
xe

e
3 .ד  = 3 1x xe x xe−  =  

 

 תשובות סופיות:

1xא.  (1 = 3xב.    − = 2xג.   − ד.    =
1

1 ,  
6

x =. 

1xא.  (2 = ב.    −
11

4
x 0xג.   = , 1ד.    =  1x = −. 

א.  (3
1

0 ,  
4

x 1xב.    = ג.   =
1

0 ,  
2

x = 0x ד.   − =.  

1
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 מערכת משוואות מעריכיות:

 שאלות:

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (1
3

18 3

x

x

y

y

 =


= −
. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (2
25 5 5 25

2

x y x

y x

 − = −


− =
. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (3

1 3 1
3

3 4 3 2 3 2

4 256

y x x

y x


+ − =

− − +
 =

. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (4
5 2 13

2 5 2 2

x y

x y

 + =


 − =
. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (5
1 1

2 3 3 2 42

3 2 73

x y

x y+ +

  −  =


− =
. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (6
( )

2 1 2 4

1

6

5 8 10 2 0

3 27

x x y

x
y

+ +

−

 +  − =



=


. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (7
( )

1

4 4

6 4 7 6 2 3 6

5 5 5 125 5

x y x y y

y
x x

− +  −  +  =



 = 


. 

 

 תשובות סופיות:

1) ( )2,9 2) ( ) ( )0,2  , 2,4 3) ( )1,2 4) ( )1,3 

5) ( )3,2 6) ( )1, 2− − 7) ( ) ( )1,2  , 1,0− 
 

1

פרק 11משוואות ואי-שוויונים מעריכיים

175

175



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                        
 

 משוואות בהן המשתנה גם בבסיס:

 סיכום כללי:

 במשוואות עם משתנה בבסיס יש לדרוש תנאי עבורו הבסיס חיובי. 
יש לקחת את חיתוך תחומי ההגדרה )במידה וקיימים ביטויים עם שורשים או  

 שברים( יחד עם תוצאת השוואת המעריכים. 

 

 הערה: 

ולראות האם מתקבל פסוק אמת    1-עבורם הבסיס שווה ל  x- יש לבדוק את ערכי ה
ספרים המהווים את  בהתאם יש להוסיף או להוריד אותו מתחום המ או פסוק שקר.

 פתרון המשוואה.  

 

 שאלות:

 פתור את המשוואות הבאות:  

1) ( ) ( )3 33 3 3
x x

x x x− = −  −. 

 

2) 

2

1
1 1

x x

x

+

 
+ = 

 
. 

 

3) 

2 2

1

1

3
3

3

x

x

x
x

x

−

−

−

−
= −

−
. 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

1) 
1

 ,  1 ,  2
4

x =  

 אין פתרון.  (2

3) 0 ,  1 , 2 , 4x =  

 

1
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 מעריכיים: םאי שוויוני

 סיכום כללי:

xהשוויון: -פתרון אי ya a  :הואx y   :1עבורa  ו-x y  :0עבור 1a . 

 

 שאלות:

 ים: הבא  פתור את אי השיוויונים

1) 
1

1
2 1 33 27

x
x

−
+   2) 

2 1
1

42 4
x

x
−

  

3) 
1 2x xe e+   4) 

5 1 3
1 1

7 7

x x−

   
   

   
  

5) 25 5 6 5x x+    6) 2 2 1 0x xe e− +   

 

 הערה:  

וכן חוקי   ( ln) טבעי הם תלוגרי דורשות הכרות עם מושג ההשאלות הבאות 
 הלוגריתמים אשר ילמדו בהמשך.  

 

7) 3xe  8) 2 5 4 0x xe e− +  

 

 

 
 
 

 תשובות סופיות:

1) 
2

3
x  2) 

1
1

4
x    1אוx  − 

3) 0 1x  4) 
1

8
x   

5) 0 1x  6) 0x = 

7) ln3x   8) ln 4x    0אוx  

 

1
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 שוויונים עם משתנה בבסיס ובמעריך: -אי

 סיכום כללי:

 דרך הפתרון של אי שוויון עם משתנה בבסיס ובמעריך:  

 שוויון בהתאם.-יש לדרוש בסיס חיובי ולחבר אי •

 יש לפתור את אי השוויון לפי השוואת מעריכים.   •

 יש למצוא את חיתוך הפתרונות.   •

)  נתון:  )
( )

( )
( )g x h x

f x f x    :נדרוש( ) 0f x . 

)אם:    דרך הפתרון:   ) 1f x    :אז( ) ( )g x h x.  

)אם:       )0 1f x    :אז( ) ( )g x h x. 

 לבסוף נמצא את חיתוך התחומים.  

 

 שאלות:

 פתור את אי השוויונים הבאים: 

1) 2 1 2x xx x− + 2) ( ) ( )
2 5 1

2 2
x x

x x
− +

−  − 

3) 2 6 1xx −  4) 
22 2 5x xx x+  

5) ( ) ( )
2 2 3

2 26 13 6 13
x x

x x x x
−

− +  − + 6) ( ) 21 2 1
x

x x x+  + + 

 

 

 

 תשובות סופיות:

1) 0 1  ,  3x x  . 

2) 3 6x . 

3) 1 3x . 

4) 0 0.5 ,  1 2x x   . 

5) 1 , 3x x − . 

6) 0 2x . 

1
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
פרק 12 - וקטורים גיאומטריים

תוכן העניינים

1. הגדרות וכללים יסודיים י 179

2. וקטורים הפורשים מישור י 184

3. מכפלה סקלרית וחישוב גודל של וקטור י 188

178

178
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 :הגדרות וכללים יסודיים

 סיכום כללי:

 הגדרה כללית: 

 ומסתיים  Aווקטור שמוצאו בנקודה  להלן תיאור של ווקטור גיאומטרי:

 .ABיסומן באופן הבא:   Bבנקודה 

,:)אותיות מקובלות לסימון הן  u  ניתן לסמן ווקטור באות קטנה באופן הבא:  ,  u v w.) 

AB מהאיור לעיל מתקיים: u=. 

 

 : קשרים בין ווקטורים

  ובכיוונם.נקראים שווים אם הם זהים בגודלם  ווקטורים שווים: שני ווקטורים •

ABמתקיים:   :שווים דוגמא לווקטורים  CD=. 

 

 מקבילים.  טורים שכיוונם זהה נקראים  ווקטורים מקבילים: שני ווק •
 ניתן להביע את האחד באמצעות השני ע"י כפל בסקלר.  

 ווקטורים מקבילים נקראים גם "ווקטורים תלויים ליניארית".  
 דוגמא לתלות בין ווקטורים מקבילים:

1עבור      :מתקייםv u=,   :אוAB CD= . 

 

AB: במרחב אם זוג ווקטורים • u v w  = + CD- ו + au bv cw= +  מקבילים   +

אז מתקיים: 
a b c

  
= =. 

 

  ABזהה לווקטור   גודלהוא בעל  BAווקטור המסומן  •

BAמקרה זה מתקיים:  וכיוון הפוך לו. ב u= −. 

 

 הערה:  

vיקראו מקבילים אם מתקיים:   v  -ו uשני ווקטורים   u=   כאשר הגודל   יכול לקבל

0כל ערך מספרי בתחום     0. בפרט עבור  180- כיוונם הפוך ב. 

 

A                             
       

 

B 

  

A                          

B 
 

  

A                                    
    

 B 
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 :שאלות

ABנתון: ABCD במקבילית (1  , ADu v= =  
 מצא את כל הווקטורים במקבילית ששווים  

 .vאו   u- ל

 

  'ABCDA'B'C'D בתיבה (2

ABנתון:  , AD  , AA'u v w= = = . 
 ששווים  מצא את כל הווקטורים בתיבה 

 .wאו   u ,v- ל

 

 שבסיסה ריבוע   SABCDבפירמידה  (3

AB נתון:  , AD  , ASu v w= = = . 
 השווים   שבפירמידה מצא את כל הווקטורים  

 .wאו   u ,v- ל

 

 שבשרטוט  ABCDבטרפז  (4

ADנתון:   3BC=,AB  , ADu v= =. 
    מצא את כל הווקטורים בטרפז שניתן להביע

 .v  או uבאמצעות  

 

 שבשרטוט  ABCDבטרפז  (5

ABנתון:    , AD  , AD 3BCu v= = = 

 את   v  -ו uהבע באמצעות   .א

 .DC- ו ACהווקטורים  

 .  ADהיא אמצע הצלע  Eהנקודה  .ב

 .BEאת הווקטור   v- ו uהבע באמצעות  

 .  CDהיא אמצע הצלע  Fנקודה ה .ג

 .AFאת הווקטור   v- ו uהבע באמצעות  
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 שבסיסה ריבוע   SABCDדה בפירמי (6

ABנתון:  , AD  , ASu v w= = = . 

 את   w- ו u ,vהבע באמצעות   .א

 .SC- ו ACהווקטורים  

 .SDהיא אמצע המקצוע    Nהנקודה  .ב

 .BNאת הווקטור   w  -ו u ,vמצעות  ע בא הב

 

:APכך ש:   ABנמצאת על הקטע   Pהנקודה   (7 PB AB. נתון:   =2:3 u=. 

 .PB-ו APאת הווקטורים   uהבע באמצעות  

 

AP:PBכך ש:   ABנמצאת על הקטע   Pהנקודה   (8 AP. נתון:  =3:5 u=. 

 .AB-ו PBאת הווקטורים   uהבע באמצעות  

 

כך ש:   ABנמצאת על הקטע   Pהנקודה   (9
AP

AB
=  :נתון .AB u=. 

 .PB-ו APאת הווקטורים   uהבע באמצעות  

 

כך ש:   ABע נמצאת על הקט  Pנקודה  ה (10
AP

PB
= .   :נתוןAB u=. 

 .PB-ו APאת הווקטורים   uהבע באמצעות  

 

 שבשרטוט  ABCDבטרפז  (11

AB  נתון:   , AD  , AD 3BCu v= = =. 

   CDל הצלע נמצאת ע  Fהנקודה 

:  ומקיימת
DF

FC
=. 

 .AFאת הווקטור   - ו u  ,vהבע באמצעות  
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AB:  נתון   'ABCDA'B'C'Dבתיבה  (12  , AD  , AA'u v w= = =  

:  ומקיימת  'A'Bצאת על המקצוע מנ Pהנקודה  
A'P

A'B'
=    

:  ומקיימת 'CCנמצאת על המקצוע   Qוהנקודה 
CQ

QC'
= 

, הבע באמצעות     ,  u v w , ו -   :את הווקטורPQ. 

 

ABשבשרטוט נתון:   ABCD בטרפז (13  , AD  , AD 3BCu v= = =. 

 . CDנמצאת באמצע הצלע  Eהנקודה 

:  ומקיימת ADנמצאת על הצלע   Fהנקודה 
AF

FD
=  

FEשבעבורו מתקיים  מצא את ערכו של   AB . 

 

ABון:  וט נתשבשרט  ABCDבטרפז  (14  , AD  , AD 3BCu v= = =. 

 . CDנמצאת באמצע הצלע   Eהנקודה 

:ומקיימת ADנמצאת על הצלע  Fהנקודה 
AF

FD
=  

FEשבעבורו מתקיים:   מצא את ערכו של   AC. 

 

ABנתון: ABCDA'B'C'D'בתיבה  (15  , AD  , AA'u v w= = = . 

  :ומקיימת 'A'B נמצאת על המקצוע  Pהנקודה  
A'P

A'B'
=  

  : ומקיימת 'CC המקצוענמצאת על  Qוהנקודה 
CQ

QC'
=. 

, הבע באמצעות   .א   ,  u v w , ו -   את הווקטורPQ. 

PQ  שבעבורם - ו האם קיימים ערכי   .ב AC ? .נמק 

     .'ABB'Aהיא מפגש אלכסוני הפאה   Eהנקודה  .ג

PQ  ון כיאם נת  - ו ערכי  מצא את    EC. 
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 תשובות סופיות:

1) DC , BCu v= =.  

2) AA' DD' CC' BB' , DC D'C' A'B' AB  , AD BC A'D' B'C'w u v= = = = = = = = = = = =. 

3) AB DC , AD BC  , ASu v w= = = = =. 

4) 
1

BC
3

v=. 

 א. (5
1 2

AC  , DC
3 3

u v u v= + =  ב.      −
1

BE
2

u v= −  ג.     +
1 2

AF
2 3

u v= +. 

AC א. (6  , SCu v u v w= + = +  ב.      −
1 1

BN
2 2

u v w= − + +   . 

7) 
2 3

AP  , BP
5 5

u u= =    . 

8) 
8 5

AB  , PB
3 3

u u= =     . 

9) ( )AP  , PB 1u u = = −    . 

10) 
1

AP  , PB
1 1

u u


 
= =

+ +
     . 

11) 
3

AF
1 3 3

u v
 

 

+
= +

+ +
  . 

12) ( )
1

PQ 1
1

u v w


= − + −
+

     . 

13) 2 =    . 

14) 1 =  . 

) א. (15 )
1

PQ 1
1

u v w


= − + −
+

ג.      ב. לא     
1

 , 1
2

 = =     . 

1
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 :קטורים הפורשים מישורוו

 :סיכום כללי

 קטורים הפורשים מישור:וו

 קטורים שאינם מקבילים, כלומר, בלתי תלויים זה בזה,  וו כל שני 
 פורשים מישור. 

 דוגמא:  

 בעלי כוונים שונים ולכן פורשים  v- ו uהווקטורים  

 . את המישור  

 

  ווקטורים:קומבינציה לינארית של 

ל ווקטור שנמצא במישור )או מקביל למישור זה( ניתן להצגה ע"י קומבינציה  כ •
 ליניארית של שני ווקטורים הפורשים את המישור. 

כל ווקטור שהוא קומבינציה ליניארית של שני ווקטורים הפורשים את המישור,   •
 מקביל למישור.  

 ווקטורים אחרים )או יותר(  אם ניתן להביע ווקטור שקומבינציה לינארית של שני  •
 ניתן לבטא כל ווקטור באמצעות  ) תלויים ליניאריתאז שלושת הווקטורים נקראים 

 האחרים(. 

 

 דוגמא:  

 המוכל, או מקביל   wעבור המישור הנפרש לעיל, ניתן להציג כל ווקטור 

wבאופן הבא:   למישור   u v =  +   :כאשר,      .מספרים ממשיים כלשהם 

u , במקרה זה שלושת הווקטורים   v ו-w   .נקראים תלויים ליניארית 
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 :שאלות

AB:  נתון 'ABCDA'B'C'Dבתיבה  (16  , AD  , AA'u v w= = =. 

  :ומקיימת   'A'Bנמצאת על המקצוע  Pהנקודה  
A'P

A'B'
=   

  :ומקיימת 'CCנמצאת על המקצוע   Qוהנקודה 
CQ

QC'
= 

,   באמצעותבע ה .א   ,  u v w , ו -   את הווקטורPQ. 

 ?'ADD'Aמקביל לפאה   PQשבעבורו הווקטור   מהו ערכו של   .ב

 ?ABCDמקביל לבסיס  PQשבעבורו הווקטור   האם קיים ערך של   .ג

 

   'ABCA'B'C  נתונה מנסרה משולשת (17

AB  ובה נתון:  , AC  , AA'u v w= = = . 

 :ומקיימת  'A'Cנמצאת על המקצוע  Mהנקודה  
A'M

MC'
=    

  :ומקיימת BCנמצאת על המקצוע   Nוהנקודה 
BN

BC
=. 

, בע באמצעות  ה .א   ,  u v w , ו -   את הווקטורNM. 

 ?ACC'A'מקביל לפאה NMשבעבורו הווקטור  מהו ערכו של   .ב

 .  'ABB'Aמקביל לפאה  NMנתון כי הווקטור   .ג
 .באמצעות   הבע את  

 

  BCהיא אמצע הצלע  Dהנקודה   ABCבמשולש  (18

  כך שמתקיים: AC נמצאת על הצלע Eוהנקודה 
AE

2
CE

=. 

 . BE- ו ADהיא מפגש הקטעים  Pהנקודה  

AB:  נגדיר  , ACu v= BPוכן:  , = BE ,  AP ADs t=  = . 

t ,  , בע באמצעות  ה .א v u ו -s הווקטור   אתAP  .בשתי דרכים שונות 

 . BEואת הקטע  ADהקטע  את  Pמצא באיזה יחס מחלקת הנקודה  .ב
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ABCD ( ,ADבטרפז  (19 BC ) נתון:שבשרטוט  AD 3BC=. 

   CDנמצאת באמצע הצלע   Eהנקודה 
 . ADהצלע באמצע נמצאת   Fוהנקודה 
 . CF-ו  AEהיא מפגש הקטעים  Pהנקודה  

 .CFואת הקטע   AEאת הקטע  Pמצא באיזה יחס מחלקת הנקודה 

 

   ABהיא אמצע הצלע  Dהנקודה   ABCבמשולש  (20

DEכך שמתקיים:   ACמצאת על הצלע נ Eוהנקודה  BC . 

  BP והמשך הקטע DEהיא אמצע הקטע  Pהנקודה  
 . Qבנקודה  ACחותך את הצלע 

 .ACאת הצלע  Qצא באיזה יחס מחלקת הנקודה מ .א

QPE: חשב את היחס  .ב

DPB

S

S





. 

 

  'ABCDA'B'C'Dבמקבילון  (21

DAנתון:    , DC  , DD'u v w= = =. 

 ,  'CCנמצאת באמצע המקצוע    Fהנקודה 
   'AAנמצאת על המקצוע  Eהנקודה 

A'Eומקיימת:   2AE=  והנקודהP    נמצאת על 

B'Pומקיימת:   'BBהמקצוע  B'Bk=  . 

DPנתון:   DE DFt s=  + . 

, בע באמצעות  ה .א   ,  u v w ו -k   את הווקטורDP. 

 . 'BBאת המקצוע   Pמצא באיזה יחס מחלקת הנקודה  .ב

 מישור? נמק. נמצאות על אותו  P -ו D  ,E ,Fהאם הנקודות  .ג
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 תשובות סופיות:

)א.  (16 )
1

PQ 1
1

u v w


= − + −
+

1ב.         ג. לא.          =

)א.  (17 )NM 1
1

u v w


 


 
= − + − + 

+ 
1ב.      ג.     =

1





=

−
      

)א. (18 )
1 1 2

AP  , AP 1
2 2 3

tu tv s u sv= + = − AP:PD ב.    + 4:1=,BP:PE 3:2= 

19) AP : PE 2 :1 ,  CP : PF 2 :1= = 

AQ א. (20 : QC 1: QPEב.    =2

DPB

1

3

S

S
=     

)א. (21 )DP 1u v k w= + + B'P:PBב.       −  ג. כן.     =1:5

1
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 :מכפלה סקלרית וחישוב גודל של וקטור

 סיכום כללי:

uתסומן:   v- ו uמכפלה סקלרית של שני ווקטורים   v :ותחושב ע"י הנוסחה הבאה 

cosu v u v  =   

היא הזווית הנוצרת בין נקודת חיבור מוצאי הווקטורים ובין כיווני הווקטורים   כאשר  
 כמתואר באיור.  

cos ניתן למצוא את הזווית שבין שני ווקטורים ע"י: 
u v

u v



=


. 

2uגודל של ווקטור נתון ע"י:  u=  :או ,
2 2u u=. 

 

 הערה:  

uהמכפלה הסקלרית   v   בין שני ווקטורים מקבלת ערך מספרי בלבד! היא יכולה להיות
 חיובית, שלילית או אפס כפי שנראה בהמשך.  

 

 שאלות: 

על פי הנתונים על גודלם והזווית   v- ו uהמכפלה הסקלרית של הווקטורים  חשב את   (22
 שביניהם: 

60 .א  , 2 , 3v u =  = 120 .ב =  , 5 , 4v u =  = = 

30 .ג  , 6 , 2v u =  = 180 .ד =  , 3 , 8v u =  = = 

0 .ה  , 5 , 3v u =  = 90 .ו =  , 4 , 7v u =  = = 

 

ונים על גודלם והמכפלה הסקלרית  על פי הנת v- ו uחשב את הזווית בין הווקטורים   (23
 שלהם: 

3u , 4 , 6 .א v v u = = 4 .ב = 3 , 2 , 4u v v u = − = = 

9u , 5 , 0 .ג v v u = = 2u , 6 , 12 .ד = v v u = = = 
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6v , 3שאורכם: v- ו uנתונים שני וקטורים   (24 u=  .120. הזווית ביניהם היא   =

PQ:  שמוגדר PQחשב את גודלו של הווקטור   2 3u v= −. 

 

4v , 5ם:שאורכהמאונכים זה לזה  v- ו uנתונים שני וקטורים   (25 u= = . 

MN:  שמוגדר MN  חשב את גודלו של הווקטור 0.5u v= −. 

 

6v , 3ם:שאורכ v- ו uנתונים שני וקטורים   (26 u=  .120. הזווית ביניהם היא   =

PQאם נתון: QPM  חשב את גודל הזווית 2 3  , PM 4u v u v= − = + . 

 

BACהוא משולש ישר זווית )   ABCהמשולש  (27 90= .) 
 נמצאת   Eוהנקודה   BCהיא אמצע היתר   Dהנקודה 

 . ACעל הניצב 
 . BE-ו  ADהיא מפגש הקטעים  Pהנקודה  

נתון:
AP

AC 12 , AB 8 , 3
PD

= = = . 

 .DPCחשב את גודל הזווית  

 

   'ABCA'B'Cנתונה מנסרה משולשת וישרה  (28
 ות שאורך כל אחת  צלעשבסיסה משולש שווה 

 . 8גובה המנסרה הוא .  6מצלעותיו הוא 
   Nוהנקודה   'A'Cהיא אמצע המקצוע  Mהנקודה  

BN:  ומקיימת  BCהמקצוע נמצאת על   2CN= . 

AB:  נסמן  , AC  , AA'u v w= = =. 

 .MAN:  חשב את גודל הזווית

 

   SAשבסיסה ריבוע המקצוע  SABCDבפירמידה  (29
 הוא גובה הפירמידה. 

:  נתון
1

AB AD AS
2

k= = = . 

AB:  נסמן  , AD  , ASu v w= = =. 

   Pוהנקודה  SCהיא אמצע המקצוע    Qהנקודה 
 . SBהיא אמצע המקצוע 

 .PAQ:  הזוויתחשב את גודל 
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AB:  נתון  'ABCDA'B'C'Dבתיבה  (30  , AD  , AA'u v w= = = ,
1

AB AD AA'
2

= =  . 

:ומקיימת  'A'Bנמצאת על המקצוע   Pהנקודה  
A'P

A'B'
=  

 . 'DDהיא אמצע המקצוע  Qהנקודה ו

ם:  שבעבורו מתקיי מהו ערכו של   .א
5

AP AQ
6

=? 

cos את הבע באמצעות  .ב PAQ   

 חדה.  PAQהזווית   והראה כי לכל ערך של  

ת:  מקיימ PAQשבעבורו הזווית   של   ערכו מהו   .ג
2

cos PAQ
3 5

=? 

 

AC  מתקיים: ABCDהוכח כי בכל מרובע  (31 BD AB CD AD BC =  + . 

 

PA  מתקיים:  P. הוכח כי לכל נקודה כלשהי  ABCDנתון מלבן  (32 PC PB PD = . 

 

.  CD  היא אמצע הצלע  Qוהנקודה  BCהיא אמצע הצלע   P. הנקודה ABCDנתון ריבוע  (33

ABCD  הוכח כי מתקיים: AP AQS =                      . 

                              

.  CDהיא אמצע הצלע   Qוהנקודה  ABיא אמצע הצלע  ה  P. הנקודה  ABCDנתון מרובע  (34

  הוכח כי מתקיים:
AD BC

PQ
2

+
=. 

 

AS  שבה SABCנתונה פירמידה משולשת  (35 BC⊥  ו -BS AC⊥ . 

CS  הוכח: AB⊥. 

 

תלויים במישור מאונך לכל הווקטורים  הוכח: וקטור המאונך לשני וקטורים בלתי  (36
 שבמישור. 

 

 

 

 

B' 

A' 

A D 

C 
B 

D' 
C' 
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 :ענה על הסעיפים הבאים  (37

 .  ABCהיא מפגש התיכונים במשולש  Mנקודה  ה .א

MA  הוכח: MB MC 0+ + =. 

 .  SBCהיא מפגש התיכונים בפאה    P. הנקודה SABCנתונה פירמידה משולשת  .ב

)הוכח: )
1

AP AB AC AS
3

= + +. 

 . BC- מאונכים ל AP- ו ASנתון בנוסף כי   .ג

AB  הוכח כי  AC=הדרכה: סמן( .  AB  , AC  , ASu v w= = =.) 

 

   ABCDנמצאת בתוך מרובע כלשהו  Pהנקודה   (38
 הם משולשים   BPC- ו APDכך שהמשולשים 
AP) ישרי זווית וש"ש  PD  ,  BP PC= =.) 

PE. הוכח:  CDהיא אמצע הצלע   Eהנקודה  AB⊥. 

PB)הדרכה: סמן    , PC  , PA  , PDa b c d= = = =.) 

 

AB:  נתון  SABCבטטראדר   (39  , AC  , ASu v w= = =. 

AP  ומקיימת:  ASנמצאת על המקצוע   Pהנקודה   AS=  . 

)  ומקיימת:  SBCנמצאת על הפאה   Qהנקודה  )SQ SB SC= +. 

 .ABCמקביל למישור   PQשבעבורו   - ו צא את הקשר בין  מ .א

  נתון: .ב
1

PQ BC , 
3

 ⊥ = AB  הוכח:.   = AC=. 

 

נתונה פירמידה שבסיסה מלבן. הוכח כי אם שלושה המקצועות הצדדיים שבה   (40
 שווים, אז גם המקצוע הצדדי הרביעי שווה להם.

  

D 

A 

C 
B 

P 
E 

1
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 תשובות סופיות:

6ג.     -10 ב.     3 א. (22     .0ו.      15 ה.      -24 ד.     3

      .0ד.      90ג.      150ב.       60א.  (23

24) PQ 18.248=     

25) MN 29=     

26) 31.87   

27) 55.49     

28) 70.623     

29) 24.095     

א.  (30
3

4
 =

 
)ב.   )

2

1
cos PAQ

3 1 
=

+
ג.        

1

2
 =      

 שאלת הוכחה.  (31

 שאלת הוכחה.  (32

 שאלת הוכחה.  (33

 שאלת הוכחה.  (34

 שאלת הוכחה.  (35

 שאלת הוכחה.  (36

 שאלת הוכחה.  (37

 הוכחה. שאלת  (38

2א.  (39 1 +  ב. שאלת הוכחה.     =

 שאלת הוכחה.  (40
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
פרק 13 - וקטורים אלגברים - גיאומטריה אנליטית במרחב

תוכן העניינים

1. הצגה פרמטרית של ישר י 193

2. מצב הדדי בין ישרים י 196
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4. משוואת מישור י 199
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 בסוף חוברת העבודה תוכלו למצוא סיכום מלא ומפורט של הנוסחאות. 

 הצגה פרמטרית של ישר

 שאלות 

)האם הנקודה  (1 )A )  נמצאת על הישר 7,0,3 ) ( ) : 4,3,0 1, 1,1x t= + −? 

 

) האם הנקודה (2 )B 4, 2, 10− )  נמצאת על הישר − ) : 2, 1,5x t= −? 

 

)את הצגתו הפרמטרית של ישר במישור שעובר בנקודות מצאו   (3 )A 5, 2− )-ו − )B 1,6. 

 

)את הצגתו הפרמטרית של ישר במרחב שעובר בנקודות מצאו   (4 )C 3,0, )-ו −2 )D 4,1,1. 

 

) הצגתו הפרמטרית של ישר במרחב שעובר בנקודהאת מצאו   (5 )G 2, 7,1−   

)  ומקביל לישר ) ( ) : 0,3, 1 4, 2,1x t= − + −. 

 

)במרחב הצגה פרמטרית של ישר העובר דרך הנקודה  מצאו  (6 )1, 2,3  

)ומאונך לישר:  ) ( ) : 1, 2,0 1, 2,4x s= + −. 

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (7

)נתונה הצגה פרמטרית של ישר:  . א ) ( ) : 1, 2,3 4,5,6x t= +. 

 .z-ו x ,yאת ההצגה בעזרת הקואורדינאטות כתבו 

1נתונה הצגה של ישר בעזרת קואורדינאטות:   .ב 2  , 10 , 4x t y z t= + = = −. 
 את ההצגה הפרמטרית שלו.  כתבו 

 

 במרחב. y-את הצגתו הפרמטרית של ציר המצאו   (8

 

) את הצגתו הפרמטרית של ישר במרחב שעובר בנקודהמצאו   (9 )M 3, 1, 4−   

 .z-ומקביל לציר ה

 

) את נקודת החיתוך של הישר מצאו   (10 ) ( ) : 1, 2,6 2,1, 2x t= − + עם המישור − xy. 

  

1
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,1)ישר עובר בנקודה  (11 1, ,4,10)וכיוונו  −(4 2). 
 מי מבין הבאים מתאר את משוואת הישר:

,1) . א 1, 4) (4,10,2)x t= − +  

(3,4,5) .ב (4,10,2)x t= + 

,1) . ג 1,4) (2,5,1)x t= − + 

(5,9,6) .ד (8,20,4)x t= + 
 כל התשובות נכונות. .ה

 
,1)ישר עובר דרך הנקודות  (12 1, 2)A  .B(4,0,1)  -ו −

 את הישר בארבע דרכים שונות:  ותאר
 משוואה וקטורית אחת. . א
 משוואות )נק' כללית(.  3הצגה פרמטרית של  .ב
 אלגברית.הצגה  . ג
 כקו חיתוך של שני מישורים. .ד

 
 : כל אחד מהישרים הבאים בעזרת משוואה וקטורית אחת  וגיהצ (13

 . א

1 4

: 2

2 10

x t

y t

z t

= −


=
 = +

 

 .ב

1

: 4

10

x t

y

z t

= +


=
 =

 

 . ג
1

: 1 4
2

x
y z

−
= + = − 

: .ד 1 10, 4x y z− = + = 

 .ה
1

:
2 3 3

x y z

x y z

− + =


− + =
 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

 כן. (1

 לא.   (2

3) ( ) ( ) : 5, 2 6,8x t= − − + 

4) ( ) ( ) : 4,1,1 1,1,3x t= + 

5) ( ) ( ) : 2, 7,1 4,2,1x s= − + − 

6) ( ) ( ) : 1, 2,3 2,1,0x t= + 

1א.  (7 4  , 2 5  , 3 6x t y t z t= + = + = )ב.   + ) ( ) : 1,10, 4 2,0, 1x t= + − 

8) ( ) : 0,1,0x t= 

9) ( ) ( ) : 3, 1, 4 0,0,1x t= − + 

10) ( )7, 5,0− 

 ה (11

:א.  (12 (1, 1,2) (3,1, 1)x t= − +  ב.    −

1 3

: 1

2

x t

y t

z t

= +


= − +
 = −

 

ג. 
1

: 1 2
3

x
y z

−
= + = ד.    −

3 4
:

1

x y

y z

− =


+ =
 

)א.  (13 ) ( )1,0, 2 4, 2,10x t= + (1,4,0)ב.    − (1,0,10)x t= + 

,1)ג.  1,4) (2,1,1)x t= − )ד.    + , , ) (1, 10,4) (1,1,0)x y z t= − + 

)ה.  , , ) (2,1,0) ( 2, 1,1)x y z t= + − − 

1
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 מצב הדדי בין ישרים 

 שאלות 

 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   (1
 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים

( ) ( ) ( ) ( )1 2 : 2, 3,0 5, 1,2  ,  : 12, 5,4 10,2, 4x t x s= − + − = − + − − 

 

 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   (2
 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים

( ) ( ) ( ) ( )3 4 : 0,1, 7 2,1,1  ,  : 2,0, 6 6, 3, 3x t x s= − + − = − + − − 

 

 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   (3
 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים

( ) ( ) ( ) ( )5 6 : 3,5,1 4,0, 1  ,  : 1,7, 4 1,1,2x t x s= − + − = − + − 

 

 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   (4
 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים

( ) ( ) ( ) ( )7 8 : 3,0,0 2, 2,5  ,  : 0,1, 5 3,1, 2x t x s= + − = − + − 

 

 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   (5
גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים

 
( ) ( ) ( )9 10 : 4,1, 1 3,0, 1  ,  : 6,0, 2x t x s= − − + − = −

 
 

 

 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   (6
 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים

( ) ( ) ( ) ( )11 12 : 2,8, 1 1,0,0  ,  : 5,8, 2 2,0, 1x t x s= − + = − + − 

 

:שבעבורו הישרים , kר ערכו של הפרמטאת מצאו   (7
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 : 1,1 ,6 1, 2,2  ,  : 1,7, 1 , 2, 6x k k t x k k s k k= + − + − = − − + − + − 

 . מקבילים . א

 . מתלכדים .ב
 

) נתונות הנקודות (8 ) ( ) ( ) ( )A 3, 1,5  , B , 1,3  , C 6,3, 1  , D 2,3,k k− − − − −. 

הישרים   ,kכי לכל ערך של  הראו 
AB

- ו 
CD

 מצטלבים.   

1
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 תשובות סופיות 

 מתלכדים.    (1

 מקבילים.     (2

)נחתכים, (3 )1,5,0 . 

 מצטלבים.    (4

 מקבילים.    (5

)נחתכים,  (6 )1,8, 1−    . 

2kא.  (7 2kב.   .    = = −  . 

 הוכחה.שאלת  (8

1
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 הצגה פרמטרית של מישור

 שאלות 

  :ותהבא את הצגתו הפרמטרית של מישור שעובר בנקודות  ומצא (1

( ) ( ) ( )A 1, 4,0  , B 3,6,2  , C 0, 3,1− −. 

 

) את הצגתו הפרמטרית של מישור שעובר בנקודה  ומצא (2 )Q 6,7, 1−  , 

)  ומכיל את הישר ) ( ) : 2, 2,5 1,0, 4x t= − − + − . 

 

) ישרים:נתונים שני  (3 ) ( ) ( ) ( )1 2 : 0,1, 1 1,9, 3  ,  : 2,16,11 0,1, 6x t x s= − + − = + −. 

 הצגה פרמטרית של המישור המכיל אותם.  ושהישרים נחתכים ומצא והרא

 

) את הצגתו הפרמטרית של מישור שעובר בנקודה  ומצא (4 )D 5, 2, 1− − 

 .x-ומכיל את ציר ה

 

את הצגתו הפרמטרית של המישור   ומצא (5 xz. 

 

במערכת  מצוינותנתונה תיבה שמידותיה  (6
 .שלהלןהצירים 

את הצגתו הפרמטרית של המישור   ומצא
 . המקווקו

 

 
 
 

 תשובות סופיות 

1) ( ) ( ) ( ) : 1, 4,0 2,10,2 1,1,1x t s = − + + − 

2) ( ) ( ) ( ) : 2, 2,5 1,0, 4 8,9, 6x t s = − − + − + − 

3) ( ) ( ) ( ) : 0,1, 1 1,9, 3 0,1, 6x t s = − + − + − 

4) ( ) ( ) : 1,0,0 5, 2, 1x t s = + − − 

5) ( ) ( ) : 1,0,0 0,0,1x t s = + 

6) ( ) ( ) ( ) : 7,0,0 0,0,9 7,12,0x t s = + + − 

  

  

  

 

 

 

1
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 משוואת מישור

 שאלות 

2 :   האם הנקודות הבאות נמצאות על המישור וקבע (1 3 6 0x y z − + − = : 

) . א )D 5,7,1 

) .ב )E 2, 1,1− 

 

)  שבעבורו הנקודה kאת ערכו של    ומצא (2 )A 1, , 1k  נמצאת על  −

) המישור ) : 2 1 7 0kx y k z − + + + =. 

 

3 :   נתונה משוואת מישור (3 2 9 0x y z + − − =. 
 את נקודות החיתוך של המישור עם שלושת הצירים.  ומצא

 

4 :   נתונה משוואת מישור (4 2 8 0x y z + − + =. 

הצגה פרמטרית של הישר שהמישור חותך מהמישור  ומצא yz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   תשובות סופיות

 א. על המישור.   ב. לא על המישור. (1

2) 3k = 

3) ( ) ( )
1

3,0,0  , 0, 4 ,0  , 0,0, 9
2

 
− 

 
 

4) ( ) ( ) : 0, 8,0 0, 2,1x t= − + 

1
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 מעבר בין הצגה פרמטרית של מישור ומשוואת מישור

 שאלות 

2 :   נתונה משוואת מישור: (1 3 12 0x z + − =. 
 הצגה פרמטרית של המישור. בוכת

 

) נתונה הצגה פרמטרית של מישור: (2 ) ( ) ( ) : 2, 5,0 1,0,2 0, 1,3x t s = − + + −. 

 את משוואת המישור.  ומצא

 

) מישור:נתונה הצגה פרמטרית של  (3 ) ( ) : 2, 2,1 3,1,0x t s = − +. 

 את משוואת המישור.  ומצא

 

) עובר בנקודות: המישור  (4 ) ( ) ( )A 1,0, 3  , B 2,0,0  , C 4, 1,0− −. 

 את משוואת המישור.  ומצא

 

 יפים הבאים:על הסע וענ (5

)לפניך הנקודות הבאות:  . א ) ( ) ( )2,0,5  , 0,1, 2  , 1,1,0−. 

 ,נמצאות על ישר אחדששלוש הנקודות אינן  והרא .1
 הצגה פרמטרית של המישור הנקבע על ידן. וומצא

 את משוואת המישור העובר דרך שלוש הנקודות הנ"ל.  ומצא .2

 שתי נקודות נוספות הנמצאות על המישור שמצאת בסעיף א'. ומצא .ב

)האם הנקודה  . ג )4,  בסעיף א'?   נמצאנמצאת על המישור ש 2,1

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
( ) ( ) ( ) : 0,0, 4 0,1,0 6,0, 4x t s = + + −

 
2)  : 2 3 19 0x y z − + + + = 

3)  : 3 8 0x y z − + = 

4)  : 3 6 6 0x y z + − − = 

). 1א.  (5 ) ( ) ( ) : 1,1,0 1,0, 2 1, 1,5x t s = + − − + −   2  .2 3 1 0x y z− + + − =    

)ב. למשל:   ) ( )0.5,0,0  ג. לא.   −0,0,1 , 

1

פרק 13וקטורים אלגברים - גיאומטריה אנ...

200

200



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 מישורים המקבילים לצירים

 שאלות 

) מישור הנתונה משוואת  (1 ) ( )2 2 : 2 2 3 3 1 0k x k k y z k + + − − − + − =. 

 )ולא מכיל אותו(?  y-המישור מקביל לציר ה kלאיזה ערך של 

 

0x , 0 , 0פאותיו של טטראדר נמצאות על המישורים  (2 y z= = =  

3 -ו 2 6 0x y z+ + − =. 
 את נפח הטטראדר.  ומצא

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 תשובות סופיות 

1) 3k = 

 יח"נ. 6 (2

1
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 הדדי בין ישר ומישורמצב 

)  מישורהישר והנתונים  (1 ) ( ) : 2 3 6 0 ,  : 5,0,1 4,1, 2x y z x t − − + = = + −. 

 את המצב ההדדי שביניהם. וקבע
 גם את נקודת החיתוך.  ות המישור מצאאם הישר חותך א

 

)  מישורהישר והנתונים  (2 ) ( ) : 3 2 11 0 ,  : 2, 1,6 1,1,2x y z x t − + − = = − + −. 

 את המצב ההדדי שביניהם.  וקבע
 גם את נקודת החיתוך.  ות המישור מצאאם הישר חותך א

 

)  מישורהישר והנתונים  (3 ) ( ) : 2 6 11 0 ,  : 6,1,0 3,0, 1x y z x t + + + = = − + −. 

 את המצב ההדדי שביניהם. וקבע
 גם את נקודת החיתוך.  ות המישור מצאאם הישר חותך א

 

)  מישורהישר והנתונים  (4 ) ( ) : 2 4 0 ,  : 1, ,3 4,1 ,0x y z x a t b − + − = = + −. 

 עבורם הישר מוכל במישור., b-ו aאת ערכי    ומצא
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

)הישר חותך,  (1 )1, 1,3−. 

 מקבילים.  (2

 הישר מוכל. (3

4) 1 , 7a b= = − 

1
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 מצב הדדי בין מישורים 

 שאלות 

 .ביניהםאת המצב ההדדי קבעו שני מישורים. נתונים בכל סעיף  (1

 . א
1 2 : 2 4 5 0 ,  : 4 2 8 10 0x y z x y z − + − = − + − = 

 .ב
3 4 : 3 1 0 ,  : 3 9 3 8 0x y z x y z + − + = + − − = 

 . ג
5 6 : 5 2 2 3 0 ,  : 2 3 5 0x y z x y z − − + = + + − = 

 

 נתונים שני מישורים (2

( )2 2

1 2 : 2 2 1 0 ,  : 4 12 4 2 0x k k y z x y z k + + − + = + − + − = 

 עבורם המישורים:  kאת ערכי    ומצא

 ג. מתלכדים  ב. מקבילים   נחתכים  . א
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 ג. נחתכים.      ב. מקבילים.     א. מתלכדים.    (1

,2א.  (2 3k  3kב.        − = 2kג.       − = 

1
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 חיתוך בין מישוריםישר 

 שאלות 

 נתונים שני מישורים נחתכים: (1
1 2 : 4 2 2 0 ,  : 2 10 0x y z x y z + − + = − + + =. 

 הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים.  ומצא

 

 נתונים שני מישורים נחתכים: (2
3 4 : 8 2 3 2 0 ,  : 2 3 4 0x y z x y z + − + = − + + =. 

 המישורים.הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין  ומצא

 

 נתונים שני מישורים נחתכים: (3
5 6 : 3 3 2 0 ,  : 5 2 20 0x y z x z − + + = − + =. 

 .הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים ומצא

 

 נחתכים:תונים שני מישורים נ (4
7 8 : 2 6 0 ,  : 2 0x y z z − − + = − =. 

 הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים. ומצא

 

6 : הצגה פרמטרית של ישר החיתוך של המישור   ומצא (5 5 18 0x y z − + + =  

עם המישור  xz. 

 

 נתונים שני מישורים: (6
1 2 : 3 2 1 0 ,  : 4 6 0x y z x y z − + − = + − − =. 

 הצגה פרמטרית של ישר המקביל לשני המישורים ועובר בראשית.                  ומצא
 

 

 
 

 

 תשובות סופיות 

1) ( ) ( ) : 2,6,0 2,16,12x t= − + 

2) ( ) ( ) : 0, 2, 2 1, 2, 4x t= + 

3) ( )
1

 : 0,4,10 4,7 ,10
3

x t
 

= +  
 

 

4) ( ) ( ) : 0, 2, 2 4,2,0x t= + 

5) ( ) ( ) : 3,0,0 3,0, 18x t= − + − 

6) ( ) : 1,9,13x t= 

1
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 זווית בין שני ישרים 

 שאלות 

 הישרים הבאים:זוגות את הזווית שבין   ומצא (1

) . א ) ( ) ( )1 2 : 4,0,0 6,8,1  ,  : 4, 2, 4x t x s= + = − − 

) .ב ) ( ) ( ) ( )1 2 : 10,17, 18 3,0, 6  ,  : 6,5, 4 0, 4,0x t x s= − + − = + 

 

)את הזווית שבין ישר העובר דרך הנקודות   ומצא (2 ) ( )A 3, 4,6  , B 6,0, וישר   −2

) העובר דרך הנקודות ) ( )C 6,5,1  , D 1, 4,  וקבע מה המצב ההדדי ביניהם. −2

 

)נתונות הנקודות  (3 ) ( ) ( )A 1, 3,0  , B 4,2, 1  , C 3, 1,2− − −. 

 הצגה פרמטרית של ישר במרחב העובר דרך הנקודות:  ומצא . א

1. A ו-B . 

2. B ו-C . 

3. A ו-C . 

)מי מבין הנקודות  .ב )D 4, 2, )-ו −1 )E 7,7,  ABנמצאת על הישר  −3

 שמצאת בסעיף הקודם?

 . BCוהישר  ABאת הזווית שבין הישר  וחשב . ג

 

3נתון מישור שמשוואתו:  (4 4 6 0x y− + ). הנקודות = ) ( )A ,6,1  , B 2, , 1x y− − 

נמצאת על מישור   Cנמצאות על המישור והנקודה  yz  :ומקיימת
C 11z =. 

 אם ידוע כי קוסינוס הזווית שבין הישרים  ,Cאת שיעורי הנקודה   ומצא

 AB ו-AC 13 הוא

76
. 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 90ב.    78.521א.  (1

2) 63.37 מצטלבים. . הישרים 

). 1א.  (3 ) ( ) : 1, 3,0 3,5, 1x t= − + ). 2א.   − ) ( ) : 4, 2, 1 1, 3,3x t= − + − − 

). 3א.  ) ( ) : 1, 3,0 2,2,2x t= −  .35.477ג.   . Dב. הנקודה   +

4) ( )C 0, )או  2,11 )C 0, 28.45,11 

1
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 זווית בין ישר ומישור

 שאלות 

 את הזווית שבין הישר והמישור הבאים:  ומצא (1

( ) ( ) : 2,0,5 2,1,2  ,  : 3 2 2 9 0x t x y z= − + − − + + =. 

 

)ות הנקודות נתונ (2 ) ( ) ( ) ( )A 1, 1,2  , B 0,2, 1  , C 1,2,5  , D 7,3, 1− − − −. 

 . ABCובין המישור  D- ו Aאת הזווית בין הישר העובר בנקודות   ומצא

 

2שלה  ABC, שמשוואת הבסיס SABCה פירמידה משולשת נתונ (3 2 6 0x y z+ − − =  ,

)קדקוד הפירמידה הוא ו )S 3,1, 2−. 

 לבסיס הפירמידה,  SBאת הזווית בין המקצוע הצדדי   ומצא
1B מקיימים Bאם נתון כי שיעורי הקדקוד  Bx z= = −. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 18.87 

2) 44.83 

3) 14.9 

1
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 זווית בין שני מישורים 

 שאלות 

 את הזווית שבין המישורים הבאים:  ומצא (1
1  : 4 3 12 0x y z + + − = 

-ו
2  : 4 7 5 3 0x y z − + + = . 

 

, שקדקודיה הם: ABCDה פירמידה משולשת נתונ (2

( ) ( ) ( ) ( )A 0,2, 5  , B 3, 1,1  , C 7, 1, 5  , D 3,2,0− − − −. 

 . ABCלבסיס הפירמידה  ABDאת הזווית בין הפאה הצדדית   ומצא

 

3את הזווית בין מישור שמשוואתו    ומצא (3 5 4 0x y z+ − + למישור   = xz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 90 

2) 87.539 

3) 32.312 

1
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 במרחב מרחק בין שתי נקודות

 שאלה 

) נתונות הנקודות (1 )A 2,4, 5− ,( )B 0, )-ו −2,6 )C , 1,13− −k k    . 

AB-, כך ש שוקיים יהיה שווה ABCהמשולש  עבורם k ערכי ומצא AC= . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

1) 8k 12kאו  = =. 

1
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 מרחק בין נקודה לישר

 שאלות 

) את המרחק שבין הנקודה  ומצא (1 )A 13, 1, 19− )  לישר − ) : 2,0, 7x t= −. 

 

)נתונות הנקודות  (2 ) ( ) ( )A 1,6, 1  , B 2, 1,0  , C 6, 4,0− − −
 

 . 

 . ABC את שטח המשולש וחשב

 

) על הישר (3 ) ( ) : 5, 2,0 0,1, 1x t= − +  . ABCDשל ריבוע  ABמונחת הצלע   −

)אחד מקודקודי הריבוע הוא  )D 5,4, 2. 

 )שתי אפשרויות(.  Bדקוד את שיעורי הק  ומצא
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 54 

 יח"ש. 12.75 (2

3) ( )B 5, 4, ) או −6 )B 5, 4, 2−. 

1
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 מרחק בין נקודה למישור

 שאלות 

4 את מרחקו של המישור  ומצא (1 2 4 15 0x y z− − +  מראשית הצירים. =

 

)  משוואת מישור המאונך לישר  ומצא (2 ) ( ) : 1, 8,3 3, 2,1x t= − + −   

)מהנקודה  14ונמצא במרחק  )A 4,5, 9−. 

 

) נתונים ישר ומישור (3 ) ( ) : 7,19, 3 3,14, 4  ,  : 2 4 4 15 0x t x y z= − + − + − + =. 
 .6.5את הנקודות שעל הישר שמרחקן מהמישור הוא   ומצא

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1

2
2

 

2)  : 3 2 21 0x y z − + + 3 : או  = 2 7 0x y z − + − =. 

3) ( )או  4,5,1( )1, 9,5−. 

1
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 מרחק בין ישרים מקבילים

 שאלות 

)ות הנקודות נתונ (1 ) ( ) ( ) ( )A 15,0, 4  , B 12, 5, 2  , C 6,1, 4  , D 12,11, 8− − −. 

   B-ו Aאת המצב ההדדי בין הישר העובר בנקודות   ומצא . א
 . D-ו Cובין הישר העובר בנקודות 

 את המרחק בין הישרים מסעיף א'.  ומצא .ב

 

 צלעות של מרובע מונחות על הישרים:  4 (2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

3 4

: 2,0, 1  + 1, 2,1    ,  : 8, 1,19  + 4,1,6  

: 2,7, 11  + 2,4, 2   ,  : 2,1,5  + 4, 1, 6  

l x t l x s

l x r l x q

= − − = − − −

= − − − − = − − −
    

 . כי המרובע הוא מלבן וחיהוכ . א

 . את שטח המלבן  ומצא .ב
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 יח"א.  76ב.    א. מקבילים.  (1

 יח"ש.  824ב.   הוכחה.שאלת א.  (2

1
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 מרחק בין ישר למישור

 שאלות 

4 מישור הה משוואת נתונ (1 6 0x z− + =. 

 ובין המישור הנתון.  y- את המצב ההדדי בין ציר ה  ומצא . א

 ובין המישור הנתון. y-את המרחק בין ציר ה  ומצא .ב

 

)ומישורנתונים ישר  (2 ) ( ): 1, 1,5  + 4, 2, 3   , : 3 12 4 10 0 l x k t x y z k= − − − + − + − =. 

 שהישר מקביל למישור או מוכל בו.   וחיהוכ . א

 .1שעבורו המרחק בין הישר למישור הוא  kאת ערכו של הפרמטר   ומצא .ב
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

  ב. א. הישר מקביל למישור. (1
6

17
 

2,4kב.   הוכחה.    תשאל א.  (2 = 

1
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 מרחק בין מישורים מקבילים

 שאלות 

3 :   נתונה משוואת מישור: (1 4 5 10 0x y z − + − =. 

 ממנו. 8משוואת מישור המקביל למישור הנתון והנמצא במרחק   ומצא

 

1  נתונים שני מישורים מקבילים: (2 2 : 2 2 6 0 ,  : 2 2 12 0x y z x y z − − + = − − − =. 

המישור המקביל לשני המישורים הנתונים והנמצא במרחק את משוואת   ומצא
 שווה משניהם.

 

 נים שישה מישורים: נתו (3

1 2 3

4 5 6

: 2 2 11 0    ,   : 2 2 5 0      ,  : 2 2 3 0

: 2 2 7 0     ,   : 2 2 1 0     ,   : 0 

x y z x y z x y z

x y z x y z kx qy z p

  

  

+ − − = + + + = − + + =

+ − + = + + − = + + + =
 

שעבורם ששת המישורים יוצרים תיבה  ,p-ו k ,qאת ערכי הפרמטרים    ומצא
 יחידות נפח. 60שנפחה 

 

)כדור שמרכזו בנקודה   (4 )O 3,8,  חסום בקובייה שבסיסה התחתון   −1

12מונח על מישור שמשוואתו   4 3 6 0 x y z+ − − =. 
 את משוואת המישור עליו מונח הבסיס העליון של הקובייה.   ומצא

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 2 : 3 4 5 10 0 ,  : 3 4 5 30 0x y z x y z − + + = − + − = 

2) 3  : 2 2 3 0x y z − − − = 

3) 2 , 2 , 18, 12k q p= = − = − 

4) 12 4 3 136 0x y z+ − − = 

1
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 מרחק בין ישרים מצטלבים

 שאלות 

) ,ישריםנתונים שני  (1 ) ( )1  : 3, 2,6 4,1,2x t= − + − 

)-ו ) ( )2  : 0, 2, 7 1,0, 1x s= − + − . 

 את המרחק שביניהם. ושהישרים מצטלבים ומצא והרא

 

)  ,מצטלביםישרים נתונים שני  (2 ) ( )1  : 1,0,5 1,1, 2x t= − + − 

)-ו ) ( )4  : 2, 1,9 6, 1,0x s= − + − . 

 את המרחק שביניהם.  ומצא

 

)  את מרחק הישר  ומצא (3 ) ( ) : 4, 2, 1 1,1,6x t= − − +  .z- מציר ה −

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
10

6
 יח"א.  

 יח"א.  1.567 (2

 יח"א.  2 (3

1
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 מסכמות שאלות  

)נתונות הנקודות  (1 ) ( ) ( )A 1,1,3  , B 1, 2,0  , C 1,1,1. 

 . Cעם  Bהצגה פרמטרית של הישר המחבר את מצאו  . א
 לא נמצאת על הישר הזה.   Aכי הנקודה הראו 

 .Cעם  Bלבין הישר המחבר את  Aאת המרחק בין הנקודה חשבו  .ב

 והמאונך לישר  Aהעובר דרך הנקודה  ,את משוואת המישורמצאו   . ג
 . Cעם  Bהמחבר את  

 

אם הם נחתכים, קבעו את מצבם ההדדי של זוגות הישרים הבאים ומצאו   (2
 מקבילים, מתלכדים או מצטלבים. 

 גם את נקודות החיתוך ואת הזווית מצאו  ,במקרה בו הישרים נחתכים
 בין הישרים.

 גם את המרחק ביניהם.מצאו  ,במקרה בו הישרים מקבילים או מצטלבים

) . א ) ( ) ( ) ( )1,0,1 1,2,0  ,  1,1,0 2,4,0x t x s= + = + 

) .ב ) ( ) ( ) ( )2, 2, 4 6,6,1  ,  1, 1,0 12, 3,1x u x s= − + = − + − 

) . ג ) ( ) ( ) ( )1,1,2 1, 2, 1  ,  2,3,1 2,4, 2x t x s= + − = + − 

) .ד ) ( ) ( ) ( )1, 1,0 0, 2, 4  ,  2,0,3 1, 3,1x t x s= − + − = + − − 

 

אם הישר חותך את המישור, קבעו את המצב ההדדי של המישור והישר ומצאו   (3
 מקביל למישור או מוכל במישור. 

 גם את נקודת החיתוךמצאו במקרה שהישר חותך את המישור, 
 הזווית בין הישר למישור. וגם את

 את מרחק הישר מהמישור.מצאו במקרה בו הישר מקביל למישור 

) . א ) ( )2 3 4 5 0 ,  1,0, 2 1, 2, 2x y z x t− + − = = + −. 

) .ב ) ( )2 5 3 6 0 ,  3,0, 4 4, 2, 6x y z x t− + − = = − + − −. 

) . ג ) ( )2 14 10 6 ,  2,1, 2 2,2,0x y z x t− + = − = − + −. 

 

אם הם מקבילים, מתלכדים או קבעו את המצב ההדדי של המישורים ומצאו   (4
 ם. יהאת המרחק בינמצאו  נחתכים. במקרה בו המישורים מקבילים 

 את הזווית ביניהם ואת ישר החיתוך ביניהם. מצאו במקרה בו הם נחתכים 

2 . א 2 10 0  ,  2 2 4 0x y z x y z− + − = + + − =. 

2 .ב 5 3 6 0  ,  4 10 6 8 0x y z x y z− + − = − + − =. 

2 . ג 14 10 6  ,  7 5 3x y z x y z− + = − − + = −. 
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 . 8שנפחה הוא  ,'ABCDA'B'C'Dנתונה קובייה  (5
 היא ABCDמשוואת המישור שעליו מונח הבסיס 

1  : 4 3 28 0x y z + + − =. 

 היא  'ABB'Aמשוואת המישור שעליו מונחת הפאה  
2  : 2 2 6 0x y z + − + =. 

 אפשרויותCD (2  .)הצגה פרמטרית של הישר שעליו מונח המקצוע מצאו 

 

)הנקודה  (6 )A 4,0, )שמרכזו   ,נמצאת על כדור −1 )O 1,1, 2. 

 .Aהמשיק לכדור בנקודה  ת המישוראת משוואמצאו  

 

)  נתונים מישור וישר (7 ) ( ) : 1,5,5 1,1,0  ,  : 2 2 1 0x t x y z= + − + + =. 

 הנמצאת במרחקים שווים  ,z-נקודה על חלקו החיובי של ציר המצאו 
 מהמישור ומהישר. 

 

 י מישוריםנתונים שנ (8
1 2 : 2 4 4 5 0 ,  : 4 2 4 1 0x y z x y z − + − = − + − =. 

ממישור  2הצגה פרמטרית של ישר, שנמצא במרחק  מצאו 
1  6ובמרחק  

ממישור 
2 ( 4הצגה של ישר אחד מתוך מצאו .)אפשריים 

 

) נתונים ישר ומישור (9 ) ( )1  : 0, 3,0 1,1, 8  ,  : 6 2 5 0x t x y z= − + − + − + =. 

ישר נוסף,  
2

), עובר בנקודה , המקביל למישור   )P 1,0,  וחותך את הישר −4

1
 היא הקרובה ביותר   'P, הנקודה מבין הנקודות שבמישור    .Qבנקודה  

 .Qהיא הקרובה ביותר לנקודה  'Qוהנקודה  ,Pלנקודה 
 . 'PQQ'Pאת שטח המלבן  מצאו  

את וקטור הכיוון של  tבאמצעות  ועי)הדרכה: הב
2

) 

 

 נתונים שני מישורים (10
1 2 : 2 5 0 ,  : 3 2 11 0x y z x y z + + − = + + + =. 

1
 הוא ישר החיתוך בין שני המישורים. 

המישור 
3  מכיל את הישר

1
עם הישר   60ויוצר זווית של  

( ) ( )2  : 1,3, 4 1,1,0x t= − +. 

את משוואת המישור  מצאו  
3. 
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 תשובות סופיות 

)א.  (1 ) ( )1, 2,0 0, 1,1x t= + 2ג.     2ב.   − 0y z− + = 

 ג. מתלכדים  4.07ב. מצטלבים,   . 1.095מקבילים,  א. (2

)ד. נחתכים בנקודה  )1, 3,  .47.6. הזווית היא:  −4

    .מוכלב.   . 0.9284א. מקביל,  (3

)ג. חותך בנקודה   )3.5, 0.5, 2−  .40.78, הזווית היא:   −

)א. נחתכים. ישר חיתוך:  (4 ) ( )0, 2,3 3, 1, 2.5x t= − + −  .63.6, זווית: −

 ג. מתלכדים.  . 0.324ב. מקבילים. המרחק: 

5) ( ) ( ) ( ) ( ): 0, 2.5,8.5 2, 2.75, 1.75   ,  : 0,7,7 8, 11, 7x t x t= + − − = + − −. 

6)  : 3 3 15 0x y z − + + + =. 

7) ( )0,0,  או 4
4

0,0,14
5

 
 
 

   . 

8)  ( )
3

: 0, 14, 15 14,14,21
4

x t
 

= − − + − 
 

. 

    יח"ש. 10.467 (9

10) 
3  : 2 58 0x y z + − −  או =

3  : 2 5 0x y z + + − = 
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 סיכום כללי

 הגדרה כללית

) וקטור שמוצאו בראשית הצירים )וסופו בנקודה:  0,0( ),x y   במישור ייכתב בצורתו

) האלגברית באופן הבא:  ),u x y=. 

 
 דוגמאות:  

)הווקטור  • )4, 2u נמצא במישור   = xy , 

)מוצאו בנקודה   )A )וסופו בנקודה  0,0 )B 4, 2. 

 

 

)הווקטור:   • )4, 2,5u  נמצא במרחב הקרטזי. =

)מוצאו בראשית הצירים  )A 0,0,0   

)וסופו בנקודה:  )B 2, 4,5. 

 

 

 
 ווקטור שמוצאו אינו בראשית הצירים 

)ווקטור שמוצאו בנקודה  )1 1 1A , ,x y z :וסופו בנקודה ( )2 2 2B , ,x y z  ייכתב ע"י חישוב

)הפרש נקודת סופו ממוצאו באופן הבא:  )2 1 2 1 2 1AB B A , ,u x x y y z z= = − = − − −. 

 
  

1
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 אמצע קטע וחלוקת קטע ביחס נתון 

)שקצוותיו הם:  Mאמצע הקטע  • )1 1 1A , ,x y z ו- ( )2 2 2B , ,x y z  

1הוא:   2 1 2 1 2
M M M, ,

2 2 2

x x y y z z
x y z

+ + +
= = =. 

)המחלקת קטע שקצותיו  Pשיעורי נקודה  • )1 1 1A , ,x y z ו- ( )2 2 2B , ,x y z  ביחס 

k:של  l :1הם 2 1 2 1 2
P P P  ;    ;  z

k x l x k y l y k z l z
x y

k l k l k l

 +   +   + 
= = =

+ + +
. 

 
 וגודל של ווקטור בהצגה אלגברית מכפלה סקלרית

uתסומן:   v-ו מכפלה סקלרית של שני ווקטורים  v  ותחושב ע"י הנוסחה 

cosuהבאה:  v u v  =     כאשר  היא הזווית הנוצרת בין נקודת חיבור מוצאי

 הווקטורים ובין כיווני הווקטורים.  

)מכפלה סקלרית של ווקטורים:  ) ( )1 1 1 2 2 2, ,  , , ,u x y z v x y z=  תחושב באופן  =

)הבא:  )( )1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2, , , ,u v x y z x y z x x y y z z = = + +. 

)גודלו של ווקטור  )1 1 1, ,u x y z=   :2נתון ע"י 2 2 2

1 1 1u u x y z= = + +. 

 
 הצגה פרמטרית של ישר 

 ישר כללי במרחב ניתן להצגה ע"י שני ווקטורים. 

 .  ווקטור ההעתקהנקרא  aהווקטור 
 מוצאו תמיד בראשית הצירים וסופו על נקודה כלשהי על הישר הנתון. 

  ווקטור הכיוון של הישר.נקרא  uהווקטור 
 זה הוא ווקטור שנמצא על הישר עצמו מוצאו בנקודה אחת וסופו 

 בנקודה אחרת לאורך הישר.  

x : הקשר בין שני הווקטורים נתון ע"י:  a tu= + 
שמוצאו   tהוא ווקטור המתקבל ע"י בחירה של   x-הוא מספר ממשי כלשהו ו tכאשר 

 . lבראשית הצירים וסופו על נקודה על הישר  
 

)עבור הנקודות:  :דוגמא  ) ( )B 5,3,1  , A )-ו 0,0,0 )C נקבל את הווקטורים  7,0,10

)הבאים:  ) ( ) ( ) ( )AB B A 5,3,1  ;  BC C B 7,0,10 5,3,1 2, 3,9a u= = − = = = − = − = − 

)לכן הצגה פרמטרית של הישר היא:  ) ( ): 5,3,1 2, 3,9l x t= + −  . 

  

 
 

 

 B 

A 

C 
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 הערות:*

לישר יש אינסוף הצגות פרמטריות הנבדלות זו מזו בבחירת ווקטור ההעתקה  •
 ווקטור הכיוון. 

)ההצגה הבאה גם מתאימה לישר שבדוגמא:   ) ( ): 7,0,10 6,9, 27l x t= + − − 

המתקבל ע"י הצבת  xהווקטור  •
0t י בהצגה פרמטרית אחת של הישר, יתקבל ע"

הצבת 
1t  .בהצגה פרמטרית אחרת של אותו הישר 

 .uומוצאו של הווקטור  aבאיור לעיל אינה בהכרח סופו של הווקטור  Bהנקודה  •

כדי לכתוב הצגה פרמטרית של ישר מספיק לקחת שתי נקודות כלשהן למציאת   •
הנמצאת על המשך הישר( ונקודה  Dיחד עם נקודה   C)למשל הנקודה  uהווקטור 

 . aנוספת למציאת הווקטור  

ורים גיאומטריים הצגה פרמטרית של ישר היא למעשה חיבור של שני ווקט •
 במרחב הנותנים ווקטור שמוצאו בראשית הצירים וסופו על הישר הנתון. 

 

 מצב הדדי בין ישרים 

 מצבים הדדים בין זוג ישרים במרחב: 4ישנם 

 ישרים מתלכדים: שני הישרים הם למעשה ישר אחד.   •

 ישרים מקבילים: שני הישרים בעלי אותו כיוון ולעולם אינם נפגשים במרחב. •

 ים נחתכים: שני ישרים במרחב עם כיוונים שונים הנחתכים בנקודה כלשהי.ישר •

 ישרים מצטלבים: שני ישרים עם כיוונים שונים שאינם נפגשים במרחב.  •

 

 שלבית הבאה: -כדי לקבוע את המצב ההדדי בין שני ישרים נבצע את הבדיקה הדו

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 כן

קטורי האם הישרים באותו כיוון )האם ו
 שלהם שומרים על אותו יחס(?הכיוון 

 

האם לישרים נקודה משותפת 
)האם נקודה מישר אחד 
 נמצאת על הישר השני(?

 

יש נקודת חיתוך האם לישרים 
 כלשהי?

 

 מתלכדים

 

 מקבילים

 

 נחתכים

 

 מצטלבים

 

 כן כן

 לא

 לא לא
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 הצגה פרמטרית של מישור 

 מישור כלשהו במרחב ניתן להצגה ע"י שלושה ווקטורים.  

 . ווקטור ההעתקההוא  aהווקטור 
 מוצאו תמיד בראשית הצירים וסופו בנקודה כלשהי על המישור.  

 

  המישור.וקטורי הכיוון של הם  v-ו uהווקטורים  
 אלו הווקטורים הפורשים את המישור.  

 

x :   הקשר בין שלושת הווקטורים נתון ע"י: a tu sv = + + 

t,כאשר  s הם מספרים ממשיים כלשהם ו-x   הוא ווקטור המתקבל ע"י בחירתם אשר
 . מוצאו בראשית הצירים וסופו בנקודה על המישור  

 
 משוואת מישור 

:ניתן להציג מישור ע"י משוואה באופן הבא:   0ax by cz d + + + = , 

)כאשר:  ), ,x y z   היא נקודה על המישור והמקדמים, ,a b c  הם שיעורי ווקטור הנורמל

)של המישור המסומן:  ), ,h a b c= . 

 

 מצב הדדי בין ישר למישור 

 מצבים הדדיים בין ישר ומישור במרחב:  3ישנם 

  חותך את המישור.הישר  •

 הישר מקביל למישור.  •

  הישר מוכל במישור. •

 

כדי לדעת מהו המצב ההדדי בין ישר ומישור יש להציב נקודה כללית של הישר  
  במשוואת המישור ולבדוק:

  אם למשוואה המתקבלת יש פתרון יחיד אז הישר חותך את המישור. •

 אם למשוואה אין אף פתרון אז הישר מקביל למישור. •

 משוואה יש אינסוף פתרונות אז הישר מוכל במישור.  אם ל •

  

 
 

 

 

 חותך        מקביל                   מוכל      
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 מצב הדדי בין מישורים 

 מצבים הדדיים:  3ישנם   יםבין שני מישור

 .ישר החיתוךבמקרה זה יש להם ישר משותף הנקרא  -המישורים נחתכים  •

 לשני המישורים וקטורים פורשים זהים אך ווקטור העתקה שונה.   –המישורים מקבילים  •

 במקרה זה שני המישורים מייצגים את אותו המישור. -המישור מתלכדים  •

 

:כלליים שני מישוריםעבור 
1 1 1 1 1:  0a x b y c z d + + + -ו   =

2 2 2 2 2:  0a x b y c z d + + + = 

 : באופן הבאהמצב ההדדי ביניהם את קבעו נ

 נחתכים  מקבילים  מתלכדים 

1 1 1 1

2 2 2 2

a b c d

a b c d
= = =  1 1 1 1

2 2 2 2

a b c d

a b c d
= =   כל מצב אחר 

 

 

 חישובי זוויות ונוסחאות 

u ,  וקטוריםשני בין  זווית  • v :תחושב ע"יcos
u v

u v



=


 . 

שני ישרים בין   זווית חדה  •
1 1 1l a tu= -ו +

2 2 2l a su= 1תחושב:   + 2

1 2

cos
u u

u u



=


. 

lישר  בין   זווית חדה  • a tu= :ומישור:  +  0ax by cz d + + + =   

sinתחושב ע"י הנוסחה הבאה:  
u h

u h



=


  . 

שני מישורים:  בין  זווית חדה  •
1 1 1 1 1:  0a x b y c z d + + + =   

-ו
2 2 2 2 2:  0a x b y c z d + + + 1תחושב ע"י:  = 2

1 2

cos
h h

h h



=


 . 
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 ונוסחאות  מרחקיםחישובי 

)מרחק בין שתי נקודות   .1 )1 1 1A , ,x y z  ו-( )2 2 2B , ,x y z  במרחב יחושב באופן 

)הבא:  ) ( ) ( )
2 2 2

AB 2 1 2 1 2 1d x x y y z z= − + − + −. 

)מרחק בין נקודה  .2 )1 1 1A , ,x y z  :לישר הנתון בהצגה פרמטרית:l x a tu= יחושב   +

חישוב אורכו. כדי למצוא את נקודת החיתוך ע"י העברת אנך מהנקודה לישר ו
 יש להשוות את מכפלת הווקטור האנך בווקטור הכיוון של הישר לאפס. 

)מרחק בין נקודה  .3 )1 1 1A , ,x y z  :למישור:  0ax by cz d + + +  יחושב   =

1ע"י:   1 1

2 2 2

ax by cz d
d

a b c

+ + +
=

+ +
. 

 מרחק בין שני ישרים מקבילים יחושב ע"י שימוש בנקודה מאחד הישרים  .4
 . 2ומציאת מרחקהּ מהישר השני כמתואר בסעיף 

 מרחק בין ישר ומישור )המקביל לו( יחושב ע"י שימוש בנקודה שעל הישר   .5
 .  3ומציאה מרחקהּ מהמישור כמתואר בסעיף 

 שרויות הבאות: מרחק בין שני מישורים מקבילים יחושב לפי אחת מהאפ .6

 שימוש בנקודה שעל מישור אחד ומציאת מרחקהּ מהמישור השני. . א

1שימוש בנוסחה:  .ב 2

2 2 2

d d
d

a b c

−
=

+ +
. 

מרחק בין ישרים מצטלבים יחושב ע"י כתיבת משוואת מישור של אחד הישרים   .7
 . 5ומציאת מרחקו מהישר השני כמתואר בסעיף 
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
פרק 14 - וקטורים במרחב כולל מכפלה וקטורית מכפלה מעורבת

ושימושיהם

תוכן העניינים

1. וקטורים י 224

2. מכפלה וקטורית ומכפלה מעורבת י 231

3. שימושי מכפלה וקטורית לגיאומטריה אנליטית במרחב י 233
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 וקטורים

 .uu,:  הם סימונים מקובלים נוספים .uכך   uקטור ונסמן את הו :ת סימוןהער

|נסמן כך   uקטור ו את גודל הו   |u סימון מקובל נוסף הוא .|| ||u. 
 וקטור.ווקטור וגם הנורמה של הוגודל וקטור נקרא גם אורך ה  

 שאלות 

,P,Qוקטורים ואת נוסחת כל אחד מהרשמו  (1 R,S  .שבאיור 
 שאורך ורוחב כל משבצת באיור הוא יחידה אחת. הניחו 

 
 

 , נתונה מקביליתהבא בשרטוט  (2
 ששיעורי שלושה מקדקודיה נתונים.

 .Dאת שיעורי הקדקוד מצאו  
 רמז: היעזר בנוסחת אמצע קטע. 

 

 במערכת הצירים. מצוינותנתונה תיבה שמידותיה  (3
 . על פי השרטוט uמהו הווקטור מצאו  

 

 

 

 

 נתון משולש ששיעורי קדקודיו נתונים. הבא בשרטוט (4
 . את שיעורי מפגש התיכונים במשולשמצאו  

  

 

 

 

  

8    

11 

10 
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 על הסעיפים הבאים )אין קשר בין הסעיפים(:ענו  (5

)אם נתונות הנקודות  ,EFאת הווקטור מצאו   . א )E 2,0, )-ו  −3 )F 7, 1, 3− −. 

)אם נתונה הנקודה ,Nאת שיעורי הנקודה מצאו   .ב )M 0, 4,1−  

)והווקטור  )MN 1, 1,9= − −. 

 

 במערכת הצירים שלפניך. מצוינותנתונה תיבה שמידותיה  (6
 .vומהו הווקטור   uמהו הווקטור מצאו  

 

 

 

u- אם נתון ש ,z-ו x  ,yאת  מצאו   (7 v=,   4)כאשר, 1,2)u = −,
( 2, 1, 3)v z y x= − + −. 

 

נתונות הנקודות הבאות:  (8

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A 1,0, 2  , B 3,7, 4  , C 6,9,0  , D 7, 4,10  , E 9,11, 4−. 

ABכי: הראו  . א DE=. 

ADהאם ניתן לומר כי גם   .ב BC= .נמק ? 
 

 , בשרטוט נתונה מקבילית (9
  ששיעורי שלושה מקדקודיה נתונים.

 .Dאת שיעורי הקדקוד מצאו  
 אין להיעזר בפתרון בנוסחת אמצע קטע.* 

 
  

4  

7 

6 
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)וקטורים: ונתונים ה 10-16 בשאלות 3,1, 4)u = −   ,(4, 2, 6)v = − −  ,(2,6, 5)w = −. 

 את משמעות התוצאות מבחינה גיאומטרית. הסבירו  16 ,14 ,13 שאלות* ב

 חשבו: (10

3 . ג −0.5v .ב 2u . א 2u v− 

 

 חשבו: (11

0.25 . א 0.5v u− 0.5 .ב 2v u w− + 

 

12) 2 4v u w− + 
 

13) / | |u u 

 

14) d( , )u v 

 

15) 2v u w v +  

 

16) proj( , )u v 
 
 

,C(3נתונות הנקודות:   17-19בשאלות  1,2) , B(4,2, 1) , A(1, 3,0)− − − , 
 וקטורים:ואת הויש למצוא  

17) AC AB+ 

 

18) 2 4AC AB− 

 

19) 2AC AB BC+ − 

 

: ABCDנתונים ארבעת קדקודי המרובע  (20

( ) ( ) ( ) ( )A 4,2,1  , B 0,2, 1  , C 3, 5,0  , D 7, 5,2− − − − − −. 

 כי המרובע הוא מקבילית. הוכיחו 
 

  

1
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: ABCDתונים ארבעת קדקודי המרובע נ (21

( ) ( ) ( ) ( )A 1, 2,0  , B 2,5,3  , C 1,8, 4  , D 4,3, 1− − −. 

 כי המרובע הוא טרפז. הוכיחו  . א

 ?האם הטרפז שווה שוקיים .ב
 

 :, כאשרv-ו uאת הזווית שבין הווקטורים  חשבו  (22

) . א ) ( )2, 2,5  , 4,0,1u v= − = 

) .ב ) ( )6, 3,1  , 2,5,3u v= − = 

) . ג ) ( )2,1,3  , 4, 2, 6u v= − = − − 

 

 שקדקודיו הם:,  ABCאת שטחו של משולש מצאו   (23

( ) ( ) ( )A 3, 2,1  , B 0,3, 2  , C 5, 1,0− −. 

 

)נתונים הווקטורים:  (24 ) ( )2, 1,0  , 5,0,3u v= − =. 

 , 0היא  v-ומכפלתו ב 0היא  u-שמכפלתו ב ,wוקטור  מצאו 

 .70אם ידוע שגודלו הוא

 

,3)  םהווקטורימצאו וקטור שמאונך לשני  (25 ,1)- ו(2,1 1, 2)−, 

 .3הוא  (1,1,0) קטורוושמרחקו מהו
 

 על שני הסעיפים הבאים: נו ע (26

|כי  הוכיחו  . א | | |u v u v u v⊥  + = −. 
 .מהו הפירוש הגיאומטרי של תכונה זו במישורהסבירו 

2כי  הוכיחו  . ב 2 2| | | | | |u v u v u v⊥  + = +. 
 הגיאומטרי של תכונה זו במישור.מהו הפירוש הסבירו 

 
 על חמשת הסעיפים הבאים: ענו  (27

2כי  הוכיחו  . א 2 2| | | | 2 | |u v u u v v+ = +  +. 

2כי  הוכיחו  .ב 2 2| | | | 2 | |u v u u v v− = −  +. 

2כי  הוכיחו  . ג 2( )( ) | | | |u v u v u v− + = −. 

2כי  הוכיחו  .ד 2 2 2| | | | 2 | | 2 | |u v u v u v+ + − = +. 

 פירוש גיאומטרי לתוצאה במישור.נו ת

)כי  הוכיחו  .ה )2 21
| | | |

4
u v u v u v+ − − = . 

1
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,יהיו  (28 nu v אורתוגונליים זה לזה ובעלי אותה נורמה0-וקטורים שונים מ ,. 

2  נגדיר , 3a u v b u v= − = + . 

 ?-ל שווה cosאז  ,b- ל aהיא הזווית בין   אם 

 

1יהיו  (29 2, nw w  אורתוגונליים זה לזה ובעלי נורמה0-וקטורים שונים מ , k. 

1יהי  2

3

4
v w w= - וקטור שמרחקו מ  +

22w שווה למרחקו מ -
1w. 

- מ vמהו המרחק של 
1w? 

 

,יהיו  (30 nu v   2וקטורי יחידה המקיימיםu v− =. 

 הם בהכרח כפולה בסקלר אחד של השני. v-ו u-ש וחיהוכ
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 תשובות סופיות 

1) ( ) ( ) ( ) ( )P 4,0,7 , Q 2,1,3 , R 6,4,0 , S 2,4,0= = − = = − 

2) ( )D 6, 8,1= − 

3) ( )4,11,5u = 

4) ( )M 7,1,2= 

)א.  (5 )EF 5, 1,0= )ב.   − )N 1, 5,10= − − 

6) ( ) ( )0, 7,6 , 4,7,6u v= − = − 

,6א.  (7 2, 5z y x= = − = 

 לא.ב.  הוכחה.א.  (8

9) ( )D 6, 8,1= − 

)א.  (10 )6, )ב.   −2,8 )ג.  −2,1,3( )17,7, 24− 

). א (11 )2.5, 1, 3.5− ).  ב − )9.5,9.5, 18− 

12) ( )19,19, 36− 

13) 
3 1 4

, ,
20 20 20

− 
 
 

 

14) 158 

15)  14 

16) *u 

17) ( )5,7,1 

18) ( )8, 16,8− − 

19) ( )8,12,0 

 הוכחה.שאלת  (20

 ב. כן.  הוכחה. שאלת א. (21

97.277א.  (22 =     .90ב =    .180ג =  

23) ABC 10.173S  יח"ש. =

24) ( )3, 6,5− − 

25) 
1 1 1 1 1 1

, , , ,
3 3 3 3 3 3

v or v
   

= − − = −   
   

 

 הוכחה.שאלת  (26

 הוכחה.שאלת  (27

28) 
1

50
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29) 
5

4
k 

 שאלת הוכחה. (30

1
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 מכפלה וקטורית ומכפלה מעורבת 

 שאלות 

 נתון:  (1

1 0 0

0 , 1 , 1

1 1 0

u v w

     
     

= = =
     
     
     

. 

) חשבו: )u v w . 

 

)שקדקודיו:  ,שטח המשולשאת חשבו  (2 ) )A 8, 2,3 ,  B 4, 1, 4( ) (2 ,  C 8,0,− −. 

 

,נתונים שלושה וקטורים  (3 ,u v w  .במרחב 

,0ידוע כי:     0, | | 0u v u w u =  =  . 

0vכי:  הוכיחו  w =. 
 

u,נתונים שני וקטורים  (4 v .במרחב 

|,ידוע כי:   | 1, | | 4u v u v⊥ = =. 

) חשבו: ) ( )u v u v+  −. 

 

נתון  (5

1 4 7

2 , 5 , 8

3 6 10

u v w

     
     

= = =
     
     
     

. 

 חשבו:

) . א )u v w  ב. ( )v w u  ג . ( )u v w  

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (6

A(1,1,1)את נפח המקבילון שקדקודיו חשבו  . א ,B(2,2,2) ,C(3,0,2) ,D(4,1,1). 

A(1,1,1)את נפח הפירמידה שקדקודיה חשבו  .ב ,B(2,2,2) ,C(3,0,2) ,D(4,1,1). 
 

A(2,2,5)את נפח הפירמידה שקדקודיה חשבו  (7 ,B(1, 1, 4) ,C(3,3,10) ,D(8,6,3)− −. 
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 . a,b,cנתון מקבילון הבנוי על וקטורים  (8

a,aוקטורים  והבנוי על ה ,כי נפח המקבילוןהוכיחו  -b,a + b - 4c, 
 מנפח המקבילון הנתון.  4שווה לפי 

 

,נתונים שלושה וקטורים  (9 ,u v w  .במרחב 

כי  הוכיחו  ( ) ( ) ( ) 2 ( )u v v w u w w u v+  + + =  . 

 

,נתונים שלושה וקטורים  (10 ,u v w במרחב . 

)ידוע כי:   ) 4u v w  =. 
  חשבו:

) . א )u w v  

) .ב )v w u  

) . ג )w u v  

) .ד )v u w  
 

 במרחב.  a,b,cנתונים שלושה וקטורים  (11

מהי הנוסחה עבור   a b c? 
 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 

1

0

1

− 
 
 
 − 

 

2) 22.5S = 

 הוכחה.שאלת  (3

4) 8 

 −3ג.   −3ב.    −3א.  (5

 1ב.   −6א.  (6

7) 
1

9
3

 

 הוכחה.שאלת  (8

 הוכחה.שאלת  (9

 4ד.   4ג.   4ב.   −4א.  (10

 אין לו נוסחה. (11

1

פרק 14וקטורים במרחב כולל מכפלה וקטור...

232

232



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 שימושי מכפלה וקטורית לגיאומטריה אנליטית במרחב

 שאלות 

 :שהנקודות הבאות נמצאות על מישור אחד וחיהוכ (1
A (1,2,1) , B(1,1,1) , C (2,1,2) , D(2,2,2)= =. 

 

)את מרחק הנקודה   ומצא (2 )A 3, 2,1− 

:מהישר ( 10,8, 8) (2, 1,2)L t− − + − . 
  

 נתונים שני ישרים: (3

1 2

2 4
: 3 , : 7 5, 3

2 3

x z
L y L x y z

− −
= − = + = − = 

 שהישרים מצטלבים. וחיהוכ . א

 את המרחק בין הישרים.  ומצא .ב
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 הוכחה.שאלת  (1

2) 26 

 5.7735ב.    הוכחה.שאלת א.  (3

1
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 : הגדרת המספר המרוכב 

 סיכום כללי:

 הגדרות כלליות:

1i ע"י הסימון: = z מספר מהצורה:מגדירים את ה − a bi= כמספר מרוכב בעל   +

 הם ממשיים.   b- ו a. המספרים  bוחלק מדומה   aחלק ממשי  

a  נקרא הרכיב הממשי שלz   ומסומן גם( )Re z  :מלשון(Real.) 

b   נקרא הרכיב המדומה שלz   ומסומן גם( )Im z  :מלשון(Imaginary .) 

 

 שאלות:

 :iרשום עם   (1

−1 .א −4 .ב  = −25 .ג = = 

−3 .ד −5 .ה = =  

 

 חשב: (2

i .א 2i .ב  = 3i .ג  = =  

4i .ד 5i .ה  = 17i .ו  = =  

 

 בעבור המספרים המרוכבים הבאים:  b- ו aרשום את ערכם של   (3

2 .א 5i+  3 .ב i−  ג. 
3 1

2 2
i−  

  0 .ו  −4 .ה  7i .ד

 

 לפי הדרישות הבאות: zכתוב מספר מרוכב   (4

) .א ) ( )Re 3 , Im 2z z= − =. 

) .ב ) ( )
2

Re Im
2

z z= =. 
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)מקיים:   zמספר מרוכב מסוים   (5 ) ( )Re Im 4z z+ )- ו = ) ( )Re Im 1z z− = −. 

 .zמצא את  

 

 תור את המשוואות הבאות: פ (6

2 .א 1x = 2 .ב  − 36 0x + 2 .ג  = 2 5 0x x− + =  

 

2פתור את המשוואה הבאה:    (7 1 0x x+ + =. 

 

2פתור את המשוואה הבאה:  (8 6 0z iz+ + =. 

 

1  נתון: (9 22 3  , 5 2z i z i= + =  :את ערכי הביטויים המרוכבים הבאים . חשב−

1 .א 2z z+ 1 .ב  = 2z z− 1 .ג = 2z z = 

 

 חשב את ערכי הביטויים הבאים:   (10

) .א ) ( )2 6 1i i− + + ) .ב − )
1

4 4 3
2

i i
 

+ − + 
 

 

 .ג
1 3 1 3

2 2 2 2
i i

   
− − +      

   
) .ד  )5 3 2i− − 

) .ה )3 6i i− ) .ו + ) ( ) ( )2 3 2 7 5i i i+ − − + − 

 

 חשב את ערכי הביטויים הבאים:   (11

) .א ) ( )1 4 8 2i i+   .ב −
2 2 1 3

2 2 2 2
i i

   
−  +      

   
 

) .ג ) ( )4 3 4 3i i−  ) .ד + )1i i − 

) .ה )2 3i i+  ו. ( )
2

5 1i − 
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1נתונים שני מספרים מרוכבים   (12 1 1z a b i= 2- ו + 2 2z a b i= + . 

1ידוע כי   2z z+   1הוא ממשי וכי 2z z−    .הוא מדומה 

 .2b- ו 1bוקשר בין   2a- ל 1aמצא קשר בין   .א

1הראה כי המכפלה   .ב 2z z   .היא ממשית 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

    .5iה.  3iד.      5iג.  2iב.        iא.  (1

  .iו.    iה.        1ד.       −iג.      −1.ב      iא.  (2

5a , 2 א. (3 b= 1a , 3 ב.      = b= = ג.      −
3 1

 , 
2 2

a b= = −    

7a , 0 ד. b= 0a , 4  ה.     = b= − 0a , 0ו.        = b= =  . 

3א.  (4 2z i= − ב.  +
2 2

2 2
z i= +. 

5) 1.5 2.5z i= +. 

xא.  (6 i=       .6בx i=      .1 ג 2  , 1 2x i i= + −. 

7) 
1 3 1 3

 , 
2 2 2 2

z i i= − + − −  . 

8) 2  , 3z i i= − . 

7א.  (9 i+      .3ב 5i− 16ג.       + 11i+    . 

1א.  (10 5i− ב.  +
1

1 3
2

i+  .3גi−  .2ד 2i+   .3ה 7i− 11ו.    + 7i− 

16א.  (11 30i+  .ב
6 2 6 2

4 4
i
 + −

+   
 

1ד.   −25ג.   i− − 

2ה.   3i− 24ו.   + 10i− −. 

1א.  (12 2 1 2 ,  b b a a= −  ב. הוכחה.    =

1
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 המספר הצמוד:

 סיכום כללי:

 צמוד קומפלקסי )מרוכב(:  

z  מספר מרוכבלכל  a bi= zוערכו:   z- קיים מספר צמוד המסומן ב  + a bi= −. 

 

 שאלות:

 רשום את המספר הצמוד של המספרים המרוכבים הבאים:  (13

2 .א 5i+  3 .ב i−  ג. 
3 1

2 2
i− 

 0 .ו −4 .ה 7i .ד

 

 חשב: (14

 .א
11 2

2

i

i

+

−
 .ב 

3 7

2 5

i

i

+

−
 .ג 

19 9

2 3

i

i

−

−
 

 

5נתון מספר   (15 2z i=  הביטויים הבאים: . חשב את ערכי −

 .א
1

z
 .ב 

3

z

z +
 .ג 

z i

z i

+

−
 

 

המספר   (16
3 4i

a i

+

−
 .aהוא ממשי טהור. מצא את   

 

1נתונים שני מספרים מרוכבים   (17 1 1z a b i= 2- ו + 2 2z a b i= + . 

1תוצאת החילוק  שהראה כי כדי 

2

z

z
1תהיה ממשית טהורה, צריך להתקיים:    1

2 2

a b

a b
=. 

 

3 פתור את המשוואה הבאה: (18 11 7z iz i− = −. 
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5 פתור את המשוואה הבאה: (19 4iz i+ =. 

 

 משתנים מרוכבים(: w- וzמערכת המשוואות הבאה )תור את פ (20
3 5 4

5 2 5 8

z iw i

iz w i

+ = −


− = +
 . 

 

 ממשיים:  b- ו aפתור את המשוואות הבאות שבהן   (21

2 .א 3 10a i bi− = 3 .ב  + 8 5 2 3a bi b ai i− + = − −  

 

2פתור את המשוואה הבאה:  (22 7 3z i iz z+ = + −. 

 

 : את ערכי המספרים המרוכבים הבאים חשב (23

5 .א 12i−  8 .ב 6i+  

 

 פתור את המשוואות הריבועיות הבאות:  (24

) .א ) 21 2 1 0i z z i− − + + =. 

) .ב ) ( )22 6 12 10 25 0i z i z i− + − + + − =. 

 

) פתור את המשוואה הבאה: (25 )2 2 1 6 15 0iz i z i− − + + =. 

 

2 פתור את המשוואה הבאה: (26 6 0z iz− + =. 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

1

פרק 15מספרים מרוכבים

238

238



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                      
 

 תשובות סופיות:

2א.  (13 5i−       .3ב i+      .ג
3 1

2 2
i+        .7דi−      .0ו.        −4ה  . 

4.א (14 3i+      .1ב i− 5ג.      + 3i+    . 

א.  (15
5 2

29 29
i+  .ב

11 3

17 34
i−  .ג

14 5

17 17
i+. 

16) 
3

4
a = −. 

 שאלת הוכחה.   (17

18) 4z i= −    . 

19) 4 5z i= +    . 

20) 2 3  , 5z i w i= − = +   .   

3a , 5 א. (21 b= = 1a , 2 ב.      − b= = −    . 

22) 
1 1

2
2 2

z i= − −  . 

)א. (23 )3 2z i=  )ב.       − )3z i=  +   . 

1,2א.  (24  , 1z i=   1,2.    ב 2  , 2 5z i i= − − −. 

25) 1 22 5  , 3z i z i= − − =    . 

26) 1 23  , 2z i z i= − =    . 

1
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 : חקירת משוואה ריבועית מרוכבת

 :שאלות

)  נתונה המשוואה הבאה: (27 ) ( )22 2 2 1 0mi z m i z− − + + = 

 למשוואה:  mמצא לאלו ערכים של הפרמטר המרוכב  

 יש פתרון יחיד.   .א

 אין פתרון.  .ב

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

mא.  (27 i= 2m ב.     − i= −    . 

1
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 : מישור גאוס והצגה קוטבית של מספר מרוכב

 : סיכום כללי

, גודל הערך   aמייצג את   x- ע"י הצגתו במישור שבו ציר ה zניתן לאפיין מספר מרוכב 
 .z, גודל הערך המדומה של  bמייצג את   y- , וציר ה zהממשי של  

 מופיע באיור הסמוך.ו  מישור גאוסקרא  מישור זה נ

 

)במישור גאוס ניתן לאפיין כל נקודה ע"י הזוג:  ),a b 

)- או ע"י הערך המוחלט של המספר )מרחקו מ )0,0 ) 

 לרדיוס. והזווית שלו בין הקרן החיובית של הציר הממשי 

 הצמד הנ"ל מוגדר כהצגה קוטבית של מספר מרוכב 

)ויסומן:   ),R    :מספר מרוכב בהצגה קוטבית.

( )cos sin cos sin cisz R i R R i R    = +  = + =. 

 

 נוסחאות ומעברים: 

2מעבר מהצגה קוטבית לקרטזית )אלגברית(:  • 2  , tan
b

R a b
a

= + =. 

cosלקוטבית:   מעבר מהצגה קרטזית •  , sina R b R = =. 

2  ויחושב: zיסומן:   zגודל של מספר מרוכב   • 2z R a b= = +. 

 
 

 פעולות חשבון בהצגה קוטבית:

)כפל מספרים מרוכבים: • ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2cis cis cisz z R R R R    =  = +
 

. 

מרוכבים:חילוק מספרים  •
 

( )1 1 1 1
1 2

2 2 2 2

cis
cis

cis

z R R

z R R


 


= = −

 
. 
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 שאלות:

 אלגברית:   את המספרים המרוכבים הבאים בהצגה כתוב (28

 4cis330 .ג 6cis135 .ב  2cis60 .א

) .ד )4cis 30−  4 .הcis690 8 .וcis90 

 cis0 .ט cis180 .ח 3cis270 .ז

 

 הפוך להצגה קוטבית:  (29

+1  .א i 3 .ב − i ג. 
1 3

2 2
− − i  

3 .ד 4+ i  6 .הi  ו. −i  

  1 .ט  −1 .ח  4 .ז

    0 .י

 

 : את ערכי הביטויים הבאים חשב (30

2cis120 .א 3cis60  ב. ( )cis210 5cis 40 −  

 .ג
12cis315

3cis90




 .ד  

1

2cis40
  

6cis30 .ה 2cis210+   

 

cisz  נתון המספר המרוכב (31 R =  הבע באמצעות .R ו -  :את המספרים 

/1 .ב  z .א z  ג. z−  

 .ד
1

z
z .ו iz .ה − z 

 

 הראה כי המספרים הבאים הם ממשיים טהורים: (32

z .א z+      .בz z   .ג
z z

z z
+ 

 

 טהורים:הראה כי המספרים הבאים הם מדומים  (33

2 .א 2z z−      .ב
1 1

z z
− 

1
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 :את הטענות הבאות וכחה (34

z  .א i z z iz− = ב.   +
2

z z z =  

 

במישור גאוס אם  2דקודיו של ריבוע החסום במעגל קנוני שרדיוסו  מצא את ק (35
 ידוע שצלעותיו מקבילות לצירים.

 

1ריבוע חסום במעגל קנוני במישור גאוס. אחד מקודקודי הריבוע הוא   (36 3i+ . 

 דקודיו האחרים.מצא את ק

 

 משולש שווה צלעות חסום במעגל קנוני במישור גאוס.   (37

1אחד מקודקודי המשולש הוא   3i+דקודיו האחרים. . מצא את ק 

 

חסום במעגל קנוני במישור   30משולש שווה שוקיים, שזווית הבסיס שלו היא   (38

1דקוד הראש של המשולש הוא  גאוס. ק 3i+דקודיו האחרים. . מצא את ק 

 

39) z  גאוס הנמצא מחוץ למעגל היחידה. הוא מספר מרוכב במישור 
 קבע אם המספרים הבאים נמצאים בתוך מעגל היחידה, עליו או מחוץ לו:

 .ב z .א
1

z
 .ג 

z

z
z .ד  z 
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 תשובות סופיות:

1א.  (28 3i+      .3ב 2 3 2i− 2ג.        + 3 2i−       .2ד 3 2i−     

2ה. 3 2i−   .8וi     .3זi−     1ט.     -1.ח .     

      5cis53.13 ד.      cis240ג.        2cis330 ב.       2cis45.א (29

    cis180ח.        4cis0ז.      cis270ו.      6cis90  ה.

 .   0י.       cis0ט. 

) ד.       4cis225 ג.       5cis170 ב.       −6 א. (30 )
1

cis 40
2

−       

 .   4cis30ה.  

) א. (31 )cisR −     .ב ( )
1

cis
R

−     .ג ( )cis 180R +      

) ד. )
1

cis 180
R

+        .ה  ( )cis 90R +       .2וR   . 

 שאלת הוכחה.  (32

 שאלת הוכחה.  (33

 שאלת הוכחה.   (34

35) 1  , 1  , 1  , 1i i i i+ − + − − −    . 

36) 3  , 1 3  , 3i i i− + − − −  . 

37) 1 3  , 1 3  , 2i i+ − −    . 

38) 1 3  , 1 3  , 2i i+ − +    . 

       ג. על המעגל     ב. בתוך המעגל   .  א. מחוץ למעגל (39
 ד. מחוץ למעגל.    
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 : מואבר למציאת שורשים של מספר מרוכב-נוסחת דה

 סיכום כללי:

 מואבר:  -משפט דה

)נעזר בקשר:   nבחזקת   zמספר מרוכב כדי להעלות   ) ( )cis cis
n nR R n =. 

 

 שורשים של מספר מרוכב: 

0השווה למספר מרוכב אחר   zי של מספר מרוכב  -nכדי להוציא שורש   0 0cisz R =

0נבצע:  
0 0 0 0

2
cis /     cis  :  1n n n

k

k
z z R z R k n

n n

 


 
= =  =  +   

 
. 

 

 שאלות:

 : מואבר-את ערכי הביטויים הבאים תוך שימוש בנוסחת דה חשב (40

) .א )
3

2cis30  ב. ( )
5

2cis14 ג. ( )
4

1 i+  

) .ד )
3

3 i− ה. 

12

1 3

2 2
i

 
− +  
 

  

 

 פתור את המשוואות הבאות:  (41

2 .א 36cis120z =  ב. ( )
24 9cis80z =   5 .ג 1 3

2 2
z i= +  

 

 . 4מצא את סכום ומכפלת שורשי היחידה מסדר  (42

 

zנתון המספר המרוכב   (43 x iy= +. 

2zמצא את המקום הגאומטרי במישור גאוס המתקבל בעבור המשוואה:   =. 

 

 

1
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zנתון המספר המרוכב   (44 x iy= + . 

3מצא את המקום הגאומטרי במישור גאוס המתקבל בעבור המשוואה:   5z i− =. 

 

zנתון המספר המרוכב   (45 x iy= . מצא את המקום הגאומטרי במישור גאוס  +

1 המתקבל בעבור המשוואה: 3z i z i i+ + + = +. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 .    1ה.      −8iד.        -4 ג.      32cis70ב.         8iא.  (40

0.א (41 16cis60  , 6cis240z z=  =  . 

0ב.  1 2 33cis40  , 3cis130  , 3cis220  , 3cis310z z z z=  =  =  =     . 

0ג.  1 2 3 4cis12  , cis84  , cis156  , cis228  , cis300z z z z z=  =  =  =  =     . 

 .    1-, מכפלה:  0סכום:  (42

43) 2 2 4x y+ =    . 

44) ( )
22 3 25x y+ − =    . 

45) 
2 22 2

1
3 5

x y
+ =  . 

1
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 :עם מספרים מרוכבים סדרותבשאלות 

 שאלות:

  בסדרה חשבונית האיבר השביעי הוא (46
7 13 3a i=  והאיבר השלישי   +

  הוא
3 5 9a i=  האיברים הראשונים בסדרה. . מצא את סכום עשרת −

 

5  בסדרה הנדסית האיבר החמישי הוא  (47 32 16a i= 2  והאיבר השני הוא  + 2 4a i= − . 

מצא את האיבר הראשון בסדרה ואת מנת הסדרה, אם נתון שמנת הסדרה   .א
 היא מספר מרוכב הנמצא על הציר המדומה במישור גאוס. 

 האיברים הראשונים בסדרה. מצא את סכום חמשת   .ב
 

 . 2נתונים שלושה איברים סמוכים בסדרה הנדסית. האיבר הראשון ביניהם הוא  (48

מתקבלים שלושה איברים סמוכים   4iנתון כי אם מוסיפים לאיבר השלישי  
 מצא את שלושת איברי הסדרה ההנדסית )שתי אפשרויות(.  בסדרה חשבונית.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

46) 10 100 15S i= −    . 

1 .א (47 2  , 2a i q i= + = 5ב.      − 20 25S i= +    . 

48) 2 , 2i , 2−  4 , 2  או 2  , 6 8i i− −    . 
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 מספרים מרוכבים:שאלות שונות עם 

 שאלות:

)  פתור את המשוואה: (49 )
2

2 4 Imz z z i i z− + = − − +. 

 

פתור את המשוואה:  (50
2 12 3 13x x i− −− =. 

 

3zפתור את המשוואה:    (51 z=. 

 

הוכח: אם מקדמי משוואה ריבועית הם מספרים ממשיים ואין למשוואה פתרונות   (52
 פתרונות המשוואה הם שני מספרים צמודים. ממשיים אז 

 

 נתונים שני מספרים מרוכבים שאינם ממשיים טהורים.  (53
 הוכח: אם סכום המספרים ממשי ומכפלתם ממשית אז המספרים צמודים.

 

 , שאינו ממשי טהור ואינו מדומה טהור. zנתון מספר מרוכב   (54

הוכח כי אם  
1

z
z

 על מעגל היחידה.  zממשי אז   −

 

):הבאה   הוכח את הנוסחה (55 )1 1 2 2 1 2 1 2cis cis cisR R R R    = +
 

. 

 

56) z   ראשון. ההוא מספר מרוכב על מעגל היחידה ברביע 

4  נתון: 3 2 3z z− = )מצא את   .− )arg z. 

 

57) z   .הוא מספר מרוכב על מעגל היחידה 

zמצא את ערך הביטוי   iz+ .אם ידוע שהוא ממשי , 
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58) 1z 2- וz  :2הם פתרונות המשוואה הבאה 2cos 1 0z z−  + =. 

1  את גודל הזווית   הבע באמצעות 2Oz z  (O  ראשית.)הצירים 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

49) 1 23 4  , 3 4z i z i= − = − −    . 

50) 2 , 1x = −    . 

51) 1 2 3 4 50 ,  ,  , 1 , 1z z i z i z z= = = − = = −  . 

 שאלת הוכחה.   (52

 שאלת הוכחה.   (53

 שאלת הוכחה.   (54

 שאלת הוכחה.   (55

56) ( )arg 30z = . 

57) 2 , 2z iz+ = −. 

58) 2. 

1
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 :תכלליהקדמה 

 סיכום כללי:

 פונקציות נפוצות:

)הפונקציה ) 2f x x=הפונקציה   :( ) 3f x x=הפונקציה   :( )f x x=הפונקציה    :( )f x x=: 

                  
 
 
 
 
 
 
 
 

)פונקציה עם מכנה, למשל: )
3

2

5 4

1

x x
f x

x

+
=

−
: 

 
 
 
 

 

 שיפוע של פונקציה: 

)של פונקציה   mהשיפוע   • )f x   בנקודה( )1 1A ,x y   שעל הפונקציה הוא ערך הנגזרת

)בנקודה   )1 1A ,x y:כלומר ,  ( )1'm f x=. 

)שיפוע של המשיק לפונקציה  ה • )f x   בנקודה( )1 1A ,x y   שעל הפונקציה שווה לשיפוע

)הפונקציה בנקודה   )1 1A ,x y. 

)משוואת המשיק לפונקציה   • )f x   בנקודה( )1 1A ,x y   שעליה מתקבלת על ידי הנוסחה

)  למציאת ישר: )1 1y y m x x− = −. 

 

 הנגזרת: 

)לכל פונקציה   )f x  )"קיימת פונקציה, הנקראת פונקציית הנגזרת )או רק "הנגזרת

)ומסומנת   )'f x.המתקבלת ממנה על פי כללי הגזירה , 
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 :גזירת פונקציות

 סיכום כללי:

 כללי הגזירה: 

)   :1כלל גזירה מס'   • ) ( ) 1 'n nf x x f x n x −=  = . 

)   )כפל בקבוע(: 2כלל גזירה מס'   • ) ( ) 1 'n nf x ax f x n ax −=  = . 

)   )נגזרת של קבוע(: 3גזירה מס'  כלל  • ) ( ) ' 0f x a f x=  =. 

)   )סכום והפרש(: 4כלל גזירה מס'   • ) ( ) ' ' 'f x u v f x u v=   = . 

)   )פונקציה מורכבת(: 5כלל גזירה מס'   • ) ( ) 1 ' 'n nf x u f x n u u−=  =  . 

1)נגזרת של 6כלל גזירה מס'   •

x
:)  ( ) ( ) 2

1 1
 'f x f x

x x
=  = −. 

)   )מכפלה(: 7כלל גזירה מס'   • ) ( ) ' ' 'f x u v f x u v v u=   = +. 

)  )מנה(: 8כלל גזירה מס'   • ) ( ) 2

' '
 '

u u v uv
f x f x

v v

−
=  =. 

)  )שורש(: 9כלל גזירה מס'   • ) ( )
1

 '
2

f x x f x
x

=  =. 

 

 שאלות:

 גזור את הפונקציות הבאות:   (1

) .א ) 3f x x= ב. ( ) 7f x x= ג. ( ) 2f x x= 

) .ד )f x x= ה. ( ) 3f x x−= ו. ( ) 1f x x−= 

) .ז )
1

2f x x= ח. ( )
1

3f x x= ט. ( )
3

4f x x= 

 

 : את הפונקציות הבאותגזור  (2

) .א ) 32f x x= .ב ( ) 73f x x=  ג. ( ) 41

2
f x x= 

) .ד )
6

7

x
f x ) .ה = ) 8f x x= ו. ( ) 23f x x−= 

) .ז )
4

f x
x

) .ח = )
1

26f x x= ט. ( )

2

3

3

x
f x = 

1
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 גזור את הפונקציות הבאות:  (3

) .א ) 12f x ) .ב   = )
7

8
f x = 

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (4

) .א ) 3 22 3 5f x x x x= + − ) .ב + )
3

41 3 2

4 6 4 5

x x
f x x= − + − 

) .ג ) 27 23 6f x x x= + ) .ד − ) 26 8 4f x x x= + + 

) .ה ) 2 31

2
f x x x= ) .ו − )

4

67
8

x
f x = + 

 

 גזור את  הפונקציות הבאות:  (5

) .א ) ( )
3

5 2f x x= ) ב. − ) ( )
5

3 6f x x= )ג.  + ) ( )
2

23f x x x= − 

) .ד )
( )

3
5

4

x
f x

−
)ה.   = )

( )
4

2 1

3

x
f x

+
=  

 

 גזור את  הפונקציות הבאות:  (6

) .א )
3

f x
x

) .ב = )
2

f x
x

= ) .ג − ) 2

1
f x

x
= 

) .ד ) 3

3
f x

x
) .ה = ) 2

1

3
f x

x x
=

−
) .ו  )

2

3
f x

x
=

−
 

) .ז )
6

5
f x

x
=

+
   

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (7

) .א ) ( )( )5 1 3f x x x= + ) .ב − ) ( ) ( )
3

5 1 3f x x x= + − 

) .ג ) ( )
43 6f x x x= ) .ד − ) 23f x x x=  

) .ה ) 2 3f x x x=  ו. ( ) ( )3 7f x x x= + 

) .ז ) ( )33 3 1f x x x= ) .ח − ) ( )( )22 2 3f x x x= − + 

) .ט ) ( )( )23 2 10f x x x x= − ) .י + ) ( )( )4 23 4 2 5 2f x x x x x= − + + 

) . יא ) ( )( )2 3 4f x x x x= − −  

1
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 גזור את הפונקציות הבאות:  (8

) .א ) ( )
2

2 4f x x= ) .ב  − ) ( )
232 3 5f x x x= +  

) .ג ) ( ) ( )
2 33 2 1f x x x= + ) .ד − ) ( ) ( )

3 22 1 2 1f x x x= + − 

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (9

) .א )
3 1

1 2

x
f x

x

−
=

+
) .ב  )

2 1

5 12

x
f x

x

+
=

−
) .ג  )

2

2

1

3

x
f x

x

−
=

+
 

) .ד )
2 8

1

x
f x

x

+
=

−
) .ה  )

1
f x

x
) .ו = ) 3

3
f x

x
= 

) .ז )
( )

2
1

1

x
f x

x

−
=

+
) .ח   )

( )
2

2

2

3

2

x
f x

x

+
=

−
) .ט   )

( )

3 2

2 1

x x
f x

x

−
=

−
 

) .י ) 2

2

4

x
f x

x

−
=

−
   

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (10

) .א )f x x= ב. ( ) 4 1f x x= ) .ג + ) 3 1f x x= − 

) .ד ) ( )3 1f x x x= ) .ה + ) 2 3f x x x= ) .ו + )
3x

f x
x

+
= 

 

 גזור את הפונקציות הבאות:   (11

) .א ) 1f x x= ) .ב + ) 2f x x= 

) .ג ) 23 1f x x= ) .ד + ) 10 3f x x= − 

) .ה ) 22 7f x x x= ) .ו + ) 23 8f x x x= − 

) .ז ) 2 1 2f x x x= ) .ח − )
x

f x
x

= 

) .ט )
2 4

2

x x
f x

+
) .י = )

2

3

1

x
f x

x

+
=

−
 

) . יא )
3 22 5x x x x

f x
x x

− + −
) . יב = )

3 x
f x

x

−
= 

) . יג )
21

1

x
f x

x

+
=

−
) . יד  )

2

2

7

5

x
f x

x

+
=

−
 

1
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) . טו )
1

x
f x

x
=

−
) .טז  )

1

1

x
f x

x

+
=

−
 

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (12

) .א ) 4f x ax bx= ) .ב − )
2

3

ax x
f x c

b
= − ) .ג + )

2

4

x a
f x

x a

−
=

−
 

) .ד ) 2f x a bx c= +  
 

 

 

 :גזור פעמיים את הפונקציות הבאות (13

) .א )
2 2 4

2

x x
f x

x

+ +
) .ב  = )

2 5 6

2 10

x x
f x

x

− +
=

+
  

) .ג )
( )

2

2

2

1

x
f x

x
=

+
) .ד   )

3

2 4

x
f x

x
=

−
  

) .ה )
( )

3

2
1

x
f x

x
=

+
) .ו   )

3
1

1

x
f x

x

+ 
=  

− 
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 :תשובות סופיות

ה.  1ד.      2xג.   67xב.     23xא.  (1
4

3

x
ו.    −

2

1

x
−  

ז. 
1

2 x
ח.    

3 2

1

3 x
ט.   

4

3

4 x
. 

ד.   32xג.  621xב.   26xא.  (2
56

7

x
   . 8ה.   

ו.  
3

6

x
ז.   −

2

4

x
ח.    −

3

x
ט.   

3

2

9 x
. 

   . 0ב.   0א.  (3

23א.  (4 4 3x x+ ב.  −
2

3 3

2 4

x
x − 14 ג. + 23x+    .12ד 8x+   .23הx x−    .30.5וx. 

)א.  (5 )
2

15 5 2x )ב.  − )
4

2 315 6x x )ג.   + )( )26 1 2x x x− −  

)ד.  )
23

5
4

x− ה.   −
( )

3
8 1

3

x +
. 

א.  (6
2

3

x
ב.   −

2

2

x
ג.   

3

2

x
ד.  −

4

9

x
ה.   −

( )
2

2

2 3

3

x

x x

−
−

−
  

ו.  
( )

2

2

3 x−
ז.  

( )
2

6

5x
−

+
. 

10א.  (7 14x−  .ב( ) ( )
2

5 1 20 44x x+ )ג. − ) ( )
32 6 18 7x x x− −.  

6ו.        45xה.        29xד.  7x+      .3ז 236 9x x−   .26ח 8 3x x− +        

29ט. 56 20x x+ 5י.       − 4 3 236 75 24 24 40 8x x x x x+ + − − −       

29יא.  20 8x x− +. 

)א. (8 )24 4x x )ב.   − )( )230 1 3 5x x x+ )ג.      + ) ( )( )
2 3 3 23 1 2 3 2 2x x x x− + − + 

)ד.  )( ) ( )
2

2 22 2 1 1 8 3 2x x x x− + − + . 

א.  (9
( )

2

5

1 2x+
ב.  

( )

2

2

5 24 5

5 12

x x

x

− −

−
ג.   

( )
2

2

8

3

x

x +
ד.  

( )( )

( )
2

4 2

1

x x

x

− +

−
 

ה.  
2

1

x
ו.    −

4

9

x
ז.  −

( )

2

2

2 3

1

x x

x

+ −

+
         

ח.  
( )( )

( )

2 2

2
2

2 3 7

2

x x x

x

+ −

−
י.     −xט.     

( )
2

1

2x
−

+
. 
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א.  (10
1

2 x
ב.   

2

1x +
ג.  

2

3

3

2 1

x

x −
ד.  

9 1

2

x

x

+
ה.   

( )5 12

2 3

x x

x

+

+
  

ו.  
3

2

x

x x

−
 

1א. (11

2 1x +
1ב.         

2x
ג.     

2

3

3 1

x

x +
3ד.       

2 10 3x
−

−
.ה 

2

4 7

2 2 7

x

x x

+

+
    

4ו.  
6x

x
ז.      −

22 5

1 2

x x

x

−

−
1ח.         

2x x
ט.    −

2

2

2

4

x

x

+

+
י.        

( )
1.5

2

1 3

1

x

x

−

−
   

יא. 
2

1 1 5
3

2 2
x

xx x x
− − יב.    +

2

3

2 3x x x
−

−
יג.          

( )

2

1.5 2

2 1

2 1 1

x x

x x

− + +

− +
 

יד. 
( )

3

1.5
2

17

5

x x

x

−

−
טו      

( )
2

1

2 1

x

x x

+
−

−
טז.      

( )
2

3

2 1 1

x

x x

+
−

− +
. 

34axא.  (12 b−   .ב
2 1

3

ax

b
ג.  −

( )
2

2

4

a

x a

−

−
ד.  

2

abx

bx c+
. 

)א. (13 ) ( )
2

2 3

2 8 4
'  , ''

4

x
f x f x

x x

−
= =.       

)ב.  )
( )

( )
( )

2

2 3

2 20 62 448
'  , ''

2 10 2 10

x x
f x f x

x x

+ −
= =

+ +
. 

)  ג.  )
( )

( )
( )

( )
3 4

4 1 24
'  , ''

1 1

xx
f x f x

x x

−
= =

+ +
.  

)ד.  )
( )

( )
( )

( )

( )

2 2 2

2 3
2 2

12 8 12
'  , ''

4 4

x x x x
f x f x

x x

− +
= =

− −
. 

)   ה. )
( )

( )
( )

( )

2

3 4

3 6
'  , ''

1 1

x x x
f x f x

x x

+
= =

+ +
. 

)ו.   )
( )

( )
( )

( )( )

( )

2

4 5

6 1 12 1 3
'  , ''

1 1

x x x
f x f x

x x

+ + +
= − =

− −
 

1

פרק 16חשבון דיפרנציאלי - נגזרות ומשי...

256

256



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                         
 

 :מציאת שיפוע המשיק לגרף הפונקציה

 שאלות:

)מצא את שיפוע הפונקציה   (14 ) 32 7f x x x= )בנקודה   − )2 ,  2. 

 

)מצא את שיפוע הפונקציה   (15 ) 2

1

3
f x

x
=

−
2xבנקודה בה    = −. 

 

)מצא את שיפוע המשיק לפונקציה   (16 ) 4f x x= 1  בנקודה בהx =. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 :תשובות סופיות

14) 17m = 

15) 4m= 

16) 2m= 
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 מציאת משוואת המשיק לגרף הפונקציה:

 שאלות:

)מצא את משוואת המשיק לפונקציה   (17 ) 32(4 3)f x x= 1x בנקודה בה  + = −. 

 

)מצא את משוואת המשיק לפונקציה   (18 )
8

1
f x

x
=

+
2yבנקודה בה   =. 

 

)את משוואות המשיקים לפונקציה מצא  (19 ) 2 2 8f x x x= −  בנקודות החיתוך   −

 .x- שלה עם ציר ה
 

)מצא את משוואת המשיק לפונקציה   (20 ) 4 2f x x x=  .  2ששיפועו  −

 

)  מצא את משוואת המשיק לפונקציה (21 )
3

2

3 1

2

x x
f x

x

+ −
=

−
1xבנקודה שבה    =. 

 

2  נתון כי הישר (22 3 3y x− )משיק לגרף הפונקציה   = ) 3f x x=  . 

 מצא את נקודת ההשקה.

 

)מצא את משוואת המשיק לפונקציה    (23 )
1

f x x
x

= 1x בנקודה בה + = . 

 

)מצא את משוואת המשיק לפונקציה   (24 ) 23 8f x x x= 4x בנקודה בה  − = . 

 

)נתונה הפונקציה הבאה   (25 ) 4 2f x x x= − . 

)מצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה המקביל לישר  .א )
1

3
2

f x x= −. 

 .x- מצא את נקודת החיתוך של המשיק עם ציר ה .ב
 

)מצא את משוואת המשיק לפונקציה  (26 )
4

1
f x

x
=

−
 . -2ששיפועו  
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)לפונקציה  מצא את משוואות המשיק (27 )
2

3

2

x
f x

x x

−
=

− +
2xבנקודה שבה    =. 

 

)  מצא את משוואות המשיקים לפונקציה (28 ) 3

1

3
f x

x
 היוצרים עם הכיוון החיובי   =

 . 135זווית של   x- של ציר ה
 

2  :מצא את משוואת המשיקים המשותפים לפונקציות הבאות (29 21
 , 5

4
y x y x= = − − . 

 

)נתונה הפונקציה:  (30 )
2 3x

f x
x

+
2yונתון הישר:    = x=. 

 מצא את נקודת החיתוך של הפונקציה והישר הנמצאת ברביע הראשון.   .א

 מצא את משוואות המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שמצאת בסעיף הקודם.    .ב

 חשב את השטח שנוצר בין המשיק והצירים.  .ג

 

)הפונקציות: שלפניך מתוארים הגרפים של באיור  (31 ) ( ) 2 , f x x g x x= =. 

 מצא את נקודות החיתוך של הגרפים.  .א

)מצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה   .ב )f x
 
   

 חיתוך שמצאת הנמצאת  העובר דרך נקודת ה
 ברביע הראשון. 

 מצא את נקודת החיתוך הנוספת של המשיק   .ג

)שמצאת עם גרף הפונקציה  )g x. 
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 :תשובות סופיות

17) 24 22y x= + 

18) 
1 1

3
2 2

y x= − + 

19) 6 24 , 6 12y x y x= − = − − 

20) 2 3y x= − 

21) 12 9y x= − + 

22) ( )1 ,  3 

23) 
1 1

2
2 2

y x= − + 

24) 22 56y x= − 

3א.  (25 1y x= ב.       −
1

 ,  0
3

 
 
 

 

26) 2 8y x= − + 

27) 
11 15

16 8
y x= − 

28) 
1 1

1  , 1
3 3

y x y x= − + = − − 

29) 2 1 , 2 1y x y x= − = − − 

) א. (30 )1 , 1.5ב.     2  3.5y x= − 1ג.         +
4

12
S =. 

)א.  (31 ) ( )0 ,  0  , 1 , 0.5ב.      1  0.5y x= )ג.       + )0.5 ,  0.25−. 
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 שאלות עם פרמטרים:

 שאלות:

) שיפוע המשיק לפונקציה  (32 ) 2 4f x ax x= 3xבנקודה שבה   −  . 8הוא  =

 ואת משוואת המשיק. aמצא את ערכו של הפרמטר  

 

)נתונה הפונקציה  (33 ) ( )0  , a f x ax = . 

שבה  המשיק לפונקציה בנקודה 
1

2
x  . 1הוא בעל שיפוע   =

 . aמצא את ערך הפרמטר  

 

y 3  נתונה הפונקציה: (34 x a x= + (a  .)פרמטר 

1xשיפוע המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה    .  5הוא  =
 .aמצא את ערך הפרמטר  

 

נתונה הפונקציה:   (35
A

2y x
x

= − (A   .)פרמטר 

1xשיפוע המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה    .  2הוא  =
 .A  מצא את ערך הפרמטר 

 

4yהישר  (36 x b= )  משיק לגרף הפונקציה + ) 2

2
3f x

x
= + . 

 . ואת נקודת ההשקה bמצא את  

 

) לפונקציה שיפוע המשיק   (37 )
2

3
f x

ax
=

+
2yבנקודה שבה     . -4הוא  =

 ואת משוואת המשיק. aמצא את ערכו של הפרמטר  

 

הישר   (38
1

2
y ax= )  משיק לגרף הפונקציה + )

2
g x

x c
=

+
0xבנקודה     = .  

 . c- ו aמצא את ערכי הפרמטרים 

 

3y  הישר (39 x= משיק לגרף הפונקציה  ( )f x x x b= + . 

 . ואת נקודת ההשקה bמצא את  
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) המשיק לפונקציה יפוע ש (40 )
1

a
f x

bx
=

−
)בנקודה    )1 ,  .  -6הוא  6 

 ואת משוואת המשיק.  b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים 

 

5ישיק הישר   kלאילו ערכי   (41 6y x= − )  לגרף הפונקציה + ) 3 22 4f x x x x k= − − +? 

 מצא את נקודת ההשקה.   kלכל ערך כזה של  

 

  פונקציותה (42
1

y
x

21- ו  =

2
y x k= −    משיקות זו לזו.  +

 ואת נקודת ההשקה.  kמצא את  
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

32) 2 , 8 18a y x= = − 

33) 2a = 

34) 4a = 

35) A 1= 

36) ( )1 ,  5  , 4 9y x− = + 

37) 2 , 4 2a y x= = − − 

38) 
1

 , 4
8

a c= − = 

39) ( )4 , 4 ,  12b = 

40) 2 , 6 , 6 12b a y x= = = − + 

41) ( )6: 1 ,  1k   או:  =
158 1 13

:  ,  
27 3 3

k
 

=  
 

  . 

42) ( )1 ,  1  , 1.5k = 
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מנקודה משיק משוואת מציאת ב העוסקותשאלות 
 :חיצונית

 שאלות:

 ענה על הסעיפים הבאים: (43

)המשיק לפונקציה    את משוואת tבאמצעות   טאב .א ) 2 1f x x= +  

xה  בנקודה שב  t=.  

)אם נתון שהמשיק עובר בנקודה   tמצא את ערכיו של   .ב )1 ,  1−. 

 

)מצא את משוואות המשיקים לגרף הפונקציה:   (44 ) 25f x x x= −  

)העוברים דרך הנקודה   )3 ,  7. 

 

)מצא את משוואות המשיקים לגרף הפונקציה:   (45 ) 2 5 6f x x x= + −  

)העוברים דרך הנקודה   )0 , 10−. 

 

)מצא את משוואות המשיקים לגרף הפונקציה:   (46 ) 312f x x x= −  

)העוברים דרך הנקודה   )2 ,  24. 

 

)  מצא את משוואת המשיק לפונקציה (47 )
1

f x
x

)העובר בנקודה  = )3 ,  0. 

 

)משוואת המשיק לפונקציה:  מצא  (48 )
1

f x
x

אם ידוע ששטח המשולש שהוא יוצר   =

 יחידות שטח.   4.5עם הצירים הוא  

 

)מצא את משוואות המשיקים לגרף הפונקציה:   (49 )
2

2
f x

x
=

−
  

)העוברים דרך הנקודה   )2 ,  3. 

 

 

 
 

1

פרק 16חשבון דיפרנציאלי - נגזרות ומשי...

263

263



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                         
 

 :תשובות סופיות

22 א. (43 1y tx t= − ,0ב.         + 2t = −. 

44) 4  ,  3 16y x y x= + = − + 

45) 9 10  ,  10y x y x= − = − 

46) 12   ,  15 54y x y x= = − + 

47) 
1 1

1
2 2

y x= − + 

48) 
1 3

16 4
y x= − + 

49) 5y x= − + 
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
פרק 17 - חשבון דיפרנציאלי - בעיות קיצון
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4. בעיות קיצון בהנדסת המרחב י 275

5. בעיות קיצון עם תשובה נתונה י 277
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  : בעיות קיצון יסודיות עם מספרים

 סיכום כללי:

 שלבי עבודה:

 .x- נגדיר את אחד הגדלים בשאלה כ  •

 .xנבטא את שאר הגדלים בשאלה באמצעות   •

 פונקציה שמבטאת את מה שרצינו שיהיה מינימלי/מקסימלי. נבנה  •

 .x- נגזור את הפונקציה, נשווה לאפס ונחלץ ערך/ערכי ה •

 )או טבלה(.  y''אכן מינימום/מקסימום באמצעות  הוא   מהסעיף הקודם x- נוודא שערך ה  •

 ננסח את התשובה לשאלה המקורית.  •

 

 : שאלות

 מצא את הזוג שמכפלתו מקסימלית. 14 כל זוגות המספרים שסכומם מבין (1

 

 . המספר הראשון שווה למספר השני. 24נתונים שלושה מספרים שסכומם  (2
 מצא מהם המספרים אם ידוע שמכפלתם מקסימלית. 

 

 המתקבל הסכום לו ההופכי המספר את לו נוסיף שאם החיובי  המספר את מצא (3

 . מינימלי יהיה

 

 . . ידוע שמספר אחד זהה לשני36נתונים שלושה מספרים שסכומם הוא  (4

 מה צריכים להיות שלושת המספרים כדי שמכפלתם תהיה מקסימלית?  .א

 מהשני במקום שווה לו?  2כיצד תשתנה התוצאה אם מספר אחד יהיה גדול פי  .ב

 באיזה מקרה תהיה מכפלה גדולה יותר?   .ג

 

5) x ו-y   :6הם שני מספרים המקיימים 60x y+ =. 

 .xבאמצעות   yהבע את   .א

 כדי שמכפלת ריבועיהם תהיה מקסימלית? y- ו xמה צריכים להיות המספרים   .ב

 מהי המכפלה הנ"ל?  .ג
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 סופיות:תשובות 

1) 7  ,7 . 
2) 8  ,8   ,8.      
3) 1.     
 ג. מקרה א'.        16, 12, 8ב.       12, 12, 12א.  (4

10א.  (5
6

x
y = 5x , 30ב.       − y= 22500Mג.      = =. 
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  : בעיות קיצון בהנדסת המישור

 : שאלות

ס"מ מצא את אורך בסיסו של   24מבין כל המשולשים שווי השוקיים שהיקפם  (6
 המשולש בעל השטח הגדול ביותר.

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (7

, מצא את בסיסו של  aמבין כל המשולשים שווי השוקיים שהיקפם   .א
 המשולש בעל השטח הגדול ביותר.

בעל  ם בעלי אותו היקף, המשולש הוכח: מבין כל המשולשים שווי השוקיי .ב
 השטח הגדול ביותר הוא משולש שווה צלעות. 

 

 ס"מ.  12סכום אורכי הניצבים הוא   זוויתבמשולש ישר  (8

 מה צריך להיות אורך כל ניצב, כדי שטח המשולש  .א
 יהיה מקסימלי? 

 מהו השטח המקסימלי?  .ב

 מה יהיה אורך היתר במשולש במקרה זה?  .ג

 

ABC (Bבמשולש ישר זווית  (9 90=  ) הנקודהE   נמצאת על 
 הוא מלבן.  EDBFשהמרובע   כךAC ר הית

ABס"מ   20נתון:  BCס"מ   16,  = =. 
 מצא את שטחו של המלבן בעל השטח הגדול ביותר.

 

ABC  (Bבמשולש ישר זווית  (10 90=  הנקודה )E   
 הוא מלבן.  EDBFכך שהמרובע  ACעל היתר נמצאת  

AB נתון: a=  ,BC b=. 
 מצא את שטחו של המלבן בעל השטח הגדול ביותר.

 

ABC (Bבמשולש ישר הזווית  (11 90= ), AD  לניצב הוא תיכוןBC . 
 ס"מ.  20ידוע כי סכום אורכי הניצבים הוא 

 מצא מה צריכים להיות אורכי הניצבים עבורם אורך  
 יהיה מינימלי. ADהתיכון 
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 ס"מ  12- ס"מ ו 8נתון מלבן שאורכי צלעותיו הם  (12
  4x- ו xמקצים קטעים באורכים של   .כמתואר באיור

 .  המסומניםשנוצרים המלבנים  על צלעות המלבן כך 
 עבורו סכום שטחי המלבנים הוא מינימלי.    xמצא את  

 
 

 ס"מ.    16נתון ריבוע בעל אורך צלע של  (13
 על הצלע העליונה ושני קטעים   xמקצים קטע שאורכו  

 ות כמתואר באיור כך על הצלעות הצדדי 2xשאורכם  
  .המסומן   שנוצר המחומש

 עבורו שטח המחומש xשל  מצא מה צריך להיות ערכו 
 יהיה מקסימלי. 

 

 מקצות קטעים שווים   K , L , M , Nהנקודות  (14
BKכך ש:  ABCDבמלבן  BL DM DN x= = = =. 

  ס"מ. 12- ס"מ ו 20צלעותיו של המלבן הן 

 :את סכום שטחי המשולשים xהבע באמצעות   .א

AKN KBL CLM DNM + + +. 

   כדי ששטח xמצא מה צריך להיות   .ב
 יהיה מקסימלי.  LKNMהמרובע 

 ? במקרה זהLKNM מה הוא השטח של המרובע  .ג

 

 הוא מקבילית.    ABCDהמרובע  (15
 המשכי    הנפגשת עם EFאת הצלע מעבירים  Bמהקדקוד 

 .AD-ו  DCהצלעות 
ABס"מ  2  הן:ידוע כי מידות המקבילית  ADס"מ   8, = =. 

 .x-ב  DEמסמנים את אורך הצלע  

 .DFאת אורך הצלע  xהבע באמצעות   .א

 הוא מינימלי. DF-ו  DEעבורו סכום הצלעות  xמצא את   .ב

 מה הוא הסכום המינימלי?  .ג
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 בע"מ".חיים הוא אחד מעובדי חברת "דפוס יהלום  (16
 תפקידו של חיים הוא להדביק גלויות על משטחי  

 קרטון בעלי שטח מינימלי כך שיישארו רווחים  
 ס"מ מקצות הקרטון העליון והתחתון,   3של 

 די הקרטון )ראה איור(. מצ ס"מ 5-ו
 שיחת טלפון מלקוח אנונימי ששאל   יום אחד קיבל חיים

 "יש לי מגוון גדול של גלויות במידות   אותו את השאלה הבאה:
 סמ"ר.   60שונות אשר שטחן זהה והוא  

 .מה הן המידות של גלויה אשר שטח משטח הקרטון שלה יהיה מינימלי?"

 . ללקוח על שאלתו והראה דרך חישוב  עזור לחיים לענות .א

 מה יהיו מידות הקרטון עבור הגלויה המסוימת?  .ב

 

 לתמונה  יש להכין מסגרת  אלינה קיבלה משימה בשיעור מלאכה: (17
 המסגרת בצדדים  סמ"ר כך שעובי 242ששטחו הכולל הוא   מלוח עץ 

 ס"מ )ראה איור(.  4–והתחתון    ס"מ ובקצוות העליון 2יהיה 
 השטח כדי לבחור את מידות לוח העץ, אלינה צריכה לדעת את  

 )השטח המסומן(. לנסר עבור המקום לתמונה  המקסימלי שעליה 

 עבור המשימה?  העץ שאלינה צריכה להזמין   מה יהיו מידות לוח .א

 מה יהיה השטח המקסימלי לתמונה עבור המידות שאלינה בחרה?  .ב

 

10ורדיוסו   O במעגל שמרכזו  (18  העבירו   ס"מ 5
 . ס"מ 4  שמרחקו ממרכז המעגל הוא AB מיתר

 במקטע שיוצר המיתר חסום מלבן כמתואר בשרטוט. 
 המלבן בעל ההיקף הגדול ביותר.מצא את היקפו של 

 

 AB העבירו מיתר  R ורדיוסו O במעגל שמרכזו  (19
 .aשמרחקו ממרכז המעגל הוא  

 במקטע שיוצר המיתר חסום מלבן כמתואר בשרטוט. 
 .מצא את היקפו של המלבן בעל ההיקף הגדול ביותר

 

 רגל יוצאים בו זמנית לדרכם, האחד  שני הולכי  (20
 . Cדרומה לעיר   Bוהשני מעיר  Bמערבה לעיר    Aעיר מ

 ק"מ.  20הוא  B- ו Aהמרחק בין הערים 
 קמ"ש.  2הרוכב השני  קמ"ש ומהירות  4היא   A- מהירות הרוכב שיצא מ

 יהיה המרחק ביניהם מינימלי? כעבור כמה זמן מיציאת הרוכבים  
 מצא גם את המרחק המינימלי. 
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 מהחוף. ק"מ  0.5אדם נמצא על אי במרחק  (21
 ק"מ מהנקודה   3על החוף, במרחק של  

 הקרובה ביותר לאי, נמצאת גלידריה.  
 קמ"ש ורץ על החוף  8שוחה במהירות של  האדם

 קמ"ש.   10במהירות של 
 עליו לשחות כדי להגיע לגלידריה  לאיזה מרחק מהגלידריה 

 בזמן הקצר ביותר? 

 

 אדם מתכנן לבנות מרפסת בביתו ורוצה להציב   (22
 סביב המרפסת.  מעקה  

 מ"ר.  24הוא  שטח המרפסת המתוכנן  
 ₪ למטר  120הוא ( BCמחיר מעקה בחזית המרפסת )

 ₪ למטר.  40הוא  ומחיר מעקה בצדי המרפסת 
 כדי שמחיר  מה צריכים להיות ממדי המרפסת 

 המעקה יהיה מינימלי? 
 

 

 סופיות:תשובות 

   ס"מ.   8 (6
/. א (7 3a       .ב. הוכחה 

6ג.   סמ"ר    18ב.  ס"מ    6-ס"מ ו  6א.  (8 2 8.48  .ס"מ 
Sסמ"ר   80 (9 =. 

10) 
4

ab
 יחידות שטח.   

 ס"מ.    16ס"מ,   4 (11
12) 2.75x =.  

13) 6x =.      

22א. (14 32 240x x− 8xב.       + Sסמ"ר  128ג.       = =. 

א.  (15
8

DF
2

x

x
=

−
ב.       

2 6
6 , 

2

x x
x L

x

+
= =

−
18Lג.      =. 

 ס"מ.   20על  ס"מ 12ב.     .ס"מ 10  עלס"מ  6א.  (16
98Sב.  .ס"מ 22ס"מ על  11א.  (17 =. 
     .ס"מ 92 (18

19) 2 5 2R a−     .יחידות אורך 

 ק"מ.   80שעות, המרחק:    4 (20

21) 
1

2
3

 ק"מ.     

22) 4 6. 
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 : בעיות קיצון בפונקציות וגרפים

 :שאלות

)נתונה הפונקציה  (23 ) 26f x x x= − . 

 הורידו אנכים  הפונקציה ברביע הראשוןשעל  Aמנקודה 
 השיעורים כך שנוצר מלבן כמתואר בשרטוט.   לצירי 

 כדי ששטח   Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה 
 המלבן יהיה מקסימלי? 

 

)נתונות הפונקציות:   (24 ) 2 12f x x= )- ו + ) 22g x x x= −  

 הגרפים של נמצאות בהתאמה על   B- ו  Aהנקודות   כמתואר:

)הפונקציות:   )f x ו -( )g x  כך שהקטעAB מקביל לציר ה -y. 

 כדי שאורך   Aהנקודה מצא מה צריכים להיות שיעורי  
 יהיה מינימלי. ABהקטע 

 

 באיור שלפניך מתוארים הגרפים של   (25

)הפונקציות:   ) 2 8 18f x x x= − )- ו + ) 2 4g x x x= − +. 

)נמצאת על גרף הפונקציה    Aהנקודה  )f x  והנקודהB   

)נמצאת על גרף הפונקציה   )g x   כך שהקטעAB   מקביל 

  y- לציר ה  B-ו  A. מעבירים אנכים מהנקודות y- לציר ה
 כך שנוצר מלבן )המסומן(.

 .t- ב Aשל הנקודה  x- נסמן את שיעור ה 

 את שטח המלבן המסומן.  tהבע באמצעות   .א

 עבורו שטח המלבן הוא מקסימלי.  tמצא את ערכו של   .ב

 מה יהיה שטח המלבן במקרה זה?  .ג

 

)נתונה הפונקציה:  (26 ) 236f x x= − . 

 .Aנקודה  על גרף הפונקציה ברביע הראשון מסמנים 
 שחותך את  x- לציר המעבירים ישר המקביל   Aמהנקודה 

 היא נקודת החיתוך של   Bהנקודה .  Cבנקודה  y- ציר ה

 ראשית הצירים.  O- ו x- עם ציר ההפונקציה 

 יהיה מקסימלי?   ABOCהטרפז ששטח  כדי  Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה  .א

 מה יהיה שטח הטרפז במקרה זה?  .ב
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)נתונה הפונקציה:  (27 )
4

f x
x

3yונתון הישר:  = x= − − . 

)נמצאת על גרף הפונקציה    Aהנקודה  )f x   

   ABל גרף הישר כך שהקטע נמצאת ע  Bוהנקודה 
 .y- לציר המקביל 

 כדי  Aמצא מה צריכים להיות שיעורי הנקודה 
 יהיה מינימלי.  ABשאורך הקטע 

 

)נתונות שתי פונקציות:  (28 ) 21

2
f x x=   ו-( )

1
g x

x
= −. 

)על גרף הפונקציה   Aמסמנים נקודה  )f x   

)על גרף הפונקציה   Bונקודה  )g x  כך שהקטעAB   

  .y- מקביל לציר ה

 עבורן אורך   B-ו Aמצא את שיעורי הנקודות 
 מינימלי.  ABהקטע 

 

 באיור שלפניך מתוארים הגרפים של   (29

)הפונקציה:  )
8

1

x
f x

x

+
=

−
והישר:  

9

25

x
y =. 

 נמצאות על הגרפים של   B- ו Aהנקודות 
 . y- מקביל לציר ה  ABשהקטע  הפונקציות כך 

 . ABCDשנוצר המלבן כך  y- מותחים אנכים לציר ה B-ו  Aמהנקודות 

 .t- ב Aשל הנקודה  x- נסמן את שיעור ה 

 .ABCDאת היקף המלבן  t  הבע באמצעות .א

 עבורו היקף המלבן הוא מינימלי.   tמצא את   .ב

 מה יהיה ההיקף במקרה זה?  .ג

 

)  תונה הפונקציהנ (30 )
2

1
f x

x
=

−
2yוהישר    x= . 

 בין הישר והפונקציה ברביע הראשון חסמו מלבן. 
 . מצא את מידות המלבן שהיקפו מינימלי
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)הפונקציה: נתונה   (31 ) 2

12

3

x
f x

x

+
=

+
0xבתחום:   . 

 על גרף הפונקציה וממנה מורידים  Aמקצים נקודה 
 כמתואר באיור.  ABCOאנכים לצירים כך שנוצר המלבן 

 עבורם  Aמצא מה צריכים להיות שיעורי הנקודה  .א
 שטח המלבן יהיה מקסימלי. 

 עבורם שטח  Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה  .ב
 . המלבן יהיה מינימלי בתחום הנ"ל

 

)נתונה הפונקציה:  (32 )
10

2

x
f x

x

+
=

−
 . 

 לגרף הפונקציה דרך נקודת החיתוך מעבירים משיק 
 .y- שלה עם ציר ה

 מצא את משוואת המשיק. .א

)  על גרף הפונקציה Aמסמנים נקודה  )f x   ברביע 

 מקביל   ABעל גרף המשיק כך שהקטע   B-הראשון ו 
 .y- לציר ה

  ABעבורן אורך הקטע  Aמצא את שיעורי הנקודה  .ב
 הוא מינימלי.  

 במקרה זה?  ABמה יהיה אורך הקטע  .ג

 

)  נתונה הפונקציה (33 ) 3

1
f x

x
=  . 

מצא שיעורי נקודה על הפונקציה ברביע הראשון, שסכום הקטעים שהמשיק בה  
 מקצה על הצירים הוא מינימלי. 

 

)  נתונות הפונקציות (34 ) 2f x x= ו -( ) 31

3
g x x= . 

)שעל   A את הנקודה )f x חיברו עם הנקודה B  , 

)שנמצאת מתחתיה על   )g x ע כך שהקט AB   מקביל 

 .y- לציר ה

 שאורך  כדי A  מה צריכים להיות שיעורי הנקודה
 יהיה מקסימלי?  ABע הקט
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)באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה:  (35 ) 6 3f x x= −. 

 נמצאת על גרף הפונקציה ברביע הראשון.    Aהנקודה 
 מותחים אנכים לצירים אשר חותכים  Aמהנקודה 

 כמתואר באיור.  C-ו  Bאותם בנקודות  
 .t- ב Aשל הנקודה  x- נסמן את שיעור ה 

 . AB +ACאת סכום הקטעים  tהבע באמצעות   .א

 עבורו סכום הקטעים הנ"ל   tמצא את ערכו של   .ב
 י. יהיה מינימל 

 

)  : נתונות הפונקציות (36 ) 21f x x= )- ו − ) 2g x bx=  (0b  .) 

 .  B-ו  Aהפונקציות נחתכות בנקודות 
 ראשית הצירים(.  –Oמינימלי )  AOשבעבורו הקטע  bמצא את ערכו של  

 

 

 

 סופיות:תשובות 

23) ( )A 4,8  . 

24) ( )A 0.5,12.25. 

3א. (25 22 12 18S t t t= − 1tב.       + 8Sג.       = =.    

)א.  (26 )A 128Sב.       2,32 =. 

27) ( )A 2,2.  

28) ( )
1

A 1,  , B 1, 1
2

 
− 

 
. 

א. (29
21.28 0.72 16

1

t t
P

t

+ +
=

−
ב.       

3
4

4
t     .P=  ס"מ 12.88ג.       =

30) 1 2. 

)א.  (31 )A )ב.        2,2 )A 0,4.     

3א.  (32 5y x= − )ב.       − )A ABג.      4,7 24=. 

33) 
1

3,
3 3

 
 
 

. 

34) ( )A 1,2.   

6א. (35 3l t t= + 2.25tב.        − =.  
36) 1b =. 
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 :  בבעיות קיצון בהנדסת המרח

  :שאלות

 סמ"ר.   96נתונה תיבה שבסיסה ריבוע ושטח הפנים שלה הוא  (37
 מצא את מידות התיבה שנפחה מקסימלי. 

 

 נתונה תיבה שבסיסה ריבוע ושטח פניה )ללא המכסה(   (38
 סמ"ר.   75הוא  

 שנפחהּ הוא מקסימלי. מצא את אורך צלע הבסיס של התיבה 

 

 נתונה תיבה שבסיסה הוא מלבן שבו צלע אחת גדולה   (39
 מהצלע הסמוכה לה כמתואר באיור.   2פי 

   x טנההק  וצלע המלבן hהתיבה  ידוע כי גובה  
9xמקיימים:   h+ = . 

 בסיס התיבה כדי שנפחהּ  ת מצא מה צריכים להיות מידו 
 . יהיה מקסימלי

 

 ובסיסה הוא ריבוע שאורך   hנתונה תיבה שגובהה הוא  (40
 .xצלעו היא  

4מקיימים: נתון כי צלע הריבוע וגובה התיבה  63x h+ =. 

 .xבאמצעות   hהבע את   .א

 .xהבע את שטח הפנים של התיבה באמצעות   .ב

 כדי ששטח הפנים יהיה מקסימלי?  xמה צריך להיות ערכו של  .ג

 

 ליוסי משטח פח אשר הוא רוצה לבנות תיבה ממנו שנפחה   (41
 סמ"ק. יוסי רוצה שאורך הבסיס יהיה גדול    225הכולל הוא  

 מרוחבו כמתואר באיור הסמוך. כמות הפח שיש בידי   5פי 
 יוסי מוגבלת ולכן הוא רוצה לדעת מה היא הכמות המינימלית  

 של פח שעליו להשתמש בכדי להשיג את מבוקשו. 
 מצאו את כמות הפח המינימלית.   

 

 מרוחב בסיסה   2סמ"ק ואורך בסיסה גדול פי  144לבניית תיבה שנפחה  (42
 ים להם שני מחירים שונים: החומר לבסיס התחתון יקר דרושים שני חומר

 מהחומר לפאות הצדדיות והבסיס העליון.   3פי 
 מהן מידות התיבה הזולה ביותר שניתן לבנות? 
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מצא את נפחו של   kמכל הגלילים הישרים שהיקף פרישת המעטפת שלהם הוא   (43
 הגליל בעל הנפח המקסימלי. 

 

 באיור שלפניך מתוארים תיבה שבסיסה ריבוע וגליל   (44
 .h- וגובהו ב  x- רדיוס הגליל יסומן ב החסום בתוך התיבה.

 ס"מ.  12הוא  h- ו xידוע כי הסכום של  

 של התיבה. את אורך מקצוע הבסיס  xהבע באמצעות   .א

 ענה על הסעיפים הבאים: .ב

i.   הבע באמצעותx  .את נפח הגליל 

ii.   הבע באמצעותx  .את נפח התיבה 

 . מקסימליה יהי עבורו הנפח הכלוא בין התיבה לגליל     מצא את   .ג

 

 נתונה פירמידה מרובעת, משוכללת וישרה.   (45
 . Sושטח המעטפת שלה הוא    kאורך מקצוע צדדי בפירמידה הוא  

22Sהוכח:   k. 
 

 

 

 

 

 

 סופיות:תשובות 

37) 4 4 4      .ס"מ 
 ס"מ.      5 (38
 ס"מ.  3גובה:     .ס"מ  12ס"מ,   6בסיס:  (39

63א. (40 4h x= 214ב.       − 252p x x= − 9xג.     + =. 
 ס"מ.  5-ס"מ ו 15ס"מ,   3 (41
42) 8 6 3      .ס"מ 

43) 
3

216

k


Vיחידות נפח   =. 

i.2ב.         2xא.  (44 312V x x = −   ii .2 348 4V x x= −     
8xג.    =. 

 הוכחה.  (45

x
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 בעיות קיצון עם תשובה נתונה: 

 שאלות:

 בעיות קיצון בהנדסת המרחב:  

 . aשסכומם   q- ו pנתונים שני מספרים חיוביים   (1

  הראה שכאשר מתקיים
p n

q m
n  ערך הביטוי  = mp q  (n ו -m  .מקסימלי )טבעיים 

 

סמ"ק, החרוט בעל שטח המעטפת  kהוכח שמכל החרוטים הישרים שנפחם   (2

3המינימלי הוא זה שגובהו   6k  .ס"מ 
 הוא הקו היוצר של החרוט(.  l, כאשר   Rl)שטח מעטפת של חרוט הוא  

 

 ת קיצון עם תנועה: יבעי

 ק"מ.   Sקמ"ש ועליו לנסוע דרך של   vמהירותו של רכב היא   (3

לרכב יש הוצאות נסיעה של 
400

v
-₪ לכל ק"מ נסיעה ו  

2

48
200

v
  נסיעה.   ₪ לכל שעת +

 קמ"ש.   80במהירות של הראה שכדי שהוצאותיו יהיו מינימליות על הרכב לנסוע 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 הוכחה.  (1
 הוכחה.  (2
 הוכחה.  (3
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 : שונות בהנדסת המישורבעיות קיצון 

 :שאלות

 ( אורך השוק AB||CD) ABCDשוקיים -בטרפז שווה  (1
 ס"מ.  6ס"מ ואורך הבסיס הקטן הוא   4הוא  
 DE הגובה מקדקוד   הואD .)ראה ציור(   

 כדי ששטח   AEמה צריך להיות אורך הקטע 
 הטרפז יהיה מקסימלי? 

 

 .   ABCDתון מלבן נ (2
 )ראה ציור(. את אחת מצלעות המלבן  x- נסמן ב

   :ס"מ 60אם היקף המלבן הוא 

 את שטח המלבן.  xבטא באמצעות   .א

 להיות אורכי  מצא מה צריכות pאם היקף המלבן הוא   .ב

   . צלעות המלבן כדי ששטחו יהיה מקסימלי 
 (.p  )הבע את אורכי הצלעות באמצעות 

 

ADס"מ  5  - כך ש ABCD נתון מלבן (3 BC= = , 
AB  ס"מ 10 CD=  על צלעות המלבן מקצים   .=

AP  קטעים: AQ CS CR x= = =  )ראה ציור(. =
 כדי ששטח   xמה צריך להיות ערכו של 

 יהיה מקסימלי?  PQRSהמקבילית 

 

) ABCבמשולש ישר זווית   (4 )C 90=    סכום אורכי 

 .ABDEבונים ריבוע  ABס"מ. על היתר  8הניצבים הוא 
 כדי ששטח   מה צריכים להיות אורכי הניצבים

 ?  יהיה מינימלי  AEDBCהמחומש 

 

 ,  ABCDס"מ חוסמים מלבן  8בחצי עיגול שרדיוסו   (5
 של המלבן מונחת על הקוטר,   ABכך שהצלע 

 מונחים על הקשת )ראה ציור(.  D-ו  Cוהקדקודים 
 כדי ששטח המלבן   ABות אורך הצלע מה צריך להי 

 יהיה מקסימלי? 
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) ABCזווית  -במשולש ישר (6 )B 90=  , 

  ס"מ. 30סכום אורכי הניצבים הוא 

 AD הוא תיכון לניצבBC. 
 חשב מה צריכים להיות אורכי הניצבים, 

 . מינימליעל מנת שריבוע אורך התיכון יהיה 

 

  סמ"ר.  600בחוברת פרסום, שטח כל עמוד הוא   (7
 ס"מ, 8רוחב השוליים בראש העמוד ובתחתיתו הוא  

 ס"מ.  3ורוחב השוליים בצדדים הוא  
 שהשטח כדי   מצא מה צריך להיות האורך והרוחב של כל עמוד

 בציור(.   המסומןהמיועד לדפוס יהיה מקסימלי )השטח  

 

 נמצאות על   E  ,F  ,Gהנקודות    ABCDבריבוע  (8
 כך   בהתאמה,  AB   ,BC  ,DCהצלעות 

  )ראה ציור(.  BF  =BE  ,CG  =CF -ש
 ס"מ.  6נתון כי האורך של צלע הריבוע הוא 

   x, והבע באמצעות   BEואת   BFאת  x- סמן ב  .א
   FCG -ו EBFאת הסכום של שטחי המשולשים 

 ( בציור  המסומן)השטח  

 ענה על הסעיפים הבאים: .ב

i. צא את  מx  .שעבורו סכום שטחי המשולשים הוא מינימלי 

ii.  .חשב את הסכום המינימלי של שטחי המשולשים 

 

 ס"מ.    10שאורך צלעו  ABCDנתון ריבוע  (9

E  היא נקודה כלשהי מחוץ לריבוע, כך שהמשולשDEC   הוא 
 (. EC  =ED) וקייםשווה ש

 )ראה ציור(.  N -ו Mבנקודות   ABשוקי המשולש חותכות את הצלע 
 כדי שהסכום של   AMמצא מה צריך להיות אורך הקטע 

 יהיה מינימלי.  EMN   ,AMD  ,BNCשטחי המשולשים 

 

 . במעגל זה חסום טרפז שו"ש, R  נתון מעגל שרדיוסו (10
   כך שהבסיס הגדול של הטרפז הוא קוטר במעגל )ראה ציור(.

 מבין כל הטרפזים החסומים באופן זה,  
 את אורך הבסיס הקטן בטרפז   Rהבע באמצעות  

 ששטחו מקסימלי. 
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 ס"מ.   10ורדיוסו   Oנתונה גזרה של רבע עיגול שמרכזו  (11
   DC, כך שרבע המעגל משיק לצלע ABCDבונים מלבן 

 נמצאים על    B-ו  Aבנקודת האמצע שלה, והקדקודים 
 הרדיוסים התוחמים את הגזרה )ראה ציור(. 

 שנוצרים באופן   ABCDמבין כל האלכסונים של המלבנים 
 ביותר. האלכסון הקצר  זה, מצא את אורך

 

12) ABCDE  הוא מחומש המורכב ממשולשABE   
 )ראה ציור(. EBCDוממלבן 

 .AE  =ABס"מ =  BC ,4ס"מ =    2נתון:  
 מצא את השטח של המחומש ששטחו מקסימלי. 

 

   ABCמתבוננים בכל המשולשים ישרי הזווית  (13
 כמתואר בציור.  Rהחוסמים חצי מעגל שרדיוסו  

 מהן זוויות המשולש שסכום הניצבים שלו הוא מינימלי? 

 

 חסומים משולשים כך שהגודל   Rבמעגל שרדיוסו   (14

של הזווית בכל אחד מהמשולשים הוא  
2

5


. 

 מצא את הזוויות במשולש בעל ההיקף המקסימלי.
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 תשובות סופיות: 

AEס"מ  1.7 (1 =.   

)א. (2 )30x x−      0.25  -ב.  כל צלע שווה ל p.     

xס"מ   3.75 (3 =. 

4) AC BC 4= =.  

5) AB 2 32=.  

BCס"מ  24  (6 ABס"מ  6, = =      . 
     ס"מ.      15ס"מ, רוחב:  40אורך:  (7

2א. (8 6 18S x x= − i   .3xב.     +  סמ"ר.     ii .9ב.      =

9) 
5

AM
2

=.  

Rבסיס קטן  (10 =    . 

11)  4       .ס"מ  5

12) 12  סמ"ר.        3

13) 45  , 45  , 90  .  

14) 
3 3 2

 ,  , 
10 10 5

       . 
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 : בשונות בהנדסת המרחבעיות קיצון 

 :שאלות

 גובהו של "מגדל" הבנוי משתי קוביות )לאו דווקא שוות(   (15
   ס"מ. 8הוא  

 מה צריך להיות אורך המקצוע של הקובייה התחתונה כדי  
 שנפח המגדל )סכום נפחי הקוביות( יהיה מינימלי?

 

 ס"מ, ובסיסה ריבוע, שאורך  yבונים תיבה שגובהה   (16
 ס"מ )ראה ציור(, כך שההיקף של כל אחת  xצלעו  

 ס"מ.   12-מהדפנות הצדדיות שווה ל
 אורך צלע הבסיס כדי שנפח התיבה   מה צריך להיות
 יהיה מקסימלי? 

 

 שבסיסה ריבוע ושטח פניה  , פתוחה מלמעלה יש לבנות תיבה (17
 )במקרה זה שטח הפנים מורכב מבסיס אחד   סמ"ר 75הוא  

 מכל התיבות שאפשר לבנות, מצא    ומארבע פאות צדדיות(.
 שנפחה מקסימלי.  את ממדי התיבה )צלע הבסיס וגובה(

 

 יש להכין מחוט תיל "שלד" )מסגרת( של תיבה, שבסיסה ריבוע   (18
 סמ"ק.  1000ונפחה  

 מהו האורך המינימלי של החוט הנחוץ ליצירת התיבה? 

 

 ס"מ יש לבנות מנסרה משולשת ישרה,   aמחוט שאורכו   (19
 מצא איזה חלק מאורך   שבסיסה הוא משולש שווה צלעות. 

 כדי  yואיזה חלק לגובה   xהחוט יש להקצות לצלע הבסיס  

 (:aשיתקיים )בטא ע"י  

 שטח המעטפת של המנסרה יהיה מקסימלי.  .א

 נפח המנסרה יהיה מקסימלי.  .ב

 

 ל הפירמידות המרובעות, המשוכללות והישרות, שאורך המקצוע  מכ (20
 . המקסימלי, מצא את נפחה של הפירמידה בעלת הנפח  aהצדדי שלהן הוא  

 

 מכל הפירמידות הישרות, שבסיסן ריבוע ושטח הפנים שלהן   (21
 סמ"ר, חשב את נפחה של הפירמידה בעלת   200הוא  

 הנפח המקסימלי.
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 ס"מ )ראה ציור(.  12לכסון החתך הצירי של גליל ישר הוא א (22
 מצא מה צריכים להיות גובה הגליל ורדיוס בסיסו כדי שנפחו  

 יהיה מקסימלי. 

 

  מ"ק. 64ח מלמעלה שקיבולו  נתון מיכל גלילי פתו  (23
 המיכל עשוי כולו מפח.  

 הראה כי שטח הפח הוא מינימלי כאשר רדיוס הבסיס  

הוא  
3

4


 מטר.  

 

 ס"מ   10מבין כל החרוטים שאורך הקו היוצר שלהם הוא  (24
 ? מהו נפח החרוט שנפחו מקסימלי )ראה ציור(,

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות: 

 ס"מ.       4 (15
 ס"מ.       4 (16
 ס"מ.       2.5גובה:   ,ס"מ 5צלע הבסיס:   (17
 ס"מ.       120 (18

א. (19
1 1

 , 
12 6

x a y a= ב.        =
1

 
9

x y a= =    . 

20) 34 3

27
a     . 

21) 
500

3
      .סמ"ק 

 ס"מ.     24ס"מ.   רדיוס:   48גובה:   (22

   הוכחה. (23
 סמ"ק.     403.1 (24
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 :שונות בפונקציות וגרפים בעיות קיצון

 :שאלות

2, הנמצאת על גרף הפונקציה   Aמנקודה  (25 5y x x= − + , 

 )ראה ציור(.  ABOCכך שנוצר מלבן   מורידים אנכים לצירים

 כדי   Aה צריכים להיות שיעורי הנקודה מ .א
 ? שהיקף המלבן יהיה מקסימלי

 כדי   Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה  .ב
 שהיקף המלבן יהיה מינימלי? 

 

29y  בפרבולה (26 x=  ,  ABCDחוסמים מלבן   −

  )ראה ציור(. x- מונחת על ציר ה  ABכך שהצלע 
 כדי ששטח המלבן   CDמה צריך להיות אורך הצלע 

 יהיה מקסימלי? 

 

29yחסום בין גרף הפרבולה    ABCDטרפז  (27 x=  לבין   −
 )ראה ציור(.  x  - ציר ה

 כדי ששטח   Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה  .א
 יהיה מקסימלי?  ABCDהטרפז 

 . ABCDחשב את השטח המקסימלי של טרפז  .ב

 

2  נתונה הפרבולה (28 12y x= − + . 
 חותך את הפרבולה   x- ישר המקביל לציר ה 

 )ראה ציור(.  B  -ו  Aבנקודות 
 .Oעם ראשית הצירים,   B -ו  Aמחברים את הנקודות 

 כדי ששטח   ABמה צריך להיות אורך הקטע  .א
 יהיה מקסימלי?  AOBהמשולש 

 ?  AOBמהו השטח המקסימלי של המשולש  .ב

 

21נתונים הגרפים של שתי פרבולות:   (29
7

2
y x= 21- ו +

3
4

y x x= − +.  

 חותך את שתי הפרבולות   y- קו מקביל לציר ה

 מבין כל הקטעים המתקבלים  )ראה ציור(.  Q -ו  Pבנקודות  
 .PQשל הקטע   המינימליבאופן זה, מצא את האורך 
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yנתון גרף הפונקציה   (30 x= . 

)נתונה הנקודה  x- על ציר ה )A  )ראה ציור(.  4.5,0

 , כך שריבוע  Mמצא על גרף הפונקציה נקודה  
 יהיה מינימלי.  AMהמרחק 

 

3מצא על הישר   (31 4y x= )יותר לנקודה  את הנקודה הקרובה ב  − )0,1. 

 

 בציור שלפניך מתוארים הגרפים של   (32

)הפונקציות:   ) ( )3  , 36 6f x x g x x= = −. 

 , x- מלבן חסום בין הגרפים של הפונקציות ובין ציר ה
 כמתואר בציור.  

 מצא את השטח הגדול ביותר האפשרי למלבן שחסום  
 . באופן זה

 

2  דרך איזו נקודה על הפרבולה  (33 2y x x= −  צריך   +
 להעביר משיק, כדי ששטח הטרפז, הנוצר על ידי  

1xהמשיק והישרים: =   ,0x 0y- ו = = 
 שבציור( יהיה מינימלי?  המסומן)השטח  

 

2yנמצאת על גרף הפונקציה    Bנקודה  (34 x= .ברביע הראשון  

A   היא הנקודה( )0,a 0.5כי   כאשר ידועa   .)ראה ציור( 

 ,  Bאת שיעורי הנקודה   aבטא באמצעות   .א
 הוא מינימלי.  ABשעבורה המרחק 

 .2המרחק המינימלי הוא   aמצא עבור איזה ערך של   .ב

 

2yנתונה הפרבולה   (35 x=  ונתון משיק לפרבולה שמשוואתו , 

6היא   9y x= ). בנקודה  − )2,t t   שעל הפרבולה מעבירים 

   משיק נוסף לפרבולה.
 )ראה ציור(.  Mהמשיקים נחתכים בנקודה 

 .t  הבע את משוואת המשיק הנוסף באמצעות .א

 ר את  שעבורו אורך הקטע, המחב tמצא את   .ב
 עם קדקוד הפרבולה יהיה מינימלי.  Mהנקודה  
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)במערכת צירים נתונות הנקודות   (36 )A )- ו 2,2 )B 2, 2−. 

 היא נקודה על   O.  Mראשית הצירים היא בנקודה 
0xבתחום   x- ציר ה  . 

   ,Mמה צריכים להיות שיעורי הנקודה 
 יהיה מינימלי?  MB  +MA  +OMכדי שהסכום: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות: 

)א.    (25 )A )ב.        3,6 )A )או  0,0 )A 5,0     . 

26) CD 2 3=      . 

)א.    (27 )A  .    32ב.       1,8

ABא. (28 AOBב.   =4 16S =      . 

29) PQ 4=      . 

30) ( )M 4,2      . 

31) ( )1.5,0.5     . 

32) 8      . 

33) ( )0.5,0.75.     

א. (34
2 1 2 1

B ,
2 2

a a − −
  
 

     .4.25. ב      

22yא.  (35 xt t= ב.      −
3

37
t = −   . 

36) ( )M 0.845,0. 
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תוכן העניינים

1. אינטגרלים מידיים י 287

2. אינטגרלים עם חילוק פולינומים י 290

3. אינטגרלים עם זיהוי מבנים י 292

4. אינטגרלים טריגונומטריים י 293

5. אינטגרלים מעריכיים י 297

6. אינטגרלים לוגריתמיים י 299
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8. מציאת פונקציה קדומה י 301
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 :ידייםאינטגרלים מ

 :סיכום כללי

) של פונקציה פולינומית: האינטגרצי  • )
1

 , 1
1

n
n x

x dx c n
n

+

= +  −
+ . 

)    :aקבוע  הכפלה ב • )
1

 , 1
1

n
n ax

ax dx c n
n

+

= +  −
+ . 

)   חיבור וחיסור איברים:   • ) ( )( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx+ = +  . 

) אינטגרציה של ביטוי ליניארי בחזקה:   • )
( )

( )
( )

1

 , 1
1

n

n ax b
ax b dx c n

n a

+
+

+ = +  −
+ . 

 

 אלות:ש

 האינטגרלים הבאים:   אתמצא  (1

3x .א dx 512 .בx dx 

4x .ג dx 32 .דx dx 

52 .ה

3
x dx 7 .וdx 

 .ז
2

4 35 1
16 4

6 2 3

x
x x x dx

 
+ − + − 

 
 ח. 

3
24 2

5

x ax
ax b dx

b

 
− − + 

 
 

 

 מצא את האינטגרלים הבאים:  (2

3x .א dx−

 ב. 
3

1
dx

x
 

 .ג
2 4 3

1 3 a x
dx

x x x a

 
+ − + 

 
 ד. 

3

3

2 2x x
dx

x

+ −
 

 
 
 
 
 

 

1

פרק 18חשבון אינטגרלי - האינטגרל הכלל...

287

287



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                    
 

 מצא את האינטגרלים הבאים:  (3

 .א
1

2x dx ב. xdx 

1 .ג
dx

x
 ד. 

4
3 x dx

x

 
+ 

 
 

 

 מצא את האינטגרלים הבאים:  (4

) .א )
3

5 1x dx− ב. ( )
4

3 2 7x dx− ג. 
( )

2

18

6 5
dx

x +
 

1 .ד

6 3
dx

x −
 ה. ax bdx+ 

 

 הבאים )שאלות מסכמות שונות(:  מצא את האינטגרלים (5

 .א
1

dx
x x
  ב. ( )22 1x x dx− +  

) .ג )
2

2 1x dx+ ד. ( )( )2 1 2x x dx+ + 

 .ה
2 4

2

1 2x x
dx

x

+ +
 ו. 

1x
dx

x

+
 

) .ז )
10

2 2 1x x dx− + ח. 
( )

5

4

2
dx

x −
 

3 .ט 4 10x dx− י. 
( )

4
1

x
dx

x −
 

 . יא
1

1
dx

x x− −
 יב . 

1 1

x
dx

x + +
 
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 תשובות סופיות:

א. (1
4

4

x
c+      .62בx c+      .ג 

5

5

x
c+      .ד

4

2

x
c+        .ה

6

9

x
c+    .7וx c+   

ז.
5 3

4 2 1
4 2

6 6 3

x x
x x x c+ − + − ח.           +

4 3 2

5 3

x ax ax
bx c

b
− − + +. 

א. (2
2

2

x
c

−

− ב.      +
2

1

2
c

x
− ג.      +

2

3 2

1 1

2 2

a x
c

x x x a
− − + + ד.    +

2

1 1
2x c

x x
− + +. 

א. (3
1.5

1.5

x
c+       .32ב

3
x c+    .2ג x c+        .38ד 2x x c+ +. 

א. (4
( )

4
5 1

20

x
c

−
ב.    +

( )
5

3 2 7

35

x
c

−
− ג.       +

3

6 5
c

x
− +

+
     

ד.
6 3

3

x
c

−
ה.     +

( )
3

2

3

ax b
c

a

+
+    . 

 א. (5
2

c
x

− 3ב.      + 22 1

3 2
x x x c− + ג.    +

5 32

5 3

x x
x c+ + +  

ד. 
4 3 22

2
4 3 2

x x x
x c+ + + ה.    +

31
2

3

x
x c

x
− + + +  

ו.  
1.5 0.5

32
2

1.5 0.5 3

x x
c x x c+ + = + ז.      +

( )
21

1

21

x
c

−
+  

ח.  
( )

4

1

2
c

x
− +

−
)ט.     )

4
3

3
4 10

16
x c− +  

י.  
( ) ( )

2 3

1 1

2 1 3 1
c

x x
− − +

− −
)יא.     )

3 32 2
1

3 3
x x c− − − +  

)יב.   )
32

1
3

x x c+ − +. 
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 :חילוק פולינומיםאינטגרלים עם 

 סיכום כללי:

)בחילוק פולינום   )p x  בפולינום( )q x   :נכתב(( ) ( )p x q x  שלבים:   4( יש לבצע 

)חילוק האיבר במעלה הגבוהה ביותר של   (1 )q x   באיבר במעלה הגבוהה ביותר של( )p x. 

)רישום תוצאת החילוק בצד והכפלתה בכל הפולינום המחלק   (2 )q x. 

)חיסור של תוצאת ההכפלה בפולינום המחולק   (3 )p x. 

 חזרה לשלב הראשון כאשר מבצעים את חילוק האיבר במעלה הגבוהה ביותר   (4

)של  )q x   .בתוצאת החיסור 

 

 התהליך מסתיים כאשר לא ניתן לחלק עוד. 
 במידה ותוצאת החיסור האחרונה מניבה ביטוי שמעלתו קטנה משל האיבר המחלק  

)-ב )q x   .אז נתייחס לביטוי זה כאל שארית החלוקה 

 

 שאלות:

 : בצע את חילוק הפולינומים הבאים

1) 
2 5 14

2

x x

x

− −

+
 2) 

3 2 3 5

1

x x x

x

+ + −

−
 

3) 
4 3 2 14 3

3

x x x x

x

+ − + −

+
 4) 

3 24 9

3

x x

x

− +

−
 

5) 
3 25 4 20

5

x x x

x

+ − −

+
 6) 

3 2 1

1

x x x

x

− + −

−
 

7) 
4 3 2

2

4 6 31 99 10

10

x x x x

x x

+ + + +

− +
 8) 

24 1

2

x x

x

+ −

−
 

 מצא את האינטגרלים הבאים:  (9

 .א
2 5 14

2

x x
dx

x

− −

+ ב. 
3 2 3 5

1

x x x
dx

x

+ + −

− 

 .ג
4 3 2 14 3

3

x x x x
dx

x

+ − + −

+ ד. 
3 24 9

3

x x
dx

x

− +

− 

 .ה
3 25 4 20

5

x x x
dx

x

+ − −

+ ו. 
5 4 22 4 1

2 1

x x x
dx

x

+ − +

+  
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 תשובות סופיות:

1) 7x− 2) 2 2 5x x+ + 

3) 3 22 5 1x x x− + − 4) 2 3x x− − 

5) 2 4x − 6) 2 1x + 

7) 24 10 1x x+ + 8) 
17

4 9
2

x
x

+ +
−

 

א. (9
2

7
2

x
x c− ב.      +

3
2 5

3

x
x x c+ + ג.       +

4 3 22 5

4 3 2

x x x
x c− + − +         

ד.
3 2

3
3 2

x x
x c− − ה.  +

3

4
3

x
x c− ו.         +

5
2

5

x
x x c− + +. 
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 אינטגרלים עם זיהוי מבנים:

 סיכום כללי:

באינטגרציה של ביטוי מורכב נזהה האם המבנה תואם לזה המתקבל באחת מהגזירות של  
 פונקציות מורכבות כדלהלן:  

גזירה:  
2

1 '
'

u
y y

u u
= → = אינטגרציה:       −

2

' 1u
dx c

u u
− = +. 

גזירה:  
1 '

'
2

u
y y

u u
= → אינטגרציה:      =

'

2

u
dx u c

u
= +. 

'1:  גזירה 'n ny u y n u u−= → =        :אינטגרציה( )1 'n nn u u dx u c−  = +. 

)  כאשר )u u x=   היא פונקציה כלשהי שלx. 

 

 שאלות:

 מצא את האינטגרלים הבאים:  (1

 .א
( )

2
2

2

1

x
dx

x
−

−
  ב. 

( )

2

2
3 6

x
dx

x +
  

 .ג
( )

2
2

2

4 1

x
dx

x x

−

− +
  ד. 

2 2

x
dx

x +
  

 .ה
2

6 3x
dx

x x

−

−
  ו. ( )

3
28 1x x dx+  

) .ז )( )
2

2 32 6x x x dx− −   

 

 

 תשובות סופיות: 

א. (1
2

1

1
c

x
+

−
ב.         

( )3

1

3 6
c

x
− +

+
ג.         

( )2

1

2 4 1
c

x x
− +

− +
        

2ד. 2x c+ 26ה.  + x x c− − )ו.         + )
4

2 1x c+ +        

ז.
( )

3
36

9

x x
c

−
+. 
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 אינטגרלים טריגונומטריים:

 סיכום כללי:

 כללי האינטגרציה של פונקציות טריגונומטריות: 

     
2

2

1
tan

cos

1
cot

sin

dx x c
x

dx x c
x

= +

= − +





 

sin cos

cos sin

xdx x c

xdx x c

= − +

= +





 

 

 שאלות:

 : )שאלות יסודיות( חשב את האינטגרלים הבאים (1

 .א
2

4
sin 3cos 5

cos
x x dx

x

 
− + + 

 
 

 .ב
2

4
cos3 2sin 4

cos 3
x x dx

x

 
− + 

 
 

) .ג )
2

2

1 cos
sin

cos

x
x dx

x


 +
− + 

 
 

sin .ד 2 4cos
3

x
x dx

 
− 

 
 

 .ה
2

1

cos 4
dx

x 

 .ו
2

1

sin 10
dx

x 

 

 חשב את האינטגרלים הבאים )שימוש בזהויות(: (2

) .א )2sin cosx x dx  ב. ( )sin 3 cos3x x dx 

) .ג )4 4sin cosx x dx−  ד. ( )2sin x dx  
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 : )שאלות מסכמות עם שימוש בזהויות( האינטגרלים הבאיםחשב את   (3

) .א )2 2cos sinx x dx− ב. ( )
2

sin cosx x dx+ 

2tan .ג xdx ד. ( )( )sin cos cos 2x x x dx 

 .ה
( )

2

1

sin cos
dx

x x
 2 .וcos xdx 

2sin .ז 4xdx 4 .חsin 4xdx 

4cos .ט x dx י. 
1 cos 2

1 cos 2

x
dx

x

+

−
 

2 . יא 4sin cosx xdx יב . sin 5 sin

sin 4 sin 2

x x
dx

x x

−

− 

sin . יג 7 cos5x xdx 3 . ידsin 4xdx 

3cos . טו xdx  

 

 (:  אתגרשאלות  חשב את האינטגרלים הבאים ) (4

 .א
3sin

1 cos

x
dx

x−
) .ב  )4 4sin cosx x dx+ 

 .ג
3

2

2

1 cos

cos
x

x
dx

+
  

 

 : )זיהוי מבנים( חשב את האינטגרלים הבאים (5

 .א
cos

sin

x
dx

x

 
 
 
  ב. 

2

sin

cos

x
dx

x

 
 
 
 

) .ג )2cos sinx x dx   
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 :זיהוי מבנים(שאלות מסכמות ב) חשב את האינטגרלים הבאים (6

) .א )2cos 2 1 4x xdx+  ב. ( )4 3cos 10 1x x dx+  

) .ג )cos sin cosx xdx ד. ( )2sin 1x xdx+  

 .ה
sin x

dx
x

 ו. 
2

tan

cos

x
dx

x 

 .ז
cos

2sin

x
dx

x
  

 

 :(arctan)זיהוי מבנים עם פונקצית  חשב את האינטגרלים הבאים (7

 .א
2

arctan

1

x
dx

x + ב. 
2

arctan

1

x
dx

x + 
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 תשובות סופיות:

cosא. (1 3sin 4tan 5x x x x c− − + + ב.       +
sin 3 cos 4 4 tan 3

3 2 3

x x x
c+ + + 

)ג. )cos tanx x x c − + +  ד.      +
1

cos 2 12sin
2 3

x
x c− − +        

.  ה
1

tan 4
4

x c+          ו.
1

cot10
10

x c− +. 

א. (2
1

cos 2
2

x c− ב.       +
cos 6

12

x
c−  ג.      +

sin 2

2

x
c− +   

ד. 
1 1

sin 2
2 4

x x c− +.      

א.  (3
1

sin 2
2

x c+   .ב
1

cos 2
2

x x c− tanג.  + x x c− + 

ד. 
1

cos 4
16

x c− tanה.   + cotx x c− ו.   +
1 1

sin 2
2 4

x x c+ + 

ז. 
1 1

sin8
2 16

x x c− ח.   +
3 1 1

sin8 sin16
8 16 128

x x x c− + + 

ט. 
3 1 1

sin 2 sin 4
8 4 32

x x x c+ + cotי.    + x x c− − + 

יא.  
1 1 1 1

sin 2 sin 4 sin 6
16 64 64 192

x x x x c+ − − + 

2sinיב.   x c+     .יג
1 1

cos12 cos 2
24 4

x x c− − + 

יד.  
3 1

cos 4 cos12
16 48

x x c− + טו.     +
3 1

sin sin 3
4 12

x x c+ + . 

א.  (4
1

cos cos 2
4

x x c− − ב.  +
3 1

sin 4
4 16

x x c+ ג.  +
1

3 sin 2 2sin
2

x x x c+ − +  

2א. (5 sin x c+      .ב
1

cos
c

x
31ג.         +

sin
3

x c+ 

)א.  (6 )2sin 2 1x c+ )ב.   + )41
sin 10 1

40
x c+ +  

)ג.  )sin sin x c+   .ד( )21
cos 1

2
x c− + 2cosה.    + x c− +  

21ו.  
tan

2
x c+    .2זsin x c+. 

21א.  (7
arctan

2
x c+    .32ב

arctan
3

x c+ . 
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 אינטגרלים מעריכיים:

 סיכום כללי:

 מיידים של פונקציות מעריכיות:  אינטגרלים

   : אינטגרלים יסודיים •
ln

x
x a

a dx c
a

= +     ;x xe dx e c= +. 

 אינטגרלים של פונקציות מורכבות:  •
ln

mx n
mx n a

a dx c
m a

+
+ = +

  ;
mx n

mx n e
e dx c

m

+
+ = +. 

 

 שאלות:

  : )שאלות יסודיות( חשב את האינטגרלים הבאים (1

) .א )35 1x x xe e e dx−− + + ב. ( )23 5x x dx+ 

) .ג )4 16 xe dx−

 ד. ( )
2

x xe e dx−+ 

 

 :)פישוט ע"י חילוק(  חשב את האינטגרלים הבאים (2

 .א
2 1

1

x

x

e
dx

e

−

− ב. 
3 23 5 4 2

1

x x x

x

e e e
dx

e

− + −

− 

 

 : )שאלות יסודיות נוספות( הבאים חשב את האינטגרלים  (3

) .א )4x xe e dx−+ ב. ( )
2

1xe dx+

 

 .ג
2 32 4 10

5

x x x

x
dx

+ +
 ד. 

3 4

1
4 x

x
e dx

e

 
+ 

 
 

 

  :)זיהוי מבנים( חשב את האינטגרלים הבאים (4

 .א
3

x

x

e
dx

e

 
 

+ 
 ב. 

( )
2

3

3

x

x

e
dx

e x

 
− 

 −
 

 ג. ( )
2xxe dx 

 .ד
2

2xe xdx ה. 
22xe xdx−

 ו. 
tan

2cos

xe
dx

x 
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 תשובות סופיות:

א.  (1
3

5
3

x
x xe

e e x c−− − + ב.  +
23 5

ln 3 2ln 5

x x

c+ +   

ג. 
1

2
23

x

e c
−

2ד.    + 21 1
2

2 2

x xe x e c−+ − + 

xeא.  (2 x c+  ב.   +
23

2 2
2

x
xe

e x c− + + 

41א.  (3

4

x xe e c−− 2ב.   + 21

2

xe c+ +   

0.4ג.  3.2 200

ln 0.4 ln3.2 ln 200

x x x

c+ + ד. +
4

3
3

8
4

x

xe e c
−

− + 

2 א. (4 3xe c+  ב.   +
1

3x
c

e x
+

−
 ג.  

21

2

xe c+ 

ד. 
2xe c+     .ה

22

4

xe
c

−

− tanו.    + xe c+. 
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 אינטגרלים לוגריתמיים:

 סיכום כללי:

 : לוגריתמיותאינטגרלים מיידים של פונקציות 

    : אינטגרל יסודי •
1

lndx x c
x

= +. 

  אינטגרל של פונקציה מורכבת: •
1 1

lndx ax b c
ax b a

= + +
+. 

 

 שאלות:

  : )שאלות יסודיות( חשב את האינטגרלים הבאים (1

 .א
3 2 4

1 3 1
dx

x x x

 
+ − 

+ − 
 ב. 

2 3 4x x
dx

x

+ −
 ג. 

2

3

9

x
dx

x

+

− 

 

 )שאלות יסודיות נוספות(:  חשב את האינטגרלים הבאים (2

 .א
1

4
dx

x ב. 
21 x x

dx
x

+ +
 ג. 

2
1

1 dx
x

 
+ 

 
 

 .ד
1

4 1
dx

x − ה. 
3

2

x
dx

x

+

+ ו. 
4 1

2

x
dx

x

+

+ 

 

 :)חילוק פולינומים( חשב את האינטגרלים הבאים (3

 .א
2 3 5

1

x x
dx

x

+ +

+ ב. 
3 2 5 6

2

x x x
dx

x

− + −

− ג. 
4 3

1

x
dx

x

+

+ 

 

 : )זיהוי מבנים( חשב את האינטגרלים הבאים (4

 .ד
2

2

3

x
dx

x − ה. 
2

1

2

x
dx

x x

−

− ו. 
5

x

x

e
dx

e + 

 .ז
x x

x x

e e
dx

e e

−

−

−

+ ח. 
cos

sin

x
dx

x  
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 )זיהוי מבנים נוספים(:  חשב את האינטגרלים הבאים (5

 .א
2

2

1

x
dx

x + ב. 
2

3 1

x
dx

x + ג. tan xdx 

cot .ד xdx ה. 
2

1

x

x

e
dx

e

+

+ ו. 
1

ln
dx

x x 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות: תשובות 

 א. (1
4ln 3 1

3ln 2ln 1
3

x
x x c

−
+ + −  ב. +

2

3 4ln
2

x
x x c+ − lnג.      + 3x c− + 

א. (2
ln

4

x
c+     .ב

2

ln
2

x
x x c+ + +    

ג.
1

2lnx x c
x

+ − ד.    +
ln 4 1

4

x
c

−
+  

lnה. 2x x c+ + +
 

4ו.    7ln 2x x c− + +
 

 

 א. (3
2

2 3ln 1
2

x
x x c+ + +  ב.  +

3 2

7 8ln 2
3 2

x x
x x c+ + + − +  

 ג.
4 3 2

4ln 1
4 3 2

x x x
x x c− + − + + + 

2lnא.  (4 3x c− 21 ב.     +
ln 2

2
x x c− lnג.  + 5xe c+ +  

lnד.  x xe e c−+ lnה.     + sin x c+ 

2lnא.  (5 1x c+ 31ב.       +
ln 1

3
x c+ +  

lnג.  cos x c− lnד.      + sin x c+ 

2ה.   ln 1xe e c+ lnו.      + ln x c+. 
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 : מציאת פונקציה קדומה

 שאלות: 

)נתונה נגזרת של פונקציה:    (1 ) 2' 3 7f x x= −. 

)מצא את הפונקציה אם ידוע שהיא עוברת בנקודה   )2, 1−. 

 

)נתונה נגזרת של פונקציה:    (2 )' 2 6f x x= − . 

 .  5ערך הפונקציה בנקודת הקיצון שלה הוא 
 מצא את הפונקציה. 

 

)הנגזרת של פונקציה   (3 )f x :היא ( ) 2' 8 2f x x x= − ). נתון:   + )2 1f − =. 

)מצא את   .א )f x. 

1xמצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה   .ב =. 

 

)נתונה הנגזרת של פונקציה  (4 )f x :( ) 2' 9 4f x x= − . 

1xערך הפונקציה בנקודה    .  3הוא   =

1xמצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה:   .א =. 

)מצא את   .ב )f x. 

 מצא את נקודות החיתוך של המשיק עם הצירים. .ג

 

)הנגזרת של פונקציה   (5 )f x  :היא( )' 2 3f x x= − . 

 . -3ששיפועו הוא לפונקציה משיק 

 של נקודת ההשקה.   - מצא את שיעור ה .א

)מצא את   .ב )f x  7אם ידוע כי ערך הפונקציה באותה הנקודה הוא  . 

 

)הנגזרת של פונקציה   (6 )f x  :היא( )' 6 5f x x= − − . 

 .x-ון החיובי של ציר ה עם הכיו יוצר זווית של   Aהמשיק לפונקציה בנקודה 

 .  Aשל הנקודה  x- מצא את שיעור ה .א

)מצא את   .ב )f x  6אם ידוע כי ערך הפונקציה באותה הנקודה הוא-  . 

 מצא את משוואת המשיק.  .ג

 

x

45
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)הנגזרת של פונקציה   (7 )f x  :היא ( )' 3 4f x x= −. 

2הישר   5y x= )משיק לגרף הפונקציה. מצא את   + )f x. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

1) ( ) 3 7 5f x x x= − +. 

2) ( ) 2 6 14f x x x= − +  . 

)א. (3 )
3

2 2
4 2 23

3 3

x
f x x x= − + 5ב.  + 27y x= − + . 

5א. (4 2y x= )ב.        − ) 33 4 4f x x x= − )ג.        + ) ( )0, 2  , 0.4,0−. 

0xא.  (5 )ב.        = ) 2 3 7f x x x= − +. 

1xא. (6 = )ב.        − ) 23 5 8f x x x= − − 5yג.      − x= −  . 

7) ( )
23

4 11
2

x
f x x= − +. 
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 :מציאת פונקציה קדומה כאשר נתונה נגזרת שנייה

 :שאלות

)נתונה הנגזרת השנייה של פונקציה:  (1 )'' 6 6f x x= . שיפוע הפונקציה בנקודת  +

 . מצא את הפונקציה. 1וערך הפונקציה בנקודה זו הוא     -12הפיתול שלה הוא 
 

)פונקציה  נתונה הנגזרת השנייה של ה (2 )f x :( )'' 8 6f x x= − . 

)מצא את   .א )'f x 2-אם ידוע כי לפונקציה יש נקודת קיצון בx =. 

)מצא את   .ב )f x   אם ידוע כי ערך הפונקציה בנקודת הקיצון הוא
2

3
. 

 

)נתונה הנגזרת השנייה של הפונקציה   (3 )f x :( )'' 2 3f x x= −. 

1xשיפוע המשיק לפונקציה בנקודה שבה   .א ). מצא את  4הוא  = )'f x. 

). מצא את 5ערך הפונקציה בנקודת ההשקה הוא  .ב )f x. 

 

)תונה הנגזרת השנייה של פונקציה: נ (4 ) 3

8
'' 1f x

x
= + . 

4yהמשיק לפונקציה בנקודת הפיתול שלה הוא הישר  =  . מצא את הפונקציה. −

 
 

 

 

 :תשובות סופיות

1) ( ) 3 23 9 10f x x x x= + − −. 

)א. (2 ) 2' 4 6 4f x x x= − )ב.  − )
3

24
3 4 10

3

x
f x x x= − − +. 

) א. (3 ) 2' 3 6f x x x= − )ב.     + )
3

23 1
6

3 2 6

x
f x x x= − + +. 

4) ( )
2 4

3 2
2

x
f x x

x
= + + +. 

 

1

פרק 18חשבון אינטגרלי - האינטגרל הכלל...

303

303



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                      
 

 :יה קדומה עם פונקציות טריגונומטריותמציאת פונקצ

 : שאלות

)תונה נגזרת של פונקציה:נ (1 )' cos 4sin 2f x x x= +. 

מצא את הפונקציה אם ידוע שהיא עוברת בנקודה
1

,1
6 2

 
 
 

. 

 

)  הנגזרת השנייה של פונקציה:נתונה   (2 )'' cos 4sin 2f x x x= − −. 

)שיפוע הפונקציה בנקודה  ),   מצא את הפונקציה. 3הוא . 

 

)נגזרת של הפונקציה  ה (3 )f x   :היא( )' sin cosf x x x= +. 

 הצירים. ידוע כי הפונקציה המקורית עוברת בראשית  .א

)הוכח כי הנגזרת   )'f x   והפונקציה המקורית( )f x  מקיימות 

)את המשוואה:   ) ( )' 2sin 1f x f x x+ = +. 

)מגדירים פונקציה חדשה  .ב )g x   :באופן הבא( ) ( ) ( )'g x f x f x= +. 

i.  המקסימום הנמצאת ברביע הראשון והקרובה ביותר  מצא את נקודת

)של הפונקציה   y- לציר ה )g x.  

ii.   מצא את נקודת המקסימום הנמצאת ברביע הראשון והקרובה ביותר

)של הפונקציה   y- לציר ה )f x. 

iii.  משוואת הישר העובר דרך שתי הנקודות שמצאת. כתוב את 
 
 

 

 

 :תשובות סופיות

1) ( ) sin 2cos2 2f x x x= − +. 

2) ( ) sin 2 cos 1f x x x x= + + + . 

).  iב.  (3 )0.5 ,3     ii  .( )0.75 , 2 1 +    iii.  0.746 4.172y x= − +      . 
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
פרק 19 - חשבון אינטגרלי - האינטגרל המסוים וחישובי שטחים

תוכן העניינים

1. האינטגרל המסוים י 305

2. חישובי שטחים יסודיים י 308

3. חישובי שטחים יסודיים עם פרמטרים י 314

4. חישובי שטחים כאשר נתונה נגזרת הפונקציה י 316

5. חישובי שטחים עם פונקציה רציונאלית י 319

6. חישובי שטחים עם פונקצית שורש י 321

7. חישובי שטחים עם פונקציות טריגונומטריות י 325

8. חישובי שטחים בין גרף הנגזרת והצירים י 328
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 :האינטגרל המסוים

 סיכום כללי:

)תהא פונקציה   )f x   שנגזרתה היא( )'f x (( )f x  מוגדרת בתחוםa x b .) 

)הקשר שבין האינטגרל המסוים לפונקציה קדומה הוא:   ) ( ) ( )'

b

a

f x dx f b f a= −. 

 

 הערה:  

 המיידיים של הפונקציות השונות אשר נלמדו.  האינטגרציהיש להשתמש בכל כללי  

 

 שאלות:

 חשב את ערכי הביטויים הבאים:  (1

) .א )
5

2

2

5x x dx+ ב. ( )
1

2

4

3x x dx

−

−

− 

) .ג )
3

3

3

4x x dx
−

+ ד. ( )
1

5

1

3 2 1x dx
−

− 

 .ה
( )

2

2

1

2

3
dx

x −
 ו. 

4

3

1

1x
dx

x

−
 

 .ז
0 2

3

2 7 4

4

x x
dx

x
−

+ −

+ ח. 
4 2

3

3 7 2

2

x x
dx

x

− +

− 

 .ט
2

1

3 1x dx− י. 
0

5

3

4
dx

x− −
 

 

 חשב את ערכי הביטויים הבאים:  (2

) .א )
0

cos x dx



 ב. ( )
0

sin 2 1x dx



+ 

) .ג )
2

2

2sin 3cos 2x x dx




−

− ד. 
3

2

0

3
2

cos
dx

x



 
+ 

 
 
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 הבאים:  הביטויים חשב את ערכי  (3

) .א )
8

5

0

4x x dx+   .ב( )
16

4

3

5 1x dx+   .ג
5

4
10

2

6
dx

x− −
 

 

)פניך האינטגרל הבא:  ל (4 )
1

4 7

a

x dx−. 

 .  -1- ערך האינטגרל יהיה שווה ל aמצא עבור אלו ערכים של  

 

)הבא:   האינטגרללפניך  (5 )
2

23
a

x x dx−. 

 .a- כתוב ביטוי לערך האינטגרל כתלות ב .א

- ערך האינטגרל יהיה שווה ל aמצא עבור אלו ערכים של   .ב
12

2

a −
. 

 

לפניך האינטגרל הבא:   (6
4

1 1

1

a

a

dx
x a x

+
 

− 
− + 

. 

 .a- כתוב את ערך האינטגרל כתלות ב .א

 .  2- עבורו ערך האינטגרל יהיה שווה ל a  מצא את ערכו של .ב

 

)לפניך האינטגרל הבא:   (7 )
0

0 3 , sin 2cos 2

a

a x x dx  + . 

 .  1- ערך האינטגרל יהיה שווה ל aמצא עבור אלו ערכים של  
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 תשובות סופיות:

 1ה.  - 182ד.   0ג.  - 126.75 ב.  91.5א.  (1

ו.  
9

32
  . 6י.    1.856ט.   9.5ח.   - 12ז.   

 ד.    0 ג.    ב.  0 א. (2
2

3 3 7.29
3
+ . 

א.  (3
1

45
3

ג.  33.76ב.   
2

18
3

 .  

4) 2 , 1.5a =. 

3א.  (5 21
6

2
a a− ב.    −

1
0 , 1 , 

2
a = −. 

)א.  (6 )4 2 1 5a a+ + − ב.  +
1

1
4

a =. 

7) 
5

 ,  , 
6 2 6

a
  

=. 
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 חישובי שטחים יסודיים:

 :שאלות

 גרף חשב את השטח המוגבל בין   (1

)  הפונקציה ) 2 2 3f x x x= + + , 

1xוהישרים   x- ציר ה 3x- ו  = =. 
 
 

 

2נתונה הפונקציה   (2 4 5y x x= − + +. 

 את נקודות החיתוך של  מצא  .א
 .x- הפונקציה עם ציר ה

 את השטח המוגבל בין גרף  מצא  .ב
 .y- וציר ה x- הפונקציה, ציר ה

 

 מצא את השטח המוגבל תחת   (3

)  הפונקציה ) 3 22f x x x x= −  x- וציר ה +

 . כמתואר באיור
 
 

 :x- שטח מתחת לציר ה שאלות עם  

)  נתונה הפונקציה (4 ) ( )24f x x x= −. 

 חשב את השטח המוגבל שמתחת הפונקציה  
 שברביע השלישי. x- וציר ה

 

)  נתונה הפונקציה (5 ) 4 21
2

2
f x x x= −. 

 חשב את השטח המוגבל שבין הפונקציה  
 .x- לציר ה
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 חשב את האינטגרל המסוים של   (6

2הפונקציה   6 5y x x= −  . 5-ל  0בין   +

1האם התוצאה מייצגת את סכום  השטחים:   2S S+ ? 

  אם כן, הסבר. אם לא, נמק וחשב את סכום זה.
 

3נתונה הפונקציה   (7 2 2y x x x= − −. 

 כמתואר באיור.  x- וציר ה  בין גרף הפונקציה 2S- ו 1Sהשטחים  יוצרים את  

 .x- עם ציר ה מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה .א

 .x- הפונקציה וציר ה  חשב את השטח הכלוא בין גרף .ב
 

 

 שאלות עם שטחים בין שתי פונקציות: 

)נתונות הפונקציות הבאות:  (8 ) 2 4 12f x x x= − )  -ו− ) 6g x x= − . 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הגרפים של הפונקציות הנ"ל.  
 
 

 

)נתונות הפונקציות :  (9 )
2

9 , 3y x y x= − + = −. 

 חשב את השטח המוגבל בין שתי הפונקציות. 
 

 

 

)נתונות הפונקציות:   (10 ) ( )2 21 , 7f x x g x x= − = −. 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הגרפים של  
 הפונקציות הנ"ל.  

 

)נתונות הפונקציות הבאות:  (11 ) 2 4f x x x= − )- ו + ) 4g x x= − +. 

1S- מסמנים את השטח הכלוא בין שני הגרפים ב 
 

 

  2S  -ב y- ואת השטח הכלוא בין הגרפים וציר ה

 כמתואר באיור. 

 מצא את נקודות החיתוך של הפונקציות.   .א

1חשב את היחס שבין השטחים:   .ב

2

S

S
. 
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): נתונה הפונקציה  (12 ) 3 4 5f x x x= − 5yוהישר   + =. 

 נקודות החיתוך של הפונקציה והישר. מצא את   .א

 חשב את השטח המוגבל ביניהן.  .ב
 

 

) נתונה הפונקציה : (13 ) 3 23 3f x x x x= − + . 

 בנקודות   חותך את גרף הפונקציה ACהישר 

)הבאות: ) ( ) ( )A 0,0  , B 1,1  , C 2,2. 

 . ACחשב את השטח המוגבל בין הפונקציה לישר 

 

)נתונות הפונקציות   (14 ) ( )
2

2f x x= )- ו   − ) ( )
2

2g x x= −  כמתואר באיור.  −

 .II-ו Iהתאם בין הפונקציות לגרפים  .א

 מסמנים את השטחים שבין כל פונקציה   .ב
 כמתואר באיור.  2S- ו 1S- והצירים ב 

 שווים זה לזה.  2S- ו 1Sהראה כי השטחים  

 

 שאלות עם שטחים מורכבים:

)נתונות הפונקציות:  (15 ) ( )2 22 1 , 6 9f x x x g x x x= − + = − +. 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות  
 .x- ובין ציר ה

 

23הפונקציות: נתונות  (16  , 4 6y x y x x= = − +. 

 מצא את קדקוד הפרבולה. .א

 נקודת חיתוך של הפרבולה עם הישר   מצא .ב
 שמשמאל לקדקוד הפרבולה.  

 חשב את השטח המסומן שבשרטוט.  .ג

 

2  נתונות הפונקציות: (17 24 14 , 4 6y x x y x x= − + = + +. 

 הפרבולות. דקודי  ושל ק x- מצא את שיעורי ה .א

 חשב את נקודת החיתוך בין שתי הפונקציות.  .ב

 חשב את השטח המסומן בשרטוט.  .ג
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)נתונות הפונקציות:   (18 ) ( ) ( ) ( )
2 2

3  , 3f x x g x x= − = +. 

 .x- חשב את השטח המוגבל בין שתי הפונקציות וציר ה
 

 

 

) נתונות שתי הפונקציות: (19 )
21 1

 , 2
2 2

y x y x= + = −. 

 מצא את השטח המוגבל בין שתי הפונקציות   .א
 .x- לציר ה

 מצא את השטח המוגבל בין שתי הפונקציות   .ב
 .y- לציר ה

 

)נתונות הפרבולות הבאות:  (20 ) 2 5f x x x= − )- ו + ) 2 3g x x x= − +.  

 .x- וציר ה חשב את השטח המוגבל בין הגרפים של הפרבולות

 
 
 

)נתונה הפונקציה:   (21 ) 2 6 12f x x x= + + . 

 חותך את גרף  ישר העובר בראשית הצירים 
4xהפונקציה בנקודה שבה   =  כמתואר באיור.  −

 מצא את משוואת הישר.  .א

 מצא את נקודת החיתוך השנייה של   .ב
 הישר והפונקציה. 

 מצא את השטח המוגבל בין הישר,   .ג
4xוהישר   x- גרף הפונקציה, ציר ה = −. 

 

22yנתונה הפונקציה:   (22 x= . 

)מעבירים משיק לגרף הפונקציה מהנקודה:   )A 1,2 . 

 . Bבנקודה  x-המשיק חותך  את ציר ה 
 .x- חשב את השטח המוגבל בין הפונקציה, המשיק וציר ה
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)  נתונה הפונקציה: (23 ) ( )
2

2f x x= −. 

  y- מנקודת החיתוך שלה עם ציר ה 
 . מעבירים משיק

 מצא את משוואת המשיק. .א

 x- מצא את נקודת החיתוך של המשיק עם ציר ה .ב

 .x- חשב את השטח הכלוא בין המשיק, גרף הפונקציה וציר ה .ג

 

)  משוואת הפרבולה היא: (24 ) 22 3 2f x x x= − + + . 

)הנקודות   ) ( )B 2,0  , C  הן נקודות חיתוך   0,2

 של הפרבולה עם הצירים. 
 . BCמקביל לישר   Dהמשיק לפרבולה בנקודה 

 מצא את משוואת המשיק. .א

 .x- וציר ה מצא את השטח המוגבל בין הפרבולה, המשיק   .ב

 .y- מצא את השטח המוגבל בין הפרבולה, המשיק וציר ה  .ג

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  תשובות סופיות: 

1) 
2

22
3

 יח"ש.  

)א.  (2 ) ( )1,0 ב.   −5,0 , 
1

33
3

 יח"ש.     

3) 
1

12
 יח"ש .  

 יח"ש.  4 (4

5) 
4

4
15

 יח"ש.    
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 יח"ש.   13  לא. השטח הוא:  (6

)א.  (7 ) ( ) ( )1,0  , 0,0 ב.  −2,0 , 
1

3
12

 יח"ש.      

8) 
1

57
6 

 יח"ש. 

9) 
5

20
6

    . יח"ש 

10) 
1

21
3

 יח"ש.  

)א.  (11 ) ( )1,3 ב.    4,0 , 
5

2
11

    . 

)א.  (12 ) ( ) ( )2,5  , 0,5    יח"ש.     8ב.     −2,5 , 

 יח"ש.   0.5 (13

)א.  (14 ) If x =
 

 ,( ) IIg x  ב. הוכחה.       =

15) 
2

3
     . יח"ש 

א. (16
 

( ב.     2,2(
 

( ג.     1,3(
5

3
6

 יח"ש.  

2x , 2 א. (17 x= = ) ב.    − )1,11
 

ג.     
1

25
3

 יח"ש.   

 יח"ש.  18 (18

א.  (19
4

3
ב.    יח"ש    

7
1

12
      .יח"ש 

20) 
1

16
3

 יח"ש.     

yא.  (21 x= )ב.         − ג.        −3,3(
5

7
6

 יח"ש.     

22) 
1

6
 יח"ש.     

4א.  (23 4y x= − )ב.      + )1,0
 

ג.     
2

3
 יח"ש.   

4yא. (24 x= − ב.     +
2

2
3

ג.   יח"ש.   
2

3
 יח"ש.     
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 :חישובי שטחים יסודיים עם פרמטרים

 : שאלות

2  נתונה הפרבולה: (25 8y ax= + . 

2xשיפוע המשיק לגרף הפרבולה בנקודה שבה    . -2הוא   =

 .aשב את  ח .א

 .yהפרבולה וציר   השטח המוגבל על ידי המשיק,  חשב את .ב

 

2yהפונקציה המתוארת בשרטוט היא:   (26 ax= , (a   .)פרמטר 

 הוא ריבוע.    ABCOהמרובע 
 נמצא על גרף הפונקציה.   Bהקדקוד 

 יחידות.    2ידוע כי אורך צלע הריבוע היא 
 ואת השטח המסומן בסרטוט.  aמצא את ערך הפרמטר  

 

3yנתונה הפונקציה   (27 x=  . 
x :x- מעבירים אנך לציר ה a= (a   )פרמטר חיובי 

 .x- שטח הכלוא בין האנך, גרף הפונקציה וציר ה כך שנוצר 

 את השטח המקווקו בציור.  aהבע באמצעות   .א

 .2a- אם ידוע כי שטח זה שווה ל  aחשב את   .ב
 

)נתונה הפונקציה:   (28 ) 2f x kx x= − . 

9yהישר    הפונקציה בשתי נקודות. חותך את גרף   =
 של אחת מנקודות החיתוך   x- ידוע כי שיעור ה

9xהוא   =. 

 .kמצא את ערך הפרמטר   .א

 מצא את נקודת החיתוך השנייה בין שני הגרפים.  .ב

 חשב את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה,   .ג
 )השטח המסומן(.  x- הישר וציר ה
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   תשובות סופיות: 

. א (25
1

2
a = ב.       −

4

3
 יח"ש.    

26) 
2 1

2  , 
3 2

a  יח"ש.   =

א.  (27
4

4

a
2aב.         =    . 

10kא.  (28 )ב.       = )1,9
 

ג.     
1

81
3 

 יח"ש.   
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 : חישובי שטחים כאשר נתונה נגזרת הפונקציה

 :שאלות

)נגזרת הפונקציה   (29 )f x :היא  ( ) 2' 3 8 12f x x x= − −. 

5yהישר   )חותך את גרף הפונקציה   = )f x  

 .y- על ציר ה

)צא את הפונקציה מ .א )f x. 

 מצא את השטח המוגבל בין הישר והפונקציה.  .ב

 

)הנגזרת של הפונקציה   (30 )f x :המתוארת באיור שלפניך היא  ( )' 3 2f x x= − . 

6yשמשוואתו:   ABישר   חותך את גרף   =

)הפונקציה  )f x  בנקודותA  ו -B . 

  x- מנקודות אלו מורידים אנכים לציר ה
 .  ABCDכך שנוצר מלבן 
 . 4הוא   Aשל הנקודה  x- ידוע ששיעור ה

)מצא את הפונקציה  .א )f x . 

 .x- הפונקציה, המלבן וציר החשב את השטח הכלוא בין גרף   .ב
 

)הן: י באיור שלפניך מתוארות הפונקציות שנגזרות (31 ) ( )' 4 2  , ' 2 1f x x g x x= − = − +. 

4xכאשר:  x- ידוע ששתי הפונקציות חותכות את ציר ה =. 

 מצא את הפונקציות.  .א

 חשב את השטח המוגבל בין הגרפים של שתי   .ב
 )המסומן(.  x- הפונקציות וציר ה

 
 

)נתונה פונקציה   (32 )f x . 

)משוואת המשיק לפונקציה   )f x  2שבה:  בנקודהx = 13yהיא:   − x= +. 

)הנגזרת של הפונקציה היא:  )' 4 7f x x= − −. 

)מצא את הפונקציה   .א )f x. 

 חשב את השטח הכלוא בין המשיק,   .ב
 .y- גרף הפונקציה וציר ה 

 

1

פרק 19חשבון אינטגרלי - האינטגרל המסו...

316

316



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                   
 

)נתונה פונקציה   (33 )f x :שנגזרתהּ היא  ( ) 2' 3 6 9f x x x= − −. 

20yמשיק לפונקציה ברביע הרביעי בנקודה שבה:   15ישר ששיפועו  = −. 

)מצא את הפונקציה   .א )f x. 

 ?  15האם יש עוד משיקים לגרף הפונקציה בעלי שיפוע  .ב
   מצא אותם.  -אם כן

 ענה על הסעיפים הבאים: .ג

i.   7הראה כי הנקודה שבהx  משותפת למשיק    =

)ולפונקציה שמצאת בסעיף הקודם  )f x. 

ii.   גרף הפונקציה  מצא את השטח הכלוא בין 
 הקודם )ראה איור(.   ףוהמשיק שמצאת בסעי

 

)באיור שלפניך חותך גרף הפונקציה:   (34 ) 2f x x=  

)הפונקציה  את גרף   )g x   2בנקודה שבהx =. 

)הנגזרת של הפונקציה   )g x :היא  ( )' 2 8g x x= −. 

)הפונקציה מצא את   .א )g x. 

 )המסומן(.   x- חשב את השטח הכלוא בין שני הגרפים וציר ה .ב
 

)באיור שלפניך מתוארים גרף הפונקציה   (35 )f x   2והישרy x= . 

)נגזרת הפונקציה  )f x   :היא( )' 2 6f x x= −  

 הפונקציה בנקודה שבה ערך  הישר חותך את  כי וידוע 
 . 16הוא  y- ה

)מצא את הפונקציה  .א )f x . 

 האם יש לגרף הפונקציה ולישר עוד נקודות חיתוך? אם כן מצא אותן.  .ב

 ח המוגבל בין גרף הפונקציה והישר.השטחשב את   .ג
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  תשובות סופיות: 

) א. (29 ) 3 24 12 5f x x x x= − − ב.        +
1

189
3 

 יח"ש.    

) א. (30 ) 2 3 10f x x x= − + ב.        +
1

27
6

 יח"ש.   

) א. (31 ) ( )2 24  , 12f x x x g x x x= − = − +  יח"ש.   46.5ב.        +

)א.  (32 ) 22 7 5f x x x= − − ב.       +
1

5
3

 יח"ש.    

)א.  (33 ) 3 23 9f x x x x= − 15ב.       − 28y x= +     

).  iג.   יח"ש.  ii .546.75ג.           7,133(

)א.  (34 ) ( )
2

4g x x= −
 

ב.       
1

5
3

 יח"ש.     

)א.  (35 ) 2 6f x x x= −
 

)ב.        )0,0
 

ג.      
1

85
3

 יח"ש.     
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 פונקציה רציונאלית: עם חישובי שטחים

 שאלות:

)  נתונות שתי פונקציות: (1 ) ( )2

1
 , f x g x x

x
= =. 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות,  
2xהישר    .  x- וציר ה =

 

 ענה על הסעיפים הבאים:  (2

)מבין כל המשיקים לגרף הפונקציה:  .א ) 2 3

2 1
f x

x x
= −   

 מצא את משוואת המשיק ששיפועו מינימלי. 

 באיור שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציה   .ב
 והמשיק שמצאת בסעיף א'.  

 בין גרף הפונקציה,    חשב את השטח הכלוא
 היוצא מנקודת החיתוך   x- המשיק ואנך לציר ה

 .x- של המשיק עם ציר ה

 

)נתונות שתי פונקציות:  (3 ) ( )
2

2

1 2
 , 

2

x x
f x g x

x x

+
= =

+
 . 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות,  
2xהישר    .x- וציר ה =

 

)באיור שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציות:  (4 ) 22f x x=
 

)- ו  ) 2

a
g x

x
=  

(a  :בתחום )0קבועx  . 
 ידוע כי הגרפים נחתכים ברביע הראשון בנקודה  

4yהנמצאת על הישר:   x=. 

 .aמצא את נקודת החיתוך של הגרפים ואת   .א

  x- חשב את השטח המוגבל בין שני הגרפים, ציר ה  .ב
4xוהישר:   =. 
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)גרף הפונקציה:   (5 )
2

2

a x
f x

x

−
= (a  חותך את ציר ה )קבוע -x בנקודה( )6,0  . 

 וכתוב את הפונקציה.  aמצא את   .א

   חשב את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, .ב
2xוהישר:   x- ציר ה =. 

 

)נתונה הפונקציה:  (6 )
( )

2
2

A
f x

x A
=

+
  (A חיובי פרמטר .) 

 ידוע כי שיפוע הפונקציה בנקודת החיתוך שלה עם 

הוא:   y- ציר ה
1

9
−. 

 .Aמצא את ערך הפרמטר   .א

 .y- החיתוך עם ציר הכתוב את משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודת  .ב

4.5xהראה כי המשיק חותך את גרף הפונקציה בנקודה שבה:    .ג = −. 

 שיק וגרף הפונקציה מהסעיף הקודם.  העבר ישר אופקי מנקודת החיתוך של המ .ד
 מצא את נקודת החיתוך הנוספת של ישר זה עם גרף הפונקציה. 

 (. חשב את השטח כלוא בין המשיק, הישר וגרף הפונקציה )היעזר באיור .ה
 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

     .יח"ש 1 (1

2yא. (2 x= − ב.        +
1

8
       .יח"ש 

 .   יח"ש  1 (3

) א. (4 )2,8  , 32a ב.          =
1

13
3

       .יח"ש 

) א. (5 )
2

2

36
=  , 36

x
f x a

x

−
 יח"ש.  8ב.       =

Aא.  (6 ב.         =6
1 1

9 6
y x= −  ג. הוכחה.     +

ד. 
2

1.5,
3

 
− 
 

ה.          
5

8 
 .   יח"ש
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 פונקצית שורש:  עםחישובי שטחים 

 שאלות:

)באיור שלפניך נתונה הפונקציה:   (1 )
3

f x x
x

= +. 

4yמעבירים ישר:   x=   החותך את גרף הפונקציה 

 המסומנת באיור.    Aבנקודה 

 .Aמצא את שיעורי הנקודה  .א

)חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   .ב )f x , 

4yהישר   x=ציר ה , -x ואנך לציר ה -x :4x =. 

 

)באיור שלפניך נתונה הפונקציה: (2 )
1

2
f x x

x
= +. 

 מצא את נקודת המינימום שלה.  .א

 מנקודת המינימום של הפונקציה מעבירים   .ב

)ישר לנקודה    . x-שעל ציר ה  2,0(

  x- לציר ה  מצא את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, הישר ואנך

)היוצא מהנקודה    החיתוך עם גרף הפונקציה.  עד לנקודת 2,0(

 

 מתוארים הגרפים של   הבא באיור  (3

)הפונקציות:   )
16

f x
x

)- ו  = ) 2g x x=. 

 מצא את נקודת החיתוך של הגרפים.  .א

 חשב את השטח המוגבל בין שני הגרפים,   .ב
9xוהישר   x- ציר ה =. 

 

)נתונה הפונקציה:  (4 ) ( )6f x x x= − . 

הכלוא בין הפונקציה, המשיק לפונקציה בנקודת  חשב את גודל השטח 
 .y- המינימום שלה וציר ה
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)  נתונה הפונקציה (5 )
2 1

x
f x

x
=

+
 ברביע הראשון.   

 לפונקציה העבירו משיק העובר בראשית הצירים. 
 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציה,  

3xהמשיק והישר   =. 

  

)באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה:  (6 )
1

1f x
x

= −. 

4xוהם:   x- מעבירים שני אנכים לציר ה =  
x- ו t= (4t  .)  :נסמן 

1S - וציר ה  השטח הכלוא בין גרף הפונקציה -x. 

2S- השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, ציר ה -x .והאנכים   

1ידוע כי:   28S S= .   מצא אתt. 

 

)נתונה הפונקציה:  (7 )
8x x

f x
x

−
=. 

 יפים הבאים:ענה על הסע  .א

i.  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה 

ii. מצא את נקודת החיתוך של הפונקציה עם ציר ה -x. 

iii.  .הראה כי הפונקציה עולה בכל תחום הגדרתה 

מעבירים משיק לגרף הפונקציה ששיפועו הוא:   .ב
17

16
m  . מצא את נקודת ההשקה.=

 x- ואנך לציר ה x- חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, ציר ה .ג
 מנקודת ההשקה שמצאת בסעיף הקודם. 

 

)נתונות שתי פונקציות:   (8 ) ( ) ( )0    , 2b f x x b g x x = + = 

הוא  x- גודל השטח הכלוא בין הפונקציות וציר ה
2

2
3

 .  יח"ש 

 . bמצא את ערכו של הפרמטר  
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)באיור שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציות:  (9 ) 2f x x=  

)- ו )
32

g x
x

 ברביע הראשון.   =

xמעבירים ישר   a=   החותך את גרף הפונקציה( )g x  

 והישר.   x- ויוצר את השטח הכלוא בין שני הגרפים, ציר ה 

- ידוע כי שטח זה שווה ל
1

85
3

S = . 

 .aמצא את  

 

)באיור שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציות:  (10 )
3

f x
x

)- ו  = )
3

g x
x

= −. 

xמעבירים שני ישרים:   k= ו -x t=  ותכים את הגרפים אשר ח 
 .  CD- ו ABויוצרים את הקטעים של הפונקציות 

 . AB =2CD ידוע כי:

4k  הראה כי: .א t=. 

 השטח הכלוא בין הגרפים של הפונקציות   .ב
xוהישרים:   k= ו -x t=    :12הואS = . 

 .tמצא את  
 

 ענה על הסעיפים הבאים: (11

)מצא עבור איזה ערך של   .א )1  , a a   :יתקיים
1

3
1 0

2 1

a

dx
x

 
− = 

− 
. 

)באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה:   .ב )
3

1
2 1

f x
x

= −
−

. 

1xוהם:   x- מעבירים שני אנכים לציר ה 13x- ו = =  
 . 2S- ו 1Sכך שנוצרים השטחים  

 x- מצא את נקודת החיתוך של הפונקציה עם ציר ה

 ענה על הסעיפים הבאים:  .ג

i.   ,חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה 

)  והאנך  x- ציר ה )1  , 1S x =. 

ii.   2היעזר בתוצאה שקיבלת ובסעיף א' וקבע לכמה שווה השטחS.  

 נמק את טענתך. 
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)   באיור שלפניך מתוארת הפונקציה: (12 )
9

2 1
f x

x
=

−
 

13xמעבירים את הישרים המקבילים לצירים:   = 
3y- ו  כמתואר באיור.   ABCD כך שנוצר המלבן  =

3yהישר    . Mחותך את גרף הפונקציה בנקודה  =

 .Mצא את שיעורי הנקודה מ .א

 מסמנים את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   .ב
 . 2S- ואת שטח המלבן ב 1S- והישרים ב 

1הראה כי:  

2

2

13

S

S
=. 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות:

) א. (1 )A 1,4
 

    .יח"ש   15.5ב.       

)א.  (2 )min 0.5,1.5
 

      .יח"ש  1.75ב.     

)א.  (3 )4,8
 

    . יח"ש  48ב.      

 יח"ש.      2.26 (4

 יח"ש      0.5 (5

6) 16t =. 

i  .0xא.  (7      ii  .( )4,0    iii  .( )
4

' 1 0f x
x x

= +     

)ב.  יח"ש.  88ג.       16,14(

8) 2b =  . 

9) 9a =.  

1tב.  א. הוכחה   (10 = . 

13aא.  (11 )ב.       = i  .1ג.      5,0( 2S =    ii.2 1 2S S= − =. 

)א.  (12 )M 5,3.    
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 פונקציות טריגונומטריות:  עם ובי שטחיםחיש

 שאלות:

)הפונקציות: נתונות  (1 ) ( )sin  , cosf x x g x x= =. 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות  
 ברביע הראשון.  y- לציר ה

 

)נתונה הפונקציה:  (2 ) 2sinf x x x= +. 

 בתחום שבין ראשית הצירים לנקודת  
 המקסימום הראשונה מימינה העבירו  

 . 1לפונקציה משיק ששיפועו 

 מצא את משוואת המשיק. .א

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציה,   .ב
 . ברביעים הראשון והשני x- המשיק וציר ה

 

)באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה:   (3 )
sin 2 1

2

x
f x

+
=    

0.25בתחום:   1.75x −    מעבירים משיקAB   
 דרך נקודת המקסימום של הפונקציה ומעלים אנך  

 החיתוך הראשונה של גרף   מנקודת x- לציר ה
 . ABCOכך שנוצר המלבן  C- בתחום הנתון המסומנת ב x- הפונקציה עם ציר ה

 (.  ראה סימון בציור) 1S-יסומן ב הכלוא בין גרף הפונקציה והציריםח  השט

 .2S- יסומן ב y- השטח הכלוא בין צלעות המלבן, גרף הפונקציה וציר ה

 של המלבן.  ABמצא את משוואת הצלע   .א

1חשב את היחס:   .ב

2

S

S
. 

 

sinyבאיור שלפניך נתונה הפונקציה: (4 x x= 0בתחום:   + 2x  . 

 האם יש לפונקציה נקודות קיצון פנימיות בתחום הנתון?   .א

  x- מורידים אנך מגרף הפונקציה לציר ה .ב
2xבנקודה שבה:  =. 

 מהנקודה   x- מעבירים ישר המקביל לציר ה
 שמאפסת את הנגזרת.  

 המסומנים בסרטוט שווים. 2S- ו 1Sהראה כי השטחים  
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 וארים הגרפים של הפונקציה  באיור שלפניך מת  (5

)הבאות: ) 2cosf x x= ו -( ) 2sin cosg x x x= +    

0בתחום:   x  . 

 מצא את נקודות החיתוך של הגרפים בתחום הנתון.  .א

 חשב את השטח הכלוא בין שני הגרפים.   .ב

2   השתמש בזהות: 2cos 2 cos sin  = −. 
 

)הנגזרת של הפונקציה   (6 )f x  :היא( )' cos2 sinf x x x= − −. 

 של הנקודות   x- מצא את שיעורי ה .א

)המקיימות:   )' 0f x 0בתחום:   = 2x  . 

) המקיימתידוע כי הנקודה  )' 0f x  אשר אינה   =

 .x- קיצון נמצאת על ציר ה

)מצא את הפונקציה   .ב )f x. 

 באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה בתחום הנתון.   .ג
 חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה והצירים.

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (7

2נתונה הפונקציה:  .א cos 2 sin 2cosy x x x x x= − + +   

'2הוכח כי הנגזרת של הפונקציה היא:   siny x x= 

)באיור שלפניך נתונה הפונקציה:   ) 2 sinf x x x=  

xבתחום:   −  . 

 הראה כי גרף הפונקציה עובר בראשית הצירים.     .ב

 חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   .ג
 בתחום הנתון.  x- וציר ה

 

)נתונה הפונקציה:  (8 ) cos sinf x a x b x= +  ,,a b   .פרמטרים 

בנקודה שבה   x- הפונקציה חותכת את ציר ה
4

x


,0והיא חיובית בתחום   =
4

 
 
 

. 

,0גודל השטח הכלוא מתחת לפונקציה בתחום  
4

 
 
 

2הוא   2 2−  . 

 .b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים 
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 תשובות סופיות:

     . יח"ש  0.41 (1

2yא. (2 x=  יח"ש.     ב.      +

1yא.  (3 1ב.      =

2

3 2
1.538

3 2

S

S





+
= =

−
. 

)א. אין נקודת קיצון, הנקודה    (4 ),    .היא נקודת פיתול 

20.5ב.  2 2.934S = − =. 

) א. (5 )
2 1

0,1  , ,
3 4

 
 
 

ב.      
3

1.5 1.299
2

S = =. 

א. (6
7 11

 ,  , 
2 6 6

x
  

)ב.     = )
1

sin 2 cos
2

f x x x= − ג.       +
1

2
 יח"ש.  

) ג.   ב. הוכחה    א. הוכחה   (7 )22 4 11.74S = − .      

8) 2 , 2b a= − =. 
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 חישובי שטחים בין גרף הנגזרת והצירים:

 שאלות:

)הפונקציה   (1 )f x   0מוגדרת בתחום 10x . 

)בציור מתואר גרף הנגזרת  )'f x. 

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   .א )f x  

)אם:  ) ( )0 4 , 2 6f f= − =,( )5 0f )וכן:   = )10 0f . 

 ברביע הראשון   והצירים גרף הנגזרתחשב את השטח המוגבל ע"י  .ב
2xעד לנקודה שבה   =. 

 

)לפניך הגרף של הפונקציה   (2 )'f x . 

 בנקודה   x- הגרף המתואר חותך את ציר ה 

)אחת בלבד והיא   )5,0 . 

)מצא את התחומים שבהם  .א )'f x   היא חיובית 

   ואת התחומים שבהם היא שלילית.

)קבע מהם תחומי העלייה והירידה של הפונקציה  .ב )f x. 

)כתוב את נקודת הקיצון של הפונקציה   .ג )f x   אם ידוע כי 

 .  -2שלה הוא  y- שיעור ה

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   .ד )f x   אם ידוע כי גרף הפונקציה 

8yכאשר  y- חותך את ציר ה  =. 

)כלוא בין גרף הנגזרת  חשב את השטח ה .ה )'f x .והצירים 

 

)בציור מתואר גרף הנגזרת  (3 )'f x   של הפונקציה( )f x. 

)רשום את תחומי העלייה והירידה של   .א )f x. 

 של נקודות הקיצון   x- מצא את שיעורי ה .ב

)של  )f x   .וקבע את סוגן 

)נתון כי הפונקציה   .ג )f x בראשית הצירים וגם מקיימת:   עוברת( ) ( )3 3f f m− = = . 

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   )f x   הבע באמצעות(  בתחום הנ"לm.) 

)גרף הנגזרת    השטח הכלוא בין .ד )'f x וציר ה -x   ברביעים 

 .mיח"ש. מצא את   16השני והרביעי הוא 
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)הנגזרת   (4 )'f x   של הפונקציה( )f x   .מתוארת באיור הבא 

)- האם ל .א )f x   .יש נקודות קיצון? נמק 

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   .ב )f x  

)אם ידוע כי   )3 4f  וכי היא חותכת את ציר   =

5yבנקודה שבה   y- ה = − . 

)גרף הנגזרת    חשב את השטח הכלוא בין .ג )'f x  

 יע הראשון. והצירים ברב
 

)באיור שלפניך מתואר גרף הנגזרת   (5 )'f x   של הפונקציה( )f x . 

)ידוע כי הנקודות   )A 5, 4.75− ,( )B 2, 2   

)- ו )C )נמצאות על   0,14 )f x . 

)מצא את נקודת הקיצון של הפונקציה   .א )f x. 

)כתוב את תחומי העלייה והירידה של   .ב )f x. 

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   .ג )f x . 

)  ן גרף הנגזרתחשב את השטח מוגבל בי .ד )'f x   0והצירים בתחום 5x . 

 

)באיורים שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציות  (6 )f x ו -( )'f x: 

 
 
 
 
 
 
 

 

 זהה איזה גרף שייך לאיזו פונקציה ונמק.  .א

)נתון כי   .ב )10 3f = )וכי   − )f x חותכת את ציר ה -y   2בנקודה שבהy = −. 

)  גרף הנגזרתמהו השטח המוגבל בין  )'f x 10, הצירים והישרx =? 
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)נתון גרף הנגזרת   (7 )'f x  :הבא 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

)סרטט את גרף הפונקציה   .א )f x   4בתחום 7x−     לפי 

)הנתונים:   ) ( )2 7.6  ,  0 2f f− = = )- ו − )6 606.8f = −. 

 ברביע השלישי.  x- גרף הנגזרת וציר החשב את השטח המוגבל בין   .ב

 ברביע הרביעי. x- וציר החשב את השטח המוגבל בין גרף הנגזרת  .ג

 

)נתון גרף הנגזרת   (8 )'f x  :הבא 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)סרטט את גרף הפונקציה   .א )f x    4בתחום 6x−     עבור 

)הנתונים:   ) ( ) ( )
2 2 1

3 356  , 1 36  , 5 83
5 15 3

f f f− = − = = −. 

3בתחום:   x- וציר ה  גרף הנגזרתחשב את כלל השטח הכלוא בין  .ב 5x−  . 
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)בציור שלפניך מתואר גרף הפונקציה   (9 )f x   0בתחום 7x : 

 
 
 
 
 
 
 

 

)הסתמך על הגרף של   )f x   ועל הערכים הרשומים על הצירים 

 וענה על השאלות הבאות:

 מתקיים:  6- השונים מ xמצא עבור אילו ערכים של   .א

i. ( )' 0f x  

ii. ( )' 0f x =  

iii. ( )' 0f x   

נתון כי:   .ב
6

3

15mdx = כאשר ,m הוא פרמטר המסומן על ציר ה -y. 

)מצא את   )5f . 

)סרטט סקיצה של גרף פונקצית הנגזרת   .ג )'f x   0בתחום 3x  . 

)מצא את השטח המוגבל בין הגרף של פונקצית הנגזרת   .ד )'f x  

1בתחום   x- וציר ה 3x  . 

 

 סרטוט נתונים הגרפים של פונקציה ושל נגזרתה. ב (10

 לפונקציה ואיזה שייך לנגזרת. נמק.   ך, שייIIאו  Iזה מהגרפים, קבע אי .א

 כמה נקודות פיתול יש לפונקציה? נמק וסמן אותן על הסרטוט.  .ב

)נתון:   .ג ) ( )Q 2,1  , P 2,  Iבין גרף   א . מצא את גודלו של השטח הכלו−4

 )השטח המסומן בסרטוט(.    x- לציר ה
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 תשובות סופיות:

 הסקיצות מופיעות במרוכז בעמוד הבא. הערה: סרטוטי 

 יח"ש.    10ב.  (1

5xא. חיובית:   (2   :5, שליליתx .   :5ב. עולהx   :5, יורדתx  

)ג.  )min 5,  יח"ש.    10ה.     .ד. הוכחה      −2

3ולה:  א. ע (3 0 , 3 4x x−      :4, יורדת 3 , 0 3x x−   −   

minב.  max min3 , 0 , 3x x x= − = 8mד.     . ג. הוכחה .   = = − 

)א. לא. הנקודה   (4  היא פיתול מכיוון שהפונקציה עולה לפניה ואחריה.     3,0(

 יח"ש.     9ג.       .ב. הוכחה

)א.  (5 )min 5, 5xב. עולה:     .    −4.75   :5, יורדתx   . 

 יח"ש.   18.75ד.     . ג. הוכחה

)א.  (6 ) ( ): II ,  ' : If x f x       .יח"ש.  1ב 

 יח"ש.  604.8ג.   יח"ש.      9.6ב.       .א. הוכחה (7

 יח"ש.    512ב.     . א. הוכחה (8

).  iא.  (9 )' 0 :1 3f x x      .אii  .( )' 0 :  1 , 3 6f x x x= =   

).  iiiא.  )' 0 :  6 7 , 0 1f x x x     

)ב.  )5 5 , 5f m=  יח"ש.    4.2ד.          =

) - I. גרף א (10 )'f x   וגרףII - ( )f x.  .נקודות פיתול.  3ב 

 יח"ש.  3ג. 
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 סרטוטי גרפים לפי מספרי שאלות: 
 
1  )    2  )    3  )    
 
 
 
 
 
 
 
4  )    5  )    7  )  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8  )      9  )     
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מתמטיקה להנדסאי חשמל
פרק 20 - חשבון אינטגרלי - פונקציה מעריכית, לוגריתמית וחזקה

תוכן העניינים

1. פונקציה מעריכית י 334

2. פונקציה לוגריתמית י 340

3. פונקצית חזקה עם מעריך רציונאלי י 346
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 : תמעריכי הפונקצי

 :סיכום כללי

 אינטגרלים מיידים של פונקציות מעריכיות:

 אינטגרלים יסודיים אינטגרלים של פונקציות מורכבות

 
ln

mx n
mx n a

a dx c
m a

+
+ = +

  
ln

x
x a

a dx c
a

= + 

mx n
mx n e

e dx c
m

+
+ = + 

x xe dx e c= + 

 

 שאלות:

 אינטגרל כללי:

   :חשב את האינטגרלים הבאים (1

) .א )35 1x x xe e e dx−− + + ב. ( )23 5x x dx+ 

) .ג )4 16 xe dx−

 

 

) .ד )
2

x xe e dx−+ 

 חשב את האינטגרלים הבאים:  (2

 .א
2 1

1

x

x

e
dx

e

−

− 

 

 .ב
3 23 5 4 2

1

x x x

x

e e e
dx

e

− + −

− 

 חשב את האינטגרלים הבאים:  (3

) .א )4x xe e dx−+ ב. ( )
2

1xe dx+

 

 .ג
2 32 4 10

5

x x x

x
dx

+ +
 

 

 .ד
3 4

1
4 x

x
e dx

e

 
+ 

 
 
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 חשב את האינטגרלים הבאים:  (4

 .א
3

x

x

e
dx

e

 
 

+ 
 ב. 

( )
2

3

3

x

x

e
dx

e x

 
− 

 −
 

 ג. ( )
2xxe dx 

 

 אינטגרל מסוים: 

)נתונה נגזרת של פונקציה:    (5 )
1

' 2 x

x
f x e

e
= −. 

צא את הפונקציה אם ידוע שהיא עוברת בנקודה  מ
1

ln 2,3
4

 
 
 

. 

 

)נתונה נגזרת של פונקציה:    (6 ) 2' 2x xf x e e= + −. 

מצא את הפונקציה אם ידוע שערך הפונקציה בנקודת המינימום שלה הוא 
1

2
. 

 

)תונה נגזרת של פונקציה:   נ (7 )
32

2

1
' 6 xf x x e

x
= −. 

מצא את הפונקציה אם ידוע שהיא עוברת בנקודה  
2

1,
e

 
− 
 

. 

 

   חישובי שטחים:

)נתונות הפונקציות:   (8 ) xg x e−= ,( ) xf x e=.  

 מצא את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות  
ln3xלישר   =. 

 

)נתונה הפונקציה:   (9 ) 3xf x = . 

 מצא את גודל השטח הכלוא בין הפונקציה,  
9yהישר    .y- וציר ה =
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)נתונה הפונקציה:   (10 ) 2x xf x e e= − . 

 הצירים.   לפונקציה העבירו משיק בראשית
 מצא את גודל השטח הכלוא בין הפונקציה,  

2xהמשיק והישר   =. 

 

 נתונות הפונקציות:   (11

( ) 16 xh x e−=  ,( ) 3xg x e=   ,( ) xf x e=.  

 חשב את גודל השטח הכלוא שבין שלוש הפונקציות. 

 

)נתונה הפונקציה:   (12 ) 5 xf x e= −. 

 . −eהעבירו לפונקציה משיק ששיפועו  
 בין  השטח הכלוא שב את גודל ח

 .x- הפונקציה, המשיק וציר ה

 . בתשובה ln-ו eניתן להשאיר  

 

)נתונה הפונקציה:   (13 ) bxf x e=   ,( )0 b.  

 המשיק לפונקציה העובר  ונקציה, גודל השטח הכלוא בין הפ

הוא   y-בראשית הצירים וציר ה 
2

4

e − . 

 .bמצא את ערכו של הפרמטר  

 

)נתונות הפונקציות:   (14 ) xg x e−=  ,( )
1

2
x

f x e=. 

)הפונקציה  מנקודה הנמצאת על גרף  )g x רידו אנך לשני  ברביע הראשון הו

)חותך את הפונקציה   y- לציר ה הצירים. המשך האנך  )f x   ומנקודת החיתוך

 בן. כך שנוצר מל x- לציר היורד אנך נוסף 

הוכח כי שטחו המקסימלי של מלבן כזה הוא  
3

e
. 
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 באיור שלפניך מתוארים הגרפים של   (15

)הפונקציות:   ) 2xf x e= ו -( ) 2xg x e−=  . 

x  את הישר  x- אנך לציר המעבירים  a=  ,0a  
 כמתואר באיור.  

 .2S- ו 1Sאנך זה יוצר את השטחים 

ידוע כי השטח  
1S   מהשטח   3גדול פי

2S . 

 .aמצא את  

 

)נתונה הפונקציה:   (16 ) 2 1 2 2xf x e ex−= − −. 

  היא נקודת המינימום של הפונקציה. A הנקודה

 .Aמצא את שיעורי הנקודה  .א

 עם ראשית הצירים.  Aמחברים את הנקודה 

 כתוב את משוואת הישר המחבר את   .ב
 עם הראשית.  Aהנקודה 

 חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה,   .ג
 אם ידוע כי גרף הפונקציה חותך   ,x- ההישר וציר  

1.7xבנקודה שבה   x- את ציר ה =. 

 

)נתונה הפונקציה:   (17 )
4

x axe e
f x

+
=. 

ידוע כי הפונקציה עוברת דרך הנקודה:  
3

2

1
1,

4

e

e

 +
 
 

.  

 וכתוב את הפונקציה.  aמצא את   .א

)באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה   .ב )f x   :0.1והישרy x=. 

2xוהאנך:   yציר  ,חשב את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, הישר  =. 

 

 באיור שלפניך מתוארים הגרפים של שלוש פונקציות:  (18

I .( ) 2xf x =       II  .( ) 4xg x =      II  .( ) 4 22 xh x −= 

 קבע איזה גרף מתאר כל פונקציה.  .א

 C-ו  A  ,Bמצא את שיעורי הנקודות  .ב
 )נקודות החיתוך שבין הגרפים(. 

 . חשב את השטח המסומן באיור .ג
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  ענה על הסעיפים הבאים: (19

)גזור את הפונקציה הבאה:  .א )1xy e x= −. 

 באיור שלפניך מתוארים הגרפים של   .ב

)הפונקציות:   ) xg x e= −  ,( ) xf x xe=. 

x  מעבירים ישר a=  ,( )0a    החותך את הגרפים 

 השטח המתואר   ויוצר את של שתי הפונקציות 
 והישר.   y- ציר ה, הכלוא בין הגרפים של שניהם

 .a.  מצא את  22e- ידוע כי שטח זה שווה ל

 

  חישובי נפחים:

):  נתונות הפונקציות (20 ) xg x e−=  ,( ) xf x e=. 

ln:  השטח הכלוא בין הפונקציות והישר 2x =  
 .x- מסתובב סביב ציר ה

 חשב את נפח גוף הסיבוב שנוצר. 
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  :תשובות סופיות

א.  (1
3

5
3

x
x xe

e e x c−− − + ב.  +
23 5

ln 3 2ln 5

x x

c+ +   

ג. 
1

2
23

x

e c
−

2ד.    + 21 1
2

2 2

x xe x e c−+ − + 

xeא.  (2 x c+  ב.   +
23

2 2
2

x
xe

e x c− + + 

41א.  (3

4

x xe e c−− 2ב.   + 21

2

xe c+ +   

0.4ג.  3.2 200

ln 0.4 ln3.2 ln 200

x x x

c+ + ד. +
4

3
3

8
4

x

xe e c
−

− + 

2 א. (4 3xe c+  ב.   +
1

3x
c

e x
+

−
 ג.  

21

2

xe c+ 

5) ( ) 2 1.25x xf x e e−= + − 

6) ( ) 21
2 1

2

x xf x e e x= + − − 

7) ( )
3 1

2 1xf x e
x

= + + 

8) 
1

1
3

Sיח"ש   = 

Sיח"ש   10.72 (9 =   

Sיח"ש   18.41 (10 =    

11) 
1

3
3

Sיח"ש   =       

Sיח"ש    0.192 (12 =    

13) 2b = 

15) ln 2a = 

) א. (16 )A 1, 2e− )ב.    − )2y e x= − Sיח"ש  4.744 ג. + = 

2aא.  (17 = −   ,( )
2

4

x xe e
f x

−+
 1.52ב.  =

) ב. (18 )C 0,1   ,
1

B 1 ,2.52
3

 
 
 

  ,( )A Sיח"ש  1.03 ג.   1,4 = 

'א.  (19 xy xe=    .2בa = 

20) 
1

1
8
 יח"נ . 
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 ת: לוגריתמי הפונקצי

 סיכום כללי:

 :לוגריתמיותאינטגרלים מיידים של פונקציות 

 אינטגרל יסודי אינטגרל של פונקציה מורכבת

1 1
lndx ax b c

ax b a
= + +

+ 
1

lndx x c
x

= + 

 

 :שאלות

 אינטגרל כללי:

   :חשב את האינטגרלים הבאים (1

 .א
3 2 4

1 3 1
dx

x x x

 
+ − 

+ − 
 ב. 

2 3 4x x
dx

x

+ −
 ג. 

2

3

9

x
dx

x

+

− 

 

 : חשב את האינטגרלים הבאים (2

 .א
2 3 5

1

x x
dx

x

+ +

+ ב. 
3 2 5 6

2

x x x
dx

x

− + −

− ג. 
4 3

1

x
dx

x

+

+ 

 

 : האינטגרלים הבאיםחשב את   (3

 .א
2

2

3

x
dx

x − ב. 
2

1

2

x
dx

x x

−

− ג. 
5

x

x

e
dx

e + 

 .ד
x x

x x

e e
dx

e e

−

−

−

+ ה. 
cos

sin

x
dx

x  

 

 אינטגרל מסוים: 

)נתונה נגזרת של פונקציה:    (4 )
1

' 2
4

f x x
x

= −
−

 .  

)מצא את הפונקציה אם ידוע שהיא עוברת בנקודה   )5,28. 
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)נתונה נגזרת שנייה של פונקציה:    (5 ) 2

1
'' 6f x x

x
= מצא את הפונקציה אם   .−

)ידוע שהיא עוברת בנקודה   )1,  . 3בנקודה זו הוא   וששיפועה  −2

 

 חישובי שטחים: 

)נתונה הפונקציה:   (6 )
1

f x
x

=.  

 הפונקציה,  חשב את גודל השטח הכלוא בין 
1xהישרים   = 4x- ו − =   .x- וציר ה −

 בתשובה. lnניתן להשאיר 

 

): נתונות הפונקציות (7 )
4

8
f x

x
=

−
  ,( )

2

1
f x

x
=

+
. 

 גודל השטח הכלוא בין הפונקציות,   חשב את
4xהישר    והצירים.  =

 

)נתונה הפונקציה:   (8 )
2 3

1

x
f x

x

+
=

−
 . 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין גרף הפונקציה,  
2xהמשיק לפונקציה בנקודה שבה    ואנך לציר   =

 העובר בנקודת המינימום של הפונקציה.   x- ה
 בתשובה.  lnאפשר להשאיר ביטוי עם 

 

)באיור שלפניך נתונות הפונקציות:   (9 )
1

a
f x

x
=

−
   

)- ו )
1

2

a
g x

x

−
=

−
0xבתחום:    . 

 ידוע כי הגרפים של הפונקציות נחתכים  
3xבנקודה שבה   =. 

 וכתוב את שתי הפונקציות.  aמצא את   .א

 חשב את השטח המוגבל ע"י הגרפים של   .ב
xוהישר   y- הפונקציות, ציר ה שתי  e=− 
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)נתונה הפונקציה:   (10 ) 7
b

f x ax
x

= + +. 

 ידוע כי משוואת המשיק לגרף הפונקציה  
18היא:      -החיתוך שלה עם ציר ה בנקודת  9y x= −. 

 וכתוב את הפונקציה.  b- ו aצא את  מ .א
 שחותך את גרף    y- מעבירים ישר המקביל לציר ה

 .  Bואת משוואת המשיק בנקודה  Aהפונקציה בנקודה 
 .18הוא  ABאורך הקטע 

  Aמצא את משוואת הישר הנ"ל אם ידוע כי הנקודה  .ב
 .x- נמצאת מימין לנקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה

 חשב את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, המשיק והישר.  .ג

 

)הנגזרת של הפונקציה   (11 )f x   :היא( ) 2

4
'f x

x
= −. 

 משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודה  
2xשבה:   4yהיא:   = x= −. 

)מצא את הפונקציה   .א )f x. 

)באיור שלפניך מתוארים גרף הפונקציה   .ב )f x  

0xוהמשיק בתחום:    .   
 השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, המשיק,    חשב את

2xוהישר   x- ציר ה e=. 

 

)באיור שלפניך נתונה הפונקציה:    (12 )
2

f x
x

=   

0xבתחום:   . :מעבירים את הישרים   
3x k=  ,2x k= ,x k= ,  4x =    

4xכמתואר   . 

 .2S- ו 1Sאת השטחים:     הבע באמצעות   .א

2הראה כי ההפרש:   .ב 1S S− אינו תלוי ב -k  .וחשב את ערכו 

 .kמצא את   .1Sמהשטח   3גדול פי  2Sנתון כי השטח   .ג

 
 
 

 

 

x

k
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)  נתונות הפונקציות: (13 )
4

f x
x

= )  -ו   − )
2 5

k
g x

x
=

+
. 

)גרף הפונקציה   )g x  חותך את ציר ה -y   בנקודה 

0.4yשבה   =. 

)מצא את הפונקציה   .א )g x. 

 הגרפים. מצא את נקודת החיתוך של שני  .ב

1xחשב את השטח המוגבל ע"י שני הגרפים והישר   .ג = −. 

 

 באיור מתוארים הגרפים של הפונקציות:   (14

( ) ( )ln 1xf x e−= )- ו + ) ( )2 3ln x xg x e e− −= +  

)בתחום:   )0x . 

 .y- הראה כי הגרפים נחתכים על ציר ה .א

x  מעבירים ישר .ב a=  ,( )1a   המאונך 

 אשר חותך את הגרפים של שתי   x- לציר ה
 )ראה איור(.   Sהפונקציות ויוצר את השטח  

4Sעבורו מתקיים:   aמצא את ערכו של   =. 

 

)באיור שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציה:   (15 )
2

3 1
f x

x
=

−
yוהישר:   x=. 

 מצא את נקודת החיתוך של הפונקציות   .א
 הנמצאת ברביע הראשון. 

x - x- עבירים אנך לציר המ a=  מימין   הנמצא 
   לנקודת החיתוך שמצאת בסעיף הקודם.

  2S- ו 1Sהאנך החותך את הגרפים ויוצר את השטחים  

 המתוארים האיור. 

- יהיה שווה ל 2Sעבורו השטח   aמצא את הערך של   .ב
1 2

ln 7
2 3
+. 

1שמצאת בסעיף הקודם חשב את יחס השטחים:   a- עבור ערך ה .ג

2

S

S
. 
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   חישובי נפחים:

)נתונה הפונקציה:   (16 )
1

f x
x

= . 

1xהשטח הכלוא בין הפונקציה, הישרים   3x- ו =   x- וציר ה =
 .x- מסתובב סביב ציר ה

 מצא את נפח גוף הסיבוב שנוצר באופן זה.   

 . בתשובה lnאפשר להשאיר 

 

)תונה הפונקציה:  נ (17 )
2 1

x

x

e
f x

e
=

+
 . 

lnהשטח הכלוא בין הפונקציה, הצירים והישר   3x =   
 . . חשב את נפח גוף הסיבוב שנוצרx- מסתובב סביב ציר ה

 

)נתונה הפונקציה:   (18 )
2

f x x
x

= +. 

xהשטח הכלוא בין הפונקציה, הישרים   a= 3- וx a= +  ,( )0a   

 .x- מסתובב סביב ציר הx- וציר ה
 גוף הסיבוב המינימלי שנוצר באופן הזה. חשב את נפח 

 

 

 

  

1

פרק 20חשבון אינטגרלי - פונקציה מעריכ...

344

344



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                        

 

 תשובות סופיות:

 .א (1
4ln 3 1

3ln 2ln 1
3

x
x x c

−
+ + −  ב. +

2

3 4ln
2

x
x x c+ − lnג.      + 3x c− + 

 א. (2
2

2 3ln 1
2

x
x x c+ + +  ב.  +

3 2

7 8ln 2
3 2

x x
x x c+ + + − +  

 ג.
4 3 2

4ln 1
4 3 2

x x x
x x c− + − + + + 

2lnא.  (3 3x c− 21 ב.   +
ln 2

2
x x c− lnג.   + 5xe c+ + 

lnד.  x xe e c−+ lnה.   + sin x c+ 

4) ( ) 2 ln 4 3f x x x= − − + 

5) ( ) 3 ln 2f x x x x= + − − 

6) ln Sיח"ש  4 = 

Sיח"ש   2.17 (7 = 

8) 4ln 2 Sיח"ש  −2 = 

2aא.  (9 =   ,( )
1

2
g x

x
=

−
  ,( )

2

1
f x

x
=

−
Sיח"ש   1.76. ב   = 

4bא. (10 = −  ,2a =   ,( )
4

7 2f x x
x

= + 2xב.    − =   

6יח"ש  11.54 ג. ln256S = +  

) א. (11 )
4

f x
x

6 ב.  = 4ln2−  יח"שS = 

2א. (12 2lnS k=  ,1 2ln ln16S k= 2ב.  − 1 ln16S S− 8k ג. = = 

)א. (13 )
2

2 5
g x

x
=

+
)ב.   ג. −2,2(

1
ln 5 1.674

3
  יח"שS = 

2aב. (14 =  

). א (15 )1,1
   

5aב.  1ג. =

2

5.955
S

S
= 

16) ln3  יח"נV = 

17) ln 2
2


Vיח"נ   = 

18) 
1

19 4ln 4
2


 

+ 
 

Vיח"נ   = 
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 פונקצית חזקה עם מעריך רציונאלי:

 סיכום כללי:

 : אינטגרלים מיידים של פונקצית חזקה עם מעריך רציונאלי

 אינטגרל יסודי אינטגרל של פונקציה מורכבת

( ) ( )
( )

1

1

m

m n
m

n n
ax b

ax b dx ax b dx c
m

a
n

+
+

+ = + = +
 
 + 
 

  
1

1

m
m n

n m n
x

x dx x dx c
m

n

+

= = +

+
  

 

1תנאי לקיום האינטגרציה: 
m

n
 −  . 

 

  :אלותש

  :גרל של פונקצית חזקהנטאי

   חשב את האינטגרלים הבאים: (1

3 .א xdx ב. ( )44 2x x dx− ג. ( )5x x dx 

 .ד
3

3
dx

x
 ה. 

4

4x
dx

x

+
 ו. 

3 3 5x x
dx

x

− +
 

3 .ז 2 3x dx− 4 .ח 5 xdx− ט. 
8

3

7 12
dx

x +
 

 .י
5

7

14 2
dx

x−
 

  

 

 חשב את ערכי האינטגרלים הבאים:  (2

) .א )
8

5

0

4x x dx+ ב. ( )
16

4

3

5 1x dx+ ג. 
5

4
10

2

6
dx

x− −
 
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 אינטגרל מסוים: 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (3 ) 3' 2 4f x x x= −  . 

)עוברת בנקודה   הפונקציה ידוע כי  )2,3. 

 מצא את הפונקציה. 

 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (4 ) 3' 5 7f x x= +  . 

4xבנקודה שבה   x- ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה =  . 
 מצא את הפונקציה. 

 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (5 ) ( )
2

5

10
' 1

1
f x x

x
= + −

+
  . 

6yבנקודה שבה     - ציר הידוע כי הפונקציה חותכת את  = − . 
 מצא את הפונקציה. 

 

  חישובי שטחים:

)איור שלפניך מופיע גרף הפונקציה: ב (6 ) 34f x x x= −. 

 מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה   .א
 .x- עם ציר ה

 הנוצר בין גרף הפונקציה והצירים.חשב את השטח  .ב

 

)באיור שלפניך מצויר גרף הפונקציה:   (7 )
2 4x

f x
x

−
=. 

 מהו תחום ההגדרה של הפונקציה?  .א

 מצא את נקודת החיתוך של הפונקציה   .ב
 .x- עם ציר ה

)מהנקודה   y- מעבירים אנך לציר ה .ג )4,6  . 

 והצירים. השטח הנוצר בין גרף הפונקציה, האנך  חשב את  
 
 
 
 
 

 

y
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)באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה:   (8 ) 42f x x= −.  

 מעבירים אנכים לצירים מנקודות החיתוך של  
 מלבן.  רף הפונקציה עם הצירים כך שנוצר ג

 גרף הפונקציה והצירים: שבין  השטח   מסמנים את
 . 2S- ואת השטח שבין גרף הפונקציה והאנכים ב 1S-ב

1מצא את היחס:  

2

S

S
. 

 

 איור שלפניך נתונים הגרפים של הפונקציות  ב (9

)  הבאות: ) 34f x x=  ,( )
3

1
g x

x
=. 

0xמצא את נקודת החיתוך של הגרפים בתחום:   .א . 

x  ,x- ה  מעבירים אנך לציר .ב a= ( ,a .)פרמטר   
 ידוע כי השטח שנוצר בין שני הגרפים מנקודת  

הוא:   החיתוך שלהם ועד לאנך 
3

42
16

 סמ"ר.   

 .aמצא את  

 

)נתונה הפונקציה:    (10 ) 4 5 6f x x ax= + −  , (a   . )פרמטר 

2xבנקודה שבה   x- ציר הידוע כי גרף הפונקציה חותך את  =. 

 וכתוב את הפונקציה.  aמצא את הפרמטר   .א

 מהו תחום ההגדרה של הפונקציה?  .ב

 מצא את נקודת קיצון הקצה של הפונקציה.  .ג

  העובר   א את משוואת המשיק לגרף הפונקציהמצ .ד
 .x- ה  שלה עם ציר דרך נקודת החיתוך

)ונקציה  באיור שלפניך מתואר גרף הפ  .ה )f x   

 מורידים אנך    .הקודם  והמשיק שמצאת בסעיף
   .שמצאת בסעיף ג'  מהמשיק אל נקודת קיצון הקצה של הפונקציה

)חשב את השטח הנוצר בין גרף הפונקציה   )f x .והמשיק 
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 באיור שלפניך נתונים הגרפים של   (11

)הפונקציות:   ) 62g x x= −  ,( ) 3f x x=. 

 מצא את נקודת החיתוך של הגרפים.  .א

 .y- חשב את השטח הכלוא בין שני הגרפים וציר ה .ב

 

)הנגזרת של הפונקציה   (12 )f x   :היא( )
( )

4
5

1
'

6 5
f x

x
= −

−
. 

1.2xבנקודה שבה:  x- ר הידוע כי הפונקציה חותכת את צי  =. 

)מצא את הפונקציה   .א )f x. 

)חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   .ב )f x , 

)גרף הפונקציה:   ) 10g x x=  וציר ה -x. 

 

)נתונה הפונקציה:   (13 ) 2

3

3 1

25
f x x

x
= +

−
. 

 מצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה   .א
3xבנקודה שבה   = −. 

)חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   .ב )f x , 

 .y- המשיק וציר ה

 

)נתונה הפונקציה:   (14 ) 3 4f x x x= −. 

  מהו תחום ההגדרה של הפונקציה? .א

 .x- מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה עם ציר ה .ב

 באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה ברביע   .ג
 השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   הראשון.

  .1S- יסומן ב  x- וציר ה

x  מעבירים ישר k= 2ר את השטח   צאשר יוS   .כמתואר 

1אם ידוע כי:   kמצא את   2S S=. 
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 תשובות סופיות:

3 א. (1 40.75 x c+   .2ב 542 1.6x x c− 5ג.   + 115

11
x c+  

3ד.  24.5 x c+    .7ה 34 44 16

7 3
x x c+ 7ו.   + 32

2 10
7

x x x c− + +  

)ז.  )
4

3
3

2 3
8

x c− )ח.   + )
5

40.8 5 x c− − )ט.  + )
7

8
24

7 12
49

x c+ +    

)י.   )
4

5
35

14 2
8

x c− − + 

 א. (2
1

45
3

ג.  33.76ב.    
2

18
3

       

3) ( ) ( )
42 3

3
4 2

16
f x x x= − + 

4) ( ) ( )
4

3
3

5 7 12.15
20

f x x= + − 

5) ( ) ( ) ( )
4 3

5
1 1

12.5 1 1 18
3 6

f x x x= + + − − 

)א.  (6 )8,0 ;  ( Sיח"ש   16ב.  0,0( = 

0x א. (7     .ב( Sיח"ש   491.81ג.  2,0( = 

8) 1

2

4
S

S
= 

א.  (9
1

, 2
8

 
 
 

8aב.    = 

1aא.  (10 = ,  ( ) 4 5 6f x x x= + 1.2x ב.  −  )ג.  − )1.2,1.2−  

ד. 
27 27

32 16
y x= − Sיח"ש  0.48ה.  + = 

) א. (11 ב.    1,1(
11

28
Sיח"ש  = 

) א. (12 ) ( )
1

56 5f x x= ב.  −
5

1
66

Sיח"ש  = 
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 א. (13
15 45

2
16 16

y x= − Sיח"ש  4.56ב.  − = 

ב.    xכל   א. (14
1

,0
8

 
− 
 

   ,
1

,0
8

 
 
 

  ,( ג.  0,0(
1.5

3
0.2296..

8
k

 
= = 
 
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 התמרת לפלס

 . להתמרת לפלס  בסוף ספר הפרק יש דף נוסחאות

 

 שאלות

 בעזרת טבלת התמרות לפלס:  12-1בשאלות את התמרות לפלס  וחשב

1) ( )2 4 2L t t+ − 2) 41 2
1

2
L t t



 
+ + 

 
 

3) ( )4 210t tL e e− + 4) ( )cosh 4L t 

5) ( )sinh10L t 6) ( )sin 2 cos 2L t t 

7) ( )sin 2 cos3L t t 8) ( )2sinL t 

9) ( )2cos 4L t 10) ( )2 sin 4L t t 

11) ( )4 2tL t e 12) ( )2 sin 4tL e t 

 

)  ה את התמרת לפלס של הפונקצי ומצא (13 )  0 1

1 1

t t
g t

t

 
=


 . 

 

)  את התמרת לפלס של הפונקציה  ומצא (14 )  0 1

2 1

t t
g t

t t

 
=

− 
 . 

 

 את התמרת לפלס של הפונקציה המחזורית הבאה:  ומצא (15

 4 3 2 1 

1
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טרנספורם לפלס של הפונקציה המחזורית הבאה:  ומצא (16

  
 

 טרנספורם לפלס של הפונקציה המחזורית הבאה:  ומצא (17

          
 

)  ושרטט את פונקציית המדרגה  ור יהגד (18 )u t  ואת ההזזה שלה( )u t k−. 

 

)  את הפונקציה ושרטט (19 ) ( ) ( )2 3f t u t u t= − − )כאשר   ,− )u t    .פונקציית המדרגה 

 

)את הפונקציה   מורש (20 )
0 4

1 4

t
f t

t


= 


 בעזרת פונקציית המדרגה.   ,

 

)את הנוסחה להתמרת לפלס של פונקציית המדרגה  מורש (21 )u t, 

)של הפונקציה  )u t k−,   ושל הפונקציה( ) ( )f t k u t k− −. 

 

)  :ההבא  ה את התמרת לפלס של הפונקצי וחשב (22 )
( )

2

0 4

4 4

t
g t

t t


= 

− 

. 

 

)  :את התמרת לפלס של הפונקציה הבאה וחשב (23 )
2

0 4

4

t
g t

t t


= 


. 

 

 הסעיפים הבאים:   על ו ענ (24

)  את פונקציית הדלתא וושרטט   ור יהגד .א )t. 

)  מהי התמרת לפלס של פונקציית הדלתא, ושל ההזזה שלה .ב )t a −? 

  

4 3 2 1 

4 3 2 1 

1 

1 

1- 

1
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 תשובות סופיות 

1) 
3 2

2 4 2

s s s
+ − 2) 3/2

5

12 1
s

s s

−+ + 

3) 
1 1

10
4 2s s
+

+ −
 4) 

1 1 1

2 4 4s s

 
+ − + 

 

5) 
1 1 1

2 10 10s s

 
− − + 

 6) 
2

1 4

2 16s +
 

7) 
2 2

1 5 1 1

2 25 2 1s s
 − 

+ +
 8) 

2

1 1 1

2 2 4

s

s s
 − 

+
 

9) 
2

1 1 1

2 2 64

s

s s
 + 

+
 10) 

( )

( )

2

3
2

8 3 16

16

s

s

−

+
 

11) 
( )

5

24

2s −
 12) 

( )
2

4

2 16s − +
 

13) 
2

1 se

s

−−
 14) 

2

1 2 se

s

−−
 

15) 
( )

2

2 2

1 2

1

s

s

e e

s e

− −

−

− +

−
 16) 

( )
1

1

s

s

e

s e

−

−

−

+
 

17) 
2

2 2

1

(1 )

s s

s

e se

s e

− −

−

− −

−
 18) ( ) 01

t k
u t k

t k


− =


 

19)  

 

20) ( ) ( )0 4
1 4

t
f t u t

t


= = −


 

21) ( ) ( )( ) ( )( )ksL u t k f t k e L f t−= − − = 

)א.  (22 ) ( )( )
4

2

3

2
4 4

se
L t u t

s

−

−  − = 

23) ( ) ( )
4

4 2 48 16
s

s t e
e L t e L t

s

−
− −+ + 

24) ( ) 22 sL t e   − − =  

1
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 הפוכהההתמרת לפלס  

 שאלות

 : 29-1בשאלות  את ההתמרות  וחשב

1) 1 1
L

s

−  
 
 

 2) 1

4

1
L

s

−  
 
 

 

3) 1 1

10
L

s

−  
 

− 
 4) 1

2

1

4
L

s

−  
 

+ 
 

5) 1

2 4

s
L

s

−  
 

+ 
 6) 

( )
1

2

1

10 4
L

s

−
 
 
 − + 

 

7) 1

2( 2) 4

s
L

s

−  
 

− + 
 8) 1

2 2( 4)

s
L

s

−  
 

+ 
 

9) 1

2 2

1

( 4)
L

s

−  
 

+ 
 10) 1 1

L
s

−  
 
 

 

11) 1

2

1

4
L

s

−  
 

− 
 12) 1

2

5

5

s
L

s s

− − 
 

+ 
 

13) 1

2 5 6

s
L

s s

−  
 

+ + 
 14) 

2
1

3

1s s
L

s s

−  + −
 

− 
 

15) 
2

1

3

6 4 6

7 6

s s
L

s s

−  + −
 

− − 
 16) 1

4 2

10

13 36

s
L

s s

−  
 

− + 
 

17) 
( ) ( )

1

2

8

2 2

s
L

s s

−
 
 
 − + 

 18) 1

3 2

5 s
L

s s

− − 
 

+ 
 

19) 1

3 2

9 36

6 9

s
L

s s s

− + 
 

+ + 
 20) 

( )( )
1

2 2

1

2 1 4 4
L

s s s s

−
 
 
 − + − +
 

 

21) 1

2

1

2 3
L

s s

−  
 

+ + 
 22) 1

2

1

1
L

s s

−  
 

+ + 
 

23) 
( )

2
1

2

2 1

1 ( 3)

s s
L

s s

−
 + −
 
 + −
 

 24) 
2

1

2

2 2 1

( 1)( 2)

s s
L

s s

−  + +
 

+ + 
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25) 1

2 2

3

( 1)( 4)
L

s s

−  
 

+ + 
 26) 

2
1

2 2

25

( 1)( 4)

s
L

s s

−  
 

− + 
 

27) 
3

1

2 2

3 4 4s se e
L

s s s

− −
−  

− + 
 

 28) 
4 2

1

21 1

s se e
L

s s

− −
−  

+ 
+ + 

 

29) 
10

1

( 1)( 2)

se
L

s s

−
−  
 

− − 
  

 . אותה  ו את התוצאה בצורה מפורטת ושרטט ובכת 27בשאלה * 

 

)נתון   (30 )
2se

F s
s

− +
=.

 
)את   וחשב )0f ו -( )f  ,  כאשר( ) ( )( )1f t L F s−=. 

 בשתי דרכים שונות.   ורפת

)הערה:   ) ( ) ( ) ( )
0

lim , 0 lim
t t

f f t f f t
→ →

 = =. 

 

 את משפט הקונוולוציה.   ימווהדג   ור יהסב (31

 
 : במשפט הקונוולוציה כדי לחשב את התרגילים הבאים והשתמש

32) 
( )

1

3

1

1
L

s s

−
 
  − 

 

 

33) 
( )

1

2 2

2

4
L

s s

−
 
 
 +
 

 

 

34) 
( )

1

2

1

4
L

s s

−
 
 
 − 

 

 

35) 
( )

1

2
2

1

1
L

s s

−

 
 
 +
 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 1 2) 
3

3!

t
 

3) 10te 4) 
1

sin 2
3

t 

5) cos2t 6) 10 1
sin 2

2

te t 

7) 2 1
cos 2 2 sin 2

2

te t t
 

+ 
 

 8) 
1

sin 2
4

t t 

9) 
1

sin 2
4

t t 10) 
1

x
 

11) 2 21 1

4 4

t te e−− 12) 51 2 te−− 

13) 3 23 2t te e− −− 14) 
1 1

1
2 2

t te e−+ − 

15) 2 32 3t t te e e− −+ + 16) 3 3 2 2t t t te e e e− −+ − − 

17) 2 2 24t t te te e−+ − 18) 26 5 6 tt e−− + + 

19) 3 34 4 3t te te− −− − 20) 2 22 2t t t te te e te+ − + 

21) 
1

sin 2
2

te t− 22) 0.51
sin 0.75

0.75

te t− 

23) 3sin 2 tt e+ 24) 2cos tt e−+ 

25) 
1

sin sin 2
2

t t− 
 

26) ( )
1 5

cos 2 sin 2 5 sin 2 sin 2 2 cos 2
2 4

te t t t t t t t− − + + − 

)א.  (27 ) ( ) ( ) ( )3 4 1 1 4 3 3u t t u t t− −  − + −  − 

ב. 

3 1

7 4 1 3

5 3

t

t t

t




−  
− 

 שרטוט:  ;
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28) ( ) ( ) ( ) ( )4
4 2 sin 2

t
u t e u t t

− −
− + + + 

29) ( ) ( )( )2 101010
ttu t e e
−−− − 

30) ( ) ( )0 2 3f f=  = 

 שאלת הסבר.  (31

32) ( )21
2 2

2

tt t e− + + + 

33) 
1

0.5 sin 2
4

t t− 

34) ( )41 1
1

4 4

te t − + 

35) ( )
1

2cos 2 sin
2

t t t− + − 
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 פתרון מדר בעזרת התמרת לפלס 

 שאלות

 את המשוואות הבאות בעזרת התמרת לפלס:  ורפת

1) ( ) 30 0 ; ' 4 ty y y e−= + = 

 

2) ( ) ( ) 20 1 , ' 0 4 ; '' 4 ' 4 10 ty y y y y e−= − = + + = 

 

3) ( ) ( )0 1, ' 0 4 ; '' 4 ' 16y y y y= − = − − = 

 

4) ( ) ( )0 ' 0 0 ; '' 4 ' 8 2y y y y t= = + = + 

 

5) ( ) ( )
1

0 ' 0 ; 4 '' 4 '
4

t ty y y y te e= = − = + 

 

6) ( ) ( ) ( )0 ' 0 0 ; '' 3 ' 2 4y y y y y u t= = − + = −, 

)כאשר   )
0 0

1 0

t
u t

t


= 


 היא פונקציית המדרגה.  

 

7) ( ) ( ) ( )0 ' 0 0 ; '' 'y y y y f t= = + )כאשר  , = )
0 1

2 1

t
f t

t


= 


. 

 

8) ( ) ( ) ( )0 ' 0 0 ; '' 5 ' 6y y y y y h t= = + + כאשר  , =
1 0 2

( )
0 2

t
h t

t

 
= 


. 

 

9) ( ) ( ) ( )0 ' 0 0, '' 0 3 ; ''' 4 '' 5 ' 2 10cosy y y y y y y t= = = + + + = 

 

10) ( ) ( ) ( )0 0,  ' 0 0 ;  '' 2 ' 2y y y y y t = = + + = − 

 

11) ( ) ( ) ( )0 2,  ' 0 3 ;  '' 3 ' 10 4 2y y y y y t= = − + − = − 

 

12) ( ) ( ) ( ) ( )0 0,  ' 0 0 ; '' 4 2y y y y t t   = = − + = − − − 
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 תשובות סופיות 

1) 3 4( ) t ty t e e− −= − 

2) 2 2( ) (5 2 1)ty t e t t−= + − 

3) ( ) 4 1y t t= − − 

4) 2( )y t t= 

5) 21
( ) ( 2)

8

ty t e t= + 

6) ( )4 2( 4)( ) ( 4) 0.5 t ty t u t e e− −= − − + 

7) ( )( )1
( ) 2 ( 1) 1 ( 1)

t
y t u t t e

− −
= −  − + − + 

8) 2 3 2( 2) 3( 2)1 1
( ) 1 3 2 ( 2) 1 3 2

6 6

t t t ty t e e u t e e− − − − − −   = − + − − − +    

9) 2( ) cos 2sin 2 2t t ty t t t e te e− − −= − + + − − 

10) ( ) ( ) ( ) ( )sin
t

y t u t e t



− −

= − − 

11) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 5 2 2 54
2

7

t t t ty t u t e e e e
− − − − = − − + +

 
 

12) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

2 sinh 2 2 sinh 2
2 2

y t u t t u t t      = − − − + − −    
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 התמרת לפלס  –נוסחאות 

( )G s  ( )g t  

1

s
 1 

2

1

s
 t  

1

!
n

n

s +
 ( )for 1,2,3,...nt n =  

1
ns

 
( )

( )
1

for 1,2,3,...
1 !

nt
n

n

−

=
−

 

1

s a−
 ate  

( )

1
n

s a−
 

( )

1

1 !

n
att

e
n

−

−
 

( )

( )

1 !
n

n

s a

−

−
 1n att e−  

2 2

s

s a+
 ( )cos at  

2 2

a

s a+
 ( )sin at  

2 2

s

s a−
 ( )cosh at  

2 2

a

s a−
 ( )sinh at  

( )
2

2 2

s

s a−
 ( )sin

2

t
at

a
 

( )

2

2
2 2

s

s a−
 ( ) ( )( )

1
sin cos

2
at at at

a
+  

( )
2 2

a

s b a + +
 

 
sinbte at−  
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( )
2 2

s b

s b a

+

 + +
 

 
cosbte at−  

( )
2

2 2

2sa

s a+
 

sint at  

( )

2 2

2
2 2

s a

s a

−

+
 cost at  

( )
2

1

s a−
 atte  

( )
2

2 2

1

s a+
 ( ) ( )( )3

1
sin cos

2
at at at

a
−  

3

2
1

2
s
−

 t  

1

2s
−

 
1

t
 

1

s
 ( )u t  

kse

s

−

 ( )u t k−  

( )kse F s−   ( ) ( )u t k f t k− −  

( ) ( )( )
( )

1
nn

F s−  ( )nt g t  

 

 תוספות

)נניח שנתונה התמרת לפלס ההפוכה   - )F s  של פונקציה ,( )f t, 

)ורוצים את   )0f ו -( )f . 

)אז במקום למצוא את   )f t  :ולהציב, ניתן להיעזר בנוסחאות הבאות 

( ) ( )0 lim
s

f s F s
→

=   

( ) ( )
0

lim
s

f s F s
→

 =   
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)     קונוולציה:  - ) ( ) ( ) ( )
0

*

t

f t g t f x g t x dx= − 

( ) ( )( ) ( ) ( )* sL Ff t g t s G=  

( ) ( )( ) ( ) ( )1 *L F s G s f t g t−  =   ( ) ( )( ) ( ) ( )1

0

t

L F s G s f x g t x dx−  = −  
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