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 תורת הקבוצות ל מבוא

 שאלות 

, ים,המתא  ןאת הסימ -ב מולגבי כל אחד והממדים הבאים רש (1 , , ,   . 

 ו. נמק ,אם התשובה היא  תיתכן יותר מתשובה אחת.שימו לב ש

 . א  1   ב.     1    ג .    8, 1,2,8  

 .ד    ה.  ,    

 .ו     2    ז.      2     

 .ח       2 ,    ט .        2 , 2    

 .י        2 , ,     יא .       

 .יב        יג .     1, 2 1, 2 

1 .יד  טו .  1  

 . טז 1  יז.    1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

,   .ב    .א (1 ,   ג. ,   ד.  , ,   ה. , ,  

, .ו     ז. , ,    ח. , ,  ט. , ,   י. ,     

, .יא ,   יב.  ,   יג. ,   יד.  ,  טו. , ,    

, .יז      .טז  
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 פעולות על קבוצות 

 שאלות 

  עבור (1     1, 2,3 , 3, 4,5 , 1, 4,6A B C= =  את הקבוצות הבאות:  וחשב, =

) .א ) \A C B 

) .ב )A B C  

) .ג )A B C  

) .ד )P A 

C\ .ה A 
 

עבור   (2     1, 2,3 , 3, 4,5 , 1, 4,6A B C= = = : 

Bהאם  .א C? 

האם  .ב 1 B? 

האם  .ג 1 A? 

האם  .ד  ( )1 P A? 

האם  .ה  ( )1 P A? 

האם  .ו   ( )1 P A? 

האם  .ז   ( )1 , P A ? 

 

עבור (3    1, 3, , , 4,A B=   = , ו חשב: 

A .א B 

A .ב B 

A .ג B− 

B .ד A− 

A .ה B 
  

1
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 תשובות סופיות 

א.  (1 1, ב.    2,6 1,3, ג.   4,6 1,3   .ד( )2 P A 

 . ד. כן  .ג. כן    .ב. לא   . א. לא (2
 . ז. כן   . ו. כן   . ה. לא

א.  (3  1, 3,* , , 4   .ב    .ג  1, ד.   *,3 4 

)ה.  ) ( )\ \A B B A 
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 ןדיאגרמת ו

 שאלות 

 ן.דיאגרמת ושלהלן באיור  (1
 
 
 
 
 
 
 

 את השטח המתאר את הקבוצות הבאות:  וקווקו

) . א )A B C− ) .ב − )A B C− − 

cA . ג B ד. ( ) ( )c cA B C A   

) .ה )A B C  ו. ( )A B C  

) .ז )A B C  ח. ( )A B C  
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 תשובות סופיות 

 ג.     ב.       א.    (1
 
 
 
 
 

 ו.       ה.         ד.   
 
 
 
 
 

 ח.     ז.   
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 קריאת קבוצות 

 שאלות 

  עבור (1 1,  דרכים את הקבוצות הבאות:בשתי  מורש ,=...,2,3

, קבוצת המספרים טבעיים האי זוגיים . א 1,3,5,...odd =. 

  ,קבוצת כל הטבעיים שיש להם שורש ריבועי .ב 1, 4,9,16, 25,36, 49,...A =. 

 , קבוצת כל הטבעיים שאין להם שורש ריבועי . ג

 2,3,5,6,7,8,10,11,12,13,14,15,17,18,...B =. 

 ,קבוצת כל השורשים של מספרים טבעיים .ד

 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,...C =. 

 ,2קבוצת כל החזקות של  .ה

   1 2 32 ,2 ,2 ,... 2,4,8,16,32,...D = =. 

 

  עבור (2 1,  את הקבוצות הבאות:  וחשב ,=...,2,3

 . א 3 1C n n= −  

 .ב 22 41K x x x=   →  

 . ג 7 20C x x x=   →  

 .ד   3 1 3 1C n n n n n= −    = −  

 .ה 28 67C x x x=   →  
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 תשובות סופיות 

:  1א. דרך  (1
1

2

n
n
 + 

  
 

  :2, דרך  2 1n n− . 

:  1ב. דרך  n n  2, דרך:   2n n. 

:  1ג. דרך  n n  2, דרך:   2 n n k n k   . 

  :2ד. דרך  n n . 

:  1ה. דרך   2kn k n     :2, דרך = 2n n. 

 א. (2 2,5,8,11,14,17,20,...C = 

ב.   2, 3, 4, 5, 6,...−      

 ג. 20, 21,22, 23,...− 

ד.   2,11, 26,74,107,146,... 

ה.  9,10,11,12,...− 

1
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 שאלות הוכחה 

 שאלות 

 .1בשאלה כפי שמתואר  יש לפעול שאלות הפרק כל אחת מב

A, תהיינה (1 Bקבוצות.  
 נימוק קצר מדוע., ציינו זאת ותנו אם הטענה נכונה

 דוגמה נגדית.  נוותציינו זאת,  ,אם הטענה אינה נכונה
יש פרטים  הנגדית האם בדוגמה ובדק  ;מינימליתערך רב יותר לדוגמה יש 

 אותם.  ורימיותרים והס
בה נשתמש ש ,טענה יב את במיוחדו ן,להוכיח ונס ,נכונות כא-יבטענות  םא

 . יותר מאוחר להוכחת תכונות של קבוצת חזקה

xאם  . א A אז ,x A B . 

xאם  .ב A B , אז x A. 

xאם  . ג Aאז , x A B . 

xאם  .ד A B , אז x A. 

x אם .ה A, אז x A B −. 

x אם .ו A B x , אז− A. 

x אם .ז B, אז x A B −. 

xאם  .ח A B x , אז− B. 

x . ט A x A B   − 

x .י B x A B   − 

x  :ימוהשל . יא A B  −_____ . 

) .יב )A B A C A B C      

) . יג )A B A C A B C      

Aאם  .יד A B= אז , A B. 

Aאם  . טו A B= אז , B A. 

Aאם  . טז A B=  ,אז A B. 

Aאם  .יז A B=  ,אז B A. 

Aאם  .יח B אז ,A A B= . 

Bאם  . יט A אז ,A A B= . 

Aאם  .כ B , אזA A B= . 

Bאם  .כא A , אזA A B= . 

  

1
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, תהיינה (2 ,A B C קבוצות . 
 : הטענות הבאות את יכואו הפר וחיהוכ

Aאם  . א A B= B, אז − =. 

Aאם  .ב A B= A, אז − B =. 

Aאם  . ג A B=  אז ,A B B =. 

Bאם  .ד A B=  אז ,A B B =. 

Aאם  .ה B A A, אז = A B= . 

Aאם  .ו B B A, אז = A B= . 

Aאם  .ז B A C =  וגם A B A C =  אז B C=. 

) .ח ) ( )A B C A B C − =  − 

) . ט ) ( ) ( )A B C A B A C − =  −  

) .י ) ( )A B C A B C  =   

) . יא \ ) \ \ ( )A B C A B C=  

) .יב ) ( ) ( )A B C A B A C  =    

) . יג ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D−  − =  −  

 את השגויה:  יכואת הנכונה והפר וחיהוכ .שתי טענות הלןל .יד
1 .A B C A B C     
2 .A B C A B C     

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 ה. נכונה. ד. לא נכונה.  ג. נכונה.  ב. נכונה.   א. לא נכונה.  (1
 י. לא נכונה. ט. לא נכונה.  ח. לא נכונה.  ז. נכונה.   ו. לא נכונה. 

x  יא.  B V x A     .יד. לא נכונה. יג. לא נכונה.  יב. נכונה 
 יט. נכונה. . לא נכונה. יח יז. לא נכונה.  טז. נכונה.  טו. נכונה. 
 כא. לא נכונה. כ. נכונה.  

 ה. לא נכונה. ד. לא נכונה.  ג. נכונה.  לא נכונה.ב.  א. לא נכונה.  (2
 י. לא נכונה. ט. לא נכונה.  ח. לא נכונה.  ז. נכונה.   ו. נכונה.  

 לא נכונה.. 2 נכונה.  . 1יד. יג. נכונה.  יב. נכונה.   יא. נכונה. 

1
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 דרך השלילה

 שאלות 

 ,אז  ,כל אחת מהטענות הבאות בדרך השלילה. במקום הטענה אם   וחיהוכ

 .אז   ,אם נוכיח 

 ולכל הנובע ממנה מתייחסים כנתון.   יש לזכור תמיד שלהנחת השלילה

)אם  (1 ) ( )A B C A B C− −  − Aאז , − C =  

)אם  (2 ) ( )A C C B A B−  −   , אזA B. 

) אם (3 )A B C A B −  ) אז ,− )A C B−  =. 

)אם  (4 ) ( )C A B C A B−  −  Bאז  ,− A. 

Aאם   (5 A B   וגםB C B C− = ,  אזA C =. 

Aאם  (6 A B   וגםB C B C− = ,    אזA C =. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 הוכחה. (1

 הוכחה. (2

 הוכחה. (3

 הוכחה. (4

 הוכחה. (5

 הוכחה. (6

1
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 קבוצת חזקה 

 שאלות 

עבור   (1            3, , 3 , 4, , 3, 3 , ,3A B C=  =  =  

 הבאות: את הקבוצות רשמו 

)את  . א )P C, ( )P B  ואת( )P A. 

) .ב )P A B, ( )P A A,( )P C C  ואת( )C P C−. 

 

עבור הקבוצות  (2    , , 1,A B=   = , 

)את  רשמו  . א )P A   ואת( )P B. 

)את  רשמו  .ב ) ( )P A P B−   ואת( ) ( )P B P A−. 

) . ג )P A A−  ואת( )  P A A−. 

 

)את  רשמו  (3 )P את ,  ( )( )P P   ואת( )( )( )P P P . 

 

 :יכואו הפרהוכיחו שתי קבוצות.  A,Bתהיינה  (4

) . א ) ( ) ( )P A B P A P B =  

) .ב ) ( ) ( )P A P B P A B   

) . ג ) ( ) ( )P A B P A P B =  

) .ד )P A A   

) .ה )P A A = 

)שמקיימת  Aלקבוצה  הדוגמ נות .ו ) ( )( )A P A P P A  . 

אם  .ז  ( )A P B,  אז( ) ( )P A P B. 

 
 : בדרך השלילההוכיחו את שתי הטענות הבאות 

)אם  .ח ) ( )P A P A B Aאז  ,− B =. 

) אם . ט ) ( ) ( )P A B P A P B = ,  אז( ) ( )A B B A    .)שאלה קשה( 

 

,תהיינה  (5 ,A B C  נתון ו ,קבוצות כלשהן( ) ( ) ( )  P B P A P B− = − .  

Bכי  הוכיחו  A B− =. 
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 תשובות סופיות 

)א.  (1 )         , 3 , , 3,P A =   , ( )            , 3 , 4, , 3 , 4,P B =   , 

( )                         , 3 , 3 , ,3 , 3, 3 , 3, ,3 , 3 , ,3 , 3, 3 , ,3P C =     .  

)ב.   )   3P A B =, ( )P A A =, ( )   3P C C =, ( )   3, ,3C P C− = . 

)א.  (2 )         , , ,P A =     , ( )       , 1 , , 1,P B =   . 

)ב.   ) ( )       , ,P A P B− =   , ( ) ( )     1 , 1,P B P A− = . 

)ג.  )       , ,P A A− =   , ( )        , ,P A A− =    . 

3) ( )  P  = , ( )( )   ,P P  =  ,  ( )( )( )         , , , ,P P P  =      . 

 ה. לא נכונה.  ד. לא נכונה.  ג. נכונה.  ב. נכונה.   א. לא נכונה.  (4
 הוכחה.ט.  ח. הוכחה.   ז. נכונה. סרטון.  וו. רא

 הוכחה. (5
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 מכפלה קרטזית

 שאלות 

,תהיינה  (1 ,A B Cוחיקבוצות. הוכ: 

) . א ) ( )A B A A B B=   =  

) .ב ) ( ) ( )( ) ( )B A A B A B B A=  =  =   =  

,קבוצות  ארבעכי לכל  וחיהוכ . ג , ,A B C D מתקיים 

( ) ( ) ( )A B C A C B C  =    

) אם .ד ) ( ) ( )( )A A B B C C   = ,  אז 

( ) ( )( ) ( )( )B A A B A B C     . 

,קבוצות ארבע כי לכל  וחיהוכ .ה , ,A B C D מתקיים 

( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D   =    

 

 הוכיחו או הפריכו: (2
A,תהיינה  B  שתי קבוצות כלשהן ותהיS A B . 

Cאז קיימות  A ו-D B ,כך ש-S C D= . 

 

 :הוכיחו או הפריכו (3

A,קיימות שתי קבוצות  B, 24-כך שA B 5Aוגם  = B על  )סימן  =

 קבוצה מסמן את מספר אבריה(.

 

 :הוכיחו או הפריכו (4

,לכל שלוש קבוצות  ,A B C מתקיים ( ) ( ) ( )A B C A B A C  =   . 

 

,שלוש קבוצות  ימוהדג (5 ,A B C, כך ש-( )( ) ( )( )A B C A B C      . 
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 תשובות סופיות 

 ה. הוכחה. ד. הוכחה.   ג. הוכחה.  ב. הוכחה.   א. הוכחה.  (1

 לא נכונה. (2

 לא נכונה. (3

 נכונה. (4

 סרטון.  ורא (5

1

פרק 1תורת הקבוצות

14

14



מתמטיקה דיסקרטית לתלמידי הנדסה
ומדעים

פרק 2 - פונקציות

תוכן העניינים

1. מבוא והגדרות ראשונות י 15

2. תמונה של קבוצה י 20

3. הרכבת פונקציות והפונקציה ההפוכה י 24

14

14
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 בוא לפונקציות: מ

 :שאלות

 בכל אחד מהאיורים הבאים זהה את   (1
 האפשרות  התחום ואת הטווח ובחר את 

 : המתאימה

 זו אינה פונקציה.  .א

 זו פונקציה חח"ע שאינה על.  .ב

 זו פונקציה על שאינה חח"ע.  .ג

 זו פונקציה שאינה חח"ע ואינה על.  .ה

 זו פונקציה שהיא גם חח"ע וגם על.  .ו

 

 

 

 

 

g:  עבור הפונקציה (2 )מוגדרת ע"י   → )g x x=      ערך שלם תחתון של(x) . 

 חשב את: 

) .א ) ( ),g g − 

) .ב )Im g   

 . -7- מצא מקור ל .ג

 . -7- המקורות ל מצא את כל  .ד

 האם כל איבר בטווח הוא גם תמונה?  .ה
 

 כל אחת מהפונקציות הבאות, קבע האם היא חח"ע? האם על?  עבור  (3
 הוכח טענותיך. 

AI:פונקציית הזהות   .א A A→   המוגדרת ע"י( )AI x x=. 

1 .ב :h )  מוגדרת ע"י → )1 2 1h x x= +.  

2 .ג :h )מוגדרת ע"י   → )g x x=      ערך שלם תחתון של(x) . 

3 .ד :h  )מוגדרת ע"י   → )3h x,y x y= −. 

4 .ה : ( ) ( ) ( )h P P P )מוגדרת ע"י   → )4 ,h A B A B=    4וחשב אתImh. 

) .ו ) ( )1 : 0, 0,2f  )מוגדרת ע"י    → )1

2

3

x
f x

x
=

+
. 
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) .ז ) ( )2 : 0, 0,f  →     מוגדרת ע"י( )2

1
f x x

x
= +. 

) .ח )3 : 0,f  )גדרת ע"י   מו → )3

1
f x x

x
= −. 

) .ט ) ( )4 :f P P→ גדרת ע"י   מו( )4f X X= . 

) .י ) ( )5 :f P P→ גדרת ע"י   מו( )5f X X= . 

)  . יא ) ( )6 :f P P→ גדרת ע"ימו    ( )6f X X= . 

7 . יב :f )   גדרת ע"ימו → )7f n thesumof thedigitsof n=. 

8 . יג :f  )מוגדרת ע"י   → )8 , 3 2f x y x y= +. 

9 . יד :f  )מוגדרת ע"י   → ) ( )1

9 , 2 2 1nf n k k−= −. 

h:  . טו )   מוגדרת ע"י → )
                  

2 2

3      3      

even even

odd

n n
n n

h n

n n n else

 
  

= = 
 +  +

.  

   

 אם הפונקציות הבאות חח"ע, על וחשב את תמונתן: בדוק  (4

9 .א :f )מוגדרת ע"י    → )9

4
2

2 1

n
n

f x

n else




= 
 +

9Im  וחשב את  f. 

10 .ב :f )  מוגדרת ע"י  → )10

3 1 2

3 2

x x
f x

x x

− 
= 

− 
10Imוחשב את    f.  

11 .ג :f )  מוגדרת ע"י  → )11

1 1

1 3
1

2 2

x x

f x
x x

+ 


= 
+ 



.    

 

,תהיינה   (5 :f g A A→  :פונקציה. הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות 

)- אם לכל איבר ב .א )Im f   יש מקור יחיד אזf  .חח""ע 

)- אם לכל איבר ב .ב )Im f   יש מקור יחיד אזf .על 

)- אם לכל איבר ב .ג )Im f   יש מקור יחיד אזf  .אינה קבועה 

)- אם יש איבר ב  .ד )Im f ללא מקור אז  f  .על 

)אם  .ה ) ( )Im f Im g   הכלה ממש(  אז(f  .אינה על 

)אם  .ו ) ( )Im f Im g   הכלה ממש(  אז(g  .אינה על 

)אם  .ז ) ( )Im f Im g=   אזf g=. 

D,לכל   .ח D A    קיימת:f A A→ כך ש -( )Im f D=. 
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:   נתונה (6 oddg    פונקציה לא ידועה.  →

h:  נגדיר )   באופן הבא:  → )
( )

         
2

    

even

odd

n
n

h n

g n n




= 
 

,     

):   למשל )34 17h =  ,( ) ( )35 35h g=   .שהוא מספר טבעי לא ידוע 

    אינה חח"ע. hהוכח כי  

מצא אינסוף מספרים טבעיים שונים   
1n n

x


=
iכך שלכל    j   מתקיים( ) ( )i jh x h x=. 

 

)נגדיר   (7 )( ) ( ):F P P )באופן הבא:   → )( ) ( ) ,F f A x y A f y x=    =. 

)עבור   .א )  2 , 2,3,4,5,17,18g x x A= ), חשב:  = )( ),F g A. 

 חח"ע והאם על.  fבדוק האם   .ב

)מצא את   .ג )Im F .    

 

)נגדיר   (8 ):G P→   :באופן הבא( ) ( ) G f f   =    =. 

)חשב   .א )G f   עבורf I=   עבור   פונקציית הזהות 

)הפונקציה    )
1

4

evenn
f n

else





 . 3ועבור הפונקציה הקבועה   

)חח"ע והאם על ומצא את   Gבדוק האם   .ב )Im G. 

 

פונקציה  נגדיר  (9     ( )0 1 0 1 0 1F P→ : , , באופן הבא:  ,

( ) ( ) ( )( ) , 1F g g n g n n= +  .  הוכח כיF אינה על . 

 

)נגדיר   (10 ):F P→   :באופן הבא( ) ( ) 1F f n f x=  =.  

 . אינה חח"ע F  הוכח כי 
 

פונקציה  נגדיר  (11  ( ): 0,1,2F P→  :באופן הבא( ) ( ) 0F f n f n=  =.     

 חח"ע ועל.  Fקבע האם  
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)תהי   (12 )evenP שמספר אבריהן זוגי.     קבוצת כל תת הקבוצות של 

)ותהי   )oddP  שמספר אבריהן אי זוגי.   קבוצת כל התת הקבוצות של 

לדוגמה    ( )   ( )1,3 , 1,3even oddP P    ולעומת זאת ,

  ( )   ( )2,4,6 , 2,4,6even oddP P   לכל קבוצה .A   סופית של טבעיים נסמן 

)-ב )max A את המספר הגדול ביותר ב -A וב -( )max 0 =.  

)הוכיחו כי הפונקציה   ) ( ): even oddf P P→ המוגדרת על ידי ( ) ( )maxf A A A=    

 . היא חח"ע אך אינה על
 

)נגדיר   (13 ):H P )באופן הבא:    → ), Im ImH f g f g=  . 

 חח"ע ועל.  fבדוק אם  

 

 שחובה להכיר:פונקציות 

 אחד מהסעיפים הבאים מצא פונקציה כנדרש:בכל  (14

)מצא  .א ) ( ): 0,1 1,f →   .שהיא חח"ע ועל 

)השתמש בפונקציה שמצאת בסעיף קודם כדי למצוא   .ב ) ( ): 0,1 0,f →  

 שהיא חח"ע ועל. 

מצא  .ג )  ): 2,5 1,7f  שהיא חח"ע ועל.  →

,עבור   .ד , ,a b c d   מספרים נתונים מצא   : , ,f a b c d→  .שהיא חח"ע ועל 

מצא  .ה )    : 1,3 4,8 0,1f   שהיא חח"ע ועל.  →

f:פונקציה  מצא  .ו g:מצא גם  שהיא חח"ע ועל.  → שהיא היפוך   →

f:החיצים לפונקציה    שמצאת. →

f:פונקציה  מצא  .ז   שהיא חח"ע ועל.  →

f:מצא פונקציה   .ח    שהיא חח"ע.  →

g:מצא  .ט →    )שהיא על. )רמז: סעיף קודם 

פונקציה  מצא  .י
7

:f     f:7)כלומר   →  ( שהיא חח"ע. →

פונקציה  מצא  . יא )  ): 0,1 0,f  →     .שהיא חח"ע ועל 

מצא גם   )  ): 0, 0,1g  →  .שהיא היפוך החיצים לפונקציה  שמצאת 

)פונקציה  מצא  . יב  ( ): 0,1 0,1f  שהיא חח"ע ועל.  →

מצא  . יג )  )  ): 0,1 0,1 0,1F   חח"ע ועל.  →

מצא פונקציה   . יד : 0,1f   שהיא חח"ע ועל.    →

מצא גם   : 0,1g →  .שהיא היפוך החיצים לפונקציה שמצאת 
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)מצא  . טו ): 1,1f →  שהיא חח"ע ועל.  −

מצא  .טז  ( ): 0,1
A

F P A→   חח"ע ועל. הוכח כי הפונקציה שמצאת היא אכן

 . חח"ע ועל

מצא  .יז     : 0,1 0,1 0,1
even odd

F   שהיא חח"ע ועל.  →

מצא  . יח ( )  
2

: 0,1 0,1,2,3F כלומר   →     : 0,1 0,1 0,1,2,3F  →  

 שהיא חח"ע ועל והוכח שהיא חח"ע ועל. 
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 :קבוצהה של תמונ

 :רקע

צפה בשיעורים בנושא תמונה ותמונה הפוכה של קבוצה בטרם תענה על השאלות  
 שבנושא זה. 

( )t f D  (x  קיים D כך ש -( )f t =     

y)( ) ( )f f D D   

z  )( ) ( )1F E f E  −                  

 

 :שאלות

g:נגדיר   (1   :  מוגדרת ע"י →  ( )1,8,17     2K g n n= =.  

 חשב את הקבוצות הבאות: 

) .א )g K 

) .ב )1g K− 

) .ג )g 

) .ד )evevg 

) .ה )oddg 

) .ו )1

evevg−   

) .ז )1

oddg− 

 

f:נגדיר   (2 )  :  מוגדרת ע"י → ) 2 5 4f x x x= − +     0,4M =.    

f:גדיר  נ ) :  דרת ע"יוגמ → )
2

1

evenn n
f n

else


= 


ותהי    1,5,6,8E =.      

 חשב את הקבוצות הבאות: 

) .א )( )1f f M− 

) .ב )( )1f f M− 

 .ג ( )( )1 3,4f f − − 

 .ד ( )( )1 3f f − − 

) .ה )( )1f f E− 
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f:תהי   (3 A B→  ה ותהינה  פונקצי,D A E B  שתי קבוצות.   
 : הפרך כל אחת מהטענות הבאותו הוכח א

) .א )f D D= 

) .ב )f D D 

) .ג )1f E E− =   

) .ד )1f E E−  

) .ה ) ( )f D f A    

Dאם  .ו A   אז( ) ( )f D f A   שים( שההכלות בסעיף זה הן הכלות ממש). 

) .ז )1f E A−  

Eאם    .ח B אז ( )1f E A−    שים( ה הן הכלות ממששההכלות בסעיף ז). 

yעל אם"ם לכל   f .ט B :מתקיים   ( )1f y− . 

yחח"ע אם"ם לכל   f .י A :מתקיים    ( )1f y−   בעלת איבר אחד.  אוריקה 

   

)  : בשאלה זו נבחן את השוויון (4 ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D = . 

f:  אשר את השוויון עבור  .א )  : מוגדרת ע"י → ) 2f x x=.       

   1 22,5 2,4D D= = − 

 ם תמיד.  יהוכח כי שוויון זה מתקי  .ב
f:תהי    כלומר: A B→ 1    ה ותהינהפונקצי 2,D D A.  

)    :כיהוכח  ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D = . 

 

5) :f A B→  1ה ותהינה  פונקצי 2,D D A.  

 : או הפרך כל אחת מהטענות הבאותהוכח 

) .א ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D          

) .ב ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D          

)חח"ע אז   fאם  .ג ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D = .    

)על אז   fאם  .ד ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D = .          

)  אם  .ה ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D    אזf  חח"ע  אינה.       

 

6) :f A B→  1ה ותהינה  פונקצי 2,E E B. 

 :כל אחת מהטענות הבאותהוכח 

) .א ) ( ) ( )1 1 1

1 2 1 2f E E f E f E− − − =      

) .ב ) ( ) ( )1 1 1

1 2 1 2f E E f E f E− − − =   

1
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7) f : A B→  ה ותהי פונקצי  D A.  
 : הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות

) .א )( )1f f D D−  

) .ב )( )1f f D D−  

)  חח"ע אז fאם  .ג )( )1f f D D− =. 

)  לא חח"ע אז fאם  .ד )( )1f f D D− . 

)על  אז   fאם  .ה )( )1f f D D− =. 

Dאם לכל   .ו A   מתקיים( )( )1f f D D−  על. fאז   =

)אם  .ז )( )1f f D D−  חח"ע.  fאז   =

Dאם לכל   .ח A   מתקיים( )( )1f f D D−  חח"ע.  fאז   =

)אם  .ט )( )1f f D D−    אזf  .אינה חח"ע 

Dאז לכל    על fאם  .י A  מתקיים( )( )1f f D D− =. 

Dאז קיימת   עללא fאם  . יא A   עבורה( )( )1f f D D− . 

Dחח"ע אז קיימת  לא  fאם  . יב A   עבורה( )( )1f f D D− . 

 

8) :f A B→  י ה ותהפונקצי  E B הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות : 

) .א )( )1f f E E−   

) .ב )( )1f f E E−       

) .ג )( )1f f E E−     או( )( )1f f E E− .      

)חח"ע אז   fאם  .ד )( )1f f E E− =.  

)על  אז   fאם  .ה )( )1f f E E− =.  

Eאם לכל   .ו B   מתקיים( )( )1f f E E−     חח"ע. fאז   =

Eם לכל  א .ז B   מתקיים( )( )1f f E E−      על. f  אז =

Eלכל  לא אם  .ח B   מתקיים( )( )1f f E E−       על. לא f אז =

Eאם לכל   .ט B   מתקיים( )( )1f f E E−    הזהות.  תי פונקציהיא  f  אז =

Eאם  קיימת   .י B כך ש -( )( )1f f E E−    אז קייםA שלכל   ךכA  

)מתקיים:   )f  .  
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f:נתונות פונקציה   (9 A B→  וקבוצות,C D A. 

)  :הוכח כי .א ) ( ) ( )f C D f C f D  . 

)  ערכית אז- חד- היא חד f  הוכח שאם .ב ) ( ) ( )f C D f C f D = . 

C,בוצות  הדגם ק .ג D   ופונקציה :f  על   f- כך ש →

)  וגם ) ( ) ( )f C D f C f D  . 

)  :  הוכח כי .ד ) ( ) ( )f C D f C f D = . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

א.  (1 2,16,18    .ב 4   .ג 4n n     .ראה סרטון.ד    

ה.   4n 2 n+     .ז.     ו 

א.  (2 0,1,4,5  .ב 0,4  .ג 0,4     .ד     .ה 1,8 

 ה. נכון.   ד. לא נכון.    ג. לא נכון.   ב. לא נכון.   א. לא נכון.   (3
 י. נכון.  ט. נכון.    לא נכון.  ח.  ז. נכון.   ו. לא נכון.  

 הוכחה.  (4

 ה. נכון.  ד. לא נכון.    ג. נכון.   ב. לא נכון.    א. נכון.   (5

 הוכחה.  (6

 ה. לא נכון.   ד. לא נכון.    ג. נכון.   ב. נכון.   א. לא נכון.   (7
 י. לא נכון.  ט. נכון.    ח. נכון.   ז. לא נכון.   ו. לא נכון.  

 . נכון א יב. ל יא. לא נכון.  

 ה. נכון.   ד. לא נכון.    ג. נכון.   ב. נכון.   א. לא נכון.   (8
 י. נכון.  .  ט. לא נכון  ח. נכון.  ז. נכון.   ו. לא נכון.  

  הוכחה.  (9

1
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 הרכבת פונקציות

 שאלות

fאת ההרכבה   וחשב (1 g ו-  g f   במקרה שהן מוגדרות עבור הפונקציות
 . הנתונות

,  .א :f g → ( ) ( )
2 12 3 7xf x g x x−= = + 

)  .ב ) ( ), :f g P P→ ( ) ( )f A A g A A=  = 

,  .ג :f g → ( ) ( )The sum of 's digits g 10f n n n n= = 

,  .ד :f g → 
( )

5 1

2 1

x
g x

x


= 


 ( )

7 3

8 3

x
f x

x


= 


 

,  .ה :f g → 
( )

2 1 3

3

x x
g x

x x

− 
= 


 ( ) 2 1f x x= − 

 

 הבאה:את ההרכבה  וחשב (2

,נגדיר   .א :f g  באופן הבא: →

( )
3 1

2 1

x
g x

x


= 


, ( )

4 3 5

2 5

x x
f x

x x

+ 
= 


. 

g  וחשב f. 

,עבור   .ב :f g →  

( )
3 2

2 1 2

x x
g x

x x

+ 
= 

− 
, ( )

3 1 1

4 3 1

x x
f x

x x

+ 
= 

− 
. 

f  וחשב g. 

)  השוויוןבדקו את  (3 ) ( )f g h f g h= עבור הפונקציות הבאות : 

,  .א , :f g h → ( ) ( ) ( )2 3 , 2 3 , 2 3f x x g x x h x x= + = + = + 

,  .ב , :f g h → 
( ) ( ) ( )

2 7 3 2
3 , 1 ,

3

xf x g x x h x
x

−= = + =
+

 

)  .ג ) ( ), , :f g h P P→ ( ) ( ) ( ), ,f A A g A A h A A=  = = 

 

 

  

1
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 שאלת חזרה 

):  המוגדרות כך  -ל - פונקציות מ  g- ו fיהיו   )
1

odd
2

1 even

n
n

f n

n n

+


= 
 −

, 

), Nnוכן לכל   ) 2 1g n n= −. 

 הוכיחו או הפריכו: 

 היא חח"ע.  f .א

 חח"ע.  g .ב

 .על   f .ג

 .על   g .ד

f .ה g   היא פונקציית הזהות על . 

g .ו f   היא פונקציית הזהות על . 

 

f:תהי   (4 A B→  כי  וח יפונקציה הוכ,A Bf I f I f f= =. 

f:כי לכל   וק יהס A A→   מתקייםA Af I I f f= ית  יזה מראה כי פונקצ  =

 בכפל.   1הזהות מתנהגת כמו 

 

:  תהיינה (5 , : , :f C D g B C h A B→ →  פונקציות. שלוש →

)כי   וח יהוכ  ) ( )f g h f g h=. 

  היא שאפשר למקם סוגרים כרצוננו בדיוק כמו בכפלהמשמעות של תכונה זו  
 וחיבור רגילים. 

  

1
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f:תהי   (6 A A→. 
 ת. את הזהויות הבאו וח יהוכ 

 הפיכה. fסעיפים האחרונים נתון כי  הבשני הערה:  

m .א k m kf f f += 

5 .ב 2 5 2 3 2 5 2 5 3f f f f f f f f− − − − −= = = = 

m  קודם כיהסק מסעיף  .ג k m kf f f− 0fוהסק כי   =− I= 

) .ד ) ( )
k k

m m mkf f f= = 

) .ה )
1

1f f
−

− = 

) .ו ) ( )
1

1
n

nf f
−

− = 

 

,תהיינה   (7 :f g A A→. 

Imכי   וח יהוכ  Imf g f דוגמה לפונקציות עבורן ההכלה היא הכלה   נותו
 .ממש

 

 הוכיחו או הפריכו:  (8

Imהיא פונקציה על אז   gאם  .א Imf g f=. 

Imאם  .ב Imf g f=   אזg .היא פונקציה על 

 

Bהטבעיים ותהי   תהי   (9   .תת קבוצה סופית לא ריקה נתונה 

)נגדיר   ) ( ):f P P→   :באופן הבא( )
CX B X B

f X
X B X B

   
= 

  =
. 

עבור   ,דוגמהל 1, 2B מתקיים:  = ( )    ( )  2,3 3 , 3, 4 1, 2,3, 4f f= =. 

Xכי אם   הוכיחו .א B =   אז( )( )f f X X= . 

Bהוכיחו כי אם   .ב X אז( )( )f f X X=. 

)שייכת לתמונה של הפונקציה אז   Xהוכיחו כי אם   .ג )( )f f X X=. 

 האם הפונקציה חח"ע?  .ד

 הפונקציה על? האם  .ה
  

1

פרק 2פונקציות

26

26



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©  טל פלדמן –כתב ופתר  
 

. נתונות הפונקציות A- ל ממשתת קבוצה החלקית  B- קבוצה ו  Aתהי   (10

( ) ( ), :f g P A P A→ :המוגדרות באופן הבא  
( )

( )

g X X B

f X A X

= 

= −
. 

f:  יכואו הפר וח יהוכ  g  .על 

 

 : יכואו הפר וח יהוכ  (11

f;  הפונקציה  → ,  ידי -המוגדרת על  ( )( ) ( ), 3 4 ,4 5f x y x y x y= + +, 

 היא פונקציה הפיכה.  

 

h:יר פונקציה  דגנ (12 )כך:   → ) 2h x x= 

כי   וח יהוכ  f h f  =. 

 

f:  ומצא (13 f  -שאינה פונקציה קבועה ואינה זהות כך ש → f f=. 

 

,נתונות שלוש פונקציות   (14 , :f g h →. 

fכי אם   וח יהוכ  g  חח"ע וגםg h   חח"ע וגםh g f על , 

,אז  ,f g h  .שלושתן הפיכות 

 

:ינה  י תה (15 , :g A B f B C→ f:)בתנאים אלו   שתי פונקציות → g A C→). 

A  ו)במקרה של הפרכה בחר יכואו הפר וח יהוכ  B C= = =): 

fחח"ע אז  gחח"ע וגם   fאם  .א g  .חח"ע 

f אם .ב g   חח"ע אזf  .חח"ע 

fאם  .ג g   חח"ע אזg  חח"ע 

f  על אז gעל וגם   fאם  .ד g  .על 

f אם .ה g   על אזf  .על 

fאם  .ו g על אזg   .על 

f אם .ז g חח"ע וגם  g   על אזf  .חח"ע 

f אם .ח g   על וגםf   חח"ע אזg .על 

fלא על אז   gלא חח"ע וגם   fאם  .ט g   לא חח"ע אוf g .לא על 

  

1
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,קבוצה כלשהי ותהיינה   Aתהי   (16 , :f g h A A→. 
 יכו: או הפר וח יהוכ 

gאם  .א f h f= אז   g h=. 

gאם  .ב f h f=   וגםf  אז על   g h=. 

gאם  .ג f h f=   וגםf אז  חח"ע   g h=. 

fאם  .ד g f h=   אזg h=. 

f אם .ה g f h=   וגםf אז    חח"עg h=. 

fאם  .ו g f h=   וגםf  אז    עלg h=.  

 

:  קבוצה ותהי  Aתהי  (17 ]f A A→ פונקציה . 
 :  יכואו הפר וח יהוכ 

f אם .א f f= אז  f I=. 

f אם .ב f f=   אזf I= או ש -f פונקציה קבועה.  היא 

f אם .ג f f=   וגםf אז  חח"ע  f I=. 

f אם .ד f f=   וגםf אז  על  f I= . 

 

,יהיו   (18 , :f g h  :)שאלה קשה מאוד( יכו הפר  →

fאם  .א g f h=  וגםf   על וגם,g h אז   חח"ע וגםg h=. 

gאם  .ב f h f=   וגםf   חח"ע וגם,g h אז   עלg h=. 

fאם  .ג f f I= אז  f f I=. 

fאם    .ד f f f f= אז f f f=. 
 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות

 השאלות בנושא זה הן שאלות הוכחה, ראו תשובות מפורטות באתר. 

1
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מתמטיקה דיסקרטית לתלמידי הנדסה
ומדעים

פרק 3 - יחסים

תוכן העניינים

1. יחסים - מושגי יסוד י 29

2. יחס רפלקסיבי, סימטרי, טרנזיטיבי, אנטי-יחס, סגור י 31

3. יחס שקילות, קבוצת מנה, מחלקת שקילות י 35

4. יחסי סדר י 38

5. שאלות שמשלבות יחסים ופונקציות י 39
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  דיסומושגי  –  יחסים

 שאלות 

 במפורש את היחסים כקבוצה של זוגות סדורים. רשמו  (1
3aRb להיות Aהמוגדר מעל  Rהיחס  b a   כאשר: ,+

 . א 1, 2,3, 4,5,6,7A = 

 .ב 3,5,19,103A = 

 . ג 5,6,7A = 

 

עבור   (2 1, 2,3, 4,5,6A  , רשמו את היחסים הבאים כקבוצה מפורשת של זוגות: =

 . א 2 2

1 , | 5R x y x y= +  

 .ב 2 2

2 , | 5R x y x y= +  

 . ג 3 , | 2R x y x y=  + 

 .ד 4 , | 8R x y x y=   

 

עבור כל אחת מהקבוצות הבאות קבעו האם היא יחס, ובמידה וכן, מצאו  (3
 .Aיחס מעל  R-, כך שAקבוצה קטנה ביותר  

) . א ) 2,5, 7,8R = 

) .ב ) ( ) ( ) 1,3 , 3,7 , 2,5R = 

) . ג ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1,2 , 3,4 , 1,3 , 2,4R = 

 

), בכל מקרה בו הקבוצה היא יחס רשמו את  1עבור הקבוצות משאלה  (4 )dom R 

)ואת   )range R .ורשמו את היחס במטריצה , 

 

מעל הקבוצה   Rנגדיר יחס  (5 1,2,3,4,5A  :כך ,, 2x y R y x  − . 

 ובעזרת דיגרף. במפורש בעזרת  Rרשמו את   . א

 .Rואת כל החזקות השונות של  −1Rחשבו את היחס  .ב

 מקיים את התכונות הבאות ומה נובע מכך: Rמצאו אם היחס  . ג
1 1 2, , ,A AR R I R R I R R R− −  =   

 

1
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תהי  (6 1, 2,3, 4A   ויהיR  יחס מעלA. 

 איזו טענה נכונה:

)של   Domain- ה . א ) ( ) ( ) 1,1 , 2, 2 , 1,3R הוא  = 1,2. 

של   Range- ה .ב
1 2 1

1 2 3

 
 
 

הוא   2,3,1. 

)של היחס  Domain- ה . ג ) ( ) ( ) 1,1 , 2, 2 , 1,3R  .−1Rשל  Range-שווה ל =

 

תהי  (7 1, 2,5A   ויהיR  יחס מעלA. 

 איזו טענה נכונה:

)הוא יחס הזהות  Rאם  . א )AR I= אז ,( ) ( ) ( ) 1,1 , 2, 2 , 5,5R =. 

 הוא היחס המלא, אז  Rאם  .ב

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,1 , 1,2 , 1,5 2,1 , 2, 2 , 2,5 , 5,1 , 5, 2 , 5,5R =. 

)הוא יחס הזהות, אז  Rאם  . ג )( )
1

1
IR R

−
−

=. 

 

תהיינה  (8     1, 2 , , , 5,6A B a b C= = R-יחס כך ש R, יהי = A B  , 

S-יחס כך ש Sויהי  B C . 
 איזו טענה נכונה:

SR . א = 

 יש ארבעה איברים. RS-יחסים מלאים, אז ב S-ו Rאם  .ב

RSהוא היחס המלא, אז   S- הוא היחס הריק ו Rאם  . ג S= . 

1של   Range-שווה ל Domain- ה .ד 1S R− −. 

 

הי ת (9 1, 2,5A )ויהי   = ) ( ) ( ) ( ) 1,1 , 1, 2 , 2,5 , 5,5R  .Aיחס מעל  =

 גרף. בצורה של Rהביעו את  . א

 גרף.בצורה של  −1Rהביעו את  .ב

 גרף.בצורה של  Aהביעו את יחס הזהות מעל   . ג

 גרף.בצורה של  Aהביעו את היחס המלא מעל   .ד

 מטריצת סמיכויות.בצורה של  Aהביעו את יחס הזהות מעל   .ה

 מטריצת סמיכויות.בצורה של הביעו את היחס הריק  .ו

 בצורה של גרף. −1RRהביעו את  .ז

1Rהביעו את  .ח R− .בצורה של גרף 
 הדרכה: יש למצוא תחילה את הזוגות. 

)הביעו את  . ט ) ( )1 1R R RR− − .בצורה של מטריצת סמיכויות 

)הביעו את  .י ) ( )1 1\R R RR−  בצורה של גרף. −

)הביעו את  . יא ) ( )1 1R R RR− − .בצורה של גרף 
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 יחס, סגור -סימטרי, טרנזיטיבי, אנטי ,ייחס רפלקסיב

 שאלות 

עבור   (1 1, 2,3, 4,5,6,7A ,באופן הבא:  Tנגדיר יחס  = 23x y T x y          

רפלקסיבי,  Tרשום מדגם בן שלושה זוגות של איברים ביחס ובדוק האם 
 סימטרי, אנטי סימטרי )חלש( טרנזיטיבי.

 

הבא מעל   Tנתון היחס  (2 1,2,3,4A =                 

 2,3 , 3,2 , 2,1 , 1,2 , 4,4 , 3,3 , 1,1 , 2,2T = 

מינימאלי רפלקסיבי?  אם לא רפלקסיבי אז  הוסף או החסר מספר   Tהאם 
 של זוגות כדי שהתשובה תהיה חיובית. 

סימטרי?  אם לא אז סימטרי  הוסף או החסר מספר מינימאלי של   Tהאם 
 זוגות כדי שהתשובה תהיה חיובית.

טרנזיטיבי?  אם לא טרנזיטיבי אז  הוסף או החסר מספר מינימאלי   Tהאם 
 של זוגות כדי שהתשובה תהיה חיובית. 

יהיה גם רפלקסיבי, גם  T-הוסף או החסר מספר מינימאלי של זוגות כדי ש
 סימטרי, וגם טרנזיטיבי.

 

באופן הבא:  מעל   T  נגדיר יחס (3 , evenT a b a b=   

 רשום שלוש זוגות ביחס ושלושה זוגות שאינם ביחס.  . א

 רפלקסיבי, סימטרי, טרנזיטיבי. Tבדוק האם  .ב

 

x,- המוגדר באופן הבא:)יש ל מעל  Sנתון יחס  (4 y )אותה הזוגיות

,x y S )כלומר שניהם זוגיים או שניהם אי זוגיים( 

 רפלקסיבי, סימטרי וטרנזיטיבי. Sהוכח כי  

 

 . Aמעל קבוצה  Rנתון יחס  (5

2Rהוכיחו כי   R    אם"םR .טרנזיטיבי 
 

,המוגדר באופן הבא:  מעל  Sנתון יחס  (6 3x y S x y  − 

 רפלקסיבי, סימטרי וטרנזיטיבי. Sהוכח כי  
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נתונים היחסים הבאים מעל  (7 1, 2,3A = , 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )( ) 1 21,2 , 2,1 , 2,3 1,2 , 2,2 , 2,3 2,1R R= 

עבור כל אחד מארבעת היחסים 
1 2 1 2 1 2, , ,R R R R R R , 

 טרנזיטיבי. או האם הוא רפלקסיבי, סימטרי קבעו 
 דוגמה מתאימה(  ואי )במקרה של הפרכה הב

 

עבור   (8 1, 2,3, 4,5,6A נגדיר ,S  מעלA  :כך 

 1,1 , 1,2 , 1,5 , 2,2 , 2,6 , 3,1 , 6,3S =  

 סימטרי חלש, חזק וטרנזיטיבי.-רפלקסיבי, סימטרי, אנטי Sבדקו אם  . א

רשמו את היחסים  .ב
AI 1-וS −. 

 .Sרשמו את כל החזקות השונות של  . ג

רשמו את היחס  .ד     
2 2 2

1,3,6 2,4 5R =   .כקבוצה של זוגות , 

 הוא יחס שקילות.  Rהיחס  .ה
 רשמו את מחלקות השקילות השונות ואת קבוצת המנה. 

 

נמקו  שלושה זוגות שנמצאים ביחס, ורשמו לגבי כל אחד מהיחסים הבאים,  (9
מדוע אינם ביחס. כמו נמקו  שלושה זוגות שאינם ביחס, וכתבו מדוע הם ביחס. 

 סימטרי-רפלקסיבי, סימטרי, א האם היחס הוא רפלקסיבי, אנטי קבעו  ,כן
 חלש, חזק, וטרנזיטיבי. 

)המוגדר באופן הבא:   ,מעל   @יחס  . א )100 , @x y x y−   . 

)המוגדר באופן הבא:   ,מעל   יחס  .ב )3 ,x y x y−  . 

)מעל   היחס  . ג )P,  :המוגדר באופן הבא( ),A B A B  . 

)המוגדר באופן הבא:  שרגא  ,היחס שרגא מעל  .ד ),x y x y x y+    . 

)המוגדר באופן הבא:   ,מעל   Tחס י .ה ) 2, 1x y T x y  + . 

 

הקבוצה  +תהי  (10 \ bכך:  R, ונגדיר עליה יחס 0 aaRb a b b a  =  = . 

1האם  . א 1R האם ?R ?רפלקסיבי 

 סימטרי? Rהאם  .ב

 סימטרי?- אנטי  Rהאם  . ג

 טרנזיטיבי? Rהאם  .ד
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f,, על ידי  →על הקבוצה    Rנגדיר יחס  (11 g R   אם ורק אם קיימת

A אינסופית, כך ש-( ) ( )f n g n=   לכלn A. 

 רפלקסיבי? Rהאם  . א

 סימטרי?- אנטי  Rהאם  .ב

 טרנזיטיבי? Rהאם  . ג
 

 סימטרי וטרנזיטיבי: -בדקו האם היחס הוא רפלקסיבי, סימטרי, אנטי (12

1aTb, כך:  מעל    Tנגדיר יחס  . א a b  +. 

)מעל    Pנגדיר יחס  .ב )P  :כך , ( )1, 2APB A B A b =   =. 

 

- אנטי  רפלקסיביות, סימטריות,-אלו מהתכונות: רפלקסיביות, אנטימצאו   (13
מקיים כל אחד   ,ימטריות חלשה, אנטי סימטריות חזקה וטרנזיטיביותס

מעל הקבוצות   ,מהיחסים הבאים , , 3,5,7,9A =. 

oddxRy . א m x my   = 

evevnxsy .ב m x my   = 

) . ג )oddxRy m x my y mx   =  = 

 

תהי  (14 1, 2,3, 4A   ויהיR  יחס מעלA. 

 איזו טענה נכונה:

) . א ) ( ) ( ) 1,1 , 2, 2 , 3,3R  .Aהוא יחס הזהות מעל   =

) .ב ) ( ) ( ) ( ) 1,1 , 1,2 , 1,3 , 1,4R  .Aהוא היחס המלא מעל   =

 .Aהוא היחס המלא מעל  −1R, אז Aהוא היחס המלא מעל  Rאם  . ג

 .Aהוא יחס הזהות מעל   −1R, אז Aהוא יחס הזהות מעל  Rאם  .ד

יחס מעל  Rיהי  .ה 1, 2A =. 

 נמקו. אינו טרנזיטיבי? Rהאם יתכן כי 

 

 . הוכיחו:Aיחס מעל  Rיהי  (15

AIאם  . א R אז ,R  .רפלקסיבי 

1Rאם  .ב R−= אז ,R  .סימטרי 

2Rאם  . ג R אז ,R .טרנזיטיבי 

1אם  .ד

AR R I−  אז ,R סימטרי. - אנטי 
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תהי  (16 1,2,3,4A )ויהי   = ) ( ) ( ) 1,2 , 2,1 , 1,3R  .Aיחס מעל  =

 . Rרשמו את הסגור הרפלקסיבי של  . א

 .Rרשמו את הסגור הסימטרי של  .ב

 .Rרשמו את הסגור הטרנזיטיבי של  . ג

 

  כל אחת מהטענות הבאות. הוכיחו או הפריכו Aיחס מעל  R-קבוצה ו Aתהי  (17
האם יש בדוגמתך פרטים  קונגדית מינימלית. בדדוגמה תנו ההפרכה בכל מקרי 

 מיותרים והסר אותם. 

 טרנזיטיבי. Rאז  ,סימטרי Rאם  . א

 טרנזיטיבי. Rאז  , אנטי סימטרי חלש Rאם  .ב

 טרנזיטיבי. Rאז  ,סימטרי וגם אנטי סימטרי חלש Rאם  . ג

 .R=אז  ,סימטרי וגם אנטי סימטרי חלש Rאם  .ד

 . R=אז  ,סימטרי וגם אנטי סימטרי חזק Rאם  .ה

 רפלקסיבי. Rאז  ,טרנזיטיבי וסימטרי Rאם  .ו

 אנטי סימטרי חזק.  Rאז  ,טרנזיטיבי ואנטי רפלקסיבי Rאם  .ז

 אנטי סימטרי חלש.  Rאז  ,טרנזיטיבי ולא סימטרי Rאם  .ח
 

a-כך ש  ,Aמעל   ייחס סימטרי וטרנזיטיב Rיהי  (18 A b A aRb   . 

 רפלקסיבי.  Rכי  הוכיחו 
 

קיימות  Aמעל  Rולכל יחס רפלקסיבי  A: לכל קבוצה הפריכוהוכיחו או  (19
B,קבוצות   C A, כך ש- R B C= . 

 

yיים קונניח ש  ,Aיחס אנטי רפלקסיבי וטרנזיטיבי מעל קבוצה  Sיהי  (20 A, 

)עבורו   ),x A x y S  . 

zכי לכל הוכיחו  A  מתקיים( ),y z S. 

 

ARוכן   Aיחס על  Rנתון כי   (21 I = רפלקסיבי(,-)אנטי 

a,וכן   b A  לא בהכרח שונים זה מזה, המקיימים ,( ) 2,a b R  וגם( ) 2,b a R. 

c,הוכיחו שקיימים  d A  לא בהכרח שונים זה מזה(, שאף אחד מהם אינו(

), המקיימים b-ואינו שווה ל a- שווה ל ) 2,c d R  וגם( ) 2,d c R. 
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 יחס שקילות, קבוצת מנה, מחלקת שקילות

 שאלות 

עבור   (1 1, 2,3, 4,5A 2xSyכך:  Aעל  Sנגדיר יחס  = x y  . 

2האם  . א \S S = ? 

 ?Aיחס שקילות על  Sהאם  .ב
 

עבור   (2 1, 2,3A  נגדיר יחסים,R S  מעלA  :כך 

   1,2 , 3,2 , 1,2 , 2,2 , 2,3 , 3,1R S= =  

 , ובדקו האם הם יחסי שקילות. SR-ו RSחשבו את היחסים  . א

 סימטריים? נמקו. - אנטי 2S-ו Sהאם היחסים  .ב
 

באופן הבא:  Sמעל  Eיחס בינארי  ונגדיר ,בריה הן קבוצותיקבוצה שא Sתהי  (3

( )A B B A AEB   . 

 יחס שקילות.  Eהוכיחו או הפריכו: 

 

מעל  Eנגדיר יחס בינארי  (4 0,1−  ( באופן הבא:  1-ו 0)קבוצת השלמים ללא

1aEb ab −. 
 תיאור מפורש של מחלקות השקילות שלו.תנו יחס שקילות ו Eכי  הוכיחו 

 

=Aתהי  (5   כל הזוגות הסדורים של המספרים הטבעיים קבוצת, 

2Rויהי  A  יחס המוגדר על ידי( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2, ,m n R m n m m n n − = −. 

 .A- הינו יחס שקילות ב  Rכי  הוכיחו  . א

)תארו באופן גרפי את מחלקות השקילות   .ב ) ( ) ( )1,1 , 1,2 , 2,1
R R R

          . 

 

 .מעל   Rנתון היחס  (6

( )6 3xRy x y −  ( )x y   אין צורך להוכיח כי(R )יחס שקילות 

 את מחלקות השקילות ואת קבוצת המנה.מצאו  
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)באופן הבא: מעל   Sנגדיר יחס שקילות   (7 ) ( )0 0xSy x y xy = =   

)באופן הבא:  מעל  Tנגדיר יחס שקילות ו ) ( )2 29 9xTy x S y − −. 

 ( ביחסי שקילותאין צורך להוכיח כי מדובר  )

במפורש את קבוצת המנה  כתבו 
T

 בקצרה.נמקו ו ,

 

 .Aיחס שקילות על  Rיהי  (8
,אוקלידי, אם עבור כל   Rנאמר כי  ,a b c A  :מתקיים התנאי 

( ) ( ) ( ), , ,a b R a c R b c R      . 

 הוכיחו או הפריכו:

 יחס שקילות, אז הוא אוקלידי. Rאם  . א

 רפלקסיבי ואוקלידי, אז הוא יחס שקילות. Rאם  .ב

 

), וכן  Aיחס שקילות על   Rנתון כי   (9 )  \A P B B. 

 ?B, או שאינו יחס שקילות על Bיחס שקילות על  Rהאם מהנתון נובע כי  
 

R,קבוצה ויהיו   Aתהי  (10 S   יחסים מעלA. 
 : את הטענות הבאות )הפרכה = דוגמה מינימלית( הוכיחו או הפריכו

R,אם  . א S אז  ,רפלקסיבייםR S  .רפלקסיבי 

R,אם  .ב S אז  ,רפלקסיבייםR S  .רפלקסיבי 

R,אם  . ג S אז  ,סימטרייםR S.סימטרי 

R,אם  .ד S אז  ,סימטרייםR S.סימטרי 

R,אם  .ה S אז  ,טרנזיטיבייםR S.טרנזיטיבי 

R,אם  .ו S אז  ,טרנזיטיבייםR S.טרנזיטיבי 

R,אם  .ז S  אז  ,יחסי שקילותR S.יחס שקילות 

R,אם  .ח S  אז  ,יחסי שקילותR S.יחס שקילות 

R,אם  . ט S  אז  ,חלשסימטריים אנטיR S .אנטי סימטרי חלש 

R,אם  .י S  אז  ,חלשסימטריים אנטיR S .אנטי סימטרי חלש 
 

מעל   Eבמפורש את כל יחסי השקילות רשמו  (11 , , ,S a b c d= 

2Sהמקיימים 
E
 וכל מחלקות השקילות הן שוות עוצמה.  =

Sיש להציג כל יחס כתת קבוצה מפורשת של הערה:  S. 
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)יחס המוגדר מעל   Sיהי  (12 )P  באופן הבא:  קבוצת החזקה של

min minA B ASB=  ,  כאשרmin A הוא המספר הקטן ביותר ב-A. 

 הינו יחס שקילות.   Sכי  הוכיחו  . א

 .Sאת קבוצת מחלקות השקילות של היחס  K- נסמן ב .ב
F:פונקציה  ובנ K  חח"ע ועל. →

 

R,יהיו  (13 S  יחסי שקילות מעלA. 

Rכי  הוכיחו  SΔ  לא יחס שקילות מעלA. 

 

)אם מתקיים   ,נקרא סוגר משולשים Aמעל   Rיחס  (14 )aRb bRc cRa → 

,לכל  ,a b c A. 

 י וסוגר משולשים הוא יחס שקילות. בכי יחס רפלקסי הוכיחו  . א

 , סימטרי, סוגר משולשים ואינו ריק Rכי אם הוכיחו  .ב
 אינו אנטי רפלקסיבי.   Rאז 

 

)על  Sיחס השקילות  (15 )P N   :מוגדר כך    , | 1,2,3 1,2,3S A B A B = . 

מהי העוצמה של מחלקת השקילות  . א 4,7,9
S

  ? 

 כמה מחלקות שקילות יש? .ב

1
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 יחסי סדר

 שאלות 

המוגדר מעל הקבוצה  ,Rכי היחס וכיחו ה (1 2kA k= ,  ל ידיע  aRb a b  ,

 הוא יחס סדר מלא. 
 

)מעל הקבוצה  Dנגדיר יחס בינארי  (2 ) 2 , ,a b a b=  , 

)באופן הבא:  ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 1 2 2, ,a b D a b a a a b a b   +  +. 

 יחס סדר חלש שאינו מלא.  Dכי  הוכיחו 
 

 באופן הבא:  מעל הקבוצה   Rנגדיר יחס  (3

( ) ( ) ( ), ,a b R c d a c b d   . 

 יחס סדר חלש שאינו מלא.  Rכי  הוכיחו  . א

 הוא מלא.  Rשעליה היחס  ,תת קבוצה אינסופית של  מצאו   .ב
 

)באופן הבא:  מעל   Sנגדיר יחס סדר  )חלש(   (4 )( )xSy x y y x = →        

 .(אין צורך להוכיח שמדובר ביחס סדר)
 .Sם של יבמפורש את כל האיברים המינימלי כתבו

x :תזכורת A  נקרא מינימלי ביחס סדרR,  אם( ) ( )( )y A y x yRx   →. 

 

 .Bיחס סדר חלש מעל  Sויהי   ,Aיחס סדר חלש מעל  Rיהי  (5
Aכי אם הוכיחו  B =,  אזR S  יחס סדר חלש מעלA B. 

 

)סדורה   Aקבוצת כל יחסי השקילות מעל  Kריקה ותהי -קבוצה לא Aתהי  (6
 חלקית ביחס להכלה(. 

 איבר קטן ביותר וגדול ביותר, והוכיחו שהם שייכים K-הראו שיש ב  . א
 ואכן מקיימים את הנדרש. K- ל

תהי  .ב 1,2,3,4A =. 

 את האיבר הקטן ביותר והגדול ביותר שנמצאו בסעיף א,  K- נסלק מ
)שאף היא )סדורה חלקית   L-ונסמן את הקבוצה החדשה שהתקבלה ב

 ביחס להכלה(.
 והוכיחו שהם מינימליים, L-תנו דוגמה לשני איברים מינימליים ב

 . והוכיחו שהם מקסימליים  L-תנו דוגמה לשני איברים מקסימליים בו

 איבר קטן ביותר וגדול ביותר. L-הוכיחו שאין ב . ג
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 שאלות שמשלבות יחסים ופונקציות 

 שאלות 

fTgמוגדר באופן הבא:  מעל   Tיחס  (1 f g g f =. 

 . יחס שקילות T: או הפריכוהוכיחו 
 

A,תהיינה  (2 B  שתי קבוצות לא ריקות ויהיו,A B   יחסי סדר חזקים ומלאים

A,)משווים( מעל  B .בהתאמה 

f:תהי  A B→  פונקציה המקיימת אם
1 2Aa a , אז( ) ( )1 2Bf a f a. 

 חח"ע אך אינה בהכרח על.  fכי  הוכיחו 
 

 באופן הבא:  יחס המוגדר מעל הקבוצה  T יהי (3

fTg  קייםx, כך ש -( ) ( )f x g x=. 

 יחס שקילות? Tהאם 

 

F:תהי  (4 A A→ נגדיר יחס ו ,פונקציהR   מעלA כך :( )aRb f a b =. 

 סימטרי וטרנזיטיבי. R- נתון ש
 ית הזהות. י היא פונקצ  Fכי  הוכיחו 

 

):  כך על הקבוצה   Sנגדיר יחס    (5 ) ( ) 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2, ,x x S y y x x y y − = −. 

S )יחס שקילות )אין צורך להוכיח. 
S\כי קבוצת המנה הוכיחו    שוות עוצמה לקבוצה. 

 

 .A- ל A- קבוצת כל הפונקציות מ AAקבוצה לא ריקה ותהי  Aתהי  (6

,לכל  באופן הבא: AAמעל    Eיחס נגדיר  Af g A ,fEg   אם ורק אם קיימת
Ah A כך ש ,הפיכה -f h g=. 

 יחס שקילות. Eכי  הוכיחו  . א

cהי י .ב A תהי ו ,כלשהו:cf A A→ י ל ידהפונקציה הקבועה המוגדרת ע

( )cx A f x c  =. 

אור מפורש ככל  יתתנו ) E- ביחס ל cfאת מחלקת השקילות של  ותאר

 .ונמקוהניתן( 
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 .Aקבוצת כל יחסי השקילות מעל   E- ו ,Aקבוצת כל היחסים מעל  Jתהי  (7

F:נגדיר פונקציה  J E J )באופן הבא:  → ),F R S R S= . 

 על. Fכי  הוכיחו 
 

 .Aתת קבוצה של  Bקבוצה סופית ותהי  Aתהי  (8

-ל A- את קבוצת כל הפונקציות מ F- נסמן ב 0,1 . 

)באופן הבא:  Fמעל    Eנגדיר יחס  ) ( ) ( )  ,F f g B x f x g x= . 

 ןתניבה . א 1, 2,3A -ו = 1, 2B ,-ל  התנו דוגמ ,= ,f g h F ים,שונ 

)-כך ש ) ( ), , ,f h E f g E . 

 יחס שקילות. Eהוכיחו כי   .ב

F/מה עוצמת קבוצת המנה  . ג E.נמקו ? 
 

תהי  (9 1, 2,3A  ,Aקבוצת כל היחסים מעל  Mותהי  =

t:נגדיר פונקציה  M M→.המתאימה לכל יחס את הסגור הטרנזיטיבי שלו , 

 חח"ע.  t . א

 על. t .ב

Rלכל   . ג M  מתקיים( ) ( )( )
2

2 2t R t R=. 

Rלכל   .ד M  מתקיים( )( ) ( )t t R t R=. 
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 עוצמות 

 שאלות 

 : שקילות  תיבפונקצי שימוש ללא (1

הוכיחו כי   . א odd -ו  =,1,3,5 even 0, 2,  שוות עוצמה.   =,4

הוכיחו כי   .ב 1, -ו  =,2,3 even 0, 2,  שוות עוצמה.   =,4

2הוכיחו כי   . ג =   שקולה ל - 1, 2,3,= . 

 .~הוכיחו כי   .ד

 היא קבוצת הרציונליים החיוביים. +, כאשר +~הוכיחו כי   .ה

הוכיחו כי   .ו   0,1 ~ 0,3. 

הוכיחו כי   .ז   0,1 ~ 3, 4. 

הוכיחו כי   .ח   0,1 ~ 3,5. 

A,הוכיחו כי לכל שתי קבוצות  . ט B מתקיים ,~A B B A . 

 

:  הבאות באמצעות פונקציות חח"ע ועל בין הקבוצות את השקילויות וחיהוכ (2
 )פונקציית שקילות( 

) . א ) ( )0, 2010 ~ 0, 

 .ב )    1,3 4,8 0,1 

) . ג )  ( ) 2 2 2 2, 1 , 4x y x y x y x y+ = + = 

  .ד

 .ה 0,1 

) .ו )1,1− 

 .ז )  )0,1 0,  

) .ח  ( )0,1 0,1 

 . ט )  )  )0,1 0,1 ~ 0,1 

 .י     0,1 0,1 0,1even odd 

 . יא     0,1 0,1 ~ 0,1,2,3 

 .יב  ( )0,1
A

P A 
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 היא אינסופית אם קיימת קבוצה שחלקית לה ממש ושקולה לה.  A: קבוצה הגדרה

 . 4-3היעזרו בהגדרה זו לפתרון שאלות    

A,תהיינה  (3 B :קבוצות. הוכיחו 

Aאינסופית, אז  Aאם  . א B  .אינסופית 

Aאינסופית וגם  Aאם  .ב B אז ,B  .אינסופית 

 

A,תהיינה  (4 B   קבוצות, ונתון כיA B  שקולה ל-A . 
 הוכיחו או הפריכו:

Aאם  . א B B  אז ,A  .אינסופית 

Aאם  .ב B A  אז ,B  .אינסופית 

A, אז סופית Aאם  . ג B. 

 

)בין קבוצות באופן הבא:   ~נגדיר יחס  (5 ), , ~A B A B  .שוות עוצמה 

 הוא יחס שקילות.   ~הוכיחו כי  

 

 הוכיחו: (6

0 . א 0n + =  כאשר ,n. 

0 .ב 0 0 + = 

0 . ג 0 03 2   = 

0 .ד 0n  =  כאשר ,n. 

 .ה
0 0 0  = 

0 .ו 0

n =  )היעזרו במשפט קב"ש( 

0אם  .ז   3, אז = +. 

0 .ח 0

02
 
= 

0 . ט 02
 

 = 

0 .י

0 2
   0)הדרכה: הסיקו מהסעיף הקודם כי

0

 ) 
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 גדירות היטב של אריתמטיקה של עוצמות.  (7

תהיינה  . א
1 2,k k  עוצמות ויהיו,A B 1- כך ש ,קבוצות 2,A k B k= =. 

1נגדיר פעולת הפרש בין עוצמות באופן הבא:  2k k A B− = −. 

תוצאות של ההפרש משתנות הפעולה זו אינה מוגדרת היטב, כלומר 
 בהתאם לקבוצה ולא בהתאם למחלקה. 

דוגמאות לקבוצות שעוצמתן  2הציגו 
0 ,  אך עוצמת ההפרש שונה בכל

 אחת מהדוגמאות. 

~מתקיים   אם הוכיחו כי .ב ~B D A C C D A B =   =  , 

)אז  ) ( )~A C B D . 

~הוכיחו כי אם  . ג ~C D A B אז ,~A C B D . 

 

,הוכיחו כי לכל שלוש קבוצות  (8 ,A B C :מתקיים 

) . א ) ( )~A B C A B C    

Bאם  .ב C = אז ,( )
~

B CB CA A A


  והראו כי ,B C =  .הכרחית 

) . ג )
C C CA B A B =  

) .ד ) ~
C

B B CA A  

 

Aהקבוצה  כיהוכיחו  (9  ,םיקבוצת המספרי הרציונלי, =

)-ו ) 2 : , ,B f x ax bx c a b c= = + +   .שוות עוצמה 

 

0r כאשר)   rמעגל במישור ברדיוס  (10  )שמרכזו בראשית הצירים ,ממשי, 

)הוא קבוצת כל הנקודות  ),x y  2במישור המקיימות את המשוואה 2 2x y r+ =  ,

 .שלהלן כמודגם בציור
0rהוכיחו שלכל  ,  עוצמת מעגל ברדיוסr  שמרכזו בראשית הצירים היא. 

 

 :הוכיחו או הפריכו (11

A,תהיינה  B  שתי קבוצות כלשהן. אםA B  0היא קבוצה מעוצמה  וגם

A B   0היא קבוצה מעוצמה,  אזA B  0היא קבוצה מעוצמה. 

1
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)נגדיר   (12 )  2 2P A A=  )  ,כלומר .= )2P קבוצות  ה- י היא קבוצת כל תת

 טבעיים.הבנות שני אברים של 

)מהי עוצמת   )2P ? .הוכיחו 

 

את קבוצת המספרים הטבעיים  נסמן ע"י   (13 1, את   +- וב =,2,3

 .הממשיים החיוביים

)מה העוצמה של הקבוצה  . א )4

4A a a=  ? 

4  ,למשל
41, 5,2, 7 A. 

)מה העוצמה של  .ב ), kA a k a+=    ? 

,310041  ,למשל 5,2, 7, 3, 4 A. 

ניתנת לשידוך לקבוצה חלקית  במישור זרים  מעגליםהראו שקבוצה של  . ג
 של טבעיים. 

 

תהי  (14
1 1

A x n x n x
n n

    
=        −    

    
. 

 ?Aמה עוצמת  

 

)תהי  (15 ) , , ,A a b a b a b=   . כלומר,  A  היא קבוצת כל הקטעים

 .- הפתוחים ב
 הוכיחו.  ?Aמהי עוצמת  

 

)באופן הבא:  מעל    Sנגדיר יחס  (16 ) ( )1 2 1 2 1 1x x S y y x y =      , 

 . (זאת)אין צורך להוכיח יחס שקילות  S כאשר

)כי קבוצת המנה הוכיחו  )
s


היא מעוצמה  

0. 

 

מתקיים  A: לכל קבוצה הוכיחו או הפריכו (17 ( )1A A  −. 

 

)כי עוצמת הקבוצה הוכיחו  (18 ) ( ) ( ) ( )1,2 2,3 3,4 , 1
n

n n


   =  .היא  +

 

קבוצה מעוצמה   Aתהי  (19
0  ויהיE  יחס שקילות מעלA. 

0Eכי  הוכיחו  =. 
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 :הוכיחו או הפריכו (20

A,לכל זוג קבוצות  B מתקיים ( ) ( ) ( )
C C CA B A B A B   . 

 

sinת הסינוס  י פונקצי (21 : . 2היא פונקציה מחזורית בעלת מחזור של  →

) ,כלומר ) ( )sin 2 sinx x+  .xלכל , =

0עבור   2x    מתקיים sin 0 0, , 2x x  =  . 

את עוצמת הקבוצה   ומצא sin sin 0O x x=   . הוכיחו .=

 

)-כך ש ,Aהאם קיימת קבוצה  (22 ) 0P A = ?הוכיחו. 

 

 .2מניה של ישרים לא יכולה לכסות את המישור -הוכיחו כי קבוצה בת (23

 

 קבעו האם לקבוצה אחת עוצמה גדולה יותר, או שהן שוות: (24

 . א   
( )

0,1 , 0,1
P

 

) .ב ) ( )
( )

,
P

P P 

 , . ג

 

 חשבו את עוצמת הקבוצות הבאות:  (25

 . אינסופיות של הטבעייםקבוצת כל הסדרות ה . א

 . אינסופיות העולות ממש של הטבעייםקבוצת כל הסדרות ה .ב

 . בינאריות האינסופיות קבוצת כל הסדרות ה . ג

 .10הבינאריות האינסופיות, שאין בהן את הרצף  קבוצת כל הסדרות  .ד

 .00האינסופיות, שאין בהן את הרצף  הבינאריות קבוצת כל הסדרות  .ה

 10הבינאריות האינסופיות, שאין בהן את הרצף  קבוצת כל הסדרות  .ו
 .00וגם את הרצף  

 .קבוצת כל היחסים מעל  .ז

 .הרפלקסיביים מעל   קבוצת כל היחסים .ח
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 מבוא לקומבינטוריקה בסיסית

 שאלות 

 ללא מחשבון:  חשבו, (1

 .א
4! 7!

0! 10!




 

 .ב
14! 20!

10! 17!




 

 

 את הזהויות הבאות: הוכיחו  (2

)2 .א 2)!( ) !n n n n− − = 

)2 .ב 1)! ! ( 1)!n n n n− + = + 

 .ג
2 21 ( 2) 2

( 1)! ( 2)! ( 1)!

n n

n n n

+ −
= +

− + +
 

  

 מחשבון: ללא חשבו  (3

 .א
5

3

 
 
 

 

 .ב
4

1

 
 
 

 

 .ג
10

0

 
 
 

 

 .ד
141

1113

 
 
 

 

 

 את הזהויות הבאות: הוכיחו  (4

1 .א
0

n n

n

   
= =   

   
 

 .ב
1

1

n nk

k kn

−   
=   

−   
 

 .ג
11

11

n nn

k kk

+   +
=   

++    
 

 .ד
2 2 2 1

1

n n n

n n n

+     
+ =     

−     
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 על הסעיפים הבאים:ענו  (5

 כמה תוצאות אפשריות יש להטלת קובייה ואחר כך סביבון?  .א
 את כל התוצאות. רשמו 

כמה תוצאות אפשריות יש להטלת קובייה ואחר כך סביבון ואחר כך   .ב
 את כל התוצאות. רשמו מטבע? 

 מטילים מטבע. ו עושים ניסוי  .ג
ון ואם יצא פלי אז מטילים שוב את המטבע אם יצא עץ אז מטילים סביב

 סביבון. ולאחר מכן
 כמה תוצאות אפשריות לניסוי? 

  )עץ, היה( הן תוצאות אפשריות.- למשל )פלי, פלי, גדול( ו
 את כל התוצאות. רשמו 

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (6

לא בהכרח בעלת  ,מילה בת שתי אותיות ניצורמהאותיות ב, ג, ד, ה  .א
 עם עיקרון הכפל. ואת כל המילים האפשריות ואשררשמו משמעות. 

לא בהכרח בעלת  ,מילה בת שלוש אותיות ניצורמהאותיות א, ב, ג, ד, ה  .ב
משמעות. כמה מהמילים הנ"ל מתחילות באות א וגם א מופיעה פעם  

 אחת בדיוק?
 סעיף קודם( :)רמז

 

 יקרית ושתייה. עמורכבת ממנה ראשונה, ה  ,במסעדה מציעים ארוחה עסקית (7
ראשונה יכולה להיות סלט ירקות, סלט פטריות, סלט כבד קצוץ או המנה ה

, שניצל, כבד אווז, דג, אנטרקוטעיקרית יכולה להיות סטייק המנה המרק עוף. 
לזניה טבעונית, או שניצל מהצומח, ולשתייה מוצע, קפה, תה, לימונדה או 

 קולה. 
 כמה ארוחות אפשריות יש? .א
 אפשריות יש אם אין שתיה חמה? כמה ארוחות  .ב
 ?תטבעוני תכמה ארוחות אפשרויות יש למסעדה להציע לסועד .ג

 

כמה תת קבוצות יש לקבוצה  (8 1, 2,3, 4,5,6,7A =, 

 את כולן.רשמו בנות שלושה איברים?   .א
 .לסעיף א' בנות ארבעה איברים? השוו .ב
 קודמים.לסעיפים  והשוו 0001111את כל התמורות של רשמו  .ג
 ?1חייב להופיע ליד  0כל  001122222222בכמה תמורות של המספרים  .ד

 

יש   1אם בכיתה א'  ,בכמה אופנים שונים ניתן להרכיב זוג מתלמידי כיתות א' (9
 :כך ש ,בנות 15יש  2בנים ובכיתה א'  20

 ללא הגבלה.  .א
 .)בן ובת( זוג מעורב .ב
 . )שני בנים, או שתי בנות( זוג חד מיני .ג
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 תוך  ממספרים ואת המספר החזק   6ספרים וצריך לנחש מ 45בלוטו יש  (10

הקבוצה  1,2,3,4, ,10. 

 כמה אפשרויות יש?

 
 : בכמה אופנים שונים ניתן לבחור מספר תלת ספרתי כך ש (11

 . )זכרו שמספר לא יכול להתחיל באפס( ללא הגבלה .א
 כל ספרותיו שונות.  .ב
 כל ספרותיו שונות וסדר הספרות לא משנה? .ג

 נחשבים אותו דבר( 321-ו  123)למשל 
ספרת המאות גדולה או שווה  ,כלומר  .כל ספרותיו שונות וגם בסדר יורד .ד

 מספרת העשרות גדולה או שווה מספרת היחידות.
ספרת המאות קטנה או שווה  ,כלומר .כל ספרותיו שונות וגם בסדר עולה .ה

 מספרת העשרות קטנה או שווה מספרת היחידות.

 
 : כך ש ,יש 1,2,3,4,5,6,7מורכבים מהמספרים  מה מספרים כ (12

 ?7באורך  .א
 וכל ספרה מופיעה פעם אחת לכל היותר? 7באורך  .ב
 וכל ספרה מופיעה פעם אחת לפחות?  7באורך  .ג

 
 מקומות  10זוגות נשואים על ספסל בן   5כמה אופנים שונים ניתן להושיב ב (13

 : גם לגבי שולחן עגול( כך שענו )
 ללא הגבלה.  .א
 . זוגה- בןלצד שה תשב יכל א .ב
 שה.יגבר ישב רק ליד א .ג
 .ואף שני גברים לא ישבו זה לצד זה אף שתי נשים לא ישבו זו לצד זו .ד

 
 ,7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 מה מספרים שונים בני חמש ספרות ניתן להרכיב מהספרותכ (14

 : כך ש
 ללא הגבלה.  .א
 .2המספר מתחיל בספרה  .ב
 .2המספר לא מתחיל בספרה  .ג
 כל הספרות שונות.  .ד
 א מופיעות. ל 2וגם  1הספרות  .ה
 מופיעה.  2או  1מן הספרות  אחת בדיוק  .ו
  מופיעות. 2וגם  1ספרות  .ז
  ז כאשר כל הספרות שונות.-על סעיפים ה רוחז .ח
 מופיעות צמודות.  1,2כל הספרות שונות והספרות  .ט
 מופיעות ולא צמודות.  1,2כל הספרות שונות והספרות  .י

 מופיעות וצמודות. 1,2,3כל הספרות שונות והספרות  .יא
 מופיעות וצמודות.  6,7וגם הספרות  כמו סעיף יא .יב
 מופיעות ולא צמודות. 6,7וגם הספרות  כמו סעיף יא .יג
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בכמה אופנים שונים ניתן להרכיב קוד סודי המורכב מארבע ספרות מתוך   (15
,0,1,2,3הספרות    :כך ש ,9,

 ללא הגבלה?  .א
 הקוד מגדיר מספר זוגי?  .ב
 הקוד מגדיר מספר המתחלק בחמש?  .ג
 אין בקוד ספרות זהות?  .ד
 יש בקוד לפחות שתי ספרות זהות?  .ה
 יש בקוד בדיוק שתי ספרות זהות? .ו
  ?5אין בקוד את הספרה  .ז
  חייבת להופיע בקוד? 5הספרה  .ח
 ?4,5יש בקוד לפחות אחד מהספרות  .ט
 ? 5ולא את הספרה  4הספרה אין בקוד לא את  .י

 ? 5-אז אין ספרה יותר גדולה מ 5אם יש את הספרה  .יא
מהו   בושאינם מקיימים את התנאי וכת  יםשני מספרים המקיימים את התנאי ושני רשמו הדרכה:  

 . 'לא'-ו ' אין'בלי להשתמש במילים   ,כלומר   .זאת על דרך החיוב  והמשלים של סעיף זה? נסח

 

נתונה הקבוצה  (16 1, 2,3, ,17A  :כך ש A-כמה תת קבוצות יש ל .=

 ללא הגבלה? .א
 איברים? 3בנות  .ב
 איברים לפחות?  3בעלות  .ג
 רק אי זוגיים? מכילות רק מספרים זוגיים? .ד

 מכילים רק מספרים מאותה זוגיות? 
 פחות? מכילות אי זוגי אחד ל .ה

 מכילות זוגי אחד לפחות וגם אי זוגי אחד לפחות?
 ? 2אז מכילות גם את  1אם הן מכילות את  .ו

 בעזרת משלים( אפשר לנסות  ;סעיף קשה )

מכילות ממש את  .ז 1, 2,3 . 

 

 :כך ש ,תאים  13-כדורים ל 7בכמה אופנים שונים ניתן להכניס   (17
 הכדורים שונים ומותר יותר מכדור בתא?  .א
 הכדורים זהים ומותר יותר מכדור בתא?  .ב
 הכדורים שונים ואסור יותר מכדור בתא?  .ג
 הכדורים זהים ואסור יותר מכדור בתא?  .ד
 יחיד? הכדורים שונים ויש תא יחיד ובו שני כדורים ובכל היתר כדור  .ה
 הכדורים זהים ויש תא יחיד ובו שני כדורים ובכל היתר כדור יחיד?  .ו
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שחור, לבן, אפור,   ללמש) נתונים חמישה כדורים ונתונים שבעה צבעים שונים (18
 .צהוב אדום כחול וסגול( 

 בכמה אופנים שונים ניתן לצבוע את הכדורים ולסדרם בשורה אם: 

 סדר הכדורים בשורה משנה. .א
 . סדר הכדורים בשורה לא משנה .ב

משנה אותו דבר לא חשבו ארבעה כדורים שחורים ואחד לבן זה נ  ,כלומר
 . היכן הלבן ממוקם

 

עבור   (19   1, 2,3 ,A B x y=    ,A- ל B- ומ B-ל A- חשבו כמה פונקציות יש מ ,=

 ואשרו עם עיקרון הכפל.
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 תשובות סופיות 

 .א (1
1

30
ב.     

1001

285
 

 הוכחה. (2
 28ד.    1ג.     4 .ב    10 .א (3
 הוכחה. (4
 12ג.    48ב.     24א.  (5
 16ב.     16א.  (6
 16ג.    48ב.     96א.  (7
 180ד.    35ג.    35ב.     35א.  (8
 295ג.   300ב.     595א.  (9

10) 81,450,600 

 ג.   648ב.     900א.  (11
10

3

 
 
 

ד.   
10

3

 
 
 

ה.   
9

3

 
 
 

 

 א. (12
7

7

 
 
 

 ג. אין    ב. אין   

!55ספסל: ב.   .!9, מעגל:  !10א. ספסל:   (13 2  :54, מעגל! 2. 

)ג. ספסל:   )
2

2! 5!  :4, מעגל! 5!. .ספסל:  ד( )
2

2! 5!  :4, מעגל! 5!. 

46ג.    47ב.     57א.  (14 7    .3ד 4 5 6 7      .55ה 

)ו.  )5 52 6 5ז.    −5 5 57 2 6 5−  10 ח. )ו(   !5  )ה(ח.     + 5!   

10 ח. )ז( 5!    .4ט 5!   .6י 5!  .12יג.    24יב.    216יא 

35ב.     410א.  (15 10   .32ג 10    .10ד 9 8 7      

410ה.  10 9 8 7−       .ו 
4

10 9 8
2

 
   

 
 49ז.  

4ח.  410 4ט.    −9 410 4יא.   48 .י  −8 4 49 6 5+ − 

 130,918ג.    680ב.    172א.  (16

 . 768אותה זוגיות: , 92אי זוגיים:  , 82ד. זוגיים: 
 . 130,304לא מאותה זוגיות: , 130,816ה. לפחות אי זוגי אחד: 

 16,383ז.    98,304ו. 

ב.     713א.  (17
19

7

 
 
 

ג.   
131

61

 
 
 

  ד  
13

7

 
 
 

 

ה. 
7 12

13 5!
2 5

  
  
  

ו.     
16

13
5

 
 
 

 

ב.     57א.  (18
11

5

 
 
 

 

 .A: 9-ל B- מ  ,B :8-ל A- מ (19
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 יותר לעומקקומבינטוריקה 

 שאלות 

 אנשים בשורה כך ש:  10בכמה אופנים ניתן לסדר  (1
 ללא הגבלה.  . א
 אבי ובני סמוכים. .ב
 אבי, בני וגדי סמוכים.  . ג
 אבי ובני לא סמוכים.  .ד
 אבי ובני סמוכים וגם גדי ודני סמוכים. .ה
 אבי ובני סמוכים וגדי ודני לא סמוכים. .ו

 
 

 שניבנות יש להרכיב נבחרת כדורסל בה יש לפחות  15-בנים ו  10בכיתה בה יש  (2
 .בנות  שתיבנים ולפחות 

 בכמה דרכים ניתן לעשות זאת? 
 

8  שחמט צריחים על לוח 8בכמה אופנים שונים ניתן להניח  (3 8 בלי שאף צריח מ
 יאיים 

 על חברו כך ש: 
 ה עמודה של חברו()צריח מאיים על חברו אם הוא נמצא באותה שורה או באות

 כל הצריחים הם לבנים. . א
 שלושה צריחים הם לבנים וחמישה הם שחורים. .ב
הצריחים נלקחים מתוך שקית ובה מלאי בלתי מוגבל של צריחים לבנים  . ג

 ומלאי בלתי מוגבל של צריחים שחורים.
 

 ספרתיים מופיעה הספרה:  6בכמה מספרים  (4
 פעם אחת בדיוק. 0 . א
 פעם אחת לפחות.  0 .ב
 לפחות.  פעם אחת 7 . ג
 פעם אחת בדיוק.      7 .ד

 .0יש לזכור שמספר לא יכול להתחיל בספרה 

 
 

 על הסעיפים הבאים: וענ (5
 .טבעי nיהי  . א

בכמה תת קבוצות של   1, 2,3,..., 2n   ?יש אי זוגי אחד לפחות 

בכמה תת קבוצות של  .ב 1, 2,3,..., 2n   1יש לפחותn+ איברים ? 
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 1 כוס קינליו 1 כוס קולה ,לימונדות זהות 10בכמה אופנים שונים ניתן לחלק  (6
כך שכל תלמיד מקבל לפחות משקה אחד והקולה  ,תלמידים צמאים 4-ל

 והקינלי ניתנים לתלמידים שונים?
 

 :כך ש ,תאים 3-כדורים זהים ל 400בכמה דרכים ניתן לחלק  (7
 כדורים.   200-יש תא ובו יותר מ . א
 בכל תא מספר זוגי של כדורים.  .ב
בשני תאים מתוך השלוש מספר אי  זוגי של כדורים ובתא אחד מספר  . ג

 זוגי של כדורים.
 

 . קומות 13אנשים נכנסים למעלית בבניין בן   7 (8
 בכמה אופנים הם יכולים ללחוץ על כפתורי המעלית כך ש:

 יתכן ותמשיך הלאה משם(המעלית תעצור בקומה החמישית? )  . א
 המעלית תעצור בקומה החמישית לכל היותר. .ב
 המעלית תגיע לפחות עד הקומה החמישית.  . ג

 .)ולא תמשיך משם הלאה( המעלית תעצור בקומה החמישית .ד
 

כדורים צבעוניים )שונים(  n-כדורים לבנים זהים ו  nבכמה דרכים ניתן לחלק  (9
 כך שבכל תא יהיה:  ,2n- ל

 לכל היותר כדור אחד.  . א
 לכל היותר כדור לבן אחד ואין מגבלה על מספר הצבעוניים. .ב
 לכל היותר כדור צבעוני אחד ואין הגבלה על מספר הלבנים. . ג
 מספר שווה של לבנים וצבעוניים. .ד

 

 בכל משבצת.  או   עמודות יש לסמן  m-שורות ו kבמלבן בן   (10

)יש  הראו כי  . א )2 1
k

m אחד  כך שבכל שורה יופיע  ,דרכים לעשות זאת −

 לפחות. 
 אחד לפחות בכל עמודה.  כך שיופיע  ,בכמה דרכים ניתן לעשות זאת .ב

) הסיקו כי . ג ) ( )2 2 1 2 1
k m

mk m k − + −. 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (11

,1כמה תמורות של  . א 2,3, ,n  לאו דווקא 3-ל 1מופיע בין  2מספר( ?

7nר  עבו ,למשל. צמודים   1נמצא בין  2כי  ,חוקית  4352981התמורה  =
 ( 3-ל

,1,2,3בכמה תמורות של  .ב . 3- אין מספרים קטנים מ   3 מימין למספר 5
 לא חוקית(  43152חוקית ואילו  24135)למשל 
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  על הסעיפים הבאים: וענ (12
 אנשים לשלושה זוגות ושתי שלשות?  12בכמה אופנים שונים ניתן לחלק  . א
 אך בנוסף דני ודנה לא נמצאים באותה קבוצה.  ,א סעיף כמו  .ב

 

 הבאות? שליליים יש לכל אחת מהמשואות -כמה פתרונות בשלמים אי (13

1  . א 2 7 20x x x+ + = 

1  .ב 2 3 45 14x x x x+ + + = 

) . ג )( )1 2 3 4 5 6 18x x x x x x+ + + + = 

 

 :כך ש ,זוגות נשואים nאנשים מתוך   nבכמה דרכים ניתן לבחור ועדה בת   (14

 עדה לא ישתתף אף זוג נשוי.ובו . א
 יהיה שווה למספר הנשים.מספר הגברים  .ב
 מספר הגברים יהיה קטן ממש ממספר הנשים. . ג

 

3,...,1,2,3}: כמה פונקציותמצאו  (15 1,3 } {1,2,3,..., 1, }f n n n n− → מקיימות את   −
 מקורות. 3בדיוק  בר בתמונה ישיהתנאי הבא: לכל א

 

תאים,   10-כדורים כחולים ל 20-כדורים אדומים ו 50מה מספר הדרכים לפזר  (16
   יהיה לפחות כמספר הכדורים הכדורים האדומיםכך שבכל תא מספר 

 הכחולים?
 

 ? ולזוגות n לקבוצה בגודל 2nקבוצה בגודל  דרכים ניתן לחלקבכמה  (17
 (זוגי nכי  )ניתן להניח 

 

ושתי תרנגולות   זהיםשועלים  2, שוניםפילים   8בשורה יתן לסדר דרכים נבכמה  (18
משמאל לימין על פי משקלם בסדר עולה, ואף   , כך שהפילים מסודריםזהות

 שועל לא יהיה צמוד לתרנגולת? 
 

כדורים צבעוניים )כל אחד  100-כדורים לבנים ו 100דרכים ניתן לחלק בכמה  (19
התנאים הבאים: יהיה לפחות תא   שיתקיימו שני כך ,תאים 250-בצבע שונה( ל

יהיה לפחות תא אחד שמכיל יותר מכדור  אחד שמכיל יותר מכדור לבן אחד, ו
 .אחד צבעוני

 

נשים במעגל כך שבני אותו מין לא   n-גברים ו nבכמה  דרכים ניתן לסדר    (20
 ישבו זה לצד זה? כנ"ל לגבי שורה.
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, באופן  2א- ו 1שה ילדים מבין תלמידי כיתות אייש לבחור קבוצה של ש (21
. מספר הבנים בקבוצה צריך להיות  2א- ושלושה מ 1א-ששלושה מהם יהיו מ

 15יש   2א-בנות וב 15-בנים ו 10יש  1א-(. ב3-ו 3שווה למספר הבנות בקבוצה )
 בנות. בכמה אופנים ניתן לבחור את הקבוצה?  10-ובנים 

 

 צבעים יש לפחות כדור אחד מכל צבע? 10-כדורים ב nקבוצות של בכמה  (22

 

 תפונקציומה כ (23   : 1, 2,..., 1, 2,...,f n n→ ( 1כאשרn   מקיימות את התנאי )

( ) ( )1f k f k 1לכל  + 1k n  −? 

 

 כמה פונקציות (24   : 1, 2,3, , 1, 2,3, ,f n n→ המקיימות   ,חח"ע ועל יש

( )f k k− זוגי  לכל   1,2,3, ,k n? 

 

 90-כדורים צבעוניים )כל אחד בצבע שונה( ו 60בכמה דרכים ניתן לחלק  (25
   :הבאים גם יחדכך שיתקיימו שני התנאים  ,תאים  100-כדורים לבנים זהים ל

יהיה לפחות תא אחד שמכיל יותר מכדור צבעוני אחד וכמו כן בכל תא יהיו 
 כדורים לבנים. 50לכל היותר 

 

כך שכל    ,אנשים 10- תפוחים ל 4-תפוזים, ו 2בננות,  4בכמה דרכים ניתן לחלק  (26
 אחד יקבל בדיוק פרי אחד? שימו לב שפירות מאותו סוג נחשבים זהים.

 

0k- תן לבנות שורה מבכמה דרכים ני (27   0-כדורים לבנים זהים וm   כדורים
 ? )ושונים מלבן( צבעוניים שונים

 

A{12,13,...,1,2,3}יש לקבוצה  7 כמה תת קבוצות בגודל (28 שיש בהם שני  , =
 איברים עוקבים?

 

תהי  (29 1, 2,3, ,nA n=,  כאשר
oddn,  1ותהי 2, , na a a של   תמורה כלשהיnA. 

)כי המכפלה   וחיהוכ )( ) ( )1 21 2 na a a n− −  . פתור(ל)יש  בהכרח זוגית −

 

 קוביות. כמה תוצאות יש אם:  nמטילים  (30
 הקוביות שונות.        . א
 הקוביות זהות.  .ב
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נתונה הקבוצה  (31 1, 2,3,A n=. 

)כמה זוגות של קבוצת   ),C D ,,C D A כך ש: 

עבור  ללא הגבלה.  . א 1, 2A  את כל הפתרונות.  מורש, =

C .ב D =.   עבור 1, 2A  את כל הפתרונות.  מורש ,=

C . ג D.   עבור 1, 2A  את כל הפתרונות.  מורש ,=

C .ד D A עבור   .= 1, 2A    את כל הפתרונות. מורש ,=

2אם  .ה C ,2 אז D   עבור( 1, 2,3A ים את יזוג שמק ימוהדג ,=

 .הדרישה וזוג שאינו מקיים את הדרישה(
 n-לא נתון שש לב מו )שי D-אז יש כזה גם ב ,C-אם יש מספר אי זוגי ב .ו

 . הוא זוגי(
 

להתקדם   בשריג המתואר להלן. בכל שלב יכול החרגול Aחרגול נמצא בנקודה   (32
 צעד אחד ימינה או צעד אחד למעלה.

 ?Bלנקודה  Aמנקודה  בכמה אופנים שונים יכול החרגול להגיע . א
 
 
 
 
 

נקודה המסומנת הלעבור דרך  בכמה אופנים הוא יכול לעשות זאת מבלי .ב

) להלן )2, 2? 
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 קודמת לא התעייף )מדובר בחרגול ספורט( ונמצא  השאלה ההחרגול החביב מ (33
nבשריג  Aעכשיו  בנקודה   n  13) המתואר להלן 13 חשהלהמ). 

שלב יכול החרגול להתקדם צעד אחד ימינה או צעד אחד למעלה.  בכל  תזכורת:
 ?Bלנקודה   Aבכמה  דרכים יכול החרגול להגיע מנקודה 

nבשאלה הוא השריג ש לב מו)שי n) 
 . גבלההללא  . א

)מבלי לעבור דרך אף אחד מהנקודות  .ב ) ( )7,3 , 5,9? 

 (?)מה המשלים של הסעיף

)מבלי לעבור דרך אף אחד מהנקודות  . ג ) ( )5,3 , 7,9? 

 ת הסיום( מבלי לגעת באלכסון האדום? )פרט לנקודת ההתחלה ונקוד  .ד
 

 

 

 

 

 

 

  ירוקו אדום, צהוב :למורה צילה מאגר בלתי מוגבל של חרוזים בשלושה צבעים (34
תלמידים. בשיעור מלאכה  27בכיתה ג'  .)חרוזים מאותו צבע נחשבים זהים(

המורה צילה נותנת לכל ילד שקית והילד בוחר חמישה חרוזים ומכניס לשקית. 
 בסוף השיעור המורה מכניסה את כל השקיות למחסן. 

 כמה תכולות מחסן אפשריות?
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 הבינום של ניוטון

 שאלות 

אלגברית וקומבינטורית את הזהות הוכיחו  (1
0

2 3
n

k n

k

n

k=

 
= 

 
. 

 

0nהוכיחו לכל   (2  2  את הזהות

0

6 2
n

n n k

k

n

k

−

=

 
=  

 
. 

 

את השוויוןהוכיחו  (3

1 2 02 3 3 3 ... ( 1) 3 ... ( 1) 3
2

n n n n k n k n
n n n

n
k n

− − −     
= − + − + − + + −     

     
 

 

2 טבעי מתקיים n הוכיחו שלכל (4

0

2 1
2

n
n

k

n

k=

+ 
= 

 
. 

 

 קומבינטורית את הזהותבדרך אלגברית והוכיחו  (5
2 2 2

m n n m
mn

+     
= + +     

     
. 

 

  כיהוכיחו  (6
2n

n

 
 
 

 .nלכל זוגי  

 

1כי  הוכיחו  (7
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n n
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 
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  הוכיחו כי (8
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 הכלה והדחה

 שאלות 

יש מעל הא"ב  nכמה מילים באורך   (1 , , ,A B C D , כך שהאותיות,A B  חייבות

 להופיע? 

 

 מתנות שונות.  10המארח קנה  , להםלארוחת ערב הוזמנו חמישה אנשים (2
כך שכל אורח יקבל לפחות   ,בכמה דרכים ניתן לחלק את המתנות בין האורחים

 פרס אחד? 

 
הגיוניות יש חמישה קורסים. בכל אחד מחמשת -בקייטנת ההשקעות הלא (3

ילדים  44כל זוג קורסים יש בדיוק לילדים.  55הקורסים רשומים בדיוק 
ילדים שרשומים  33לכל שלושה מהקורסים יש בדיוק  ,לשניהם שרשומים
 ילדים שרשומים לארבעתם.  22לכל ארבעה מהקורסים יש בדיוק ו ,לשלושתם 

 הוכיחו כי יש לפחות ילד אחד שרשום לכל חמשת הקורסים בו זמנית.
 

 בדיוק? 23סכום הספרות הוא   ןממיליו א. בכמה מספרים קטנים (4
 ( מופיעה גם בפרק על פונקציות יוצרותשאלה זו )   

 בדיוק? 31סכום הספרות הוא   ןממיליובכמה מספרים קטנים ב. 
 לכל היותר? 23סכום הספרות הוא   ןממיליובכמה מספרים קטנים ג. 
 

 מספרים.  8את התוצאות כסדרה של  שמופעמים ור 8 הוטלה הקוביי (5
כל ששת יופיעו שבהן של הטלות,  8מה מספר האפשרויות לסדרות באורך 

 )כל מספר לפחות פעם אחת(? 6עד  1-המספרים מ 
 

- יפו-במערכת שנה א של התוכנית למדעי המחשב באקדמיה המכללתית של תל (6
 40ביב יש חמישה קורסים. בכל אחד מחמשת הקורסים רשומים בדיוק א

לכל  ,תלמידים שרשומים לשניהם 32לכל זוג קורסים יש בדיוק תלמידים. 
לכל ארבעה ו ,תלמידים שרשומים לשלושתם 24שלושה מהקורסים יש בדיוק 

 תלמידים שרשומים לארבעתם.  16מהקורסים יש בדיוק 
 שיש לפחות תלמיד אחד שרשום לכל חמשת הקורסים בו זמנית. ו הוכיח
 ביטוי שמתאר כמה תלמידים יש בכל חמשת הקורסים יחד.  והנתונים כתב: על סמך הדרכה

 
 מתנות שונות.  10ה תקנ תהמארח  , להןנשים שלארוחת ערב הוזמנו חמ (7

קבל ת  תכך שכל אורח ות,בכמה דרכים ניתן לחלק את המתנות בין האורח
 לפחות פרס אחד?
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ולר )שלא כמו  ד ןמיליו  6או  4,  2איש ציבור מושחת לוקח כל שנה שוחד בסך  (8
דולר   ן מיליו 6, איש ציבור מושחת יכול לקחת שוחד של איש ציבור נורמטיבי

מספר שנים ברציפות(. סדרת שוחד היא סדרת סכומים שקיבל איש ציבור  
 . 6, 6, 2, 4,  2 מושחת במשך כמה שנים, למשל

מיליון דולר במשך   20כמה סדרות שוחד יניבו עבור איש ציבור מושחת סך של 
 שנים? 6
 

עבור (9 1, 2,3. ,10A f: כמה פונקציות, = A A→  יש,  עלוחח"ע 

)-כך ש )f k k   1עבור, 2,3k =? 

 

בכמה תמורות של המספרים  (10 1,2,3,4,  3-כל המספרים שמתחלקים ב  ,18,

 ? במקומות של מספרים שמתחלקים בשלוש ואף זוגי לא במקומו
 

רשותך שלושה כדורים לבנים זהים, שלושה כדורים שחורים זהים, ומאגר ב (11
. בכמה אופנים ניתן להרכיב מהם קבוצה בלתי מוגבל של כדורים אדומים זהים

 ?כדורים n( בת סדר הכדורים לא משנה)
 את התוצאות. בעזרת הכלה והדחה והשוובעזרת פונקציות יוצרות ו רותפ
 

 ( מגיעות למפגש ה אבא, אמא וילדמשפחות בנות שלוש נפשות כל אחת )שבע  (12
 חברתי.

 :כך ש ,בכמה אופנים ניתן לסדר אותם בשלשות
 ללא הגבלה? . א
מורכבת מאבא, אמא וילד אבל אף שלשה לא תרכיב כל שלשה תהיה  .ב

 משפחה שלמה? 
יתכן שלשה המורכבת  ,כלומראף שלשה לא תרכיב משפחה שלמה ) . ג

 .(משלושה אבות או שני אבות וילד
 

 ,כך שאף תא לא יהיה ריק ,כדורים לארבעה תאים 40בכמה דרכים ניתן לחלק  (13
 כאשר

 הכדורים זהים. . א

 הכדורים שונים. .ב
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משימות   5 אחראים יחד על ביצוע של (4, 3 , 2, 1 נמספר)ש אנשים שונים ארבעה (14
,  בדיוק שני אנשיםלביצוע כל משימה נדרשים ה(.  ד, ג, ב, א,  שנקטלגשונות )

 .אין הבדל בין תפקידי שני האנשים בצוות המבצע משימה נתונה  כאשר

 ?המשימות לצוותים של שני אנשים 5בכמה דרכים ניתן להקצות את  . א
 לעשות זאת:  לגיטימיותות לדרכים אדוגמ הנה כמה 

,1}הצוות  :1 דוגמה  . המשימות יבצע את כל {2

,1}הצוות  :2 דוגמה את   {1,3}הצוות  ,ב-ו יבצע את משימות א {2

 .ה את משימה  {2,3}והצוות ,ד- ו משימות ג

,1}הצוות  :3 דוגמה ,3} הצוות ,ב-ו א יבצע את משימות  {2 את   {4

 .ה  את משימה  {2,3} והצוות ,ד- ו משימות ג

המשימות לצוותים של שני חמשת בכמה דרכים ניתן להקצות את  .ב
  4-כל אחד מ , כאשראנשים, אם אסור שמישהו יתחמק לגמרי מעבודה

בסעיף א  2-ו 1ות אדוגמ) פחות האנשים חייב לקחת חלק במשימה אחת ל 
 חוקית(.  3 דוגמה  , אולםאינן חוקיות כעת

 

דנה קמה דנה   , קראה בספר את המשפט המעניין:תלמידה בכיתה א' דנה, (15
עלו בדעתה של דנה כמה שאלות   . אחרי שקראה בהצלחה את המשפט,נמה

 מעניינות לא פחות: 

זה במחרוזת אחת במשפט  האותיות 12 בכמה דרכים אפשר לסדר את כל . א
 ?דנהקמהדנהנמה  כגון ללא רווחים,

 ? דמקה מופיע בתוך המחרוזת הרצף בכמה מהדרכים הללו .ב

תופיע בתוך  שלאכך  ,האותיות 12מה מספר הדרכים לסדר את  . ג
 ? נננהה ממד, קהה, דמקה, :מארבע המחרוזות אף אחתהמחרוזת 

 

 : שאלות בארבעה נושאים 11בדידה בקורס זה יש בבחינה מתמטיקה  (16
שאלות  2שאלות בפונקציות יוצרות,  3שאלות בקומבינטוריקה בסיסית,  2

אפשר שאלות לפחות )  6לענות על יש  , כאשרשאלות בהכלה והדחה 4-בגרפים ו
 ( וחייבים לענות על לפחות שאלה אחת מכל נושא.יותר

 ? בכמה אופנים ניתן לעשות זאת

 

 בכמה דרכים ניתן להרכיב מילה מהמספרים (17 1, 2,3, ,n,  כך שכל מספר יופיע

k ל אף מספר לא יופיע  ב א ,פעמיםk ?פעמים ברצף 
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 פונקציות יוצרות 

 שאלות 

בביטוי   10xמה המקדם של  (1
30

2 1
2

2
x x

 
− + 

 
? 

 

מוצרי חלב  50פונקציה יוצרת למספר האפשרויות של דני לקנות בסופר  ובנ (2
משקה בננה מגיע רק באריזות של  :לבית מסוג שוקו, מוקה ובננה. כאשר

ואחותו של  ,משקה מוקה אפשר לקנות ביחידיםו ,משקה שוקו בזוגות ,שלוש
 דני אוהבת רק מוקה. 

 )שימו לב שעליו לחזור הביתה עם משקאות לכל בני המשפחה(

 

דולר )שלא כמו   ןמיליו  6או  4  ,2איש ציבור מושחת לוקח כל שנה שוחד בסך  (3
דולר   ן מיליו 6, איש ציבור מושחת יכול לקחת שוחד של איש ציבור נורמטיבי

מספר שנים ברציפות(. סדרת שוחד היא סדרת סכומים שקיבל איש ציבור  
 . 6, 6, 2, 4,  2 מושחת במשך כמה שנים, למשל

ליון דולר במשך  מי 20כמה סדרות שוחד יניבו עבור איש ציבור מושחת סך של 
 שנים? 6

 

יהי  (4
na המקדם של nx בפיתוח של הפונקציה 

2

1 1

(1 2 ) (1 )x x


− −
 , 

 יהיו
nb  1פתרון נוסחת הנסיגה ( 1)2n

n nb b n−= + 0 עם תנאי ההתחלה + 1b = . 

כי   והוכיח
n na b=. 

 : אפשר לפתור את השאלה ע"י חישוב מפורש שלשימו לב
na ו-

nb ניתן גם למצוא , אבל

קיצור דרך משמעותי בעזרת ביטוי מהצורה 
0

(...)
n

k=

. 

 

ים, -2של  שלילי-איכסכום של מספר  n  מספר הדרכים לכתוב את na יהי (5

ים,  כאשר סדר המחוברים איננו -1 לכל היותר שניים, ו-3של  חיובי מספר 

 יהיו, משנה
nb מספר הדרכים לפזר  n   כדורים זהים לשני תאים, כך שבתא

 הראשון לפחות שלושה כדורים, ובתא השני מספר זוגי של כדורים. 

nכי   והוכיח na b=. 

  

1

פרק 9פונקציות יוצרות

65

65



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©  טל פלדמן –כתב ופתר  
 

 4 ,3היא מזמינה לטיול ו ,חיות מחמד nת יא. רונית יוצאת לטייל בשכונה בלווי  (6
של  מספר כלשהו, (זה נקרא חתול פ"ז = פח זבל) חתולים מפח האשפה 5או 

אם התחזית לאזרחים  ,כמו כןו ,( עורבים באים בזוגותזוגות עורבים )
 .תנין מצרייתכן שרונית תזמין גם  ,ם לאורך המסלול רגועהיסטרייה

- נסמן ב
na  את מספר האפשרויות לבחירתn חיות מחמד לטיול של רונית 

 . (חיות מאותו מין ביולוגי נחשבות זהות)

חשבו את הפונקציה היוצרת של  . א
na ( כמנה של פולינומים תשובה סופית) . 

ות של מספר האפשרוי . חיות מחמד משלה nגם נורית יוצאת לטיול עם  .ב

נורית לבחור את החיות שלה הוא 
nb, כי  נתון ו

( )

2

4
0 1

n

n

n

x x
b x

x



=

+
=

−
. 

חיות מחמד לטיול  23  כמה אופנים יכולה נורית לבחור לעצמהב
 פסטורלי?

 

חשבו את  (7
22a   בסדרה הנוצרת על ידי( ) 2

6 10

1 7 12

x
F x

x x

−
=

− +
 

 

  7-כדורים זהים ב nעבור מספר הדרכים לפזר  ( ללא פונקציה יוצרת ) ובנ (8
כך שמספרי הכדורים בתא הראשון ובתא השביעי שווים, בתא השני  ,תאים

, ובתא הרביעי מספר גדול מאשר בתא והשישי יש מספר שווה של כדורים
 הראשון והשני יחד.

 

נוסחה סגורה לסכום   ומצא (9
0

5
n

k

k

k
=

. 

 

- נסמן ב (10
na את מספר הדרכים לפזר  n כך שלכל    ,תאים 5-כדורים זהים ב

1 5k  ם בתא המספר הכדורי- k 5- שווה למספר הכדורים בתא ה 1k− +, 
מספר הכדורים בתא האמצעי גדול מסכום מספרי הכדורים בתא הראשון ו

 והשני יחד.

)( לפונקציה היוצרת  מצאו ביטוי אלגברי סגור )ללא )
0

n

n

n

f x a x


=

=. 

 

ברשותך שלושה כדורים לבנים זהים, שלושה כדורים שחורים זהים, ומאגר  (11
 בלתי מוגבל של כדורים אדומים וירוקים זהים.

  nבת  (סדר הכדורים לא משנהבכמה אופנים ניתן להרכיב מהם קבוצה )
 ? כדורים

 את התוצאות. בעזרת הכלה והדחה והשוובעזרת פונקציות יוצרות ו רופת
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 בדיוק? 23סכום הספרות הוא   ןממיליוא. בכמה מספרים קטנים  (12
 (שאלה זו מופיעה גם בפרק על הכלה הדחה)   

 בדיוק? 31סכום הספרות הוא   ןממיליוב. בכמה מספרים קטנים 
 לכל היותר? 23סכום הספרות הוא   ןממיליוג. בכמה מספרים קטנים 

 

xשליליים למשוואה  -הוכיחו כי מספר הפתרונות בשלמים אי (13 y z n+ + =,  

3זוגי,   yכאשר  5x  0-ו 1z  , הפתרונות בשלמים אישווה למספר -

xשליליים למשוואה  y n+ 3כאשר   ,= x 0-ו 2y  . 

 

) נתונות סדרות (14 ) ( )
0 0
,n nn n

a b
 

)כלשהן, ונתון שאברי הסדרה    )
0n n

c


מקיימים   

0

n

n i n i

i

c a b −

=

=  0לכלn נסמן ב .-( ) ( ) ( ), ,
n n n

da db dc  סדרות ההפרשים של את

)הסדרות  ) ( ) ( )
0 0 0

, ,n n nn n n
a b c

  
 בהתאמה.  ,

0nכי לכל   באמצעות פונקציות יוצרותהוכיחו      :מתקיים

( ) ( ) ( )
0 0

n n

n i in i n i
i i

dc da b a db− −
= =

= = . 
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 נוסחאות נסיגה )רקורסיה(

 שאלות 

להיות מספר הסדרות היורדות הלא   naשלילי נגדיר את -שלם אי nל לכ (1

, כך שההפרש בין כל שני n-ל 1ריקות, שמורכבות ממספרים טבעיים בין 
 . 3מספרים עוקבים בסדרה הוא לפחות 

כתבו נוסחת נסיגה ותנאי התחלה ל 
na. 

 דוגמאות: 

נספרת בחישוב של  (12,9,5,1)הסדרה  -
14a מכיוון שהיא יורדת, כל הספרות ,

או  3, וההפרשים  בין כל שתי ספרות עוקבות בסדרה הם  14-ל 1שבה הן בין   
 יותר. 

( נספרת בחישוב של  14הסדרה ) -
14a  מכיוון שהיא יורדת, כל הספרות שבה הן ,

או יותר   3ספרות עוקבות בסדרה הם , וההפרשים בין כל שתי  14-ל 1בין  
 שאין ספרות עוקבות(.)בגלל  

אינה נספרת בחישוב של   (12,9,7,1)הסדרה  -
14a מכיוון שההפרש בין הספרה ,

 .2השנייה והשלישית בסדרה הוא  

 

 נוסחת נסיגה ותנאי התחלה עבור מספר האפשרויות לחלק קבוצה בת ומצא .א (2
    n .אנשים לזוגות ולבודדים 

 n נוסחת נסיגה ותנאי התחלה למספר הדרכים לחלק קבוצה של ומצאב. 
הזוגות   בתוךהזוגות והשלשות ו ביןאנשים לזוגות ולשלשות, כאשר הסדר    
 ו משנה. והשלשות אינ   

 

בחפיסת קלפי טאקי יש מספר לא מוגבל של קלפים בצבעים צהוב, אדום, כחול   (3
 ירוק, ואיננו מבחינים בין קלפים שונים מאותו צבע.ו

שבהם מעל קלף אדום או כחול  ,nמספר ערימות קלפי טאקי בגודל  na יהי

 אסור לשים קלף צהוב או ירוק.

- נוסחת נסיגה ותנאי התחלה ל ומצא
na. 
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מעל  nיחס רקורסיבי ותנאי התחלה עבור מספר המילים באורך   ומצא (4

 , ,A B C ףללא הרצ : 

 CC . א

 AB .ב

AA, . ג AB 

AA, .ד BA 

, .ה ,AA AB AC 

AB, .ו BC (פתרו בשתי דרכים ) 

BA, .ז CA 

AA, .ח BB 

, . ט ,AA BB CC 

BC, .י CB 

 

 nיחס רקורסיבי ותנאי התחלה עבור מספר הדרכים לרצף שביל באורך   ומצא (5
מרצפות ירוקות באורך   ,2, מרצפות צהובות באורך 2במרצפות אדומות באורך 

 כל אחת.   1, ומרצפות שחורות ומרצפות לבנות באורך 2
את  ונוסחה מפורשת, וחשב ו, קבלהתקבלאת יחס הנסיגה ש  רופת מכן לאחר

  נייהאחת לפי היחס הרקורסיבי וש :ארבעת האיברים הראשונים בשתי דרכים
 . נמצאה המפורשת שהצבה בנוסחה  ל ידיע

 

מעל קבוצת  nמהו מספר הסדרות הפלינדרומיות באורך   , טבעי nעבור   (6

הספרות העשרוניות  0,1,2,...,9? 

,...,1 דרה)ס nx x 1אם   ,היא פלינדרומיתi n ix x − 1לכל   =+ i n . 

אם בקריאתה מהסוף להתחלה או מההתחלה לסוף  :פשוטהובעברית 
 (.1,7,2,2,2,7,1למשל   ,מתקבלת אותה סדרה

  

1

פרק 10נוסחאות נסיגה (רקורסיה)

69

69



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©  טל פלדמן –כתב ופתר  
 

  ,1-ו 0: הספַרות סימנים 6נתבונן בסדרות סופיות של סימנים, הלקוחים מתוך   (7
,*,/  וארבעה סימני פעולה ,−  ובכפוף לתנאים הבאים:, +

 הסדרה נפתחת ומסתיימת בסִפרה.. 1
 אין הופעות צמודות של סימני פעולה. . 2

0100דוגמאות של סדרות העונות על התנאים:   /101 11 1010− +,  001. 

00 ,−00עונות על התנאים:  שאינןוגמאות של סדרות ד 10+ +,  101 /00+ . 

- נסמן ב
na את מספר הסדרות הללו שבהן בדיוק  n  .סימנים 

 יחס נסיגה עבור ומצא . א
na. 

0אופן ישיר  את  ב ומצא .ב 1 2 3, , ,a a a a, התקבלוש בעזרת הערכים  וקבדו  

 . רשמתםאת יחס הנסיגה ש

 .naנוסחה מפורשת עבור   ואת יחס הנסיגה וקבל רופת . ג

 .את תוצאות סעיף בבעזרת הנוסחה  קובד

 

2מוגבל של בלוקים זהים בגודל -בידינו מספר בלתי (8 1 
2מוגבל של בלוקים זהים בגודל  -ומספר בלתי 2 . 

7n  להלן )בציור  2n שממדיו עלינו לרצף מלבן =.) 
 אסור לחרוג מגבולות המלבן. 

2 בלוק של 1 עומד'  או 'שוכב' ,כרצוננו אפשר להניח .' 

 מספר הריצופים השונים האפשריים.  naיהי 

 יחס נסיגה עבור מורש . א
na ותנאי התחלה מספיקים. אותו( ורי)הסב 

 את יחס הנסיגה.  רופת .ב

 ובאופן ישיר. מתוך יחס הנסיגה שבסעיף א' בשתי דרכים: 4a את וחשב . ג
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- תנו ביטוי מפורש ל (9
na  בנוסחאות הנסיגה הבאות וחשבו את

3 4 5, ,a a a  בשתי

 . בעזרת הנוסחה המפורשתובעזרת יחס הנסיגה  :דרכים

1 . א 25 6n n na a a− −= 0כאשר   , − 13 , 7a a= =. 

1 .ב 15 4n n na a a+ −= 0כאשר   ,− 11 , 1a a= =. 

 . ג
1 24 4n n na a a− −= כאשר   ,−

0 11 , 4a a= − =. 

1 .ד 1 27 6n n na a a+ − −= 0כאשר   ,+ 1 21 , 0 , 7a a a= = =. 

 .ה
1 1 24 5 2n n n na a a a+ − −= − כאשר  , +

0 1 21 , 4 , 11a a a= = =. 

1 .ו 27 10 16n n na a a n− −= − כאשר    ,+
1 019 , 14a a= =. 

 .ז
1 26 8 3n n na a a− −= − כאשר     ,−

0 11 , 9a a= =. 

1 .ח 26 8 3n

n n na a a− −= − 0כאשר     ,− 11 , 9a a= =. 

1 . ט 26 8 2n

n n na a a− −= − כאשר     ,−
0 11 , 10a a= =. 

1 .י 210 25 5n

n n na a a− −= − 1כאשר    ,+
0 1 2

1 , 7a a= − =. 

1 . יא 23 2 2n

n n na a a n− −= − + כאשר  ,+
0 11 , 2a a= =. 

 

נוסחת נסיגה ותנאי התחלה עבור הסידרה  ומצא (10
na   :המקיימת

( )2 12 3 1 1n n

na n+= − − +. 

 

,0,1בספרות  nלמספר הסדרות באורך   נוסחת נסיגה ובכת (11  .12-ו 00ללא  2

 

מיליון דולר   4 מיליון דולר, 2איש ציבור נורמטיבי לוקח שוחד כל שנה בסכום  (12
  6שוחד על סך הוא לא לוקח  ,לבמיליון דולר. כדי לא למשוך תשומת  6או 

-נסמן ב .שנתיים ברצף מיליון דולר
na  את מספר סדרות השוחד השונות שיכול

 שנים. nן  לצבור איש ציבור בשירות נורמטיבי ב
; את סדרת השוחד 2,2,2,2שנים ניתן לצבור את סדרת השוחד  4דוגמה: במשך 

לב ששתי הסדרות  ושימ) כן הלאה; ו4,2,2,6 ; את סדרת השוחד2,4,2,6
 .(האחרונות נספרות כשתי סדרות שוחד שונות

- נוסחת נסיגה ותנאי התחלה לו רשמ
na. 

 

את מספר המילים מעל   na  על ידינסמן  nלכל  (13 , , , ,A B C D E  שלא מכילות

,אף אחד מהרצפים  ,AA BA CA. 

 .naנוסחה מפורשת עבור   ומצא
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יהי  (14
na   מספר הסדרות באורךn בריהן שייכים לקבוצהישא  1, 2,3 ,8 

ים בסדרה מספרים זוגיים זה בסמוך  הבא: לא מופיעמקיימות את התנאי ו
 לזה. 

מצאו יחס נסיגה עבור  . א
na ,רשמו אתו  

1a  ו-
0a . 

פתרו את יחס הנסיגה וקבלו ביטוי מפורש עבור  .ב
na. 

חשבו את  . ג
2a   מנוסחת הרקורסיה ומהביטוי המפורש, ובדקו שהתקבל

 אותו ערך. 

 

 1המתחילים בקודקוד  ,n  כמה טיולים באורך (15
 ? הבא ףיש בגר 1ומסתיימים בקודקוד 

2nעבור   :לדוגמה ,1יש שני טיולים כאלה והם   =  . 1,6,1-ו 2,1

4nעבור   :לדוגמה  טיולים כאלה והם יש שישה  =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,2,1,6,1 , 1,6,1, 2,1 , 1,6,1,6,1 , 1,6,5,6,1 , 1,2,1,2,1 . 1,2,3,2,1  

 

) ,4טבעית של א חזקה הו nנתון כי   (16 ) 216
4

n
f n f n

 
= + 

 
)וכן    )1 3f =. 

 יטת הצבה חוזרת.בשפתרו 
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 שובך היונים 

 שאלות 

תהי  (1 1,2,3, , 49A =. 

Bכי לכל בחירה של קבוצה הוכיחו  A, 26-כך שB לפחות שני  B-יהיו ב  ,=

 .49 איברים שסכומם

 

קבוצה של שישה מספרים מתוך   Aתהי  (2 1, 11. 

 .שסכום אבריהן שווה Aכי קיימות שתי תתי קבוצות של הוכיחו 

 

שבה אין שני מספרים  ,מה הגודל המירבי של קבוצה של מספרים טבעיים (3
 . נמקו ?3009- שסכומם או הפרשם מתחלק ב

 

 מספרים טבעיים כלשהם.  nקבוצה של  A תהי (4
 .n-איבריה מתחלק ב שסכום ,A ריקה של- שקיימת קבוצה חלקית לא הוכיחו 

 

יש שתי נקודות  ,כחול ואדום ,עיםכי בכל צביעה של המישור בשני צבהוכיחו  (5
 אחד והן צבועות באותו צבע. שמרחקן

 

 .nיהי  (6
kהטבעי   ס'כך שבמ ,kכי קיים הוכיחו  n בלבד. 0-ו 7  ות הספרותעימופ 

 

ספרתיים יש שניים שהפרשם בעל שתי -מספרים דו 12כי מבין כל הוכיחו  (7
 ספרות זהות. 

 

צלעו  שאורך  ,נקודות בתוך משולש שווה צלעות 26כי מבין כל בחירת הוכיחו  (8

- הן קטן מייש שתי נקודות שהמרחק בינ ,הוא אחד
1

5
. 

 

מספרים מתוך הקבוצה  +1nכי בכל בחירה של הוכיחו  (9 1, 2,3, , 2n, 

x,יש שני מספרים   y כך ש : 

x, . א y ( 1המחלק המשותף המקסימלי שלהם הוא  ,כלומר) זרים. 

 ללא שארית.  y- ב מתחלק x .ב

מספרים מבלי  nכי החסם הנ"ל הדוק, כלומר אפשר לבחור   והרא . ג
 . ב-ו א םשיתקיימו תנאי
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מספרים מתוך הקבוצה  46  נבחר (10 1,2,3, ,81. 

 . 9כי יש שני מספרים שהפרשם הוא בדיוק הוכיחו 
מספרים מתוך  45 וכלומר מצא) גם כי המספר הנ"ל הדוקהוכיחו 

 1,2,3,  .(9שאין בהם שניים שהפרשם הוא בדיוק  ,81,

 

,1,4,7,10מתוך הסדרה החשבונית  מספרים 20קבוצה בת  Aתהי  (11 ,100. 

 .104 כי יש שני מספרים שסכומם הוכיחו 

 

12) n .אנשים נפגשו במסיבה ולחצו ידיים 
 כי יש שני אנשים שלחצו בדיוק אותו מספר ידיים.הוכיחו 

 

של קשתות הגרף השלם  כי בכל צביעההוכיחו  (13
6K  בשני צבעים, 

 .יש משולש מונוכרומטי 

 

 ה.כי בכל גרף יש שני קודקודים בעלי אותה דרגהוכיחו  (14

 

לפחות   :הוא מתכנן נאומי בחירותו ,ימים עד לבחירות 50לפוליטיקאי נותרו  (15
 .ך הכלאומים בסנ 75-ביום אך לא יותר מ דאח

 אומים. נ 24 כי קיימת סדרת ימים שבהם הוא נואםהוכיחו 

 

 .nיהי  (16

2מחלק את   n-כך ש ,mכי קיים הוכיחו  1m −. 

1סדרה ב ונהדרכה: התבונ 2 3 12 1,2 1,2 1, 2 1n+− − − −. 
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 מבוא לתורת הגרפים

 שאלות 

 עץ. החלק קטן משאלות פרק זה מסתמכות על מושג  הערה:
 רצוי ללמוד את הפרק עצים שהוא פרק חשוב ביותר.

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (1

)יהי  . א ),G V E=   צמתים   17, 7צמתים מדרגה  10  :צמתים 43גרף על

 .1 והיתר מדרגה 4צמתים מדרגה  12, 6מדרגה 
 ?G-כמה קשתות יש ב

 זוגית הוא זוגי. -כי בכל גרף מספר הצמתים מדרגה איהוכיחו  .ב

 

הסדרות הבינאריות  2nצמתיו הם ש , כךnGנגדיר גרף פשוט  nעבור   (2

ושני קודקודים  מחוברים ביניהם בקשת אם ורק אם הם נבדלים  ,nבאורך  
 רדינטה אחת. אובקו

מה מספר הקשתות של 
5G של ו

nGגרף כזה נקרא גרף הקובייה( ?) 

 

)נגדיר גרף   (3 ),G V E=   :באופן הבא  1,2,3,4,5,6,7 3V A P A=  = 

  , 1E A B A B=    למשל ,=    2, 4,7 , 1, 4,6 E, .כי בחיתוך יש איבר אחד 

 מהו מספר הצמתים? מה דרגת כל קודקוד? מה מספר הקשתות?  . א
 דו"צ? Gהאם  .ב

 

)גרף  העל שאלה קודמת עבור  רוחז (4 ),G V E=  :באופן הבא 

V  וכמו קודם-  ,E A B A B=  = . 

 

)יהי  (5 ),G V E=  וכל יתר הדרגות  5מהצמתים הם מדרגה  4 :צמתים  7על

 . 3- קטנות מ
 מהן האפשרויות הנכונות? 

 שהוא קשיר.  ,יש גרף פשוט כזה . א
 אבל הוא לא קשיר. ,יש גרף פשוט כזה .ב
 אבל הוא לא פשוט ולא קשיר. , יש גרף כזה . ג
 והוא לא פשוט וקשיר.  , יש גרף כזה .ד
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נתונים שני גרפים  (6
1 2,G G  סדרת דרגותיו של  .קודקודים 5על

1G היא 

וסדרת דרגותיו של   2,2,3,4,5,5,6
2G 1,2,3,4,4 היא. 

 איזו מן הטענות הבאות נכונה:קבעו לגבי כל אחד משני הגרפים 
 יש גרף פשוט וקשיר כזה. . א
 אבל הוא לא פשוט.  ,יש גרף קשיר כזה .ב
 אבל הוא לא קשיר. ,יש גרף פשוט כזה . ג
 אבל הוא חייב להיות לא פשוט ולא קשיר. , יש גרף כזה .ד
 לא קיים גרף כזה.  .ה

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (7

 קודקודים.  nגרף פשוט בעל  Gיהי  . א

x,ודקודים כי אם לכל שני קהוכיחו  y V מתקיים ( ) ( ) 1d x d y n+  − ,

 קשיר. Gאז 

קשתות אינו  −1n- קודקודים ופחות מ nבאינדוקציה כי גרף על  הוכיחו  .ב
 קשיר.

 

 קודקודים. nגרף פשוט בעל  Gיהי  (8

כי אם:  הוכיחו 
1

2

n
E

− 
  
 

  (  מספר הקשתות.  Eכאשר   ,קשיר Gאז   *(

 עבורו ,Gגרף פשוט הראו  ,כי חסם זה הדוק. כלומר גם הראו
1

2

n
E

− 
=  
 

, 

) אינו קשיר. זה מראה שלא ניתן לשפר את אי השוויון G-כך ש )*. 

 

)יהי  (9 ),G V E= גרף פשוט ויהיו ,x y V  לא שכניםשני קודקודים. 

) כי אםהוכיחו  ) ( )d x d y n+ , אז יש ל-x ול-y  .לפחות שני שכנים משותפים 

 

2nגרף פשוט על   Gיהי  (10  ויהיו   ,צמתים,u v V  .קודקודים שאינם שכנים 

)כי אם: הוכיחו  ) ( )
1

,
2

n
d u d v

+
 אז יש ל-,u v   לפחות שלושה שכנים

 משותפים. 
 

)יהי  (11 , )G V E= כך ש ,גרף- ( ) ( )2 1, 2,.., , 2V P n n= , e E A B   =, 

A,כאשר  B V. 

 .Vחשבו את  . א

 מהי דרגת כל צומת?  .ב
5nהוכיחו כי אם  . ג    אזיG ( רמזקשיר .)דרך השלילה : 
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 קשתות.   41קודקודים שיש בו   10גרף פשוט על  Gיהי  (12
 הוכיחו:

 . 9שדרגתם היא  G-יש לפחות שני קודקודים ב . א

 קשיר. G .ב

       

)יהי  (13 ),G V E= גרף פשוט . 

V כי אםהוכיחו  E=, אז ב-G ואם  ,יש מעגלG אז המעגל יחיד. ,קשיר 

 

 . 3,2,2,2,1,1,1 שסדרת דרגותיו היא ,קודקודים 7גרף פשוט קשיר בן  Gיהי  (14
 כמה מעגלים פשוטים יש בגרף?  

 

 קודקודים.  nגרף פשוט בעל  Gיהי  (15

xכי אם לכל קודקוד  הוכיחו  V  מתקיים ( ) 2
nd x , ב אז-G  4מעגל באורך. 

 

 , 10שבו כל הדרגות הן לפחות   ,קודקודים  100כי בכל גרף פשוט על הוכיחו  (16
 .4יש מעגל באורך  

 

 . גרף פשוט Gיהי  (17

G,כי לפחות אחד מבין הגרפים הוכיחו  G קשיר. 

הגרף השלם  כי בכל צביעת קשתותהוכיחו בניסוח שקול: 
nK   בשני צבעים

 אחד הגרפים החד צבעיים הוא קשיר.   ,לפחות
 

יש משולש   ,בשני צבעים 6Kכי בכל צביעת קשתות הגרף השלם הוכיחו  (18

 (.משולש חד צבעי) מונוכרומטי 
 

המכירים זה את זה או   4אנשים יש בהכרח לפחות  9של הוכיחו כי בכל קבוצה  (19
 שאף שניים מהם אינם מכירים זה את זה. 3לפחות 

 

 אברים של הקבוצה 4גרף שקודקודיו הם תתי קבוצות בנות  Gיהי  (20 1, 2, , n, 

(. שני קודקודים מחוברים בקשת בגרף אם בחיתוך שלהם 6-גדול מ n כאשר)

 . לדוגמה, הקודקודבדיוקיש שני אברים  1, 2,3,  שכן של 4 1,  אך לא  ,2,7,8

 של 1, 2,3,7. 

 הם שכנים של כמה קודקודים בגרף   1, 2,3, 4 , 1, או  2,3,5 1, 2, 4,5? 
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כי בכל צביעת קשתות הגרף השלם הוכיחו  (21
17K צבעים יש מעגל שכל  8-ב

 עגל מונוכרומטי(.)מ קשתותיו צבועות בצבע אחד
 

3כמה מעגלים פשוטים באורך  (22 k n    יש בגרף השלם
nK   על קבוצת

 הקודקודים  1, 2,3, 4, , n? 

 סיבוב נחשבים זהים. ל ידיהשני עשני מעגלים המתקבלים אחד מ
5nעבור  ,למשל ,3-ו 1,2,3,4,5,1 המעגליםשני  ,= 4,5,1,  ,נחשבים זהים 2,3

,1 ואילו המעגלים ,1,3-ו 2,3,1  אינם זהים. 2,1

 

2n-ב נצבע (23   צבעים את קשתות הגרף השלם
nK,   כך שכל צבע מופיע לפחות

 פעם אחת. 
 כי קיים מעגל שכל קשתותיו צבועות בצבעים שונים.הוכיחו 

 

אפשר  ,קודקודים, שניתן לצבוע בשלושה צבעים )כלומר 13גרף קשיר על  Gיהי  (24
ים מאותו צבע לצבוע את הקודקודים בשלושה צבעים, כך שאין שני קודקוד

 שמחוברים בקשת(. 
קודקודים שאף אחד מהם  5 ,)כלומר 5שיש בגרף אנטי קליקה בגודל  והוכיח

 .(לא מחובר לאף אחד אחר
 

1  נתונים שלושה גרפים בעלי אותה קבוצת קודקודים (25 1( , )G V E= ,2 2( , )G V E= 

3-ו 3( , )G V E= .1 נגדיר 2 3( , )G V E E E=    איחוד שלושת הגרפים, ונניח כי  כ

 . 6היא לפחות  G-דרגתו ב  V-לכל קודקוד ב

 גלים. מע -חסר  אינו 3G-ו  1G ,2G  הוכיחו כי לפחות אחד מהגרפים

 שאלה זו מופיעה גם בפרק עצים. 
 

 קבוצות שלה-י תתגרף פשוט שקודקודיו הם כל   nGיהי  (26 1, 2,3, 4, , n, 

-ו למעט  1, 2,3, 4, , n  עצמה. שני קודקודים הם שכנים אם ורק אם אף

 אחד אינו מוכל במשנהו.

2nכי לכל הוכיחו  . א ,  
nG .קשיר 

אברים של:  kתת קבוצה בת  vכי אם הוכיחו  .ב 1, 2,3, 4, , n  אז דרגתה

2היא:  nG-כקודקוד ב 2 2 1n n k k−− − +. 

3nכי לכל הוכיחו  . ג  קיים מעגל המילטון ב-nG מותר להסתמך על .

12-סעיפים קודמים ועל העובדה ש 2 2 2n k k n− −+  +     . 
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 ,כמה זיווגים מושלמים יש (27
 )שאלה זו מופיעה גם בפרק גרף דו צדדי(

בגרף המלא  . א
5K ? 

 בגרף המלא .ב
6K? 

 ?5,5Kבגרף הדו"צ המלא   . ג

 בפרק גרף דו צדדי( )הגדרת גרף דו"צ

 כאשר מחקנו שלוש קשתות שיש להן צומת משותף? ,5,5Kבגרף הדו"צ המלא   .ד

 
 על הסעיפים הבאים:ענו  (28

 .כי בגרף הבא אין זווג מושלםהוכיחו  . א
 זווג מקסימום.  ומצא .ב
 מהו המספר המינימלי של קשתות שיש להוסיף לגרף כך שיהיה זווג? . ג

 

 

 

 

 

 

 

)יהי  (29 , )G V E= נגדיר גרף חדש  ו ,גרף פשוט( , )H V E=  :באופן הבא

       , , : , , ,E x y x y V z V x z y z E =    . 

 : כל אחת מהטענות הבאות יכואו הפרהוכיחו  

 קשיר. Hאז  ,קשיר Gאם  . א
 לא קשיר. Hאז  ,קשיר Gאם  .ב

 קשיר. Gאז  ,קשיר Hאם  . ג

 לא קשיר. Gאז  ,קשיר Hאם  .ד

 

 .Gנתון גרף  (30

x,אז לכל שני קודקודים  ,לא קשיר Gכי אם הוכיחו  y ב-G  מתקיים

( ), 2d x y  כאשר(  ( ),d x y  המרחק בין הואx ל-y.) 

 

 קודקודים  5נתונה קבוצה בת  (31 , , , ,V v u t s r=. 

 מקיימים שדרגת כל קודקוד   Vכמה גרפים שונים על קבוצת הקודקודים
 ? 4-קטנה ממש מ
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 תות.  קש 15-קודקודים ו 20גרף חסר מעגלים כעל  Gיהי  (32
 כמה רכיבי קשירות בגרף?

 

כי בכל צביעה של קשתות הוכיחו  (33
2 1tK +

 נקבל מעגל חד צבעי. ,צבעים t-ב 
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 גרף דו צדדי 

 שאלות 

)נגדיר גרף   (1 ),G V E=   :באופן הבא  1,2,3,4,5,6,7 3V A P A=  =  

  , 1E A B A B=  =. 

 דו צדדי? Gהאם  . א

 דו קשיר? Gהאם  .ב
 

)יהי  (2 ),G V E= כל צומת של   אשר, כ גרףG   6היא סדרה בינארית באורך. 

ם מחוברים אם הם נבדלים זה מזה ה. שני צמתים Gצומת של  000000  ,למשל
כי הם נבדלים   ,011101-חובר למ 010111  ,בשני מקומות בדיוק. למשל

 ות השלישי והחמישי. מבמקו
 ?G- כמה קשתות יש ל . א

 ?G-כמה רכיבי קשירות יש ל קשיר? Gהאם  .ב

 דו"צ? Gהאם  . ג

 מישורי?( Gגרפים מישוריים, האם  ו)למי שלמד .ד

 

1nכאשר  ) nK,2 צדדי השלם-קשתות מן הגרף הדו −1nמחקו   (3 והתקבל גרף ) 

G אין בו קודקודים שדרגתם אפס(.  ,שאין בו קודקודים מבודדים )כלומר 
 )שאלה זו מופיעה גם בפרק עצים(.  הוא עץ G-שהוכיחו 

 

4,4מה הגרף המשלים של הגרפים הדו"צ  (4 5,5,K K , ובאופן כללי,n nK? 

 

יהיו  (5
1 1 1( , )G V E= ו-

2 2 2( , )G V E= ר האיחוד שלהם מוגד אשר, כשני גרפים 

)  להיות )1 2 ,G G V E 1- שכ = 2 1 2,V V V E E E=  =  . 

 :יכואו הפרו חיהוכ
 איחוד של שני גרפים דו"צ הוא גרף דו"צ. . א
 איחוד של שני גרפים דו"צ על קבוצות צמתים זרות הוא גרף דו"צ. .ב
 על קבוצות צמתים זרות הוא גרף דו"צ. גרפים דו"צ nאיחוד של  . ג

 גרפים דו"צ על קבוצות צמתים זרות בזוגות הוא גרף דו"צ. nאיחוד של  .ד
 

 גרפים דו"צ.  4כאיחוד של  16Kאת   וגיהצ (6
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 :יכואו הפר וחיהוכ (7

)אם  ),G V E=  גרף דו"צk   רגולרי שצדדיו הם,A B,  אזA B=. 

 

1 יהיו (8 2 3 7, , , ,G G G G   שבעה גרפים דו"צ שונים על אותה קבוצות צמתיםV. 

i,לכל גרף צדדים   iA B, 1,2,3,4,5,6,7 כאשרi  כמובן שבסימונים אלה  .=

i, מתקיים i i iA B V A B =  =  1לכל 7i . 

 כאשר אם יש קשר המופיע בכמה גרפים ניקח  ה,איחוד כל הגרפים האל Gיהי 
 כך שאין קשתות מרובות והגרף שהגדרנו  הוא גרף פשוט.  ,רק קשת אחת

 אותיות לפי הצדדים אליה הוא שייך    שבענתאים סדרה בת  G-לכל צומת ב 

 בגרפים
1 2 3 7, , , ,G G G G,  .בהתאמה 

 שייך לקבוצות vאם   ,שללמ
1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,A A B B B A A , כלומר בשני הגרפים

 ובשני הגרפים  ,Bבשלושת הגרפים הבאים בצד   ,Aהראשונים הוא בצד  
 .AABBBAA  אז נשמיט את האינדקסים ונתאים לו את המילה, Aהאחרונים בצד 

לכל צומת תתאים    ,ובאופן דומה ,AABBBAA  שלנו תתאים המילה v- ל ,כלומר
 אותיות.  7מילה בת 

u,כי אם לשני צמתים  וחיהוכ v תה מילה אז אין צומת במתאימה או -G   ביןu   
 .vלבין 

 

1  גרף דו צדדי Gיהי  (9 2 1 2,V V V V V = = נתון כי  , וG  הואd  ,1רגולריd   .

1  כי וחיהוכ 2V V=. 

 

 :יכואו הפר וחיהוכ (10
 אז הגרף המשלים הוא דו צדדי.  ,אם לגרף יש שני רכיבי קשירות בדיוק . א
 אז הגרף המשלים אינו דו צדדי.   ,אם לגרף יש שני רכיבי קשירות בדיוק .ב

     

 ,כמה זיווגים מושלמים יש (11
 )שאלה זו מופיעה גם בפרק גרף דו צדדי(

בגרף המלא  . א
5K ? 

בגרף המלא   .ב
6K? 

 ?5,5Kבגרף הדו"צ המלא   . ג

 )הגדרת גרף דו"צ בפרק גרף דו צדדי(

 כאשר מחקנו שלוש קשתות שיש להן צומת משותף? 5,5Kבגרף הדו"צ המלא   .ד

 

)יהי  (12 , )G V E=  וכןצדדי פשוט.-גרף  דו ,  V n=. 

  הוכיחו כי
2

4
nE . 
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  נגדיר גרף שצמתיו הם (13 ( )1,2,3,P n  יש(2n  )מחובריםושני צמתים  ,צמתים, 

 בדלים באיבר אחד.נ אם אחד מהם מכיל את השני והם 

 ,)למשל    1,5,7 , 1,  מחוברים( 2,5,7

 קשיר. Gכי    וחיהוכ . א

 רגולרי. Gכי    וחיהוכ .ב
 הוא גרף דו"צ. Gכי    וחיהוכ . ג

 

): אם יכואו הפר וחיהוכ (14 ),G V E= אז: ,אוילרי דו צדדי evenV . 

 )שאלה זו מופיעה גם בפרק מעגלים מיוחדים(
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 עצים

 שאלות 

2nעל שעץ  Tיהי  (1  .קודקודים שלו בדיוק שני עלים 
2nלכל  ? רשמו אותןT מהן דרגות קודקודי  בסדר עולה משמאל לימין ,

 )סדרת הדרגות( והוכיחו נכונות תשובתכם.
 

)יהי  (2 , )T V E= .עץ 

 זוגי.- הוא מספר אי Eאזי גם  ,זוגיות -דרגותיו איכל הוכיחו שאם 

 

4nעץ על  T יהי (3   ב קודקודים. אורך המסלול הפשוט הארוך ביותר-T  הוא
2n−   יש מסלול פשוט באורך(2n− .)ואין מסלול ארוך יותר 

 ? רשמו אותן בסדר עולה משמאל לימין )סדרת הדרגות(. Tמהן דרגות קודקודי 

 

 . T לחלק מקודקודי v-וקשתות מ, v קודקוד שנקרא לו T-עץ. נוסיף ל T יהי (4
 כדי שבגרף המתקבל יהיה בדיוק מעגל פשוט אחד?   v מה צריכה להיות דרגת

 תהיה גדולה יותר, בגרף יהיה יותר ממעגל פשוט אחד. v הוכיחו שאם דרגת

 

5) G  קשתות ללא מעגלים. 15-קודקודים ו  20גרף עם 
 כמה רכיבי קשירות בגרף?   

 
על  עציםקודקודים, ואוסף שקפים שעליהם מצוירים  10נה קבוצה של נתו (6

ומקפיד   אותם עשרה קודקודים. גיורא מניח מספר כלשהו של שקפים זה על זה
אין אף   ,שאף קשת משקף אחד לא תכסה על אותה קשת בשקף אחר )כלומר

 קשת משותפת לשני עצים שונים(.
שמצוירים על השקפים לא יכול הוכיחו שהגרף שגיורא מקבל מאיחוד העצים 

 . 5-להיות גרף שכל דרגותיו שוות ל
 רמז: חשבו את מספר הקשתות בגרף. 

 

) יהיו (7 ) ( )1 1 2 2,  ,  ,T V E T V E=  ,שני עצים על אותה קבוצת קודקודים =

 קשתותיוש ,על אותה קבוצת קודקודים Gנגדיר גרף  ו
1 2E E E= . 

x כי קיים וחיהוכ V, כך ש-( ) 3d x  ( דרגתו שלx ב-G.) 
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2 יהיו (8 2 2 1 1 1,  , ,T V E T V E= 1:  כך Gנגדיר גרף  ו ,עצים = 2 1 2,G V V E E=. 

  נתון כי . א 1 2V V v= . 

 בהכרח עץ? נמקו.  Gהאם 

  נתון כי .ב 1 2E E e= . 

 בהכרח עץ? נמקו.  Gהאם 
 

3nעץ על  T יהי (9   קודקודים ויהי v קדקוד ב-T  2מדרגה. 
T מספר רכיבי הקשירות של kיהי  v−  שהוא תת הגרף של(T  המתקבל

 .קצה שלהן(  v- והקשתות ש ,vממחיקת  
 .? הוכיחוkמה הם הערכים האפשריים עבור 

 

קודקודים  7בלבד. יש   1,3,5  דרגותיו הןשנתון ו ,קודקודים nעץ בעל  Tיהי  (10
 . 5מדרגה  10-ו 3מדרגה 

 כמה עלים יש בעץ?

 

)יהי  (11 , )T V E= שבו  ,עץ V n=דרגות צמתי . T הצמתים  פרבלבד. מס 1,3,5  הן

 . 12הוא  5דרגה מהצמתים שלהם  פרומס 10הוא  3דרגה משלהם 
 ( יש לעץ?1כמה עלים )צמתים מדרגה 

 

י צבעים קיים עץ פורש בשנ nKכי בכל צביעת קשתות הגרף השלם  וחיהוכ (12

 מונוכרומטי.
וקשתותיו הן חלק  Gעץ פורש הוא עץ שקודקודיו הם כל קודקודי הערה: 

 .Gמקשתות  
 

, יהי (13 ( , )V n G V E=  . רכיבי קשירות kשבו  ,גרף פשוט וחסר מעגלים =

E  הוכיחו כי n k= −. 

 
מהי העוצמה הגדולה ביותר האפשרית לקבוצה של עצים על קבוצת   (14

 הקודקודים  1, 2,3, 4,5,6V  שניים מהם אינם איזומורפיים? שאף ,=

 )שאלה זו מופיעה גם בפרק איזומורפיזם(

 

1nכאשר  ) nK,2צדדי השלם -קשתות מן הגרף הדו −1nמחקו   (15 ),   והתקבל גרף

G אין בו קודקודים שדרגתם אפס(.  ,שאין בו קודקודים מבודדים )כלומר 
 )שאלה זו מופיעה גם בפרק גרף דו צדדי(. הוא עץ G-הוכיחו ש
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 על הסעיפים הבאים: וענ  (16

  נתונים שלושה גרפים בעלי אותה קבוצת קודקודים . א
1 1( , )G V E= ,

2 2( , )G V E= ו-
3 3( , )G V E=. 

  נגדיר
1 2 3( , )G V E E E=   איחוד שלושת הגרפים, ונניח כי לכל  כ

 . 6היא לפחות  G-דרגתו ב V-קודקוד ב

  הוכיחו כי לפחות אחד מהגרפים
1G ,

2G  ו-
3G מעגלים-חסר  אינו . 

) יהיו .ב ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3, , , , ,G V E G V E G V E= = שלושה עצים על אותה   =

 .Vקבוצת צמתים 

vלכל צומת   V ב נסמן -( )id v  את הדרגה שלv  ב-iG,  1אשר, 2,3i =. 

vכי קיים צומת   וחיהוכ V,  עבורוש  ( )
3

1

5i

i

d v
=

. 

) מיהו העץ הממוספר המותאם למילה (17 )1,1,3, 4,3,6,10,1? 

 
 סדרת פרופר של העץ הבא?  ימה (18

 

 

 

 

 

 בכמה עצים שונים על קבוצת הצמתים (19 1,2,3,4,5,6  אין שום צומת מדרגה

 זוגית? 
 

 בכמה עצים על קבוצת הקודקודים (20 1,2,3,4, כל העלים הם מספרים   10,

 זוגיים?

 

כמה עצים שונים יש על הקודקודים  (21 1, n,  ?שלהם בדיוק שני עלים 

 

22) T ואין בצמתים  3צמתים מדרגה  10צמתים, מתוכם בדיוק  60בעל  ץהוא ע
 . 3-מדרגה גדולה מ

 עץ כזה. ימוהדג . א
 את מספר העלים ללא שימוש בקוד פרופר.  ומצא .ב
 את מספר העלים בעזרת קוד פרופר.  ומצא . ג

 

 בכמה עצים על הקודקודים (23 1, 2,3, )ורק הם(:  יש שלושה עלים והם  10,

8,9,10 ? 
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נתון כי על ידי  ו ,קודקודים המכיל מעגל המילטון nגרף פשוט על  Gיהי  (24
 שהוא עץ.  Gהשמטת קשתות המעגל מתקבל תת גרף של 

מהו מספר  ,? אם כןGהאם ניתן על סמך הנתונים לקבוע כמה קשתות בגרף  
 הקשתות? 

 )שאלה זו מופיעה גם בפרק מעגלים מיוחדים(

 
הגדולה ביותר האפשרית לקבוצה של עצים על קבוצת   מהי העוצמה (25

 הקודקודים  1, 2,3, 4,5,6V  שניים מהם אינם איזומורפיים? שאף ,=

 )שאלה זו מופיעה בפרק איזומורפיזם(
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 מעגלים מיוחדים

 עץ. החלק קטן משאלות פרק זה מסתמכות על מושג  הערה:
 רצוי ללמוד את הפרק עצים שהוא פרק חשוב ביותר.

 

 דוגמאות

 כי: וחיבסרטון על מעגלי המילטון והוכ  וצפ (1
 תנאי אורה אינו תנאי הכרחי. . א
 החסם במשפט אורה הוא הדוק.  .ב

 

 בשאלה זו נחקור את הקשר בין המושג מעגל אוילר לבין מעגל המילטון.  (2
 :יכואו הפר וחיהוכ

 אוילרי. Gאז  ,המילטוני Gאם  . א
 לא אוילרי.  Gאז  ,המילטוני Gאם  .ב

 אוילרי. Gאז   ,ילא המילטונ Gאם  . ג

 לא אוילרי.  Gאז   ,לא המילטוני Gאם  .ד

 ד? -תבקשת מסעיפים אלעניין הקשר בין המושגים, מה המסקנה המ  .ה

אז יש בו מסלול שהוא בעת ובעונה  ,הוא גם אוילרי וגם המילטוני Gאם  .ו
 אחת גם מסלול אוילר וגם מסלול המילטון. 

 הוא מעגל פשוט.  Gאז  ,אוילרי וגם המילטוני Gאם  .ז

מסלול שהוא בעת ובעונה אחת מעגל אוילר וגם מעגל   G-אם יש ב .ח
 הוא מעגל פשוט.  G אז ,המילטון

 

 שאלות 

 על הסעיפים הבאים: ונע (1

 מצא מעגל אוילר, מעגל המילטון, ומסלול המילטון שאינו מעגל המילטון  . א
      בגרף הבא:

 

 

 

 

והסבר שמראה שאכן  דוגמה נגדית והוכיחו את הטענה הבאה, או תנ .ב
 מדובר בדוגמה נגדית: אם בגרף יש מעגל המילטון, אז יש בו מעגל אוילר.
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)נגדיר גרף   (2 ),G V E=   :באופן הבא  1,2,3,4,5,6,7 3V A P A=  = 

  , 1E A B A B=    ,למשל. =    2, 4,7 , 1, 4,6 E. 

 דקוד? מה מספר הקשתות? מהו מספר הצמתים? מה דרגת כל קו . א
 דו"צ? Gהאם  .ב

 אוילרי? Gהאם  . ג

 המילטוני? Gהאם  .ד
 

- מהו האורך המירבי של מסלול ב (3
2 1nK +

 נמקו.  ?

 

קשתותיו כך מכל קודקוד יצאו ניתן לצבוע את   4הוכיחו בכל גרף שכל דרגותיו  (4
 בדיוק שתי קשתות מכל צבע.

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (5

  איברים של 4גרף שקודקודיו הן תתי קבוצות בנות  Gיהי  . א 1, 2,3, ,8 ,

איברים  2קבוצות יש במחוברים אם ורק אם כאשר שני קודקודים 
 יש מעגל המילטון?  G-בדיוק.  האם ב

m,יהי  .ב nK .גרף דו צדדי שלם 

m,כי  הוכיחו  nK  המילטוניm n=  . 

  

) יהיו (6 ) ( )1 1 1 2 2 2,  ,  ,G V E G V E= =,1 1 2 2,E E V V =  =  שני גרפים

)  אוילריים פשוטים. נגדיר ),G V E=   :1באופן הבא 2 1 2,V V V E E E=  = , 

1ומלכדים צומת   1u V  2עם צומת 2u V האם .G ?אוילרי 

 אוילרי? Gהאם כעת   ,במקום ללכד אותם 2uעם  1uאם נחבר את 

  

)יהי  (7 ),G V E= .גרף אוילריאני בעל מספר אי זוגי של צמתים 

 לפחות שלושה צמתים בעלי אותה דרגה. G-כי יש בהוכיחו 
2)שובך היונים, מספר הקודקודים  1n+  וישn דרגות אפשריות כי כולן זוגיות ) 

 

גרף בעל שני רכיבי קשירות,   G יהי (8
1T 2-וT .שתי  נוסיף, שכל אחד מהם עץ

 תקבל גרף י)קבוצת הקודקודים נשארת ללא שינוי( ו  G- קשתות חדשות ל

 . Gחדש  

 בהכרח יש מעגל.   G-הוכיחו שב . א

 יש מעגל המילטון. G-בנו דוגמה שבה ב .ב
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3nגרף פשוט על   Gיהי  (9   .קודקודים 
  נתון:

1.  n .מספר זוגי 
 גרף רגולרי(.  Gשוות )כלומר  G-כל הדרגות ב. 2

 קשירים.  Gוגם  G גם. 3

 ש מעגל המילטון. י G-ו Gהוכיחו שלפחות באחד מבין 

 

 הוא זוגי. Gשל אז מספר הצמתים  ,אוילרי דו"צ G: אם הוכיחו או הפריכו (10
 

  בורע (11 1, 2,3A ) נגדיר ,= ),G V E=, כאשר  V A A=  (9  צמתים),  ואתE 

)קבוצת הצמתים נגדיר באופן הבא:   ) ( ) , , ,a b c d E  אם  אם ורק 

a b c d+  +. 

 קשיר.  Gכי  הוכיחו  . א

)מה דרגת הצומת   .ב )ומה דרגת הצומת  1,1(  ?G- ? כמה קשתות יש ב2,3(

 מסלול אוילר. G-אין בכי הוכיחו  . ג
 

יש מעגל המילטון.  G-קודקודים. נתון שב 4nרגולארי על -3גרף פשוט  Gהי י (12
ששייכות למעגל  המתקבל ממחיקת כל הקשתות ,G הוכיחו שתת הגרף של

הוא בעל  ,המילטון
2

n
 (. זוגי n-להוכיח שיש רכיבי קשירות )בפרט,  

 

1 היוי (13 1( , )G V E=  ,2 2( , )G V E=  שני גרפים על אותה קבוצת קודקודיםV .  נגדיר

) את הגרף )1 2,G V E E=  ,1 כאשר 2E E  הוא ההפרש הסימטרי של שתי

 . אבל לא בשתיהן( 2E-או ב 1E- )כל הקשתות שנמצאות ב קבוצות הקשתות

1-כי אם בהוכיחו  2,G G יש מעגל אוילר ו -G  מעגל אוילראז גם בו יש  ,קשיר . 

 

)הי י (14 ),G V E=   גרף עלn  .צמתים 

 כי אםהוכיחו  . א
1

1
2

n
E

− 
 + 
 

 המילטוני.  Gאז  ,

 כי הטענה:  ,כלומר .כי החסם הנ"ל הדוקהוכיחו  .ב

 אם
1

1
2

n
E

− 
 + 
 

 איננה נכונה.  – המילטוני Gאז  ,

 

)תון נ (15 ),G V E=  1  יש בו שלוש קשתותשגרף אוילרי 2 3, ,e e e E,   שלאחר

 אוילרי.  נשאר G,  הסרתן מהגרף
 גרף כזה. ימוהדג . א

 לא דו"צ.  G  כיהוכיחו  .ב
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 , ל ממנו מסלולנתחי ,נגדיר שיטה: נבחר קודקודו ,גרף אוילר Gנתון  (16
 ונמשיך אותו כרצוננו כל עוד אפשר בלי לחזור על קשת פעמיים.

 כי בשיטה זו תמיד נקבל מעגל.הוכיחו  . א
 האם בשיטה זו מתקבל תמיד מעגל אוילר? .ב
 . גם המילטוני G  כי נתון . ג

 האם בהכרח יש בו מסלול שהוא גם מעגל אוילר וגם מעגל המילטון? 
 

נתון כי על ידי  ו ,המכיל מעגל המילטון ,קודקודים nגרף פשוט על  Gיהי  (17
 שהוא עץ.  Gהשמטת קשתות המעגל מתקבל תת גרף של 

מהו מספר  ,? אם כןGהאם ניתן על סמך הנתונים לקבוע כמה קשתות בגרף  
 הקשתות? 

 גם בפרק מעגלים מיוחדים()שאלה זו מופיעה 
 

שקודקודיו  H  . נבנה גרףכל דרגותיו אי זוגיותגרף, לאו דווקא קשיר, ש Gיהי  (18
וכל הקשתות  G קשתותיו הם קשתותש, v  ועוד קודקוד חדש G הם קודקודי

 .G  לקודקודי v  האפשריות בין
 יש מעגל אוילר.  H-הוכיחו שב

 

): אם הוכיחו או הפריכו (19 ),G V E= אז:  ,אוילרי דו צדדיevenV . 

 )שאלה זו מופיעה גם בפרק גרף דו צדדי(
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 איזומורפיזם

 שאלות 

 כי הגרפים הבאים איזומורפיים זה לזה. הוכיחו  (1
ניתן לשכן אותו כלומר,  ) זה אומר שגרף הקובייה התלת מימדי הוא מישורי

 מבלי שאף צלע חותכת צלע אחרת(.  [למצוא גרף איזומורפי לו] במישור
 

 

 

 

 

 

 .כי ניתן לשכן במישור את הגרף הבאהוכיחו  (2
 . חותכת צלע אחרת G-איזומורפי לו, מבלי שאף צלע ב Gקיים גרף   ,כלומר

 

 

 

 

 

 

1יהיו  (3 2,G G .שני גרפים איזומורפיים 

2Gחסר מעגלים   1Gכי  הוכיחו   1כי  ו ק יהסו ,חסר מעגליםG  2עץG  .עץ 

 

זה מזה ואיזומורפיים לגרף שמצויר להלן אפשר לבנות על שונים כמה גרפים  (4

 קבוצת הקודקודים , , , , ,a b c d e f? 
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 כמה גרפים שונים על קבוצת הקודקודים (5 1,2,...,V n= :איזומורפיים לגרף הבא 

 

 

 

 

 
 

k,תנו תשובה לכל  n 2 טבעיים המקיימים 3k n  −. 

2  הפרידו בין המקרים 2 ,  2 2n k n k + = +. 
 

 כמה גרפים שונים על קבוצת הקודקודים (6 1221 ,...,, vvvV  איזומורפים  =
 לגרף הבא: 

 
 
 
 
 
 
 
 

 : או הפריכו הוכיחו (7
אם נסדר את דרגות קודקודי כל   ,אם לשני גרפים אותה רשימת דרגות )כלומר

 מהגרפים בסדר עולה, נקבל אותה סדרה(, אז הגרפים איזומורפיים.אחד 
 

 קודקודים.   nלהיות מעגל על   nCנגדיר   (8

 ?nC- איזומורפי ל nC-מתקיים ש nלו ערכים של ילא

 הוא הגרף המשלים( nC)כאשר 

 

 עץ. T יהי (9
מהי העוצמה הגדולה ביותר האפשרית לקבוצה של עצים על קבוצת  

 הקודקודים  1, 2,3, 4,5,6V  שניים מהם אינם איזומורפיים? שאף ,=

 ( מאתגרת)שאלה 
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פרק 13 - אינדוקציה

תוכן העניינים

1. אינדוקציה י 94
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 אינדוקציה

 שאלות 

 הוכיחו באינדוקציה את הטענות הבאות: 

1) ( ) 21 3 5 7 2 1n n+ + + + + − = 

 

2) ( ) ( )
1

4 1 2 3
n

k

k n n
=

= + 

 

3) ( )( )2

1

1 2 1
6

n

k

n
k n n

=

= + + 

 

4) 
( )1

1

1 1

n

k

n

k k n=

=
+ +

 

 

5) 
( )( )1

1

4 3 4 1 4 1

n

k

n

k k n=

=
− + +

 

 

6) ( )
1

2 2 2 1
n

k n

k=

= − 

 

7) 
1 1

1

3 1
4

4 4

n

k n
k

− −
=

= − 

 

8) ( )
3

1

1
1 3 1

2

n

k

k n n
=

= + 

 

9) ( ) ( )
3

1

4 1 3 6 1
n

k

k n n
=

− = + 

 

10) ( ) ( )
1

3 1
2

n

k

n
n k n

=

+ = + 

 

11) 
( )1

1

3 3 1
3

2

n n
n

n k

k

+

+

=

−
= 
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12) ( )2 1 213 | 4 3n n+ ++ 

 

13) 
2

1

1 2 3

2

n

k k=

+
 

 

ה היא אכן פתרון לנוסחה הנוסחה הנתונש nהוכיחו באינדוקציה על  (14
 הרקורסיבית הנתונה: 

1nלכל   ,
1 1| 2 | 0n n na a a− − , כאשר  =

0 1 1a a= =. 

0nהוכיחו באינדוקציה כי: לכל  , ( ) ( )1 1 2
n

a n= − −. 
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