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 בואמ

 שאלות 

 קבעו בכל אחד מהסעיפים האם נכון או לא נכון: (1

 ק. הוא פסו  "בני ישראל הלכו במדבר ארבעים שנה"טוי ביה . א

 הוא פסוק.  "ארבעים שנה"הביטוי  .ב

 ". ריההצבי טרף את האהיא " "האריה טרף את הצבילילת הפסוק "ש . ג

1"הפסוק  .ד 1 2+ 2או  =  ק אמת. הוא פסו  "=3

1"הפסוק  .ה 1 2+ 2 וגם =  ק אמת. הוא פסו "=3

1אם "הפסוק  .ו 1 2+ 2  אז =  ק אמת. הוא פסו "=3

2אם " וקהפס .ז 1אז   =3 1 2+  ק אמת. הוא פסו" =

2אם " וקהפס .ח 1אז   =3 1 2+  "ק אמת. הוא פסו 

4aשלילת הפסוק " . ט  3 וגםb "  " 7היאa b+ 12abאו   = =" . 

4aשלילת הפסוק " .י  3 אוb " " 7היאa b+ 12ab וגם = =" . 

שלילת הפסוק " . יא 3, 4a או  3, 4b" " 7היאa b+ 12ab וגם = =" . 

 

 ות האמת של הפסוקים הבאים:אאת טבלרשמו  (2

) . א )p q r  

) .ב ) ( )p q r  →  

) . ג )p q r  

) .ד ) ( )p q q r → → 

 

 : את שלילת הפסוקים הבאים )בלי קשר לנכונותם(בטאו  (3

 .דוד יפה או ראובן מכוער . א

 . האוכל חם וטעים .ב

 .xשהוא השורש הריבועי של  ,yקיים  xלכל  . ג

 כל תרנגולת כחולה עוזבת את הלול כדי להטיל ביצים. .ד

 כל פנתר שהוא ורוד משחק בסרטים מצוירים. .ה

 כל פנתר שהוא ורוד קוראים לו יוסי או שהוא משחק בסרטים מצוירים. .ו

 כל פנתר שהוא ורוד קוראים לו יוסי וגם הוא משחק בסרטים מצוירים. .ז

 לכל נגר קיים אדם שכל רהיטיו יוצרו בידי נגר זה. .ח

 אם יהיה יום יפה וגם יהיה לי מצב רוח טוב אז אצא לטיול.  . ט

 אם יהיה יום יפה אז אם יהיה לי מצב רוח טוב אז אצא לטיול. .י
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 טאוטולוגיה, סתירה ומושגים נוספים

 שאלות 

 ,במקרה שהתשובה חיובית .לו מזוגות הפסוקים הבאים שקולים לוגיתיאבדקו  (1
 .זאת הן בעזרת טבלת אמת והן בעזרת עץ שקרהראו 

) .א )p q →   ( )p q  

) .ב )p q →   ( )p q  

) .ג )p q→    ( )p q  

) .ד ) ( )p q q     ( )p q  

p .ה q   ( ) ( ) ( )( )p q p q     

) .ו )( )( ) ( )( )( )s p r p r q s→    →     p u 

)כי   הראו  .ז )( ) ( ) ( )( )r p q p q r       ,     .בעזרת זהויות יסוד 

 

1יהיו  (2 2 3, , ,    :הפסוקים 

( ) ( )

( )

( )

( )

1

2

3

:

:

:

:

A B D C

B C A

C A D

D B C









 → →

→ 

 

 

 

 :בדקו אלו מהטענות הבאות נכונות והוכיחו

1 .א 2 3, ,    

אינה נובעת טאוטולוגית מהפסוקים   .ב
1 2 3, ,  ,  .אך מתיישבת אתם 

1אינה מתיישבת עם הפסוקים    .ג 2 3, ,  ,  .כלומר סותרת אתם 
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 : ללא שימוש בטבלת אמת , כי הפסוקים הבאים הינם טאוטולוגיות הוכיחו  (3

) .א )p p  

) .ב )p p q → 

) .ג ) ( )p q q r→  → 

) .ד )( )p p q q → → 

) .ה ) ( )( ) ( )p q q r p r→  → → → 

) .ו ) ( )( ) ( )( )p r q r p q r→  → →  → 

) .ז ) ( ) ( ) ( )( )( )q p r p q r p  →  →    

) .ח )( ( (~ ))) (((~ ) ) ) ( (~ )) ( ~ )B C A B C D E D A E→    →  → → → 

)- בעזרת טבלת אמת שהוכיחו  .ט ) ( ) ( )( )u v v u→   →   .טאוטולוגיה 

 :(טהוא טאוטולוגיה )מותר להסתמך על סעיף   הבא כי הפסוקהוכיחו  .י

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )u v v u p r q p r q→   →  → →   →   → 

 

בארץ חלם מתקיימת שביתת רופאים במטרה להגדיל את תקציב הבריאות.   (4
 : ניתוח המצבלהלן 

 * אם הרופאים לא יסיימו את השביתה אז הנהלות בתי החולים יתערבו.
 * אם לא תיפגע בריאותם של החולים אז הממשלה לא תגדיל את הקציב.

* אם הנהלות בתי החולים יתערבו אז לא תפגע בריאותם של החולים או שבית 
 המשפט יתערב. 

 * בית המשפט לא יתערב וגם הממשלה לא תגדיל את התקציב.
 מסקנה: הרופאים יסיימו את השביתה. 

 ,הנהלות בתי החולים יתערבו – H, הרופאים יסיימו את השביתה – Dנסמן:  

P – בית המשפט יתערב,  C  – לא תפגע בריאותם של החולים, M –   הממשלה
 תגדיל את התקציב. 

 בעזרת המשתנים המוצעים.  לשפת תחשיב הפסוקים טיעוןהאת הצרינו  .א

 אם הטיעון תקף.  ,ללא שימוש בטבלת אמת ,בדקו .ב
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 .בארץ חלם מתקיימות בחירות (5
 מנתח את המצב:  ,זרובבל, כתבנו לענייני מפלגות

 * אם אבי ייבחר לראשות מפלגת נתיב את דני יפרוש.
 * אם שמעון יציע לדני תפקיד אז דני יפרוש.

* אם בני ייבחר לראשות מפלגת פיתה אז שמעון יציע לדני תפקיד או שאבי  
 ייבחר לראשות מפלגת נתיב. 

 * בני יבחר לראשות מפלגת פיתה. 
 מסיק שדני יפרוש.כתבנו   ,לכן

בני יבחר לראשות מפלגת   – B ,אבי ייבחר לראשות מפלגת נתיב – Aסמן:  נ
 דני יפרוש. – D ,שמעון יציע לדני תפקיד – C  ,פיתה

 כי המסקנה תקפה.הוכיחו את הטענה לשפת תחשיב הפסוקים והצרינו 

 

 בפרס העתיקה מחליט היזם וייזתא לבנות תיאטרון.  (6
 להקימו בלב העיר. נצטרךשהתיאטרון נגיש לתושבים אז  נרצהאם 
להיות גדול ומרווח כדי   יצטרךהוא  , אזשהתיאטרון יהיה רווחי נרצהאם 

 ,שיכיל הרבה אנשים. אבל אם התיאטרון יהיה גדול ומרווח ויבנה בלב העיר
 זוזים פרסיים. ןמיליו 10אז הוא יעלה 

 .זוזים פרסיים ןמיליו 10אבל לוייזתא היזם אין 
מסיק כי התיאטרון יוקם במקום לא נגיש לתושבים או שלא וייזתא היזם  ,לכן

 יהיה גדול ומרווח.

 תוך שימוש בסימונים הבאים: ,את ניתוח המצב לשפת הפסוקים מותרג .א

N – נגיש לתושבים, L  – בלב העיר,  Y – יכיל הרבה אנשים, 
G גדול ומרווח, M – ...מחירו יעלה על  ,R – רווחי . 

האם המסקנה  בדקו ואת ההנחות והמסקנה לשפת הפסוקים הצרינו  .ב
 ללא שימוש בטבלת אמת.  ,תקפה

 

,כל אחת מהטענות הבאות )כאשר  יכואו הפרהוכיחו  (7 ,p q r  )פסוקים אטומים: 

) .א )p q p  

) .ב )p q q  

) .ג )p q q→  

p, .ד p q q→  

) .ה ) ( )p q p r p r→  →   

) .ו ) ( )r p q p r p →  →  

) .ז ), , ,A B C B D A C D B→ → →   

) .ח ) ( ) ( ) ( ), , ,A B D D C P P Q C Q A → →  →     

) .ט ( (~ ))) , (((~ ) ) ) , ( (~ )) | ( ~ )B C A B C D E D A E→   → → = → 
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,  ן כינתו (8 ,   .פסוקים לאו דווקא אטומים 
 : כל אחת מהטענות הבאות יכואו הפרהוכיחו 

סתירה וגם  אם  .א   ,  אז . 

טאוטולוגיה וגם   אם  .ב   ,   אז  . 

אם  .ג   ,  אז( ) ( )( )     . 

)אם  .ד ) ( )( )     ,  אז   . 

אם  .ה   ,  אז( ) ( )( )     . 

)אם  .ו ) ( )( )     ,  אז   . 

)אם  .ז )   )אז  ,→ )  → . 

)אם  .ח )  → ,  אז( )   →. 

אם  .ט   ,  אז( ) ( )     . 

)אם  .י ) ( )     ,  אז   . 

אם  .יא  = ,אז  ,→  =. 

אם  .יב  = אז  ,→   =. 

 

נגדיר את הקבוצה  ,פסוק אטומי או מורכב ,עבור   (9 F   = . 

 .היא קבוצת כל הפסוקים שנובעים טאוטולוגית מהפסוק   F ,כלומר

כי  הוכיחו     אם ורק אם F F =. 

 

)גוררת טאוטולוגית את המסקנה  A כי ההנחההוכיחו  (10 )A , 

 בעזרת כללי ההיסק הבאים: 

1. p p → 

2. p q p → 

3. ( ),p q p q p→ →   
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   Aאת המסקנה שההנחות הבאות גוררות טאוטולוגית   הוכיחו (11

( )

B D

C B

D A C

B



→

→ 



 

 מותר להשתמש רק בכללי ההיסק הבאים: 

,

,

,

P Q P

P Q P

P Q Q

P Q Q R P R

P P Q Q

P P Q Q

P P

P Q Q P

 

 

 

→ →  →

→ 

  



→  →
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 קבוצת קשרים שלמה

 שאלות 

 הקשרים הבאים: את הביעו  (1

קשר הגרירה בעזרת קבוצת הקשרים  . א , . 

בעזרת קבוצת הקשרים  - קשר ה .ב , . 

(  בעזרת קבוצת הקשרים  XOR) - קשר ה . ג ,  . 

בעזרת קבוצת הקשרים  - קשר ה .ד , . 

קשר הגרירה בעזרת קבוצת הקשרים  .ה , . 

בעזרת קבוצת הקשרים  הקשר  .ו , . 

(  בעזרת קבוצת הקשרים  XOR) - קשר ה .ז ,  . 

בעזרת קבוצת הקשרים    - קשר ה .ח , . 

הוכיחו כי הקבוצה  . ט   .היא קבוצת קשרים שלמה 

)קשר טרינארי המוגדר כך:   fנתון  .י ) ( ), ,f x y z x y z= → →. 

הוכיחו כי   f   .היא קבוצת קשרים שלמה 

)הביעו את הקשר  . יא ) ( ), ,f x y z x y z= →  בלבד. באמצעות  →

)באמצעות  הביעו את הקשר  .יב ) ( ), ,f x y z x y z= →  בלבד. →
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 נורמליות  צורות 

 שאלות 

)נורמלית  -דיסיונקטיבית בסעיפים הבאים רשמו צורה  (1 )DNF צורה ו

)נורמלית  -נקטיביתוקוני )CNF  :של הפסוקים 

p . א q→ 

) .ב )p q r  

) . ג ) ( )p q r q→ → → 

1
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 תחשיב הפרדיקטים

 שאלות 

את שלילתה ללא  רשמו האם היא נכונה ו ולכל אחת מהטענות הבאות קבע (1
ובמקרה שהטענה   ,זאת ושימוש בקשר השלילה. במקרה שהטענה נכונה נמק

 דוגמה נגדית.  ואיאינה נכונה הב

) .א )( )x y x y     

) .ב )( )x y x y     

) .ג ) ( ),x y x y z x y z   →   + 

) .ד ) ( )( )10
n

x x n x   →    

) .ה )( )0x x y z xz y   →    = 

) .ו )( )1x x y z xz y   →    = 

) .ז )( )0 1x x y xy   →    

) .ח ) 1
2

5 4x y xy x x y y    =  +  →  

) .ט ) ( )( )( )0x x y n nx y   →     

 

  ,שלילה של כל טענהה רשמו את , ו כל אחת מהטענות הבאותיכו או הפרהוכיחו  (2
עולם  גימובמקרה של הפרכה הד. מופיע רק לצד פרדיקטים כאשר הקשר  

 מדוע הטענה לא מתקיימת.  ור יוהסב ,דיון מתאים עבורו הטענה לא מתקיימת

) .א ) ( )x P x x P x → 

) .ב ) ( )x P x x P x → 

) .ג ) ( )( )( ) ( ) ( )( )x P x Q x xP x xQ x  →   

) .ד ) ( )( ) ( ) ( )( )( )xP x xQ x x P x Q x  →   

) .ה ) ( )( )( ) ( ) ( )( )x P x Q x xP x xQ x  →   

) .ו ) ( )( ) ( ) ( )( )( )xP x xQ x x P x Q x  →   

) .ז ) ( )( )( ) ( ) ( )( )x P x Q x xP x xQ x  →   

) .ח ) ( )( ) ( ) ( )( )( )xP x xQ x x P x Q x  →   

) .ט ) ( )( )( ) ( ) ( )( )x P x Q x xP x xQ x  →   

) .י ) ( )( ) ( ) ( )( )( )xP x xQ x x P x Q x  →   
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 נסמן, בעולם הדיון  (3

( )

( )

( )

( )

2

2

: 8 15 0

:

: 0

: 2 2 0

P x x x

Q x x is odd

R x x

L x x x

− + =



+ + =

. 

 : כל אחת מהטענות הבאות יכואו הפרהוכיחו 

) .א ) ( )x P x Q x →   

) .ב ) ( )x Q x P x →   

) .ג ) ( )x P x Q x →   

) .ד ) ( )x Q x P x →   

) .ה ) ( )x L x Q x →   

) .ו ) ( )x L x Q x →   

) .ז ) ( )x R x P x →   

) .ח ) ( )( )x Q x P x  → 

) .ט ) ( )( ) ( )x P x Q x R x   →  

) .י ) ( ) ( )( )x P x Q x R x  →   

) .יא ) ( ) ( )( )x P x Q x R x  →   
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,משתנים  הנפנה עתה למספר שאלות בהצרנות. מותר להשתמש בסימני  ,x y z, 

,קבוצה הסימני  , , , , , ,A B C, פרדיקטים ה ,סוגריים, קשרים, כמתים

( ), , , , , , , , , , , , ,   →      =   , .וכן סימנים נוספים הנתונים בגף השאלה 

 .ואין להשתמש בסימן  אסור להשתמש בקשר השלילהשימו לב: 

 

 : כל אחת מהטענות הבאותהצרינו  (4

 .(שאין מספר ראשון מיד אחריו)כלומר,  מידילכל מספר ממשי אין עוקב  .א

 (.להשתמש בסימן מותר )אין קבוצה שמכילה את כל הקבוצות  .ב

 לכל מספר שאינו ראשוני יש לפחות שני מחלקים שונים. .ג
 (-בעבור קבוצת המספרים הראשוניים ו P- מותר להשתמש ב)

 .אבל צריך להצרין( ,אין מחלקים )ברור שאין למספר הטבעי הכי גדול .ד

 לא כל מספר טבעי הוא ראשוני.  .ה

 כל קבוצה אינה שקולה לקבוצת החזקה שלה.  .ו

 לכל שני מספרים טבעיים שונים יש מחלק משותף. .ז

 בכל קבוצה בת לפחות שלושה איברים שונים אין איבר מקסימלי.  .ח

 .ים יש איבר מינימליילא בכל תת קבוצה של ממש .ט

f:תהי פונקציה .י X Y→. 

)נגדיר את הפונקציה ) ( ):G P X P Y→   כך: ( ) ( ) G B x X f x B=  . 

 ח.ח.ע.  Gעל אז  fאת הטענה: אם נו הצרי
 רק בסימנים הבאים: ו השתמש

,משתנים הסימני  , ,x y B C , קבוצות הסימני,X Y,  פונקציה הסימןf , 
 .סוגריים, קשרים, כמתים ופרדיקטים

יש להשתמש בהגדרותיהם  .P-ו G בסימנים אסור להשתמששימו לב: 
 כדי להחליפם בסימנים אחרים. 

לכל מספר ממשי יש לכל היותר שני מספרים ממשיים שונים זה מזה  .יא
 שריבועם שווה לו.

f:הצרינו את הטענה: לכל פונקציה   .יב A B→  לכל פונקציה ו:g B A→, 

Agאם  f Id=,  אזf  .היא על 

1משתנים הסימני  :מותר להשתמש בסימנים הבאים ורק בהם 2, ,x x  ,

,קשרים  , ,→    ,  והסימנים( ), , , , , , , ,B AA B f g  . 

 .-וב Ad-אסור להשתמש ב :למען הסר ספק 

מספר ראשוני הוא מספר טבעי גדול מאחד שמחלקיו היחידים הם הוא  .יג
 הטענה הבאה:  ת. הצרינו א1- עצמו ו

לכל מספר טבעי, בתחום שבין המספר עצמו לפעמיים המספר ) כולל 
 קצוות ( יש לפחות מספר ראשוני אחד.

1משתנים  המותר להשתמש אך ורק בסימנים הבאים: סימני  2, ,x x ,

1
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,קשרים ה , ,     והסימנים( ), , , , , , ,1, 2,3, , ,|    = . 

 פירושו מחלק.  |  הסימן

יש לכל היותר שני מספרים   Aהצרינו את הטענה הבאה: בקבוצה  .יד
 טבעיים. 

,משתנים ההשתמשו רק בסימנים הבאים: סימני  ,x y z , קבוצות  הסימני

,A וכן סוגריים, קשרים, כמתים, ופרדיקטים . 

Aלא תמיד נכון שאם  :הצרינו את הטענה .טו B  אזA B . 
A,קבוצות  ה מותר להשתמש רק בסימנים הבאים: סימני  B   מותר לצרף(

 . סוגריים, קשרים, כמתים, ופרדיקטים, אותם לקבוצה בחזקת קבוצה(
 . אין להשתמש בקשר השלילה

הצרינו את הטענה הבאה: קבוצת הפונקציות החח"ע מהממשיים  .טז
 לטבעיים אינה ריקה.

x,משתנים ההשתמשו רק בסימנים הבאים: סימני  y,  קבוצות  הסימני

f,פונקציות  הסימני   ,רופי חזקות שלהן(י)וצ , g,  ,סוגריים, קשרים

)וכמתים:   )  , , , , , , , , , , , ,    →    =. 

שוויון ממשי )קטן או שווה( במספר ממשי -הצרינו את כלל הכפל של אי .יז
 שונה מאפס.

1משתנים  המותר להשתמש אך ורק בסימנים הבאים: סימני  2, ,x x ,

,קשרים ה , ,      והסימנים( ), , , , , , 0  . 

3.14דוגמה לכלל הזה היא: מאי השוויון   (י כפל במינוס חציל יד)ע 
0.5לקבל את אי השוויון   1.57−  −. 

 

נתונה הקבוצה  (5  ( )( ) 3x y y t t y x      → 
 

. 

אותה בצורה  בו כת .....x ,כך שבאגף ימין לא יופיע אף משתנה חוץ מ -x. 

 

במדויק את הקבוצה:  ותאר (6

( ) ( )   2 2 1A x y x y x x x=    = →  −  . 
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 תרגול בשיטות ההוכחה השונות

 שאלות 

 הוכיחו: (1

m,אם  . א n אז מספרים עוקבים ,m n+ זוגי-אי . 

m,אם  .ב n אזמספרים עוקבים , mn זוגי. 

m,אם  . ג n אז זוגיים -מספרים אי ,m n+ זוגי. 

m,קיימים , אז זוגי -אי nאם  .ד k2-, כך ש 2m k n− =. 

m,ו חפשרמז:  k  .עוקבים 

,אם  .ה ,a b c  וגם|a b  וגם|a c אז ,|a b c+. 

 

 הוכיחו: (2

 קיימים אינסוף מספרים ראשוניים )נסו בצורה ישירה ועל דרך השלילה(. . א

x,קיימים   .ב yכך ש ,-yx . 

 יש אינסוף שלשות פיתגוריות.  . ג

2כלומר, יש אינסוף פתרונות בשלמים למשוואה  2 2x y z+ =. 

מספרים טבעיים עוקבים, שאף אחד מהם  nקיים רצף של  nלכל  .ד
 אינו ראשוני.

 

 דרך השלילה: בהוכיחו  (3

 שלא קיים טבעי הכי גדול. . א

 שלכל מספר טבעי קיים מספר טבעי גדול ממנו.  .ב

 2 . ג

p,שלא קיימים  .ד tכך ש ,-p t− . 

p,שלא קיימים  .ה r  p-, כך ש− r+ . 

שלא קיים   .ו | 0q x x  כך ש ,- min | 0q x x=  . 

שלכל  .ז | 0q x x    מתקיים min | 0q x x  . 
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 פוזיציה:-הוכיחו בקונטרה (4

 זוגי. nזוגי, אז   2n-, כך שnאם  . א

m,אם  .ב n ש מספרים, כך -m  זוגי, אזn  זוגי אוm .זוגי 

m,אם  . ג n מספרים, כך ש -m  זוגי, אז  -איn זוגי וגם  -איm זוגי. -אי 

x,אם  .ד yכך ש ,-x y+  רציונלי, אז לפחות אחד מהמספרים  -אי,x y 
 רציונלי.-הו אי

A,אם  .ה B קבוצות ו-x   איבר, כך שמתקייםx A B  אז ,x A  או

x B. 

A,אם  .ו B קבוצות ו-x   איבר, כך שמתקייםx A B  אז ,x A   וגם

x B. 

A,אם  .ז B קבוצות ו-x   איבר, כך שמתקייםx A אז ,x A B . 

)אם  .ח ) ( )A B C A B C− −  − A, אז − C =. 

)אם  . ט )A B C A B −  ), אז − )A C B−  =. 

)אם  .י ) ( ) ( )P A B P A P B =  אז ,( ) ( )A B B A  . 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (5

 ,3- לא מתחלק ב z-, כך שzהוכיחו, תוך הפרדה למקרים, שאם  . א

)אז  )2 1mod 3z =. 

 הוכיחו או הפריכו: .ב

 .4- לא מתחלק ב 2z, אז 4-לא מתחלק ב  z-, כך שzאם 

 

 דרך השלילה: בהוכיחו  (6

)-, כך שnאם  . א )mod 3 2n  הוא לא ריבוע של אף מספר טבעי. n, אז =

)אם  .ב ) ( )A C C B A B−  −   אז ,A B. 

)אם  . ג ) ( )C A B C A B−  −  B, אז − A. 
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 תורת הקבוצות ל מבוא

 שאלות 

, ים,המתא  ןאת הסימ -ב מולגבי כל אחד והממדים הבאים רש (1 , , ,   . 

 ו. נמק ,אם התשובה היא  תיתכן יותר מתשובה אחת.שימו לב ש

 . א  1   ב.     1    ג .    8, 1,2,8  

 .ד    ה.  ,    

 .ו     2    ז.      2     

 .ח       2 ,    ט .        2 , 2    

 .י        2 , ,     יא .       

 .יב        יג .     1, 2 1, 2 

1 .יד  טו .  1  

 . טז 1  יז.    1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

,   .ב    .א (1 ,   ג. ,   ד.  , ,   ה. , ,  

, .ו     ז. , ,    ח. , ,  ט. , ,   י. ,     

, .יא ,   יב.  ,   יג. ,   יד.  ,  טו. , ,    

, .יז      .טז  
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 פעולות על קבוצות 

 שאלות 

  עבור (1     1, 2,3 , 3, 4,5 , 1, 4,6A B C= =  את הקבוצות הבאות:  וחשב, =

) .א ) \A C B 

) .ב )A B C  

) .ג )A B C  

) .ד )P A 

C\ .ה A 
 

עבור   (2     1, 2,3 , 3, 4,5 , 1, 4,6A B C= = = : 

Bהאם  .א C? 

האם  .ב 1 B? 

האם  .ג 1 A? 

האם  .ד  ( )1 P A? 

האם  .ה  ( )1 P A? 

האם  .ו   ( )1 P A? 

האם  .ז   ( )1 , P A ? 

 

עבור (3    1, 3, , , 4,A B=   = , ו חשב: 

A .א B 

A .ב B 

A .ג B− 

B .ד A− 

A .ה B 
  

1
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 תשובות סופיות 

א.  (1 1, ב.    2,6 1,3, ג.   4,6 1,3   .ד( )2 P A 

 . ד. כן  .ג. כן    .ב. לא   . א. לא (2
 . ז. כן   . ו. כן   . ה. לא

א.  (3  1, 3,* , , 4   .ב    .ג  1, ד.   *,3 4 

)ה.  ) ( )\ \A B B A 

1
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 ןדיאגרמת ו

 שאלות 

 ן.דיאגרמת ושלהלן באיור  (1
 
 
 
 
 
 
 

 את השטח המתאר את הקבוצות הבאות:  וקווקו

) . א )A B C− ) .ב − )A B C− − 

cA . ג B ד. ( ) ( )c cA B C A   

) .ה )A B C  ו. ( )A B C  

) .ז )A B C  ח. ( )A B C  
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 תשובות סופיות 

 ג.     ב.       א.    (1
 
 
 
 
 

 ו.       ה.         ד.   
 
 
 
 
 

 ח.     ז.   
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 קריאת קבוצות 

 שאלות 

  עבור (1 1,  דרכים את הקבוצות הבאות:בשתי  מורש ,=...,2,3

, קבוצת המספרים טבעיים האי זוגיים . א 1,3,5,...odd =. 

  ,קבוצת כל הטבעיים שיש להם שורש ריבועי .ב 1, 4,9,16, 25,36, 49,...A =. 

 , קבוצת כל הטבעיים שאין להם שורש ריבועי . ג

 2,3,5,6,7,8,10,11,12,13,14,15,17,18,...B =. 

 ,קבוצת כל השורשים של מספרים טבעיים .ד

 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,...C =. 

 ,2קבוצת כל החזקות של  .ה

   1 2 32 ,2 ,2 ,... 2,4,8,16,32,...D = =. 

 

  עבור (2 1,  את הקבוצות הבאות:  וחשב ,=...,2,3

 . א 3 1C n n= −  

 .ב 22 41K x x x=   →  

 . ג 7 20C x x x=   →  

 .ד   3 1 3 1C n n n n n= −    = −  

 .ה 28 67C x x x=   →  
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 תשובות סופיות 

:  1א. דרך  (1
1

2

n
n
 + 

  
 

  :2, דרך  2 1n n− . 

:  1ב. דרך  n n  2, דרך:   2n n. 

:  1ג. דרך  n n  2, דרך:   2 n n k n k   . 

  :2ד. דרך  n n . 

:  1ה. דרך   2kn k n     :2, דרך = 2n n. 

 א. (2 2,5,8,11,14,17,20,...C = 

ב.   2, 3, 4, 5, 6,...−      

 ג. 20, 21,22, 23,...− 

ד.   2,11, 26,74,107,146,... 

ה.  9,10,11,12,...− 

1
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 שאלות הוכחה 

 שאלות 

 .1בשאלה כפי שמתואר  יש לפעול שאלות הפרק כל אחת מב

A, תהיינה (1 Bקבוצות.  
 נימוק קצר מדוע., ציינו זאת ותנו אם הטענה נכונה

 דוגמה נגדית.  נוותציינו זאת,  ,אם הטענה אינה נכונה
יש פרטים  הנגדית האם בדוגמה ובדק  ;מינימליתערך רב יותר לדוגמה יש 

 אותם.  ורימיותרים והס
בה נשתמש ש ,טענה יב את במיוחדו ן,להוכיח ונס ,נכונות כא-יבטענות  םא

 . יותר מאוחר להוכחת תכונות של קבוצת חזקה

xאם  . א A אז ,x A B . 

xאם  .ב A B , אז x A. 

xאם  . ג Aאז , x A B . 

xאם  .ד A B , אז x A. 

x אם .ה A, אז x A B −. 

x אם .ו A B x , אז− A. 

x אם .ז B, אז x A B −. 

xאם  .ח A B x , אז− B. 

x . ט A x A B   − 

x .י B x A B   − 

x  :ימוהשל . יא A B  −_____ . 

) .יב )A B A C A B C      

) . יג )A B A C A B C      

Aאם  .יד A B= אז , A B. 

Aאם  . טו A B= אז , B A. 

Aאם  . טז A B=  ,אז A B. 

Aאם  .יז A B=  ,אז B A. 

Aאם  .יח B אז ,A A B= . 

Bאם  . יט A אז ,A A B= . 

Aאם  .כ B , אזA A B= . 

Bאם  .כא A , אזA A B= . 
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, תהיינה (2 ,A B C קבוצות . 
 : הטענות הבאות את יכואו הפר וחיהוכ

Aאם  . א A B= B, אז − =. 

Aאם  .ב A B= A, אז − B =. 

Aאם  . ג A B=  אז ,A B B =. 

Bאם  .ד A B=  אז ,A B B =. 

Aאם  .ה B A A, אז = A B= . 

Aאם  .ו B B A, אז = A B= . 

Aאם  .ז B A C =  וגם A B A C =  אז B C=. 

) .ח ) ( )A B C A B C − =  − 

) . ט ) ( ) ( )A B C A B A C − =  −  

) .י ) ( )A B C A B C  =   

) . יא \ ) \ \ ( )A B C A B C=  

) .יב ) ( ) ( )A B C A B A C  =    

) . יג ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D−  − =  −  

 את השגויה:  יכואת הנכונה והפר וחיהוכ .שתי טענות הלןל .יד
1 .A B C A B C     
2 .A B C A B C     

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 ה. נכונה. ד. לא נכונה.  ג. נכונה.  ב. נכונה.   א. לא נכונה.  (1
 י. לא נכונה. ט. לא נכונה.  ח. לא נכונה.  ז. נכונה.   ו. לא נכונה. 

x  יא.  B V x A     .יד. לא נכונה. יג. לא נכונה.  יב. נכונה 
 יט. נכונה. . לא נכונה. יח יז. לא נכונה.  טז. נכונה.  טו. נכונה. 
 כא. לא נכונה. כ. נכונה.  

 ה. לא נכונה. ד. לא נכונה.  ג. נכונה.  לא נכונה.ב.  א. לא נכונה.  (2
 י. לא נכונה. ט. לא נכונה.  ח. לא נכונה.  ז. נכונה.   ו. נכונה.  

 לא נכונה.. 2 נכונה.  . 1יד. יג. נכונה.  יב. נכונה.   יא. נכונה. 
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 דרך השלילה

 שאלות 

 ,אז  ,כל אחת מהטענות הבאות בדרך השלילה. במקום הטענה אם   וחיהוכ

 .אז   ,אם נוכיח 

 ולכל הנובע ממנה מתייחסים כנתון.   יש לזכור תמיד שלהנחת השלילה

)אם  (1 ) ( )A B C A B C− −  − Aאז , − C =  

)אם  (2 ) ( )A C C B A B−  −   , אזA B. 

) אם (3 )A B C A B −  ) אז ,− )A C B−  =. 

)אם  (4 ) ( )C A B C A B−  −  Bאז  ,− A. 

Aאם   (5 A B   וגםB C B C− = ,  אזA C =. 

Aאם  (6 A B   וגםB C B C− = ,    אזA C =. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 הוכחה. (1

 הוכחה. (2

 הוכחה. (3

 הוכחה. (4

 הוכחה. (5

 הוכחה. (6
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 קבוצת חזקה 

 שאלות 

עבור   (1            3, , 3 , 4, , 3, 3 , ,3A B C=  =  =  

 הבאות: את הקבוצות רשמו 

)את  . א )P C, ( )P B  ואת( )P A. 

) .ב )P A B, ( )P A A,( )P C C  ואת( )C P C−. 

 

עבור הקבוצות  (2    , , 1,A B=   = , 

)את  רשמו  . א )P A   ואת( )P B. 

)את  רשמו  .ב ) ( )P A P B−   ואת( ) ( )P B P A−. 

) . ג )P A A−  ואת( )  P A A−. 

 

)את  רשמו  (3 )P את ,  ( )( )P P   ואת( )( )( )P P P . 

 

 :יכואו הפרהוכיחו שתי קבוצות.  A,Bתהיינה  (4

) . א ) ( ) ( )P A B P A P B =  

) .ב ) ( ) ( )P A P B P A B   

) . ג ) ( ) ( )P A B P A P B =  

) .ד )P A A   

) .ה )P A A = 

)שמקיימת  Aלקבוצה  הדוגמ נות .ו ) ( )( )A P A P P A  . 

אם  .ז  ( )A P B,  אז( ) ( )P A P B. 

 
 : בדרך השלילההוכיחו את שתי הטענות הבאות 

)אם  .ח ) ( )P A P A B Aאז  ,− B =. 

) אם . ט ) ( ) ( )P A B P A P B = ,  אז( ) ( )A B B A    .)שאלה קשה( 

 

,תהיינה  (5 ,A B C  נתון ו ,קבוצות כלשהן( ) ( ) ( )  P B P A P B− = − .  

Bכי  הוכיחו  A B− =. 
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 תשובות סופיות 

)א.  (1 )         , 3 , , 3,P A =   , ( )            , 3 , 4, , 3 , 4,P B =   , 

( )                         , 3 , 3 , ,3 , 3, 3 , 3, ,3 , 3 , ,3 , 3, 3 , ,3P C =     .  

)ב.   )   3P A B =, ( )P A A =, ( )   3P C C =, ( )   3, ,3C P C− = . 

)א.  (2 )         , , ,P A =     , ( )       , 1 , , 1,P B =   . 

)ב.   ) ( )       , ,P A P B− =   , ( ) ( )     1 , 1,P B P A− = . 

)ג.  )       , ,P A A− =   , ( )        , ,P A A− =    . 

3) ( )  P  = , ( )( )   ,P P  =  ,  ( )( )( )         , , , ,P P P  =      . 

 ה. לא נכונה.  ד. לא נכונה.  ג. נכונה.  ב. נכונה.   א. לא נכונה.  (4
 הוכחה.ט.  ח. הוכחה.   ז. נכונה. סרטון.  וו. רא

 הוכחה. (5
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 מכפלה קרטזית

 שאלות 

,תהיינה  (1 ,A B Cוחיקבוצות. הוכ: 

) . א ) ( )A B A A B B=   =  

) .ב ) ( ) ( )( ) ( )B A A B A B B A=  =  =   =  

,קבוצות  ארבעכי לכל  וחיהוכ . ג , ,A B C D מתקיים 

( ) ( ) ( )A B C A C B C  =    

) אם .ד ) ( ) ( )( )A A B B C C   = ,  אז 

( ) ( )( ) ( )( )B A A B A B C     . 

,קבוצות ארבע כי לכל  וחיהוכ .ה , ,A B C D מתקיים 

( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D   =    

 

 הוכיחו או הפריכו: (2
A,תהיינה  B  שתי קבוצות כלשהן ותהיS A B . 

Cאז קיימות  A ו-D B ,כך ש-S C D= . 

 

 :הוכיחו או הפריכו (3

A,קיימות שתי קבוצות  B, 24-כך שA B 5Aוגם  = B על  )סימן  =

 קבוצה מסמן את מספר אבריה(.

 

 :הוכיחו או הפריכו (4

,לכל שלוש קבוצות  ,A B C מתקיים ( ) ( ) ( )A B C A B A C  =   . 

 

,שלוש קבוצות  ימוהדג (5 ,A B C, כך ש-( )( ) ( )( )A B C A B C      . 
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 תשובות סופיות 

 ה. הוכחה. ד. הוכחה.   ג. הוכחה.  ב. הוכחה.   א. הוכחה.  (1

 לא נכונה. (2

 לא נכונה. (3

 נכונה. (4

 סרטון.  ורא (5

1
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מתמטיקה בדידה
פרק 3 - פונקציות

תוכן העניינים

1. מבוא והגדרות ראשונות י 29

2. תמונה של קבוצה י 34

3. הרכבת פונקציות והפונקציה ההפוכה י 38
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 בוא לפונקציות: מ

 :שאלות

 בכל אחד מהאיורים הבאים זהה את   (1
 האפשרות  התחום ואת הטווח ובחר את 

 : המתאימה

 זו אינה פונקציה.  .א

 זו פונקציה חח"ע שאינה על.  .ב

 זו פונקציה על שאינה חח"ע.  .ג

 זו פונקציה שאינה חח"ע ואינה על.  .ה

 זו פונקציה שהיא גם חח"ע וגם על.  .ו

 

 

 

 

 

g:  עבור הפונקציה (2 )מוגדרת ע"י   → )g x x=      ערך שלם תחתון של(x) . 

 חשב את: 

) .א ) ( ),g g − 

) .ב )Im g   

 . -7- מצא מקור ל .ג

 . -7- המקורות ל מצא את כל  .ד

 האם כל איבר בטווח הוא גם תמונה?  .ה
 

 כל אחת מהפונקציות הבאות, קבע האם היא חח"ע? האם על?  עבור  (3
 הוכח טענותיך. 

AI:פונקציית הזהות   .א A A→   המוגדרת ע"י( )AI x x=. 

1 .ב :h )  מוגדרת ע"י → )1 2 1h x x= +.  

2 .ג :h )מוגדרת ע"י   → )g x x=      ערך שלם תחתון של(x) . 

3 .ד :h  )מוגדרת ע"י   → )3h x,y x y= −. 

4 .ה : ( ) ( ) ( )h P P P )מוגדרת ע"י   → )4 ,h A B A B=    4וחשב אתImh. 

) .ו ) ( )1 : 0, 0,2f  )מוגדרת ע"י    → )1

2

3

x
f x

x
=

+
. 
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) .ז ) ( )2 : 0, 0,f  →     מוגדרת ע"י( )2

1
f x x

x
= +. 

) .ח )3 : 0,f  )גדרת ע"י   מו → )3

1
f x x

x
= −. 

) .ט ) ( )4 :f P P→ גדרת ע"י   מו( )4f X X= . 

) .י ) ( )5 :f P P→ גדרת ע"י   מו( )5f X X= . 

)  . יא ) ( )6 :f P P→ גדרת ע"ימו    ( )6f X X= . 

7 . יב :f )   גדרת ע"ימו → )7f n thesumof thedigitsof n=. 

8 . יג :f  )מוגדרת ע"י   → )8 , 3 2f x y x y= +. 

9 . יד :f  )מוגדרת ע"י   → ) ( )1

9 , 2 2 1nf n k k−= −. 

h:  . טו )   מוגדרת ע"י → )
                  

2 2

3      3      

even even

odd

n n
n n

h n

n n n else

 
  

= = 
 +  +

.  

   

 אם הפונקציות הבאות חח"ע, על וחשב את תמונתן: בדוק  (4

9 .א :f )מוגדרת ע"י    → )9

4
2

2 1

n
n

f x

n else




= 
 +

9Im  וחשב את  f. 

10 .ב :f )  מוגדרת ע"י  → )10

3 1 2

3 2

x x
f x

x x

− 
= 

− 
10Imוחשב את    f.  

11 .ג :f )  מוגדרת ע"י  → )11

1 1

1 3
1

2 2

x x

f x
x x

+ 


= 
+ 



.    

 

,תהיינה   (5 :f g A A→  :פונקציה. הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות 

)- אם לכל איבר ב .א )Im f   יש מקור יחיד אזf  .חח""ע 

)- אם לכל איבר ב .ב )Im f   יש מקור יחיד אזf .על 

)- אם לכל איבר ב .ג )Im f   יש מקור יחיד אזf  .אינה קבועה 

)- אם יש איבר ב  .ד )Im f ללא מקור אז  f  .על 

)אם  .ה ) ( )Im f Im g   הכלה ממש(  אז(f  .אינה על 

)אם  .ו ) ( )Im f Im g   הכלה ממש(  אז(g  .אינה על 

)אם  .ז ) ( )Im f Im g=   אזf g=. 

D,לכל   .ח D A    קיימת:f A A→ כך ש -( )Im f D=. 
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:   נתונה (6 oddg    פונקציה לא ידועה.  →

h:  נגדיר )   באופן הבא:  → )
( )

         
2

    

even

odd

n
n

h n

g n n




= 
 

,     

):   למשל )34 17h =  ,( ) ( )35 35h g=   .שהוא מספר טבעי לא ידוע 

    אינה חח"ע. hהוכח כי  

מצא אינסוף מספרים טבעיים שונים   
1n n

x


=
iכך שלכל    j   מתקיים( ) ( )i jh x h x=. 

 

)נגדיר   (7 )( ) ( ):F P P )באופן הבא:   → )( ) ( ) ,F f A x y A f y x=    =. 

)עבור   .א )  2 , 2,3,4,5,17,18g x x A= ), חשב:  = )( ),F g A. 

 חח"ע והאם על.  fבדוק האם   .ב

)מצא את   .ג )Im F .    

 

)נגדיר   (8 ):G P→   :באופן הבא( ) ( ) G f f   =    =. 

)חשב   .א )G f   עבורf I=   עבור   פונקציית הזהות 

)הפונקציה    )
1

4

evenn
f n

else





 . 3ועבור הפונקציה הקבועה   

)חח"ע והאם על ומצא את   Gבדוק האם   .ב )Im G. 

 

פונקציה  נגדיר  (9     ( )0 1 0 1 0 1F P→ : , , באופן הבא:  ,

( ) ( ) ( )( ) , 1F g g n g n n= +  .  הוכח כיF אינה על . 

 

)נגדיר   (10 ):F P→   :באופן הבא( ) ( ) 1F f n f x=  =.  

 . אינה חח"ע F  הוכח כי 
 

פונקציה  נגדיר  (11  ( ): 0,1,2F P→  :באופן הבא( ) ( ) 0F f n f n=  =.     

 חח"ע ועל.  Fקבע האם  
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)תהי   (12 )evenP שמספר אבריהן זוגי.     קבוצת כל תת הקבוצות של 

)ותהי   )oddP  שמספר אבריהן אי זוגי.   קבוצת כל התת הקבוצות של 

לדוגמה    ( )   ( )1,3 , 1,3even oddP P    ולעומת זאת ,

  ( )   ( )2,4,6 , 2,4,6even oddP P   לכל קבוצה .A   סופית של טבעיים נסמן 

)-ב )max A את המספר הגדול ביותר ב -A וב -( )max 0 =.  

)הוכיחו כי הפונקציה   ) ( ): even oddf P P→ המוגדרת על ידי ( ) ( )maxf A A A=    

 . היא חח"ע אך אינה על
 

)נגדיר   (13 ):H P )באופן הבא:    → ), Im ImH f g f g=  . 

 חח"ע ועל.  fבדוק אם  

 

 שחובה להכיר:פונקציות 

 אחד מהסעיפים הבאים מצא פונקציה כנדרש:בכל  (14

)מצא  .א ) ( ): 0,1 1,f →   .שהיא חח"ע ועל 

)השתמש בפונקציה שמצאת בסעיף קודם כדי למצוא   .ב ) ( ): 0,1 0,f →  

 שהיא חח"ע ועל. 

מצא  .ג )  ): 2,5 1,7f  שהיא חח"ע ועל.  →

,עבור   .ד , ,a b c d   מספרים נתונים מצא   : , ,f a b c d→  .שהיא חח"ע ועל 

מצא  .ה )    : 1,3 4,8 0,1f   שהיא חח"ע ועל.  →

f:פונקציה  מצא  .ו g:מצא גם  שהיא חח"ע ועל.  → שהיא היפוך   →

f:החיצים לפונקציה    שמצאת. →

f:פונקציה  מצא  .ז   שהיא חח"ע ועל.  →

f:מצא פונקציה   .ח    שהיא חח"ע.  →

g:מצא  .ט →    )שהיא על. )רמז: סעיף קודם 

פונקציה  מצא  .י
7

:f     f:7)כלומר   →  ( שהיא חח"ע. →

פונקציה  מצא  . יא )  ): 0,1 0,f  →     .שהיא חח"ע ועל 

מצא גם   )  ): 0, 0,1g  →  .שהיא היפוך החיצים לפונקציה  שמצאת 

)פונקציה  מצא  . יב  ( ): 0,1 0,1f  שהיא חח"ע ועל.  →

מצא  . יג )  )  ): 0,1 0,1 0,1F   חח"ע ועל.  →

מצא פונקציה   . יד : 0,1f   שהיא חח"ע ועל.    →

מצא גם   : 0,1g →  .שהיא היפוך החיצים לפונקציה שמצאת 
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)מצא  . טו ): 1,1f →  שהיא חח"ע ועל.  −

מצא  .טז  ( ): 0,1
A

F P A→   חח"ע ועל. הוכח כי הפונקציה שמצאת היא אכן

 . חח"ע ועל

מצא  .יז     : 0,1 0,1 0,1
even odd

F   שהיא חח"ע ועל.  →

מצא  . יח ( )  
2

: 0,1 0,1,2,3F כלומר   →     : 0,1 0,1 0,1,2,3F  →  

 שהיא חח"ע ועל והוכח שהיא חח"ע ועל. 
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 :קבוצהה של תמונ

 :רקע

צפה בשיעורים בנושא תמונה ותמונה הפוכה של קבוצה בטרם תענה על השאלות  
 שבנושא זה. 

( )t f D  (x  קיים D כך ש -( )f t =     

y)( ) ( )f f D D   

z  )( ) ( )1F E f E  −                  

 

 :שאלות

g:נגדיר   (1   :  מוגדרת ע"י →  ( )1,8,17     2K g n n= =.  

 חשב את הקבוצות הבאות: 

) .א )g K 

) .ב )1g K− 

) .ג )g 

) .ד )evevg 

) .ה )oddg 

) .ו )1

evevg−   

) .ז )1

oddg− 

 

f:נגדיר   (2 )  :  מוגדרת ע"י → ) 2 5 4f x x x= − +     0,4M =.    

f:גדיר  נ ) :  דרת ע"יוגמ → )
2

1

evenn n
f n

else


= 


ותהי    1,5,6,8E =.      

 חשב את הקבוצות הבאות: 

) .א )( )1f f M− 

) .ב )( )1f f M− 

 .ג ( )( )1 3,4f f − − 

 .ד ( )( )1 3f f − − 

) .ה )( )1f f E− 
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f:תהי   (3 A B→  ה ותהינה  פונקצי,D A E B  שתי קבוצות.   
 : הפרך כל אחת מהטענות הבאותו הוכח א

) .א )f D D= 

) .ב )f D D 

) .ג )1f E E− =   

) .ד )1f E E−  

) .ה ) ( )f D f A    

Dאם  .ו A   אז( ) ( )f D f A   שים( שההכלות בסעיף זה הן הכלות ממש). 

) .ז )1f E A−  

Eאם    .ח B אז ( )1f E A−    שים( ה הן הכלות ממששההכלות בסעיף ז). 

yעל אם"ם לכל   f .ט B :מתקיים   ( )1f y− . 

yחח"ע אם"ם לכל   f .י A :מתקיים    ( )1f y−   בעלת איבר אחד.  אוריקה 

   

)  : בשאלה זו נבחן את השוויון (4 ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D = . 

f:  אשר את השוויון עבור  .א )  : מוגדרת ע"י → ) 2f x x=.       

   1 22,5 2,4D D= = − 

 ם תמיד.  יהוכח כי שוויון זה מתקי  .ב
f:תהי    כלומר: A B→ 1    ה ותהינהפונקצי 2,D D A.  

)    :כיהוכח  ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D = . 

 

5) :f A B→  1ה ותהינה  פונקצי 2,D D A.  

 : או הפרך כל אחת מהטענות הבאותהוכח 

) .א ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D          

) .ב ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D          

)חח"ע אז   fאם  .ג ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D = .    

)על אז   fאם  .ד ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D = .          

)  אם  .ה ) ( ) ( )1 2 1 2f D D f D f D    אזf  חח"ע  אינה.       

 

6) :f A B→  1ה ותהינה  פונקצי 2,E E B. 

 :כל אחת מהטענות הבאותהוכח 

) .א ) ( ) ( )1 1 1

1 2 1 2f E E f E f E− − − =      

) .ב ) ( ) ( )1 1 1

1 2 1 2f E E f E f E− − − =   
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7) f : A B→  ה ותהי פונקצי  D A.  
 : הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות

) .א )( )1f f D D−  

) .ב )( )1f f D D−  

)  חח"ע אז fאם  .ג )( )1f f D D− =. 

)  לא חח"ע אז fאם  .ד )( )1f f D D− . 

)על  אז   fאם  .ה )( )1f f D D− =. 

Dאם לכל   .ו A   מתקיים( )( )1f f D D−  על. fאז   =

)אם  .ז )( )1f f D D−  חח"ע.  fאז   =

Dאם לכל   .ח A   מתקיים( )( )1f f D D−  חח"ע.  fאז   =

)אם  .ט )( )1f f D D−    אזf  .אינה חח"ע 

Dאז לכל    על fאם  .י A  מתקיים( )( )1f f D D− =. 

Dאז קיימת   עללא fאם  . יא A   עבורה( )( )1f f D D− . 

Dחח"ע אז קיימת  לא  fאם  . יב A   עבורה( )( )1f f D D− . 

 

8) :f A B→  י ה ותהפונקצי  E B הוכח או הפרך כל אחת מהטענות הבאות : 

) .א )( )1f f E E−   

) .ב )( )1f f E E−       

) .ג )( )1f f E E−     או( )( )1f f E E− .      

)חח"ע אז   fאם  .ד )( )1f f E E− =.  

)על  אז   fאם  .ה )( )1f f E E− =.  

Eאם לכל   .ו B   מתקיים( )( )1f f E E−     חח"ע. fאז   =

Eם לכל  א .ז B   מתקיים( )( )1f f E E−      על. f  אז =

Eלכל  לא אם  .ח B   מתקיים( )( )1f f E E−       על. לא f אז =

Eאם לכל   .ט B   מתקיים( )( )1f f E E−    הזהות.  תי פונקציהיא  f  אז =

Eאם  קיימת   .י B כך ש -( )( )1f f E E−    אז קייםA שלכל   ךכA  

)מתקיים:   )f  .  
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f:נתונות פונקציה   (9 A B→  וקבוצות,C D A. 

)  :הוכח כי .א ) ( ) ( )f C D f C f D  . 

)  ערכית אז- חד- היא חד f  הוכח שאם .ב ) ( ) ( )f C D f C f D = . 

C,בוצות  הדגם ק .ג D   ופונקציה :f  על   f- כך ש →

)  וגם ) ( ) ( )f C D f C f D  . 

)  :  הוכח כי .ד ) ( ) ( )f C D f C f D = . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

א.  (1 2,16,18    .ב 4   .ג 4n n     .ראה סרטון.ד    

ה.   4n 2 n+     .ז.     ו 

א.  (2 0,1,4,5  .ב 0,4  .ג 0,4     .ד     .ה 1,8 

 ה. נכון.   ד. לא נכון.    ג. לא נכון.   ב. לא נכון.   א. לא נכון.   (3
 י. נכון.  ט. נכון.    לא נכון.  ח.  ז. נכון.   ו. לא נכון.  

 הוכחה.  (4

 ה. נכון.  ד. לא נכון.    ג. נכון.   ב. לא נכון.    א. נכון.   (5

 הוכחה.  (6

 ה. לא נכון.   ד. לא נכון.    ג. נכון.   ב. נכון.   א. לא נכון.   (7
 י. לא נכון.  ט. נכון.    ח. נכון.   ז. לא נכון.   ו. לא נכון.  

 . נכון א יב. ל יא. לא נכון.  

 ה. נכון.   ד. לא נכון.    ג. נכון.   ב. נכון.   א. לא נכון.   (8
 י. נכון.  .  ט. לא נכון  ח. נכון.  ז. נכון.   ו. לא נכון.  

  הוכחה.  (9

1
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 הרכבת פונקציות

 שאלות

fאת ההרכבה   וחשב (1 g ו-  g f   במקרה שהן מוגדרות עבור הפונקציות
 . הנתונות

,  .א :f g → ( ) ( )
2 12 3 7xf x g x x−= = + 

)  .ב ) ( ), :f g P P→ ( ) ( )f A A g A A=  = 

,  .ג :f g → ( ) ( )The sum of 's digits g 10f n n n n= = 

,  .ד :f g → 
( )

5 1

2 1

x
g x

x


= 


 ( )

7 3

8 3

x
f x

x


= 


 

,  .ה :f g → 
( )

2 1 3

3

x x
g x

x x

− 
= 


 ( ) 2 1f x x= − 

 

 הבאה:את ההרכבה  וחשב (2

,נגדיר   .א :f g  באופן הבא: →

( )
3 1

2 1

x
g x

x


= 


, ( )

4 3 5

2 5

x x
f x

x x

+ 
= 


. 

g  וחשב f. 

,עבור   .ב :f g →  

( )
3 2

2 1 2

x x
g x

x x

+ 
= 

− 
, ( )

3 1 1

4 3 1

x x
f x

x x

+ 
= 

− 
. 

f  וחשב g. 

)  השוויוןבדקו את  (3 ) ( )f g h f g h= עבור הפונקציות הבאות : 

,  .א , :f g h → ( ) ( ) ( )2 3 , 2 3 , 2 3f x x g x x h x x= + = + = + 

,  .ב , :f g h → 
( ) ( ) ( )

2 7 3 2
3 , 1 ,

3

xf x g x x h x
x

−= = + =
+

 

)  .ג ) ( ), , :f g h P P→ ( ) ( ) ( ), ,f A A g A A h A A=  = = 
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 שאלת חזרה 

):  המוגדרות כך  -ל - פונקציות מ  g- ו fיהיו   )
1

odd
2

1 even

n
n

f n

n n

+


= 
 −

, 

), Nnוכן לכל   ) 2 1g n n= −. 

 הוכיחו או הפריכו: 

 היא חח"ע.  f .א

 חח"ע.  g .ב

 .על   f .ג

 .על   g .ד

f .ה g   היא פונקציית הזהות על . 

g .ו f   היא פונקציית הזהות על . 

 

f:תהי   (4 A B→  כי  וח יפונקציה הוכ,A Bf I f I f f= =. 

f:כי לכל   וק יהס A A→   מתקייםA Af I I f f= ית  יזה מראה כי פונקצ  =

 בכפל.   1הזהות מתנהגת כמו 

 

:  תהיינה (5 , : , :f C D g B C h A B→ →  פונקציות. שלוש →

)כי   וח יהוכ  ) ( )f g h f g h=. 

  היא שאפשר למקם סוגרים כרצוננו בדיוק כמו בכפלהמשמעות של תכונה זו  
 וחיבור רגילים. 
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f:תהי   (6 A A→. 
 ת. את הזהויות הבאו וח יהוכ 

 הפיכה. fסעיפים האחרונים נתון כי  הבשני הערה:  

m .א k m kf f f += 

5 .ב 2 5 2 3 2 5 2 5 3f f f f f f f f− − − − −= = = = 

m  קודם כיהסק מסעיף  .ג k m kf f f− 0fוהסק כי   =− I= 

) .ד ) ( )
k k

m m mkf f f= = 

) .ה )
1

1f f
−

− = 

) .ו ) ( )
1

1
n

nf f
−

− = 

 

,תהיינה   (7 :f g A A→. 

Imכי   וח יהוכ  Imf g f דוגמה לפונקציות עבורן ההכלה היא הכלה   נותו
 .ממש

 

 הוכיחו או הפריכו:  (8

Imהיא פונקציה על אז   gאם  .א Imf g f=. 

Imאם  .ב Imf g f=   אזg .היא פונקציה על 

 

Bהטבעיים ותהי   תהי   (9   .תת קבוצה סופית לא ריקה נתונה 

)נגדיר   ) ( ):f P P→   :באופן הבא( )
CX B X B

f X
X B X B

   
= 

  =
. 

עבור   ,דוגמהל 1, 2B מתקיים:  = ( )    ( )  2,3 3 , 3, 4 1, 2,3, 4f f= =. 

Xכי אם   הוכיחו .א B =   אז( )( )f f X X= . 

Bהוכיחו כי אם   .ב X אז( )( )f f X X=. 

)שייכת לתמונה של הפונקציה אז   Xהוכיחו כי אם   .ג )( )f f X X=. 

 האם הפונקציה חח"ע?  .ד

 הפונקציה על? האם  .ה
  

1
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. נתונות הפונקציות A- ל ממשתת קבוצה החלקית  B- קבוצה ו  Aתהי   (10

( ) ( ), :f g P A P A→ :המוגדרות באופן הבא  
( )

( )

g X X B

f X A X

= 

= −
. 

f:  יכואו הפר וח יהוכ  g  .על 

 

 : יכואו הפר וח יהוכ  (11

f;  הפונקציה  → ,  ידי -המוגדרת על  ( )( ) ( ), 3 4 ,4 5f x y x y x y= + +, 

 היא פונקציה הפיכה.  

 

h:יר פונקציה  דגנ (12 )כך:   → ) 2h x x= 

כי   וח יהוכ  f h f  =. 

 

f:  ומצא (13 f  -שאינה פונקציה קבועה ואינה זהות כך ש → f f=. 

 

,נתונות שלוש פונקציות   (14 , :f g h →. 

fכי אם   וח יהוכ  g  חח"ע וגםg h   חח"ע וגםh g f על , 

,אז  ,f g h  .שלושתן הפיכות 

 

:ינה  י תה (15 , :g A B f B C→ f:)בתנאים אלו   שתי פונקציות → g A C→). 

A  ו)במקרה של הפרכה בחר יכואו הפר וח יהוכ  B C= = =): 

fחח"ע אז  gחח"ע וגם   fאם  .א g  .חח"ע 

f אם .ב g   חח"ע אזf  .חח"ע 

fאם  .ג g   חח"ע אזg  חח"ע 

f  על אז gעל וגם   fאם  .ד g  .על 

f אם .ה g   על אזf  .על 

fאם  .ו g על אזg   .על 

f אם .ז g חח"ע וגם  g   על אזf  .חח"ע 

f אם .ח g   על וגםf   חח"ע אזg .על 

fלא על אז   gלא חח"ע וגם   fאם  .ט g   לא חח"ע אוf g .לא על 

  

1

פרק 3פונקציות

41

41



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©  טל פלדמן –כתב ופתר  
 

,קבוצה כלשהי ותהיינה   Aתהי   (16 , :f g h A A→. 
 יכו: או הפר וח יהוכ 

gאם  .א f h f= אז   g h=. 

gאם  .ב f h f=   וגםf  אז על   g h=. 

gאם  .ג f h f=   וגםf אז  חח"ע   g h=. 

fאם  .ד g f h=   אזg h=. 

f אם .ה g f h=   וגםf אז    חח"עg h=. 

fאם  .ו g f h=   וגםf  אז    עלg h=.  

 

:  קבוצה ותהי  Aתהי  (17 ]f A A→ פונקציה . 
 :  יכואו הפר וח יהוכ 

f אם .א f f= אז  f I=. 

f אם .ב f f=   אזf I= או ש -f פונקציה קבועה.  היא 

f אם .ג f f=   וגםf אז  חח"ע  f I=. 

f אם .ד f f=   וגםf אז  על  f I= . 

 

,יהיו   (18 , :f g h  :)שאלה קשה מאוד( יכו הפר  →

fאם  .א g f h=  וגםf   על וגם,g h אז   חח"ע וגםg h=. 

gאם  .ב f h f=   וגםf   חח"ע וגם,g h אז   עלg h=. 

fאם  .ג f f I= אז  f f I=. 

fאם    .ד f f f f= אז f f f=. 
 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות

 השאלות בנושא זה הן שאלות הוכחה, ראו תשובות מפורטות באתר. 
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  דיסומושגי  –  יחסים

 שאלות 

 במפורש את היחסים כקבוצה של זוגות סדורים. רשמו  (1
3aRb להיות Aהמוגדר מעל  Rהיחס  b a   כאשר: ,+

 . א 1, 2,3, 4,5,6,7A = 

 .ב 3,5,19,103A = 

 . ג 5,6,7A = 

 

עבור   (2 1, 2,3, 4,5,6A  , רשמו את היחסים הבאים כקבוצה מפורשת של זוגות: =

 . א 2 2

1 , | 5R x y x y= +  

 .ב 2 2

2 , | 5R x y x y= +  

 . ג 3 , | 2R x y x y=  + 

 .ד 4 , | 8R x y x y=   

 

עבור כל אחת מהקבוצות הבאות קבעו האם היא יחס, ובמידה וכן, מצאו  (3
 .Aיחס מעל  R-, כך שAקבוצה קטנה ביותר  

) . א ) 2,5, 7,8R = 

) .ב ) ( ) ( ) 1,3 , 3,7 , 2,5R = 

) . ג ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1,2 , 3,4 , 1,3 , 2,4R = 

 

), בכל מקרה בו הקבוצה היא יחס רשמו את  1עבור הקבוצות משאלה  (4 )dom R 

)ואת   )range R .ורשמו את היחס במטריצה , 

 

מעל הקבוצה   Rנגדיר יחס  (5 1,2,3,4,5A  :כך ,, 2x y R y x  − . 

 ובעזרת דיגרף. במפורש בעזרת  Rרשמו את   . א

 .Rואת כל החזקות השונות של  −1Rחשבו את היחס  .ב

 מקיים את התכונות הבאות ומה נובע מכך: Rמצאו אם היחס  . ג
1 1 2, , ,A AR R I R R I R R R− −  =   
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תהי  (6 1, 2,3, 4A   ויהיR  יחס מעלA. 

 איזו טענה נכונה:

)של   Domain- ה . א ) ( ) ( ) 1,1 , 2, 2 , 1,3R הוא  = 1,2. 

של   Range- ה .ב
1 2 1

1 2 3

 
 
 

הוא   2,3,1. 

)של היחס  Domain- ה . ג ) ( ) ( ) 1,1 , 2, 2 , 1,3R  .−1Rשל  Range-שווה ל =

 

תהי  (7 1, 2,5A   ויהיR  יחס מעלA. 

 איזו טענה נכונה:

)הוא יחס הזהות  Rאם  . א )AR I= אז ,( ) ( ) ( ) 1,1 , 2, 2 , 5,5R =. 

 הוא היחס המלא, אז  Rאם  .ב

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,1 , 1,2 , 1,5 2,1 , 2, 2 , 2,5 , 5,1 , 5, 2 , 5,5R =. 

)הוא יחס הזהות, אז  Rאם  . ג )( )
1

1
IR R

−
−

=. 

 

תהיינה  (8     1, 2 , , , 5,6A B a b C= = R-יחס כך ש R, יהי = A B  , 

S-יחס כך ש Sויהי  B C . 
 איזו טענה נכונה:

SR . א = 

 יש ארבעה איברים. RS-יחסים מלאים, אז ב S-ו Rאם  .ב

RSהוא היחס המלא, אז   S- הוא היחס הריק ו Rאם  . ג S= . 

1של   Range-שווה ל Domain- ה .ד 1S R− −. 

 

הי ת (9 1, 2,5A )ויהי   = ) ( ) ( ) ( ) 1,1 , 1, 2 , 2,5 , 5,5R  .Aיחס מעל  =

 גרף. בצורה של Rהביעו את  . א

 גרף.בצורה של  −1Rהביעו את  .ב

 גרף.בצורה של  Aהביעו את יחס הזהות מעל   . ג

 גרף.בצורה של  Aהביעו את היחס המלא מעל   .ד

 מטריצת סמיכויות.בצורה של  Aהביעו את יחס הזהות מעל   .ה

 מטריצת סמיכויות.בצורה של הביעו את היחס הריק  .ו

 בצורה של גרף. −1RRהביעו את  .ז

1Rהביעו את  .ח R− .בצורה של גרף 
 הדרכה: יש למצוא תחילה את הזוגות. 

)הביעו את  . ט ) ( )1 1R R RR− − .בצורה של מטריצת סמיכויות 

)הביעו את  .י ) ( )1 1\R R RR−  בצורה של גרף. −

)הביעו את  . יא ) ( )1 1R R RR− − .בצורה של גרף 

1
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 יחס, סגור -סימטרי, טרנזיטיבי, אנטי ,ייחס רפלקסיב

 שאלות 

עבור   (1 1, 2,3, 4,5,6,7A ,באופן הבא:  Tנגדיר יחס  = 23x y T x y          

רפלקסיבי,  Tרשום מדגם בן שלושה זוגות של איברים ביחס ובדוק האם 
 סימטרי, אנטי סימטרי )חלש( טרנזיטיבי.

 

הבא מעל   Tנתון היחס  (2 1,2,3,4A =                 

 2,3 , 3,2 , 2,1 , 1,2 , 4,4 , 3,3 , 1,1 , 2,2T = 

מינימאלי רפלקסיבי?  אם לא רפלקסיבי אז  הוסף או החסר מספר   Tהאם 
 של זוגות כדי שהתשובה תהיה חיובית. 

סימטרי?  אם לא אז סימטרי  הוסף או החסר מספר מינימאלי של   Tהאם 
 זוגות כדי שהתשובה תהיה חיובית.

טרנזיטיבי?  אם לא טרנזיטיבי אז  הוסף או החסר מספר מינימאלי   Tהאם 
 של זוגות כדי שהתשובה תהיה חיובית. 

יהיה גם רפלקסיבי, גם  T-הוסף או החסר מספר מינימאלי של זוגות כדי ש
 סימטרי, וגם טרנזיטיבי.

 

באופן הבא:  מעל   T  נגדיר יחס (3 , evenT a b a b=   

 רשום שלוש זוגות ביחס ושלושה זוגות שאינם ביחס.  . א

 רפלקסיבי, סימטרי, טרנזיטיבי. Tבדוק האם  .ב

 

x,- המוגדר באופן הבא:)יש ל מעל  Sנתון יחס  (4 y )אותה הזוגיות

,x y S )כלומר שניהם זוגיים או שניהם אי זוגיים( 

 רפלקסיבי, סימטרי וטרנזיטיבי. Sהוכח כי  

 

 . Aמעל קבוצה  Rנתון יחס  (5

2Rהוכיחו כי   R    אם"םR .טרנזיטיבי 
 

,המוגדר באופן הבא:  מעל  Sנתון יחס  (6 3x y S x y  − 

 רפלקסיבי, סימטרי וטרנזיטיבי. Sהוכח כי  
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נתונים היחסים הבאים מעל  (7 1, 2,3A = , 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )( ) 1 21,2 , 2,1 , 2,3 1,2 , 2,2 , 2,3 2,1R R= 

עבור כל אחד מארבעת היחסים 
1 2 1 2 1 2, , ,R R R R R R , 

 טרנזיטיבי. או האם הוא רפלקסיבי, סימטרי קבעו 
 דוגמה מתאימה(  ואי )במקרה של הפרכה הב

 

עבור   (8 1, 2,3, 4,5,6A נגדיר ,S  מעלA  :כך 

 1,1 , 1,2 , 1,5 , 2,2 , 2,6 , 3,1 , 6,3S =  

 סימטרי חלש, חזק וטרנזיטיבי.-רפלקסיבי, סימטרי, אנטי Sבדקו אם  . א

רשמו את היחסים  .ב
AI 1-וS −. 

 .Sרשמו את כל החזקות השונות של  . ג

רשמו את היחס  .ד     
2 2 2

1,3,6 2,4 5R =   .כקבוצה של זוגות , 

 הוא יחס שקילות.  Rהיחס  .ה
 רשמו את מחלקות השקילות השונות ואת קבוצת המנה. 

 

נמקו  שלושה זוגות שנמצאים ביחס, ורשמו לגבי כל אחד מהיחסים הבאים,  (9
מדוע אינם ביחס. כמו נמקו  שלושה זוגות שאינם ביחס, וכתבו מדוע הם ביחס. 

 סימטרי-רפלקסיבי, סימטרי, א האם היחס הוא רפלקסיבי, אנטי קבעו  ,כן
 חלש, חזק, וטרנזיטיבי. 

)המוגדר באופן הבא:   ,מעל   @יחס  . א )100 , @x y x y−   . 

)המוגדר באופן הבא:   ,מעל   יחס  .ב )3 ,x y x y−  . 

)מעל   היחס  . ג )P,  :המוגדר באופן הבא( ),A B A B  . 

)המוגדר באופן הבא:  שרגא  ,היחס שרגא מעל  .ד ),x y x y x y+    . 

)המוגדר באופן הבא:   ,מעל   Tחס י .ה ) 2, 1x y T x y  + . 

 

הקבוצה  +תהי  (10 \ bכך:  R, ונגדיר עליה יחס 0 aaRb a b b a  =  = . 

1האם  . א 1R האם ?R ?רפלקסיבי 

 סימטרי? Rהאם  .ב

 סימטרי?- אנטי  Rהאם  . ג

 טרנזיטיבי? Rהאם  .ד
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f,, על ידי  →על הקבוצה    Rנגדיר יחס  (11 g R   אם ורק אם קיימת

A אינסופית, כך ש-( ) ( )f n g n=   לכלn A. 

 רפלקסיבי? Rהאם  . א

 סימטרי?- אנטי  Rהאם  .ב

 טרנזיטיבי? Rהאם  . ג
 

 סימטרי וטרנזיטיבי: -בדקו האם היחס הוא רפלקסיבי, סימטרי, אנטי (12

1aTb, כך:  מעל    Tנגדיר יחס  . א a b  +. 

)מעל    Pנגדיר יחס  .ב )P  :כך , ( )1, 2APB A B A b =   =. 

 

- אנטי  רפלקסיביות, סימטריות,-אלו מהתכונות: רפלקסיביות, אנטימצאו   (13
מקיים כל אחד   ,ימטריות חלשה, אנטי סימטריות חזקה וטרנזיטיביותס

מעל הקבוצות   ,מהיחסים הבאים , , 3,5,7,9A =. 

oddxRy . א m x my   = 

evevnxsy .ב m x my   = 

) . ג )oddxRy m x my y mx   =  = 

 

תהי  (14 1, 2,3, 4A   ויהיR  יחס מעלA. 

 איזו טענה נכונה:

) . א ) ( ) ( ) 1,1 , 2, 2 , 3,3R  .Aהוא יחס הזהות מעל   =

) .ב ) ( ) ( ) ( ) 1,1 , 1,2 , 1,3 , 1,4R  .Aהוא היחס המלא מעל   =

 .Aהוא היחס המלא מעל  −1R, אז Aהוא היחס המלא מעל  Rאם  . ג

 .Aהוא יחס הזהות מעל   −1R, אז Aהוא יחס הזהות מעל  Rאם  .ד

יחס מעל  Rיהי  .ה 1, 2A =. 

 נמקו. אינו טרנזיטיבי? Rהאם יתכן כי 

 

 . הוכיחו:Aיחס מעל  Rיהי  (15

AIאם  . א R אז ,R  .רפלקסיבי 

1Rאם  .ב R−= אז ,R  .סימטרי 

2Rאם  . ג R אז ,R .טרנזיטיבי 

1אם  .ד

AR R I−  אז ,R סימטרי. - אנטי 
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תהי  (16 1,2,3,4A )ויהי   = ) ( ) ( ) 1,2 , 2,1 , 1,3R  .Aיחס מעל  =

 . Rרשמו את הסגור הרפלקסיבי של  . א

 .Rרשמו את הסגור הסימטרי של  .ב

 .Rרשמו את הסגור הטרנזיטיבי של  . ג

 

  כל אחת מהטענות הבאות. הוכיחו או הפריכו Aיחס מעל  R-קבוצה ו Aתהי  (17
האם יש בדוגמתך פרטים  קונגדית מינימלית. בדדוגמה תנו ההפרכה בכל מקרי 

 מיותרים והסר אותם. 

 טרנזיטיבי. Rאז  ,סימטרי Rאם  . א

 טרנזיטיבי. Rאז  , אנטי סימטרי חלש Rאם  .ב

 טרנזיטיבי. Rאז  ,סימטרי וגם אנטי סימטרי חלש Rאם  . ג

 .R=אז  ,סימטרי וגם אנטי סימטרי חלש Rאם  .ד

 . R=אז  ,סימטרי וגם אנטי סימטרי חזק Rאם  .ה

 רפלקסיבי. Rאז  ,טרנזיטיבי וסימטרי Rאם  .ו

 אנטי סימטרי חזק.  Rאז  ,טרנזיטיבי ואנטי רפלקסיבי Rאם  .ז

 אנטי סימטרי חלש.  Rאז  ,טרנזיטיבי ולא סימטרי Rאם  .ח
 

a-כך ש  ,Aמעל   ייחס סימטרי וטרנזיטיב Rיהי  (18 A b A aRb   . 

 רפלקסיבי.  Rכי  הוכיחו 
 

קיימות  Aמעל  Rולכל יחס רפלקסיבי  A: לכל קבוצה הפריכוהוכיחו או  (19
B,קבוצות   C A, כך ש- R B C= . 

 

yיים קונניח ש  ,Aיחס אנטי רפלקסיבי וטרנזיטיבי מעל קבוצה  Sיהי  (20 A, 

)עבורו   ),x A x y S  . 

zכי לכל הוכיחו  A  מתקיים( ),y z S. 

 

ARוכן   Aיחס על  Rנתון כי   (21 I = רפלקסיבי(,-)אנטי 

a,וכן   b A  לא בהכרח שונים זה מזה, המקיימים ,( ) 2,a b R  וגם( ) 2,b a R. 

c,הוכיחו שקיימים  d A  לא בהכרח שונים זה מזה(, שאף אחד מהם אינו(

), המקיימים b-ואינו שווה ל a- שווה ל ) 2,c d R  וגם( ) 2,d c R. 
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 יחס שקילות, קבוצת מנה, מחלקת שקילות

 שאלות 

עבור   (1 1, 2,3, 4,5A 2xSyכך:  Aעל  Sנגדיר יחס  = x y  . 

2האם  . א \S S = ? 

 ?Aיחס שקילות על  Sהאם  .ב
 

עבור   (2 1, 2,3A  נגדיר יחסים,R S  מעלA  :כך 

   1,2 , 3,2 , 1,2 , 2,2 , 2,3 , 3,1R S= =  

 , ובדקו האם הם יחסי שקילות. SR-ו RSחשבו את היחסים  . א

 סימטריים? נמקו. - אנטי 2S-ו Sהאם היחסים  .ב
 

באופן הבא:  Sמעל  Eיחס בינארי  ונגדיר ,בריה הן קבוצותיקבוצה שא Sתהי  (3

( )A B B A AEB   . 

 יחס שקילות.  Eהוכיחו או הפריכו: 

 

מעל  Eנגדיר יחס בינארי  (4 0,1−  ( באופן הבא:  1-ו 0)קבוצת השלמים ללא

1aEb ab −. 
 תיאור מפורש של מחלקות השקילות שלו.תנו יחס שקילות ו Eכי  הוכיחו 

 

=Aתהי  (5   כל הזוגות הסדורים של המספרים הטבעיים קבוצת, 

2Rויהי  A  יחס המוגדר על ידי( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2, ,m n R m n m m n n − = −. 

 .A- הינו יחס שקילות ב  Rכי  הוכיחו  . א

)תארו באופן גרפי את מחלקות השקילות   .ב ) ( ) ( )1,1 , 1,2 , 2,1
R R R

          . 

 

 .מעל   Rנתון היחס  (6

( )6 3xRy x y −  ( )x y   אין צורך להוכיח כי(R )יחס שקילות 

 את מחלקות השקילות ואת קבוצת המנה.מצאו  
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)באופן הבא: מעל   Sנגדיר יחס שקילות   (7 ) ( )0 0xSy x y xy = =   

)באופן הבא:  מעל  Tנגדיר יחס שקילות ו ) ( )2 29 9xTy x S y − −. 

 ( ביחסי שקילותאין צורך להוכיח כי מדובר  )

במפורש את קבוצת המנה  כתבו 
T

 בקצרה.נמקו ו ,

 

 .Aיחס שקילות על  Rיהי  (8
,אוקלידי, אם עבור כל   Rנאמר כי  ,a b c A  :מתקיים התנאי 

( ) ( ) ( ), , ,a b R a c R b c R      . 

 הוכיחו או הפריכו:

 יחס שקילות, אז הוא אוקלידי. Rאם  . א

 רפלקסיבי ואוקלידי, אז הוא יחס שקילות. Rאם  .ב

 

), וכן  Aיחס שקילות על   Rנתון כי   (9 )  \A P B B. 

 ?B, או שאינו יחס שקילות על Bיחס שקילות על  Rהאם מהנתון נובע כי  
 

R,קבוצה ויהיו   Aתהי  (10 S   יחסים מעלA. 
 : את הטענות הבאות )הפרכה = דוגמה מינימלית( הוכיחו או הפריכו

R,אם  . א S אז  ,רפלקסיבייםR S  .רפלקסיבי 

R,אם  .ב S אז  ,רפלקסיבייםR S  .רפלקסיבי 

R,אם  . ג S אז  ,סימטרייםR S.סימטרי 

R,אם  .ד S אז  ,סימטרייםR S.סימטרי 

R,אם  .ה S אז  ,טרנזיטיבייםR S.טרנזיטיבי 

R,אם  .ו S אז  ,טרנזיטיבייםR S.טרנזיטיבי 

R,אם  .ז S  אז  ,יחסי שקילותR S.יחס שקילות 

R,אם  .ח S  אז  ,יחסי שקילותR S.יחס שקילות 

R,אם  . ט S  אז  ,חלשסימטריים אנטיR S .אנטי סימטרי חלש 

R,אם  .י S  אז  ,חלשסימטריים אנטיR S .אנטי סימטרי חלש 
 

מעל   Eבמפורש את כל יחסי השקילות רשמו  (11 , , ,S a b c d= 

2Sהמקיימים 
E
 וכל מחלקות השקילות הן שוות עוצמה.  =

Sיש להציג כל יחס כתת קבוצה מפורשת של הערה:  S. 
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)יחס המוגדר מעל   Sיהי  (12 )P  באופן הבא:  קבוצת החזקה של

min minA B ASB=  ,  כאשרmin A הוא המספר הקטן ביותר ב-A. 

 הינו יחס שקילות.   Sכי  הוכיחו  . א

 .Sאת קבוצת מחלקות השקילות של היחס  K- נסמן ב .ב
F:פונקציה  ובנ K  חח"ע ועל. →

 

R,יהיו  (13 S  יחסי שקילות מעלA. 

Rכי  הוכיחו  SΔ  לא יחס שקילות מעלA. 

 

)אם מתקיים   ,נקרא סוגר משולשים Aמעל   Rיחס  (14 )aRb bRc cRa → 

,לכל  ,a b c A. 

 י וסוגר משולשים הוא יחס שקילות. בכי יחס רפלקסי הוכיחו  . א

 , סימטרי, סוגר משולשים ואינו ריק Rכי אם הוכיחו  .ב
 אינו אנטי רפלקסיבי.   Rאז 

 

)על  Sיחס השקילות  (15 )P N   :מוגדר כך    , | 1,2,3 1,2,3S A B A B = . 

מהי העוצמה של מחלקת השקילות  . א 4,7,9
S

  ? 

 כמה מחלקות שקילות יש? .ב

1

פרק 4יחסים

51

51



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©  טל פלדמן –כתב ופתר  
 

 יחסי סדר

 שאלות 

המוגדר מעל הקבוצה  ,Rכי היחס וכיחו ה (1 2kA k= ,  ל ידיע  aRb a b  ,

 הוא יחס סדר מלא. 
 

)מעל הקבוצה  Dנגדיר יחס בינארי  (2 ) 2 , ,a b a b=  , 

)באופן הבא:  ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 1 2 2, ,a b D a b a a a b a b   +  +. 

 יחס סדר חלש שאינו מלא.  Dכי  הוכיחו 
 

 באופן הבא:  מעל הקבוצה   Rנגדיר יחס  (3

( ) ( ) ( ), ,a b R c d a c b d   . 

 יחס סדר חלש שאינו מלא.  Rכי  הוכיחו  . א

 הוא מלא.  Rשעליה היחס  ,תת קבוצה אינסופית של  מצאו   .ב
 

)באופן הבא:  מעל   Sנגדיר יחס סדר  )חלש(   (4 )( )xSy x y y x = →        

 .(אין צורך להוכיח שמדובר ביחס סדר)
 .Sם של יבמפורש את כל האיברים המינימלי כתבו

x :תזכורת A  נקרא מינימלי ביחס סדרR,  אם( ) ( )( )y A y x yRx   →. 

 

 .Bיחס סדר חלש מעל  Sויהי   ,Aיחס סדר חלש מעל  Rיהי  (5
Aכי אם הוכיחו  B =,  אזR S  יחס סדר חלש מעלA B. 

 

)סדורה   Aקבוצת כל יחסי השקילות מעל  Kריקה ותהי -קבוצה לא Aתהי  (6
 חלקית ביחס להכלה(. 

 איבר קטן ביותר וגדול ביותר, והוכיחו שהם שייכים K-הראו שיש ב  . א
 ואכן מקיימים את הנדרש. K- ל

תהי  .ב 1,2,3,4A =. 

 את האיבר הקטן ביותר והגדול ביותר שנמצאו בסעיף א,  K- נסלק מ
)שאף היא )סדורה חלקית   L-ונסמן את הקבוצה החדשה שהתקבלה ב

 ביחס להכלה(.
 והוכיחו שהם מינימליים, L-תנו דוגמה לשני איברים מינימליים ב

 . והוכיחו שהם מקסימליים  L-תנו דוגמה לשני איברים מקסימליים בו

 איבר קטן ביותר וגדול ביותר. L-הוכיחו שאין ב . ג
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 שאלות שמשלבות יחסים ופונקציות 

 שאלות 

fTgמוגדר באופן הבא:  מעל   Tיחס  (1 f g g f =. 

 . יחס שקילות T: או הפריכוהוכיחו 
 

A,תהיינה  (2 B  שתי קבוצות לא ריקות ויהיו,A B   יחסי סדר חזקים ומלאים

A,)משווים( מעל  B .בהתאמה 

f:תהי  A B→  פונקציה המקיימת אם
1 2Aa a , אז( ) ( )1 2Bf a f a. 

 חח"ע אך אינה בהכרח על.  fכי  הוכיחו 
 

 באופן הבא:  יחס המוגדר מעל הקבוצה  T יהי (3

fTg  קייםx, כך ש -( ) ( )f x g x=. 

 יחס שקילות? Tהאם 

 

F:תהי  (4 A A→ נגדיר יחס ו ,פונקציהR   מעלA כך :( )aRb f a b =. 

 סימטרי וטרנזיטיבי. R- נתון ש
 ית הזהות. י היא פונקצ  Fכי  הוכיחו 

 

):  כך על הקבוצה   Sנגדיר יחס    (5 ) ( ) 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2, ,x x S y y x x y y − = −. 

S )יחס שקילות )אין צורך להוכיח. 
S\כי קבוצת המנה הוכיחו    שוות עוצמה לקבוצה. 

 

 .A- ל A- קבוצת כל הפונקציות מ AAקבוצה לא ריקה ותהי  Aתהי  (6

,לכל  באופן הבא: AAמעל    Eיחס נגדיר  Af g A ,fEg   אם ורק אם קיימת
Ah A כך ש ,הפיכה -f h g=. 

 יחס שקילות. Eכי  הוכיחו  . א

cהי י .ב A תהי ו ,כלשהו:cf A A→ י ל ידהפונקציה הקבועה המוגדרת ע

( )cx A f x c  =. 

אור מפורש ככל  יתתנו ) E- ביחס ל cfאת מחלקת השקילות של  ותאר

 .ונמקוהניתן( 
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 .Aקבוצת כל יחסי השקילות מעל   E- ו ,Aקבוצת כל היחסים מעל  Jתהי  (7

F:נגדיר פונקציה  J E J )באופן הבא:  → ),F R S R S= . 

 על. Fכי  הוכיחו 
 

 .Aתת קבוצה של  Bקבוצה סופית ותהי  Aתהי  (8

-ל A- את קבוצת כל הפונקציות מ F- נסמן ב 0,1 . 

)באופן הבא:  Fמעל    Eנגדיר יחס  ) ( ) ( )  ,F f g B x f x g x= . 

 ןתניבה . א 1, 2,3A -ו = 1, 2B ,-ל  התנו דוגמ ,= ,f g h F ים,שונ 

)-כך ש ) ( ), , ,f h E f g E . 

 יחס שקילות. Eהוכיחו כי   .ב

F/מה עוצמת קבוצת המנה  . ג E.נמקו ? 
 

תהי  (9 1, 2,3A  ,Aקבוצת כל היחסים מעל  Mותהי  =

t:נגדיר פונקציה  M M→.המתאימה לכל יחס את הסגור הטרנזיטיבי שלו , 

 חח"ע.  t . א

 על. t .ב

Rלכל   . ג M  מתקיים( ) ( )( )
2

2 2t R t R=. 

Rלכל   .ד M  מתקיים( )( ) ( )t t R t R=. 
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 הבינום של ניוטון

 שאלות 

אלגברית וקומבינטורית את הזהות הוכיחו  (1
0

2 3
n

k n

k

n

k=

 
= 

 
. 

 

0nהוכיחו לכל   (2  2  את הזהות

0

6 2
n

n n k

k

n

k

−

=

 
=  

 
. 

 

את השוויוןהוכיחו  (3

1 2 02 3 3 3 ... ( 1) 3 ... ( 1) 3
2

n n n n k n k n
n n n

n
k n

− − −     
= − + − + − + + −     

     
 

 

2 טבעי מתקיים n הוכיחו שלכל (4

0

2 1
2

n
n

k

n

k=

+ 
= 

 
. 

 

 קומבינטורית את הזהותבדרך אלגברית והוכיחו  (5
2 2 2

m n n m
mn

+     
= + +     

     
. 

 

  כיהוכיחו  (6
2n

n

 
 
 

 .nלכל זוגי  

 

1כי  הוכיחו  (7

1

2 3
3

n
k n

k

n n
k

k

−

=

 
=  

 
. 

 

  הוכיחו כי (8
0

,, ,
n

k

x y x y

n k n k
x y n

=

+ +    
=    

−    
  . 

 

את השוויון הוכיחו  (9
, 0

3n

k j

n n n n

k j k j n=

     
=     

+     
. 

 

קומבינטורית את הזהות ובדרך אלגברית הוכיחו  (10
r m r r k

m k k m k

−     
=     

−     
. 
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0nלכל שהוכיחו  (11   0ולכל k n   מתקיים
2

2
1 2 2

n n n n

k k k k

+       
+ + =       

+ + +       
. 

 

אלגברית וקומבינטורית את הזהות הוכיחו  (12

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2
2 1 2 3 1

!

n n

n n
n

−     
     

     
−  − = 

 

)את הזהות הוכיחו  (13 ) 2

1

2 3 5 2
6

2

n

k

n n n
k n k n

k n k n=

−    
− =    

− −    
. 

 

את השוויון  והוכיח (14
0

1N

n

k n k N

n N=

− + +   
=   

   
. 

 

0nכי אם  הוכיחו (15  אז ,זוגי 
2

2n

n

n 
  
 

. 

 

)כמה מבין המספרים בפיתוח הבינום  (16 )
80

42  שלמים? +7

 

)  טבעי מתקיים n הוכיחו כי לכל (17 ) ( )1 1
n n in

n
n n n

i

− 
− − = − 

 
. 

 

 

 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל

1

פרק 5הבינום של ניוטון

56

56



מתמטיקה בדידה
פרק 6 - אינדוקציה
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 אינדוקציה

 שאלות 

 הוכיחו באינדוקציה את הטענות הבאות: 

1) ( ) 21 3 5 7 2 1n n+ + + + + − = 

 

2) ( ) ( )
1

4 1 2 3
n

k

k n n
=

= + 

 

3) ( )( )2

1

1 2 1
6

n

k

n
k n n

=

= + + 

 

4) 
( )1

1

1 1

n

k

n

k k n=

=
+ +

 

 

5) 
( )( )1

1

4 3 4 1 4 1

n

k

n

k k n=

=
− + +

 

 

6) ( )
1

2 2 2 1
n

k n

k=

= − 

 

7) 
1 1

1

3 1
4

4 4

n

k n
k

− −
=

= − 

 

8) ( )
3

1

1
1 3 1

2

n

k

k n n
=

= + 

 

9) ( ) ( )
3

1

4 1 3 6 1
n

k

k n n
=

− = + 

 

10) ( ) ( )
1

3 1
2

n

k

n
n k n

=

+ = + 

 

11) 
( )1

1

3 3 1
3

2

n n
n

n k

k

+

+

=

−
= 
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12) ( )2 1 213 | 4 3n n+ ++ 

 

13) 
2

1

1 2 3

2

n

k k=

+
 

 

ה היא אכן פתרון לנוסחה הנוסחה הנתונש nהוכיחו באינדוקציה על  (14
 הרקורסיבית הנתונה: 

1nלכל   ,
1 1| 2 | 0n n na a a− − , כאשר  =

0 1 1a a= =. 

0nהוכיחו באינדוקציה כי: לכל  , ( ) ( )1 1 2
n

a n= − −. 
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 :שאלות העוסקות בתכונות התחלקות

 סיכום כללי:

 מבנה כללי של רישום הוכחה באינדוקציה: 

 : בדיקה

1nעבור  נכונות האינדוקציה בדיקה  2,3n)ולעיתים כדאי לבדוק גם עבור   = = .) 

 

 : הנחת האינדוקציה

nנניח כי עבור   k= (k  )כי טענת האינדוקציה נכונה.  טבעי כלשהו 

 

 הוכחת האינדוקציה: 

1nנוכיח כי עבור   k=  טענת האינדוקציה מתקיימת.   +

 

 סיכום:

1nלסיכום, הראנו כי הטענה נכונה עבור   nוהראנו כי נכונות הטענה עבור   = k= 

1nגוררת את נכונותה עבור   k= , לפיכך, על פי אקסיומת האינדוקציה, הטענה  +

 טבעי.  nנכונה לכל  

 

  

1
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 שאלות:

8כי הביטוי    הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, (1 3n n− ללא    5-מתחלק ב

 טבעי.  nשארית לכל  

 

11הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי הביטוי   (2 4n n− ללא    7-מתחלק ב

 טבעי.  nשארית לכל  

 

28הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי הביטוי   (3 7 4n n+   24-מתחלק ב +

 טבעי.  nלכל    ללא שארית 

 

2הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי הביטוי   (4 15 3 5n n+   20-מתחלק ב −

 עי. טב nללא שארית לכל  

 

5) na הוא האיבר במקום ה -n   :הוכח באינדוקציה,   ...,1,3,5,7בסדרה החשבונית

2או בכל דרך אחרת, כי הביטוי   4na
טבעי   nללא שארית לכל   12- מתחלק ב +

 . 1- הגדול מ

 

2nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי הביטוי   (6 n+ ללא    2-מתחלק ב

 טבעי.  nשארית לכל  

 

3הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי הביטוי   (7 5n n+ ללא  6-מתחלק ב  

 טבעי.  nשארית לכל  

 

3הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי הביטוי   (8 2 1n n− ללא    4-מתחלק ב −

 טבעי.  nשארית לכל  

 

)הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי הביטוי   (9 )9 9 1 40n n−  מתחלק   −

 טבעי.  nללא שארית לכל    32-ב

 

)הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי הביטוי   (10 )7 5 2 2 1n n n n+ − מתחלק   +

 טבעי.  nללא שארית לכל   6-ב
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27הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי הביטוי   (11 2n n+ ללא   11-מתחלק ב

 טבעי אי זוגי. nשארית לכל  

 

nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי הביטוי   (12 na b− מתחלק ב -( )a b+ 

 טבעי זוגי.  nל  ללא שארית לכ

 

27הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי הביטוי   (13 1n+   2מותיר שארית  +

 טבעי. nלכל   3 -בחלוקתו ב

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 שאלות הוכחה. 
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 : סדרות

 סיכום כללי:

 :תזכורת

  סדרה היא אוסף מספרים: •
1 2, ,...., na a a  כאשר ,n   הוא מיקום האיבר בסדרה 

- ו
na הוא ערך האיבר העומד במקום ה -n-  .י בסדרה 

o  סדרה שבה כל איבר מוגדר לפי מקומו בסדרה.    – סדרה כללית 

o   סכוםn האיברים הראשונים בסדרה יסומן ב -nS   

1והוא מקיים:   ...n nS a a= + +. 

 

פרש בין כל שני איברים סמוכים הוא  סדרת מספרים שבה הה   –סדרה חשבונית  •

)גודל קבוע. נוסחת האיבר הכללי היא:   )1 1na a d n= +  הפרש הסדרה.  dכאשר   −

o   סכוםn   :האיברים הראשונים הוא
( )

( )1

12 1
2 2

n

n

n a a n
S a d n

+
= = + −  . 

 

סדרת מספרים שבה המנה בין כל שני איברים סמוכים היא גודל קבוע.   –סדרה הנדסית   •

1נוסחת האיבר הכללי היא: 

1

n

na a q  היא מנת הסדרה.  qכאשר   =−

o   סכוםn   :האיברים הראשונים הוא
( )1 1

1

n

n

a q
S

q

−
=

−
. 
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 :שאלות

 טבעי   nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (14

)   מתקיים: )1 2 3 4 ... 1
2

n
n n+ + + + + = +. 

 

 טבעי   nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (15

)   מתקיים: ) ( )4 7 10 13 ... 3 1 3 5
2

n
n n+ + + + + + = +. 

 

)   נתונה סדרה שבה: (16 )2na n n= + . 

)טבעי מתקיים:    nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   )( )1 2 7
6

n

n
S n n= + +. 

 

טבעי מתקיים:  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (17

( )( )
1 1 1 1

1 5 5 9 9 13 4 3 4 1 4 1

n

n n n
+ + + + =

   − + +
. 

 

טבעי מתקיים:  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (18

( )( )( )

( )

( )( )

2 26 6 6

1 3 5 3 5 7 2 1 2 1 2 3 2 1 2 3

n n

n n n n n

+
+ + + =

    − + + + +
. 

 

טבעי מתקיים:  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (19

( )1 1
1 1 2 3 3 9 ... 3 3 2 1 1

4

n nn n−   +  +  + +  = − + . 

 

 
 
 

 :תשובות סופיות

 שאלות הוכחה. 
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 :עצרת

 סיכום כללי:

 מושג העצרת:  – תזכורת 

!   עצרת מוגדרת להיות מכפלת האיברים עד לערך הנקוב: 1 2 3 ...n n=    . 

!0מגדירים:   )   ותמיד מתקיימים השוויונות: =1 ) ( ) ( )1 ! ! 1   ,  ! 1 !n n n n n n+ =  + =  − . 

 

 :שאלות

טבעי מתקיים:  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (20

( ) ( )
1 2 3 1

... 1
2! 3! 4! 1 ! 1 !

n

n n
+ + + + = −

+ + 
 

טבעי מתקיים:  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (21

( ) ( )1 ! 2 !1 2! 2 3! 3 4!
... 2

2 4 8 2 2n n

n n n+ +  
+ + + + = −

 
 

טבעי מתקיים:  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (22

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

1 ! 2 ! 1 ! !
! ...

1! 2! 1 ! 1 ! 1

p p p n p n
p

n n p

+ + + − +
+ + + + =

− − +
 

 

טבעי מתקיים:  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (23

2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 1 2 4 3 9 !

n

n n n

+     
+ + + + =     

     
 

 

טבעי מתקיים:  n  הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל (24

( ) ( )

( )( )

( )
1 1

1 6 1 15 11 17
... 1

1 4 4 7 7 10 3 2 3 1 3 1

n n
n

n n n

− +
− − −

− + − + = +
   − + +

 

 

 תשובות סופיות:

 שאלות הוכחה. 

 

1

פרק 7אינדוקציה מתמטית

64

64



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                                                                                                       
 

 שאלות שבהן האיבר הכללי מורכב ממספר מחוברים:

 שאלות:

טבעי מתקיים:  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (25

( )1 2 3 4 ... 2 2 1n n n+ + + + + = + 

 

טבעי מתקיים:  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (26

( ) ( )( )
22 2 2 21 2 3 4 2 2 1 4 1

3

n
n n n+ + + + + = + + 

 

טבעי מתקיים:  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (27

( )0 1 2 3 3 1 31 2 2 2 3 2 4 2 ... 3 2 3 1 2 1n nn n− +  +  +  + +  = − +
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 שאלות הוכחה. 
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 איברים משתנים:שאלות העוסקות באינדוקציות עם 

 שאלות:

טבעי מתקיים:  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (28

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 ... 3 2 2 1n n n n n n n+ + + + + + + + = + 

 

טבעי מתקיים:  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (29

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 2 2

1 2 3 ... 2 2 1 7 1
6

n
n n n n n n+ + + + + + + = + + 

 

טבעי מתקיים:  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (30

1 1 1 1 1
1 1 1 ... 1

1 2 3 2 2n n n n

     
− − − − =     

+ + +     
 

 

טבעי מתקיים:  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (31

( )( ) ( ) ( )1 2 2 2 1 3 5 2 1nn n n n+ +   =      − 

 

טבעי מתקיים:  n  הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל (32
1 1 1 1 1 1 1

1
2 3 4 2 1 2 2n n n n

− + − + − = + + +
+ +

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 שאלות הוכחה. 
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 שוויונים באינדוקציה: -שאלות העוסקות בהוכחת באי

 שאלות:

מתקיים: 1-טבעי הגדול מ  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (33

( )
22 2

1 1 1

3 4 11

n

nn
+ + + 

++
 

 

טבעי מתקיים:  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (34
1 1 1 1 1

2
1! 2! 3! !n n
+ + + +  − 

 

מתקיים: 2-טבעי הגדול מ  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל   (35
1 1 1 1 3

1 2 3 2 5n n n n
+ + + + 

+ + +
 

 

nנתונה סדרה שבה:   (36

na n= :1. נגדיר 2 3 ...n nT a a a a=    . 

טבעי מתקיים:    nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי לכל  
( )1

2

n
n

nT n
+

. 

 

22nהשוויון:  -נתון אי (37 n .מצא את ה -n   המינימלי שממנו מתקיים 
 השוויון לכל המספרים הטבעיים הגדולים ממנו והוכח באינדוקציה כי -אי

 שמצאת. n- טבעי החל מה nהשוויון מתקיים לכל -אי

 

24השוויון:  -נתון אי (38 5 1n n  המינימלי שממנו מתקיים   n- את ה מצא. +
 השוויון לכל המספרים הטבעיים הגדולים ממנו והוכח באינדוקציה כי -אי

 שמצאת. n- טבעי החל מה nהשוויון מתקיים לכל -אי

 

3השוויון:  -נתון אי (39 15nn n −−  .מצא את ה -n   המינימלי שממנו מתקיים 
 השוויון לכל המספרים הטבעיים הגדולים ממנו והוכח באינדוקציה כי -אי

 שמצאת. n- טבעי החל מה nהשוויון מתקיים לכל -אי

 

3שוויון:  ה-נתון אי (40 4 5 6n n n n+ +  .מצא את ה -n   המינימלי שממנו מתקיים 
 השוויון לכל המספרים הטבעיים הגדולים ממנו והוכח באינדוקציה כי -אי

 שמצאת. n- טבעי החל מה nהשוויון מתקיים לכל -אי
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nn!השוויון:  -נתון אי (41 n .  הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי 

 טבעי.  nהשוויון מתקיים לכל -אי

 

)השוויון:  -נתון אי (42 ) ( ), 0  , 
nn na b a b a b +  + . 

טבעי   nהשוויון מתקיים לכל  - הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי אי
 . 1- הגדול מ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 שאלות הוכחה. 
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 שאלות כוללות ומסכמות: 

 שאלות:

)נתון השוויון:   (43 )4 7 10 13 ... 3 5
2

n
n+ + + + = +. 

 .n- צא את האיבר במקום המ .א

 טבעי.  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי השוויון מתקיים לכל   .ב

37חשב את הסכום:   .ג 40 43 ... 85+ + + +. 
 

תון השוויון:  נ (44
2 6 10 2 2

... 2
3 9 27 3n

n +
+ + + =  .n- מצא את האיבר במקום ה . −

 

תון השוויון:  נ (45
1 1 1

1 5 5 9 9 13 4 1

n

n
+ + + =

   +
. 

 .n- מצא את האיבר במקום ה .א

 טבעי.  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי השוויון מתקיים לכל   .ב

חשב את הסכום:    .ג
1 1 1 1

25 29 29 33 33 37 89 93
+ + + +

   
. 

 

)תון השוויון:   נ (46 ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 2 2

1 2 3 ... 2 2 1 7 1
6

n
n n n n n n+ + + + + + + = + +. 

 טבעי.  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי השוויון מתקיים לכל   .א

2חשב באמצעות סעיף א' את הסכום:    .ב 2 2 226 27 28 ... 48+ + + +. 
 

)תון השוויון:  נ (47 ) ( )( )
22 2 2 21 2 3 4 2 2 1 4 1

3

n
n n n+ + + + + = + +.    

 טבעי.  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי השוויון מתקיים לכל   .א

)את הסכום:    nהבע באמצעות   .ב )
22 2 24 6 8 4n+ + + +. 

 

 תונים השוויונים הבאים:נ (48

) .א ) ( ) ( )27
3 3 1 3 2 4 3 1

3
n n n n n n+ + + + + + = + −. 

) .ב ) ( ) 23 3 1 3 2 4 11 5n n n n n n+ + + + + + = + −. 

) .ג ) ( ) ( )
7

3 3 1 3 2 4 1
2

n
n n n n n+ + + + + + = +. 

 טבעי, והוכח אותו באינדוקציה.  nוויונים נכון לכל  קבע איזה מהש
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)תון השוויון:  נ (49 ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 ... 3 2n n n n n an n b+ + + + + + + + = +. 

1nנתון כי השוויון נכון עבור  .א 2n- ו =  .b- ו a. מצא את ערכי  =

 טבעי.  nהוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי השוויון מתקיים לכל   .ב

 

  השוויון: -נתון אי (50
1 1 1 3

1 2 2 5n n n
+ + + 

+ +
. 

  nהשוויון מתקיים לכל  - הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי אי .א
 . 2-טבעי הגדול מ 

הוכח באמצעות סעיף א' כי מתקיים:    .ב
1 1 1 1 1

11 12 13 18 2
+ + + + . 

 

2השוויון:  -נתון אי (51 2nn . 

  nן מתקיים לכל  השוויו- הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי אי .א
 . 4-טבעי הגדול מ 

2  הוכח באמצעות סעיף א' כי מתקיים: .ב 2 2 2 2 2005 6 7 8 ... 20 2     . 

 

3 :הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי הסכום (52 19 27 81 3 n++ + + +  

 טבעי.  nללא שארית לכל   117-מתחלק ב

 

 ענה על הסעיפים הבאים:  (53

3הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי הביטוי   .א 5n n+ 6-מתחלק  ב  

 טבעי.  nללא שארית לכל  

aנתון כי   .ב b+ ללא שארית.    6-מתחלק ב 

3הוכח כי   3a b+  ללא שארית.   6-מתחלק ב 

 

 ענה על הסעיפים הבאים:  (54

3טבעי מסוים   n- אם ל:  הוכח את הטענה .א 5n n+  ללא   16-מתחלק ב

2שארית אז גם   23 5n n+  ללא שארית.  16-מתחלק ב  ++

3האם מהטענה בסעיף א' נובע כי   .ב 5n n+  ללא שארית עבור   16-מתחלק ב

 זוגי? -איטבעי  nכל  

3הוכח באינדוקציה, או בכל דרך אחרת, כי הביטוי   .ג 5n n+ 8-מתחלק ב  

 וגי. ז-אי  טבעי nללא שארית לכל  

 

 תשובות סופיות:

 שאלות הוכחה. 
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 מושג הסכימה וכתיבה מקוצרת של אינדוקציות:

 סיכום כללי:

1סימון הסכימה )קרי: סיגמה( מוגדר באופן הבא:  2

1

...
n

k n

k

a a a a
=

= + + +. 

ומשמעו הוא סכימה של איברים המתחילים    Sumמקור הסימון נובע מהמילה 

בערך המצוין בתחתית הסימון  
1

n

k=

 
 
 
  עד לערך המצוין בחלקו העליון  

1

n

k=

 
  
 
 . 

 

  דוגמאות:

• 
1

1 2 3 ...
n

k

k n
=

= + + + +. 

• 
12

2 2 2 2

3

3 4 ... 12
k

k
=

= + + +. 

• 
2

1

1 1 1 1
....

2 1 5 9 4 1

n

k k n=

= + + +
+ +

. 

 

 :שאלות

)   טבעי מתקיים: nהוכח באינדוקציה כי לכל   (1 )( )2

1

1 2 1
6

n

k

n
k n n

=

= + +. 

 

   טבעי מתקיים: nהוכח באינדוקציה כי לכל   (2
( )1

1

1 1

n

k

n

k k n=

=
+ +

. 

 

   טבעי מתקיים: nהוכח באינדוקציה כי לכל   (3
( )( )1

1

4 3 4 1 4 1

n

k

n

k k n=

=
− + +

. 

 

)   טבעי מתקיים: nהוכח באינדוקציה כי לכל   (4 )
1

2 2 2 1
n

k n

k=

= −. 
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   טבעי מתקיים: nהוכח באינדוקציה כי לכל   (5
1 1

1

3 1
4

4 4

n

k n
k

− −
=

= −. 

 

)   טבעי מתקיים: nהוכח באינדוקציה כי לכל   (6 )
3

1

1
1 3 1

2

n

k

k n n
=

= +. 

 

)   טבעי מתקיים: nהוכח באינדוקציה כי לכל   (7 ) ( )
3

1

4 1 3 6 1
n

k

k n n
=

− = +. 

 

)   טבעי מתקיים: nהוכח באינדוקציה כי לכל   (8 ) ( )
1

3 1
2

n

k

n
n k n

=

+ = +. 

 

   טבעי מתקיים: nהוכח באינדוקציה כי לכל   (9
( )1

1

3 3 1
3

2

n nn
n k

k

+

+

=

−
=. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 שאלות הוכחה. 
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 נוסחאות נסיגה )רקורסיה(

 שאלות 

להיות מספר הסדרות היורדות הלא   naשלילי נגדיר את -שלם אי nל לכ (1

, כך שההפרש בין כל שני n-ל 1ריקות, שמורכבות ממספרים טבעיים בין 
 . 3מספרים עוקבים בסדרה הוא לפחות 

כתבו נוסחת נסיגה ותנאי התחלה ל 
na. 

 דוגמאות: 

נספרת בחישוב של  (12,9,5,1)הסדרה  -
14a מכיוון שהיא יורדת, כל הספרות ,

או  3, וההפרשים  בין כל שתי ספרות עוקבות בסדרה הם  14-ל 1שבה הן בין   
 יותר. 

( נספרת בחישוב של  14הסדרה ) -
14a  מכיוון שהיא יורדת, כל הספרות שבה הן ,

או יותר   3ספרות עוקבות בסדרה הם , וההפרשים בין כל שתי  14-ל 1בין  
 שאין ספרות עוקבות(.)בגלל  

אינה נספרת בחישוב של   (12,9,7,1)הסדרה  -
14a מכיוון שההפרש בין הספרה ,

 .2השנייה והשלישית בסדרה הוא  

 

 נוסחת נסיגה ותנאי התחלה עבור מספר האפשרויות לחלק קבוצה בת ומצא .א (2
    n .אנשים לזוגות ולבודדים 

 n נוסחת נסיגה ותנאי התחלה למספר הדרכים לחלק קבוצה של ומצאב. 
הזוגות   בתוךהזוגות והשלשות ו ביןאנשים לזוגות ולשלשות, כאשר הסדר    
 ו משנה. והשלשות אינ   

 

בחפיסת קלפי טאקי יש מספר לא מוגבל של קלפים בצבעים צהוב, אדום, כחול   (3
 ירוק, ואיננו מבחינים בין קלפים שונים מאותו צבע.ו

שבהם מעל קלף אדום או כחול  ,nמספר ערימות קלפי טאקי בגודל  na יהי

 אסור לשים קלף צהוב או ירוק.

- נוסחת נסיגה ותנאי התחלה ל ומצא
na. 
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מעל  nיחס רקורסיבי ותנאי התחלה עבור מספר המילים באורך   ומצא (4

 , ,A B C ףללא הרצ : 

 CC . א

 AB .ב

AA, . ג AB 

AA, .ד BA 

, .ה ,AA AB AC 

AB, .ו BC (פתרו בשתי דרכים ) 

BA, .ז CA 

AA, .ח BB 

, . ט ,AA BB CC 

BC, .י CB 

 

 nיחס רקורסיבי ותנאי התחלה עבור מספר הדרכים לרצף שביל באורך   ומצא (5
מרצפות ירוקות באורך   ,2, מרצפות צהובות באורך 2במרצפות אדומות באורך 

 כל אחת.   1, ומרצפות שחורות ומרצפות לבנות באורך 2
את  ונוסחה מפורשת, וחשב ו, קבלהתקבלאת יחס הנסיגה ש  רופת מכן לאחר

  נייהאחת לפי היחס הרקורסיבי וש :ארבעת האיברים הראשונים בשתי דרכים
 . נמצאה המפורשת שהצבה בנוסחה  ל ידיע

 

מעל קבוצת  nמהו מספר הסדרות הפלינדרומיות באורך   , טבעי nעבור   (6

הספרות העשרוניות  0,1,2,...,9? 

,...,1 דרה)ס nx x 1אם   ,היא פלינדרומיתi n ix x − 1לכל   =+ i n . 

אם בקריאתה מהסוף להתחלה או מההתחלה לסוף  :פשוטהובעברית 
 (.1,7,2,2,2,7,1למשל   ,מתקבלת אותה סדרה
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  ,1-ו 0: הספַרות סימנים 6נתבונן בסדרות סופיות של סימנים, הלקוחים מתוך   (7
,*,/  וארבעה סימני פעולה ,−  ובכפוף לתנאים הבאים:, +

 הסדרה נפתחת ומסתיימת בסִפרה.. 1
 אין הופעות צמודות של סימני פעולה. . 2

0100דוגמאות של סדרות העונות על התנאים:   /101 11 1010− +,  001. 

00 ,−00עונות על התנאים:  שאינןוגמאות של סדרות ד 10+ +,  101 /00+ . 

- נסמן ב
na את מספר הסדרות הללו שבהן בדיוק  n  .סימנים 

 יחס נסיגה עבור ומצא . א
na. 

0אופן ישיר  את  ב ומצא .ב 1 2 3, , ,a a a a, התקבלוש בעזרת הערכים  וקבדו  

 . רשמתםאת יחס הנסיגה ש

 .naנוסחה מפורשת עבור   ואת יחס הנסיגה וקבל רופת . ג

 .את תוצאות סעיף בבעזרת הנוסחה  קובד

 

2מוגבל של בלוקים זהים בגודל -בידינו מספר בלתי (8 1 
2מוגבל של בלוקים זהים בגודל  -ומספר בלתי 2 . 

7n  להלן )בציור  2n שממדיו עלינו לרצף מלבן =.) 
 אסור לחרוג מגבולות המלבן. 

2 בלוק של 1 עומד'  או 'שוכב' ,כרצוננו אפשר להניח .' 

 מספר הריצופים השונים האפשריים.  naיהי 

 יחס נסיגה עבור מורש . א
na ותנאי התחלה מספיקים. אותו( ורי)הסב 

 את יחס הנסיגה.  רופת .ב

 ובאופן ישיר. מתוך יחס הנסיגה שבסעיף א' בשתי דרכים: 4a את וחשב . ג
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- תנו ביטוי מפורש ל (9
na  בנוסחאות הנסיגה הבאות וחשבו את

3 4 5, ,a a a  בשתי

 . בעזרת הנוסחה המפורשתובעזרת יחס הנסיגה  :דרכים

1 . א 25 6n n na a a− −= 0כאשר   , − 13 , 7a a= =. 

1 .ב 15 4n n na a a+ −= 0כאשר   ,− 11 , 1a a= =. 

 . ג
1 24 4n n na a a− −= כאשר   ,−

0 11 , 4a a= − =. 

1 .ד 1 27 6n n na a a+ − −= 0כאשר   ,+ 1 21 , 0 , 7a a a= = =. 

 .ה
1 1 24 5 2n n n na a a a+ − −= − כאשר  , +

0 1 21 , 4 , 11a a a= = =. 

1 .ו 27 10 16n n na a a n− −= − כאשר    ,+
1 019 , 14a a= =. 

 .ז
1 26 8 3n n na a a− −= − כאשר     ,−

0 11 , 9a a= =. 

1 .ח 26 8 3n

n n na a a− −= − 0כאשר     ,− 11 , 9a a= =. 

1 . ט 26 8 2n

n n na a a− −= − כאשר     ,−
0 11 , 10a a= =. 

1 .י 210 25 5n

n n na a a− −= − 1כאשר    ,+
0 1 2

1 , 7a a= − =. 

1 . יא 23 2 2n

n n na a a n− −= − + כאשר  ,+
0 11 , 2a a= =. 

 

נוסחת נסיגה ותנאי התחלה עבור הסידרה  ומצא (10
na   :המקיימת

( )2 12 3 1 1n n

na n+= − − +. 

 

,0,1בספרות  nלמספר הסדרות באורך   נוסחת נסיגה ובכת (11  .12-ו 00ללא  2

 

מיליון דולר   4 מיליון דולר, 2איש ציבור נורמטיבי לוקח שוחד כל שנה בסכום  (12
  6שוחד על סך הוא לא לוקח  ,לבמיליון דולר. כדי לא למשוך תשומת  6או 

-נסמן ב .שנתיים ברצף מיליון דולר
na  את מספר סדרות השוחד השונות שיכול

 שנים. nן  לצבור איש ציבור בשירות נורמטיבי ב
; את סדרת השוחד 2,2,2,2שנים ניתן לצבור את סדרת השוחד  4דוגמה: במשך 

לב ששתי הסדרות  ושימ) כן הלאה; ו4,2,2,6 ; את סדרת השוחד2,4,2,6
 .(האחרונות נספרות כשתי סדרות שוחד שונות

- נוסחת נסיגה ותנאי התחלה לו רשמ
na. 

 

את מספר המילים מעל   na  על ידינסמן  nלכל  (13 , , , ,A B C D E  שלא מכילות

,אף אחד מהרצפים  ,AA BA CA. 

 .naנוסחה מפורשת עבור   ומצא
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יהי  (14
na   מספר הסדרות באורךn בריהן שייכים לקבוצהישא  1, 2,3 ,8 

ים בסדרה מספרים זוגיים זה בסמוך  הבא: לא מופיעמקיימות את התנאי ו
 לזה. 

מצאו יחס נסיגה עבור  . א
na ,רשמו אתו  

1a  ו-
0a . 

פתרו את יחס הנסיגה וקבלו ביטוי מפורש עבור  .ב
na. 

חשבו את  . ג
2a   מנוסחת הרקורסיה ומהביטוי המפורש, ובדקו שהתקבל

 אותו ערך. 

 

 1המתחילים בקודקוד  ,n  כמה טיולים באורך (15
 ? הבא ףיש בגר 1ומסתיימים בקודקוד 

2nעבור   :לדוגמה ,1יש שני טיולים כאלה והם   =  . 1,6,1-ו 2,1

4nעבור   :לדוגמה  טיולים כאלה והם יש שישה  =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,2,1,6,1 , 1,6,1, 2,1 , 1,6,1,6,1 , 1,6,5,6,1 , 1,2,1,2,1 . 1,2,3,2,1  

 

) ,4טבעית של א חזקה הו nנתון כי   (16 ) 216
4

n
f n f n

 
= + 

 
)וכן    )1 3f =. 

 יטת הצבה חוזרת.בשפתרו 
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