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 מבוא לתורת הקבוצות 

 שאלות 

 :האם הן נכונות ואת הטענות הבאות במילים ובדקרשמו  (1

:2 . א ( ) 0x y x y  +  

:2 .ב ( ) 0x y x y  +  

: . ג
4

y
x y z xz   = 

,0 .ד 0 ,
2

x y
x y xy

+
     

,3 .ה 6n k n n k  − = (k ו-n .)טבעיים 

 . 0הערה: בסעיף זה הטבעיים כוללים את 
 

 כל אחת מהטענות הבאות בסימנים לוגיים:רשמו  (2

2פתרון אי־השוויון  . א 4x ,  2הואx    2אוx  −. 

2אי השוויון  .ב 4 0x + ,  מתקיים לכלx. 

3n, המספר nלכל מספר טבעי  . ג n− 6-מתחלק ב . 

|,  xעבור כל מספר  .ד | 1x   1אם ורק אם 1x−   . 

 

 ,קטעים רשמו במפורש את הקבוצות הבאות על ידי צומדיים או באמצעות (3
 : ואת מספר איברי הקבוצה

 . א 2| 16A x x=   

 .ב 2| 16B x x=   

 . ג 2| 16C x x=   

 .ד | ( 4)( 1) 0D x x x=  + −  

 .ה 3 2| 2 0E x x x x=  + − = 

 .ו || | 4F x x=   

 

 את הקבוצות הבאות על ידי פירוט כל איבריהן או על ידי רישומן בצורה:הגדירו  (4
}x   מקיים תכונה מסוימת{ |xA= 

 .זוגיים־קבוצת המספרים השלמים החיוביים האי . א

 . 20-ל 10קבוצת המספרים הראשוניים בין  .ב

 .4קבוצת הנקודות במישור הנמצאות על מעגל שמרכזו בראשית ורדיוסו  . ג

 .1, 2, 3, 4קבוצת ריבועי המספרים  .ד
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 אילו מן הקבוצות הבאות שוות זו לזו:ציינו  (5

 . א 11,13,17,19A= 

10|מספר ראשוני  x} .ב 20,{x xB  = 

 . ג 11,11,17,13,19C = 

 .ד | 4 ,D x x k k= =  

|שלם זוגי m} .ה 2 ,{x x mE == 

 

נתונה הקבוצה הבאה  (6 1,2,{2},{2,5},4,{2,4}A =. 

 מי מבין הטענות הבאות נכונה:

5 . א A 2 .ב A {2} . ג A 

{2} .ד A ה.  {2} A ו. A  

A .ז  ח.  2,{2} A ט .  2, 4 A 

{2,4} .י A יא .  {2, 4} A {2,5} .יב A 

{2,5} . יג A 1} .יד, 4} A  

 

 , המקיימות:B-ו Aשתי קבוצות,  מצאו  (7

A . א B 

A .ב B 

 

 נתונות הקבוצות הבאות:  (8

 {3,4,5,6,7,8,9} , 4,6,8,10 , {3,5,7,9} , {6,7,8} , {7,8}A B C D E= = = = = 

 : Xאיזה מבין הקבוצות לעיל יכולה להיות הקבוצה קבעו 

X . א A  וגםX D. 

X .ב D  וגםX C. 

X . ג E  וגםX  A. 

 

A הוכיחו: (9 B B C A C    . 

  

1
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 נתונות הקבוצות הבאות:  (10

 {3, 4,5,6,7,8,9} , 4,6,8,10 , {3,5,7,9} , {6,7,8}A B C D= = = =. 

 את: רשמו 

A . א B 

A .ב B 

) . ג )A B C  

) .ד ) ( )B C B D   

) .ה ) ( )B C B D   

 

 נתונות הקבוצות הבאות:  (11

[1,4) , ( 2,1) , { | 0 4} , { | 2 0}xA B C x x D x= = − =    =  = 
 את: רשמו 

A . א B 

A .ב B 

) . ג )A B C  

) .ד ) ( )B C B D   

) .ה ) ( )B C B D   

 

 קבוצות:  3נתונות  (12

 {4,5,6,7,8} , 5,6,7,8,9 , {4,5,6,10}A B C= = = 

)את חשבו  . א )A B C− −. 

)את חשבו  .ב )A B C− −. 

 

 נתון: (13 11,12,13,14,15,16,17,18 , {12,15,18} , {13,15,17}U A B= = = . 

)את כלל דה מורגן  ימוהדג )
c c cA B A B = . 

 

) את כלל דה מורגן הראשון וחיהוכ (14 )
c c cA B A B = . 

 

 , של הקבוצות הבאות: -את הקבוצה המשלימה, ביחס למצאו   (15

,1] . א )A =  

) .ב ,1) (4, )B = −   

 . ג 2| 5 4 0C x x x=  − +  

 .ד || 1 | 2 4D x x x=  −    
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 באמצעות דיאגרמת ון את הקבוצות הבאות:  וגיהצ (16

A . א B ב. A B 

cA .ד cA . ג B 

cA .ה B ו. cA B 

cA .ז B ח. ( )c c cA B A B =  

) . ט )c c cA B A B =   

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (17

\כי   וחיהוכ . א CA B A B= . 
 זאת גם בעזרת דיאגרמת ון.  והרא

)נסמן:   .ב ) ( ) ( )\ , \ \X C A B Y C A C B=  = . 

Xכי  וחיהוכ Y=. 

)נסמן:   . ג ) ( ) ( )\ , \ \X A B C Y A B A C=  = . 

Xכי  וחיהוכ Y=. 

 

,תהיינה  (18 ,X Y Z .קבוצות כלשהן 

)א':   הענט ) ( ) ( )\ \ \X Y Z X Y Y Z Z X  =  . 

)ב': ה ענט )( ) ( )
C C C CX Y Z X Y Z  =  . 

)ג':   הענט ) ( )\ \ \ \X Y Z X Y Z=. 

,נכונה לכל בחירה של   הענאיזו ט ,X Y Z? 

 

כי אם הנקודה  וחיהוכ (19
1x   שייכת לסביבת   של הנקודה

0x, 

של   אז קיימת סביבת 
1x  שמוכלת בסביבת  של הנקודה

0x. 

 

 שלכל שתי נקודות שונות קיימות סביבות זרות.  וחיהוכ (20

 

כי אם  וחיהוכ (21
0x  לא שייכת לקטע הסגור[ , ]a b,  אז קיימת סביבה 

של הנקודה 
0x   אשר לא מכילה שום נקודה מהקטע[ , ]a b. 

 

0כי אם  וחיהוכ (22 0| | , | |x x y y −  −  אז ,( )0 0 0 0| | | | | |xy x y x y −  + +. 
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 תשובות סופיות 

)2מתקיים   yולכל  xלכל א.  (1 ) 0x y+ . אינה נכונה. ענו הט 

)2-כך ש ,y קיים xלכל  ב.  ) 0x y+ . אינה נכונה.ענו הט 

 -כך ש zקיים   yולכל  xלכל ג. 
4

y
xz  אינה נכונה.ענו הט .=

חיובי מתקיים   yחיובי ולכל  xלכל  ד. 
2

x y
xy

+
. נכונה.ענו הט 

3nטבעי המספר   nלכל ה.  n−  נכונה.ענו הט .6-מתחלק ב 

2א.  (2 4 2 2x x x     :2ב.   − 4 0x x +  

:3ג.  6n k n n k  − :ד.    = | | 1 1 1x x x   −   

)א.  (3 4, 4)A =  , בקבוצה אינסוף איברים.−

  ב. 3, 2, 1,0,1, 2,3B = − −  איברים. 7בקבוצה  ,−

ג.  1, 2,3C ד.   איברים. 3, בקבוצה = 3, 2, 1,0D = − −  איברים. 4בקבוצה , −

 ה. 0,1E  .איברים 2בקבוצה , =

ו.  4, 3, 2, 1,0,1, 2,3, 4F = − − −  איברים. 9בקבוצה  , −

א.  (4 | 2 1,A x x n n= = −      .ב 11,13,17,19B = 

ג.  2 2 2( , ) | 4 , ,C x y x y x y= + =   .ד   1,4,9,16D = 

 שוות זו לזו. E-ו Dשוות זו לזו, והקבוצות  C-ו A  ,Bהקבוצות   (5

 נכון. ה. נכון. ד.   נכון. ג. נכון. ב.  נכון. לא א.  (6

 י. נכון.  ט. נכון. ח. נכון.  ז. נכון.  ו. לא נכון.   

 יד. לא נכון. יג. נכון. יב. לא נכון. יא. לא נכון. 

7)  {1,2} {1,2},1, 2A B= = 

A,א.  (8 C    .ב,E D  .לא קיימת קבוצה כזאת. ג 

 וכחה.השאלת  (9

10) 1) {3,4,5,6,7,8,910}A B = ,2) {4,6,8}A B =  ,( )3) {3,5,7,9}A B C  = 

4)( ) ( ) {4,6,7,8,10}B C B D   = ,5)( ) ( ) {6,8}B C B D   =   

11) 1) ( 2,4)A B = − ,2)A B  =  ,( )3) (0,4)A B C  = , 

4)( ) ( ) ( 2,1)B C B D   = − ,5)( ) ( ) [0,1)B C B D   =   

1
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 {4,5,6}  ב.  א.  (12

 ללא פתרון.  (13

 וכחה.השאלת  (14

)א.  (15 ,1)CA = −    .[1,4]בCB CC[1,4]ג.   = = 

)ד.   ,1] [3,4]CD = −  

 ראו בסרטון. (16

 שאלת הוכחה. (17

 ב.ענו ט (18

 שאלת הוכחה. (19

 שאלת הוכחה. (20

 שאלת הוכחה. (21

 שאלת הוכחה. (22

1
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 רציונליים- איהמספרים ה

 שאלות 

 שהמספר זוגי.הוכיחו  ידוע כי מספר טבעי בריבוע הוא זוגי.א.       (1

 רציונלי.-הוא מספר אי 2  כיהוכיחו ב.      

 

 .3-שהמספר מתחלק בהוכיחו . 3-ידוע כי מספר בריבוע מתחלק בא.       (2

 רציונלי.-הוא מספר אי 3  כיהוכיחו ב.      

 

 שהמספר זוגי. הוכיחו ידוע כי מספר בשלישית הוא זוגי. א.       (3

3  כיהוכיחו ב.        רציונלי.-הוא מספר אי 2

 

אינו ריבוע של  טבעי ש n-רציונלי )בהנחה ש-הוא מספר אי  n  כיהוכיחו  (4
 מספר(. 

 

 :יכואו הפרהוכיחו  (5

 רציונלי. -רציונליים היא מספר אי -מכפלת מספרים אי . א

 רציונלי.-רציונליים הוא מספר אי-סכום מספרים אי .ב

 רציונלי. -א מספר איירציונליים ה-מנה של שני מספרים אי  . ג

 רציונלי. -רציונלי הוא מספר אי- איסכום של מספר רציונלי ומספר  .ד

 

3  כיהוכיחו א.       (6  רציונלי.-הוא מספר אי +2

2  כיהוכיחו ב.       3 5+  רציונלי.-הוא מספר אי +

3  כיהוכיחו ג.       2  י.רציונל-מספר אי הוא +3
 

a,מספר ראשוני ויהיו   p  יהיא.       (7 k יםמספרים טבעי. 

|  כיהוכיחו            kp a   |p a. 

kn:  אם וח יהוכב.       N,  אזk n רציונלי-הוא מספר אי  ( ), ,n k N . 

 

b| נסמן bמתחלק במספר   aהערת סימון: אם מספר                  a , 

 ". aמחלק את   bגם " נאמרו                                       

 

 GooL.co.il  תשובות לכל שאלות ההוכחה מופיעות באתר
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 קבוצות חסומות וקבוצות לא חסומות 

 שאלות 

נתונה הקבוצה  (1
1n

A n
n

 − 
=  
 

. 

 האם הקבוצה חסומה. בדקו  . א

 ,את האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 

 

נתונה הקבוצה  (2
4

1

2 1
A n

n n

 
=  

+ + 
. 

 הקבוצה חסומה. האם בדקו  . א

 ,את האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 

 

נתונה הקבוצה  (3
4 2

4 2

3

2 2 8

n n
A n

n n

 + + 
=  

+ +  
. 

 האם הקבוצה חסומה. בדקו  . א

 ,את האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 

 

נתונה הקבוצה  (4
[ ]

, 0
cn

A n c
n

 
=    
 

. 

supאת מצאו שהקבוצה חסומה מלמעלה והוכיחו  . א A. 

infאת  מצאו שהקבוצה חסומה מלמטה והוכיחו  .ב A. 

 

נתונה הקבוצה  (5 5 4|A n n n= − + . 

 האם הקבוצה חסומה. בדקו  . א

האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה את מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 
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נתונה הקבוצה  (6 11 4 |nA n= − . 

 האם הקבוצה חסומה. בדקו  . א

 ,את האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 

 

נתונה הקבוצה  (7
4 1

|
5

n
A n

n

− 
=  
 

. 

 האם הקבוצה חסומה. בדקו  . א

 ,את האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימום של הקבוצה מצאו   .ב
 במידה והם קיימים. 

 

צות הקבו ום שלמאת האינפימום, הסופרמום, המינימום והמקסימצאו   (8
 : במידה והם קיימיםהבאות, 

 . א
2

1
( 1) |nA n

n

 
= − +  
 

 

 .ב | | 1| 1B x x=  −  

 . ג
2

2

4
0

( 2)

x
C x

x

 − 
=   

−  
 

 .ד
1

| 1 sin ,
4 2

n n
D x x n

n

+ 
=  = +  

+ 
 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (9

 .S  נתונה קבוצה של מספרים ממשיים . א
 שאם קיים לקבוצה חסם עליון אז הוא יחיד. הוכיחו 

 שלקבוצה הריקה אין חסם עליון. הוכיחו  .ב

 

 את הטענות הבאות: הוכיחו  (10

0אז לכל מספר ממשי  ,Aהוא הסופרמום של הקבוצה  אם  . א , 
xקיים איבר  A, ש ךכ -x  −  . 

0אז לכל מספר ממשי  ,Aהוא האינפימום של הקבוצה  אם  .ב , 

xקיים איבר  A, ש ךכ -x    +. 
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 את הטענות הבאות: הוכיחו  (11

 .מספר ממשי בין כל שני מספרים ממשיים קיים  . א
 )משפט הצפיפות של הממשיים( 

)עבור קטעים מהטיפוס  .ב , ),[ , ), ( , )a b a b b−,  .לא קיים מקסימום 

]עבור קטעים מהטיפוס  . ג , ), ( , ), ( , )a a  − ,  .לא קיים מקסימום 

)עבור קטעים מהטיפוס  .ד , ),[ , ), ( , )a b a b b− הקצה הימני של הקטע , 
 הוא החסם העליון. 

 , יש חסם עליון S-היא קבוצה בעלת מקסימום, אז ל S אם .ה
maxומתקיים  supS S=. 

 

 .x ויהי , קבוצה לא ריקה של- תת A תהי (12

)י: ל ידע A-ל xנגדיר את המרחק בין  )  , inf |d x A x a a A= − . 

)כי  הראו  , A הוא החסם העליון של אם  ), 0d A =. 

 

 הטבעיים אינה חסומה מלמעלה.שקבוצת המספרים הוכיחו  (13

 

 אשר חסומה מלמעלה  ,שקיימת קבוצה של מספרים רציונלייםהוכיחו  (14
 אך אין לה סופרמום רציונלי. 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (15

 קבוצה של מספרים ממשיים החסומה מלמטה.  K-נניח ש . א

נתבונן בקבוצה  |K x x K− = − . 

 חסומה מלמעלה. −Kשהקבוצה הוכיחו 

 , החסומה מלמטה  ,ריקה של מספרים ממשיים-שלכל קבוצה לא הוכיחו  .ב
 קיים חסם תחתון. 

 

 קבוצה חסומה מלעיל של מספרים ממשיים. T תהי (16

 .T קבוצה חלקית לא ריקה של S תהי
 כי: הוכיחו 

 .supT יש חסם עליון T- ל . א

supיש חסם עליון  S- ל .ב S. 

sup . ג supS T. 

maxבעלות מקסימום, אז  T-ו S אם .ד maxS T. 
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 שתי קבוצות לא ריקות, חסומות מלעיל, של מספרים ממשיים.  B-ו Aיהיו  (17

xנניח כי לכל   . א A  קייםy B, כך ש -x y. 

supכי  הוכיחו  supA B. 

sup-מר שוהאם יהיה נכון ל supA B? 

yנתון כי לכל   ,נניח שבנוסף לנתון בסעיף א' .ב B  קייםx A ,כך ש-y x. 

supכי  הוכיחו  supA B=. 

 

 , הן שתי קבוצות לא ריקות וחסומות של מספרים ממשיים B-ו A-נניח ש (18
sup  -כך ש infA B=. 

0שלכל מספר  הוכיחו  , קיים מספר x ב-A ,ומספר y  ב-B, כך ש-

x y+ . 

 

 , הן שתי קבוצות לא ריקות וחסומות של מספרים ממשיים B-ו A-שנניח  (19
sup  -כך ש infA B. 

0נניח שלכל מספר     קיים מספרx ב-A ,ומספר  y ב-B ,כך ש-x y+ . 

supכי  הוכיחו  infA B=. 

 

 , שאין לה מקסימום , קבוצה לא ריקה של מספרים ממשיים A-נניח ש (20
supxנניח כי  ו A. 

sup-ל x שנמצאים בין ,Aשיש לפחות שני איברים בקבוצה הוכיחו  A . 

 

 מספרים ממשיים. קבוצה לא ריקה וחסומה מלעיל של  S תהי (21
0c כי אםהוכיחו  , ל אז-c S  ומתקיים  חסם עליון, ישsup( ) supc S c S = . 

 

 קבוצות לא ריקות וחסומות מלעיל של מספרים ממשיים. T-ו Sיהיו  (22
Sכי הקבוצה הוכיחו  T+ היא בעלת חסם עליון ומתקיים: 

sup( ) sup supS T S T+ = +. 

 

 קבוצות לא ריקות וחסומות מלעיל של מספרים ממשיים. T-ו Sיהיו  (23

Sכי הקבוצה הוכיחו  . א T  .היא בעלת חסם עליון 

כי  הוכיחו  .ב sup( ) max sup ,supS T S T =. 

 

,תהיינה  (24 ,U T S  ריקות וחסומות מלעיל של מספרים ממשיים. -קבוצות לא 

sנניח כי לכל   S  ולכלt T   קייםu U,  :המקיים את התנאיu s t +. 
supכי  הוכיחו  sup supU T S +. 
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 את הטענות הבאות: הוכיחו  (25

 הן שתי קבוצות לא ריקות של מספרים ממשיים,  T-ו Sאם  . א
 ,T  אינו גדול משום איבר של S  כך שכל איבר של

supאז קיימים   , infS T,  :ומתקייםsup infS T. 

infמתקיים:   Sריקה וחסומה -לכל קבוצה לא .ב supS S. 
 תנאים? ? באילו ביניהן שוויוןהאם ייתכן 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (26

 את משפט ארכימדס.הוכיחו ו ונסח . א

 את תכונת ארכימדס.הוכיחו ו ונסח .ב

0שלכל מספר ממשי הוכיחו  . ג  קיים מספר טבעי n ,כך ש-  
1

0
n

 . 

,שלכל שני מספרים ממשיים  הוכיחו  .ד ,  המקיימים ,  קיים

- כך ש, nמספר טבעי  
1

n
   +   וגם

1

n
   − . 

 

 .A של חסם מלעיל ויהי   קבוצה לא ריקה של- תת A תהי (27

קיים   nנניח שלכל 
na A,  כך ש-

1
na

n
 − . 

 .A הסופרמום שלהוא   כי  הוכיחו 

 

1m-כך ש ,m יחידמספר שלם  קיים cממשי  מס' שלכלהוכיחו  (28 c m  +. 
]ומסמנים  ,c קוראים הערך השלם של m למספר ]m c=. 

 

שני מספרים ממשיים המקיימים  b-ו a יהיו (29
1

a b
n

− , לכל מספר טבעי n . 

aכי  הוכיחו  b=. 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (30

טבעי נגדיר   n לכל . א ),nI n=  . 

1nכי  הוכיחו  nI 

= =. 

טבעי נגדיר   nלכל  .ב
1

,nJ
n

 
= − 
 

 . 

1nכי  הוכיחו  nJ 

= . 
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 על הסעיפים הבאים: וענ (31

]טבעי נגדיר   nלכל  . א , ]n n nI a b= . 

נניח כי  
1n nI I+  לכל n. 

1nכי  הוכיחו  nI 

= . 

טבעי נגדיר   nלכל  .ב
1

0,nI
n

 
=  
 

 . 

1nכי  הוכיחו  nI 

= =. 

בסעיף ב' התקיים כי  . ג
1n nI I+  לכל n ,  1וכןn nI 

= =. 

 האם תוצאת סעיף ב' סותרת את תוצאת סעיף א'?
 

טבעי נגדיר   nלכל  (32
1 1

,nI
n n

 
= − 
 

 . 

כי  הוכיחו  1 0n nI

= =. 
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 תשובות סופיות 

minב.   הקבוצה חסומה. א.  (1 inf 0, sup 1A A A= = = 

ב.   הקבוצה חסומה. א.  (2
1

max sup , inf 0
4

A A A= = = 

ב.   הקבוצה חסומה. א.  (3
5 1

min inf , sup
12 2

A A A= = = 

supב.   הקבוצה חסומה. א.  (4 , inf [ ]A c A c= = 

minב.           .4א. הקבוצה לא חסומה מלמעלה וחסומה מלמטה על ידי  (5 4A= 

 . הקבוצה לא חסומה מלמטה. 7על ידי  מלמעלההקבוצה חסומה א.  (6

maxב.   7A= 

הקבוצה חסומה מלמעלה על ידיא.  (7
4

5
חסומה מלמטה על ידי, ו

3

5
; 

ב.     לכן, הקבוצה חסומה. 
4 3

sup , min
5 5

A A= = 

א.  (8
5

max , inf 1
4

A A= = minב.    − 0, max 2B B= = 

min ג. 2, sup 2C C= − infד.    = 0, sup 2D D= = 

 

 

 

 .חההן שאלות הוכ 32-9שאלות 
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 קבוצה צפופה 

 שאלות 

 שקבוצת הממשיים צפופה בקבוצת הממשיים.הוכיחו  (1

 

 שקבוצת הרציונליים צפופה בקבוצת הממשיים. הוכיחו  (2

 

 רציונליים צפופה בקבוצת הממשיים. -שקבוצת האיהוכיחו  (3

 

שהקבוצה הוכיחו  (4 10 |A q q=  צפופה ב-. 

 

שהקבוצה הוכיחו  (5 | ,A m n m n= −  צפופה ב-. 

 

 כך:גם קבוצה צפופה בממשיים  אפשר להגדיר (6

 ,(-היא צפופה )ב  של  S  קבוצה-תת 

0ולכל  xאם לכל     קייםs S, כך ש-  | |s x −  . 

 ,התכונהמקיימת את   קבוצה של-תת S שאםהוכיחו 

a,שלכל  b R  קייםs S, כך ש-a s b , אז S צפופה ב-. 

 

שהקבוצה הוכיחו  (7 10 0|A q q=   צפופה ב- 0,1. 

 

)קבוצה של מספרים ממשיים, הצפופה בקטע   Aתהי  (8 )1,. 

|שהקבוצה הוכיחו  ,
a

B a A n
n

 
=   
 

)צפופה בקטע    )0,1. 

 

קבוצה של מספרים ממשיים, הצפופה בקטע   Aתהי  (9 0,1. 

שהקבוצה הוכיחו  | ,B na a A n=     צפופה בקטע )0,. 

 

 ,4שלא מופיעה בהם הספרה  שקבוצת כל השברים העשרוניים הסופיים וחיהוכ (10

אינה צפופה בקטע  0,1I = . 
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)קבוצה של מספרים ממשיים, המוכלת בקטע   Aתהי  (11 )1, .וצפופה בו 

שהקבוצה הוכיחו 
( )2

: ,
1

a
C a A n

n a

  
=   

+  
אינה צפופה בקטע    0,1. 

 

של מספרים ממשיים, המוכלת בקטע  קבוצה  Aתהי  (12 0,1. 

שהקבוצה הוכיחו 
2

1
| ,

a
C a A n

n

+ 
=   
 

אינה צפופה בקטע    0,1. 
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 הערך השלם 

 שאלות 

 את המשוואות הבאות: פתרו  (1

 . א 4 10x + = 

 .ב 4 10x + = − 

 . ג 
2

4 100x + = 

22 .ד 1 9x + =  

2 .ה 1 2x x + − = −  

2 .ו 5ln 0.5xx x e x − + − =  

 

את המשוואה  פתרו  (2 4 2 1x x+ = +. 

 

216את המשוואה  פתרו  (3 7 8 6x x + = + . 

 

2את המשוואה  פתרו  (4 4 2 6x x x + + = + . 

 

 את המשוואות הבאות: פתרו  (5

4 . א 4 4x x x − +  = +  

1 .ב 1x x x + − −  =  

 

את המשוואה  פתרו  (6 4 1 10x + + = . 

 

שלם מתקיים  m- ממשי ו xהוכיחו כי לכל  (7   x m x m+ = +. 

 

 השוויונים הבאים: -את אי פתרו  (8

 . א 4 10x +  

 .ב 4 10x +  − 

 . ג 
2

4 100x +  

 .ד 4 10x +  
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 השוויונים הבאים: -את אי פתרו  (9

 . א   
2

5 6 0x x− +  

 .ב        1 2 10 3 2 2.44x x x x− − + +  + + 

 

 ממשיים מתקיים: y-ו xהוכיחו כי לכל  (10

] . א ] [ ] [ ] [ ] [ ] 1x y x y x y+  +  + + 

] .ב ] [ ]x y x y    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

6א.  (1 7x     .14ב 13x−   ג.  − )  )6,7 14, 13 − 

)ד.   )4.5, 2 2, 4.5 − − 
 

1ה.     0x−     .ו 

2) 2.5, 3x = 

3) 
1 1 3

, ,
8 4 8

x = 

4) 1, 2x = − 

0xא.  (5 ,2ב.     = 0, 2x = − 

6) 5 6x  

 שאלת הוכחה. (7

6xא.  (8      .14בx  14ג.   − 6x−      .7דx  

2א.  (9 4x     .1ב or 5x x  

 שאלת הוכחה. (10

1
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 סימן הסכימה 

 שאלות 

 בפירוט את הסכומים הבאים: בוכת (1

 . א
10

0

4n

n=

 ב. 
4

1

2
k

k
=

 ג . 
10

4

n

n

na
=

 

 .ד
11

2

7

4 i

i

i a
=

 ה. 
8

1

t

t

tx
=

 ו. 
10

1

4

k

k

na +

=

 

 .ז
10

1

4
k

n
=

 ח. ( )
3

2

1

1
k

k
=−

+ ט . ( )
3

2

2

1

4x
=

− − 

 

 את הסכומים הבאים בעזרת סימן הסכימה:  בוכת (2

1 . א 2 4 8 16 32 64 128+ + + + + + + 

2 .ב 4 6 8 10 12 14 16 18 20+ + + + + + + + + 

1 . ג 3 5 7 9 11 13 15 17 19+ + + + + + + + + 

1 .ד 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 +  +  +  +  +  +  

1 .ה 2 3 4 5 6 ... 43 44 +  +  + +  

3 .ו 2 6 3 9 4 12 5 15 6 18 7 21 8 +  +  +  +  +  +  

2 .ז 2 25 7 ... 27+ + + 

 .ח
1 1 1 1

....
1 2 2 3 3 4 10 11

+ + + +
   

 

 . ט
2 6 10 14 18

3 9 27 81 243
+ + + + 

 .י
8 12 16 20

4
5 25 125 625

+ + + + 

 

 : את הסכומים הבאים וחשב (3

 . א
10

1

4
k

k
=

 ב. ( )
10

2

1

2 4
k

k k
=

+ ג . 
24

10

( 1)
k

k k
=

− 

 .ד
324

10 1k

k k

k=

−

+
 ה. 

10

4

( 2)( 2)
k

k k
=

− + ו. ( )
10

2

1

2 1 ( 2)
k

k k
=

+ − 

 : (' אינדוקציהנושא 'בפרק זה תחת ה  )שמוכחותלהיעזר בנוסחאות הבאות    ו * תוכל

 
2

2 3

1 1 1

( 1) ( 1)(2 1) ( 1)
, ,

2 6 2

n n n

k k k

n n n n n n n
k k k

= = =

+ + + + 
= = =  

 
   

1
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 : את הסכומים הבאים וחשב (4

 . א
20

1

5 4 8

2

k k

k
k=

 +
 ב. 

211

1

2 4 10

0.4

k k

k
k

+

=

 +
 ג . 

20
2 10

10

2 k

k

+

=

 

להיעזר בנוסחה הבאה:   ו* תוכל 
( )

1

1
( 1)

1

n
n

k

k

a a
a a

a=

−
= 

−
. 

 

 : את הסכומים הבאים וחשב (5

2 . א 2 2 21 2 3 ... 20+ + + + 

2 .ב 2 2 24 5 6 ... 24+ + + + 

2 . ג 2 2 22 4 6 ... 22+ + + + 

2 .ד 2 2 21 3 5 ... 17+ + + + 

 

 כי:  וחיהוכ (6

 . א
2 4 2 61

1 0

2 2

2 3

k kn n

k kk k

+ +−

= =

=
+ +

  

 .ב
2 2 83 1

4 8

4 17 2 4 1 2

1 3

k kn n

k k

k k

k k

−− +

= =

+ + + +
=

+ −
  

 

 : את הסכומים הבאים ללא פיצול הסכום וחשב (7

 . א
11

2

4

k ב. 
20

2

10

4 k 

  

1
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 תשובות סופיות 

0א.  (1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 104 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4+ + + + + + + + + + 

2ב.   1 2 2 2 3 2 4 +  +  +  

4ג.  5 6 7 8 9 104 4 4 4 4 4 4a a a a a a a+ + + + + + 

2ד.   2 2 2 2 2

7 8 9 10 11 74 7 4 8 4 9 4 10 4 11 4 7a a a a a a +  +  +  +  +  

1ה.  2 3 4 5 6 7 81 2 3 4 5 6 7 8x x x x x x x x+ + + + + + + 

5ו.  6 7 8 9 10 11na na na na na na na+ + + + + + 

4ז.  4 4 4 4 4 4 4 4 4n n n n n n n n n n+ + + + + + + + + 

)ח.  )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 21 1 0 1 1 1 2 1 3 1− + + + + + + + + + 

)ט.  ) ( ) ( )2 2 2

2 4 61 4 2 4 3 4x x x− − + − − + − − 

א.  (2
7

0

2k

k=

    .ב
10

1

2
k

k
=

   .ג( )
9

0

2 1
k

k
=

+    .ד( )
7

1

1
k

k k
=

+ 

)ה.  )
22

1

2 1 2
k

k k
=

−   .ו( )
7

1

3 1
k

k k
=

+  .ז( )
14

2

3

2 1
n

n
=

− 

ח. 
( )

10

1

1

1n n n= +
    .ט

5

1

4 2

3k
k

k

=

−
   .י

4

1
1

4

5k
k

k
−

=

 

 4360ג.   1650ב.    220א.  (3
 4545ו.    28ה.    4360ד. 

)א.  (4 ) ( )21 204
5 2 2 4 1

3
 − + ב.   −

( ) ( )11 1110 10 1 25 25 1
32

10 1 25 1

− −
 +

− −
 

ג. 
( ) ( )20 9

10
4 4 1 4 4 1

2
4 1 4 1

 − −
 −

− −  

 

 969ד.  2024ג.   4886ב.    2870א.  (5

 הוכחה.שאלת  (6

א.  (7
( )( ) ( )8 8 1 2 8 1 8 8 1

6 9 8
6 2

+  + +
+  +     .ב

( )11

18
16 16 1

4
16 1

−


−
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 אינדוקציה

 שאלות 

4כי   באינדוקציההוכיחו  (1 10 14 19n n +  לכל  9-מתחלק בn טבעי. 

 

באינדוקציה כי  הוכיחו  (2
1

1
sin sin

2 2sin

sin
2

n

k

n n
x x

kx
x

=

+


=( ), ,k n x  . 

22n הטבעי הקטן ביותר עבורו מתקיים  n-את ה   ומצא (3 n, 
 השוויון הנ"ל. -טבעי החל ממנו מתקיים אי  nבאינדוקציה שעבור כל  הוכיחו ו

 
 את הסעיפים הבאים: הוכיחו  (4

1)כי  באינדוקציה הוכיחו  . א ) 1nx nx+  1xולכל  טבעי n לכל , +   ממשי.  −

 נקרא אי שוויון ברנולי.  הנ"לאי השוויון הערה: 
 

כי  הוכיחו  .ב
1

1 1
1 1

1

n n

n n

+

   
+  +   

+   
 טבעי. nלכל   ,

 בתוצאת סעיף א'. ורמז: היעזר
 

כי  באינדוקציה הוכיחו  (5
1

(1 )
1

nx
xn

− 
+

0לכל   1,x n  . 

 

כי  באינדוקציה הוכיחו  (6
1

!
2

n
n

n
+ 

  
 

 .nלכל  

  שוויון ברנולי.-במהלך הפתרון באי  ורמז: היעזר
 

נתון כי   (7
1 12 , 2n na a a+ = + = . 

 טבעי מתקיים:  nבאינדוקציה שלכל הוכיחו 

2na . א  

1n .ב na a + 
 מהי סדרה רקורסיביות.  ו תרגיל זה  מיועד רק למי שלמד  הערה:

 

 ,טבעי nבאינדוקציה שלכל הוכיחו  (8

2אם  1 1 22 2 , 1, 0n n na a a a a+ += − + = − =, 

2אז  2na n n= −. 
 מהי סדרה רקורסיבית.  ו תרגיל זה  מיועד רק למי שלמד  הערה:

1
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 ,טבעי n באינדוקציה שלכלהוכיחו  (9

אם 
1 1 1 22 3 , 1, 1n n na a a a a+ −= + = =, 

אז 
1 1

3 ( 1)
6 2

n n

na =  − −. 

 מהי סדרה רקורסיביות. ושלמדרק למי מיועד  תרגיל זה  הערה:
 

4כי  באינדוקציה הוכיחו  (10 1n  .זוגי טבעי nלכל  ,15-מתחלק ב −

 

כי  באינדוקציה הוכיחו  (11
0 0 0 0

0 0

n

na a

   
=   

   
 ( ),n a  . 

 מטריצות )אלגברה לינארית(.כפל  ושלמדרק למי  מיועדתרגיל זה  הערה:
 

 : תרגילים נוספים באינדוקציה תמצאו תחת הנושא "אי שוויונים מפורסמים"  הערה

 סעיף ו'. 3ובשאלה   1בשאלה  ,בפרק זה            

 

 

 

 

 GooL.co.ilתשובות לכל שאלות ההוכחה מופיעות באתר  
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 אי שוויונים מפורסמים 

 שאלות 

 על הסעיפים הבאים: וענ (1

x,שלכל שני מספרים ממשיים   וחיהוכ . א y   1המקיימים, 1x y , 

1xמתקיים  y xy+  +. 

2nבאינדוקציה שלכל  וחיהוכ .ב  :טבעי 

אם 
1 2 1na a a   אז  ,=

1 2 ... na a a n+ + +  ( ). 0 ia  

 

 .אי שוויון הממוצעיםאת  וחיוהוכ ונסח (2

 

a,שלכל  וחיהוכ (3 b  מתקיים : 

a . א b a b+   ( אי שוויון המשולש) +

a .ב b a b−  + 

a, . ג b b a a b a b−  − −  − 

a .ד b a b−  − 

a .ה b a b+  − 

1 .ו 2 1 2... ...n na a a a a a+ + +  + + + ( )ia  

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (4

 . שוורץ- אי שוויון קושיאת  וחיוהוכ ונסח . א

1כי אם  וחיהוכ .ב .. 1na a+ + 2אז   = 2 2

1 2

1
... na a a

n
+ + + ( ), in a  . 

 

 . תחת הנושא "אינדוקציה"מוכח בפרק זה  אי שוויון ברנוליהערה: 

 . ממנומעניינות  ת נוכיח שם גם כמה מסקנו             

 

 GooL.co.ilתשובות לכל שאלות ההוכחה מופיעות באתר  
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  יוניםואי שופתרון 

 שאלות 

 את אי השוויונים הבאים:  רופת

1) 
2 12 32x x−  − 

 

2) ( 3)( 7) 8 56x x x− −  − 
 

3) 
22 2 24 0x x+ +  

 

4) 
2

1
0

9

x

x

−


−
 

 

5) 
2 1

0
5

x

x

−


−
 

 

6) 

2

2

7 6
0

3 7

x x

x x

− +


− + −
 

 

7) | 2 | 3x +  

 

8) | 6 2 |x x−  

 

9) | 2 3 | 8 | 5 |x x+   − 

 

10) 2 6 | 1| 1 0x x− + −  

 

11) | 2 6 | | 5 | 14 |1 |x x x− + +  − − 

 

12) 3 7x +  

 

13) 
4

2 2
2

x
x
− − 

−
 

 

14) 2 6 3x x x+ −  − 
 

  על פתרון אי שוויונים.זמן הערה: לא מומלץ להתעכב יותר מידי 

1
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 תשובות סופיות 

1) 8x  4 אוx  

2) 11x   7  אוx  

 x כל (3

4) 3x    3או 1x−   

5) 
1

5
2

x   

6) 1 6x   

7) 5 1x−   −  

8) 2 6x   

9) 
1

5 3
2

x−   −  

10) 7x   5 אוx  −   

11) 4x  1 אוx  −   

12) 3 46x−    

13) 0.472x   

 . אין פתרון (14
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 עצרת, המקדם הבינומי, הבינום של ניוטון

 שאלות 

 ללא מחשבון:  חשבו, (1

 . א
4! 7!

0! 10!




 

 .ב
14! 20!

10! 17!




 

 

 את הזהויות הבאות: הוכיחו  (2

)2 . א 2)!( ) !n n n n− − =  

)2 .ב 1)! ! ( 1)!n n n n− + = + 

 . ג
2 21 ( 2) 2

( 1)! ( 2)! ( 1)!

n n

n n n

+ −
= +

− + +
  

 

 חשבו: (3

 . א
5

3

 
 
 

 .ב 
4

1

 
 
 

 . ג 
10

0

 
 
 

 .ד 
14

11

 
 
 

 

 

 את הזהויות הבאות: הוכיחו  (4

1 . א
0

n n

n

   
= =   

   
 .ב 

1

1

n nk

k kn

−   
=   

−   
 . ג 

11

11

n nn

k kk

+   +
=   

++    
 

 

2nבאינדוקציה שלכל הוכיחו  (5   :טבעי מתקיים

1 2 3 1
...

0 1 2 2 2

n n

n

−         
+ + + + =         

−         
  

 

 את פיתוח הבינום בכל אחד מהסעיפים הבאים: רשמו  (6

)4 . א )a b+ 5 .ב( 2)x )3 . ג + 4)x− 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (7

הוכיחו   . א
1

1 1

n n n

k k k

+     
+ =     

+ +     
,לכל   ,0k n k n  . 

 )באינדוקציה( את נוסחת הבינום.הוכיחו ו ונסח .ב
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1nשלכל הוכיחו  (8   :טבעי מתקיים 

... . א 2
0 1 2

n
n n n n

n

       
+ + + + =       

       
 

... .ב ( 1) 0
0 1 2

n
n n n n

n

       
− + − + − =       

       
 

3 . ג 9 ... 3 4
0 1 2

n n
n n n n

n

       
+ + − + =       

       
 

 

את האיבר הרביעי בפיתוח הבינום    ומצא (9
10

21
2

2
a

a

 
+ 

 
. 

 

)בפיתוח של  (10 )
12

3 2a a+,  7ישנו איבר שאחד מגורמיו הואa. 

 את מקום האיבר ואת ערכו.   ומצא
 

בפיתוח של  ,ומצא (11
10

2

1
x

x

 
+ 

 
 את ערכו.חשבו ו, xאיבר שאינו מכיל את   ,

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (12

בפיתוח של  ,ומצא . א

18
3

4

x b

a x

 
+  

 
את המקדם של   ,

1

x
. 

1aאם   ,את סכום כל המקדמים בפיתוחחשבו  .ב b= =. 
 
 

)המקדם של האיבר השלישי בפיתוח הבינום   (13 )na b+,  15הוא . 
 .n  את  ומצא
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 תשובות סופיות 

א.  (1
1

30
ב.    

1001

285
 

 שאלת הוכחה. (2

 364ד.    1ג.   4ב.    10א.  (3

 הוכחה.שאלת  (4

 הוכחה.שאלת  (5

4א.  (6 4 3 2 2 3 4( ) 4 6 4a b a a b a b ab b+ = + + + + 

5ב.   5 4 3 2( 2) 10 40 80 80 32x x x x x x+ = + + + + + 

3ג.  3 2( 4) 12 48 64x x x x− = − + − 

 הוכחה.שאלת  (7

 הוכחה.שאלת  (8

9) 4

15

2
T

a
= 

10) 7

7 924T a= 

11) 9 45T = 

א.  (12
12

6

18564 b

a


 182ב.     

13) 6n = 
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 שדות

 שאלות 

)בכל אחד מהסעיפים הבאים מוגדרות  פעולות חיבור  (1 )  וכפל( )  עלR. 

 , בכל אחד מהסעיפים, אילו מבין אקסיומות השדה מתקיימות. וקבד

 . א
4

2

x y x y

x y xy

 = + +

 =
 

 .ב
2

x y x y

x y xy

 = +

 =
 

 . ג
2

x y y

x y y

 =

 =
 

 

נתונה הקבוצה  (2 2 2 | ,[ ]Q a b a b Q= + . 

 על קבוצה זו נגדיר פעולת חיבור ופעולת כפל באופן הבא: 

     
( ) ( )

( ) ( )

2 2 ( ) ( ) 2

2 2 ( 2 ) ( ) 2

a b c d a c b d

a b c d ac bd ad bc

+ + + = + + +

+  + = + + +
  

]2שהקבוצה  וחיהוכ ]Q, מהווה שדה. ,עם פעולות החיבור והכפל הנ"ל 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (3

 הוא יחיד. 0האיבר  ,שבשדההוכיחו  . א

 הוא יחיד. 1שבשדה, האיבר הוכיחו  .ב

 שבשדה, האיבר הנגדי הוא יחיד. הוכיחו  . ג

 שבשדה, האיבר ההופכי הוא יחיד.הוכיחו  .ד

 

a,יהיו  (4 b ים בשדה. איבר 

0aכי  הוכיחו  . א a a a=  + =. 

0כי  הוכיחו  .ב 0 0a a =  =. 

0כי  הוכיחו  . ג 0 0a b a b =  =  =. 
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 איברים של שדה. b-ו aיהיו  (5
 כי: הוכיחו 

) . א 1) a a−  = − 

) .ב ) ( )a b a b ab− = − = − 

 

 מתקיים חוק הצמצום.  ,שבשדההוכיחו  (6
abכי  הוכיחו כלומר,  cb a c=  ,לכל  ,= ,a b c ,  בשדה( 0)b . 
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חדוא 71071
פרק 2 - הפונקציה הממשית - תכונות בסיסיות ופונקציות נפוצות

תוכן העניינים

1. פונקציה - הגדרה ותכונות בסיסיות  י (ללא ספר)

2. הפונקציה הלינארית  י (ללא ספר)

3. הפונקציה הריבועית  י (ללא ספר)

4. הפונקציה המעריכית  י (ללא ספר)

5. הפונקציה הלוגריתמית  י (ללא ספר)

6. פונקציות מפורסמות נוספות  י (ללא ספר)

7. הזזות שיקופים מתיחות וכיווצים של פונקציה  י (ללא ספר)

8. הפונקציות הטריגונומטריות  י (ללא ספר)

9. הפונקציות הטריגונומטריות ההפוכות  י (ללא ספר)

10. הפונקציות ההיפרבוליות  י (ללא ספר)

11. הצגה פרמטרית של פונקציה  י (ללא ספר)

12. הצגה פולרית של עקום  י (ללא ספר)

31

31



חדוא 71071
פרק 3 - הפונקציה הממשית - תכונות מתקדמות

תוכן העניינים

1. תחום הגדרה של פונקציה י 32

2. הרכבת פונקציות י 34

3. הפונקציה ההפוכה י 37

4. פונקציה זוגית ופונקציה אי זוגית י 41

5. פונקציה מחזורית י 46

6. פונקציה מפוצלת ופונקציה אלמנטרית י 49

7. תרגילים משולבים י 50
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 תחום הגדרה של פונקציה

 שאלות 

 את תחום ההגדרה של הפונקציות הבאות:   ומצא

1) 3 2 4 1y x x x= − − + 2) 
2

1

4
y

x
=

−
 

3) 
2

4 1

1

x
y

x

+
=

+
 4) 

3

1
y

x x
=

−
 

5) 
2

2 2

x
y

x x
=

− −
 6) 4y x= − 

7) 2 2y x x= + − 8) 3 2 1y x x= + − 

9) 
1

1
y

x
=

−
 10) ( )2ln 2y x x= + − 

11) 
1

log
log

y x
x

= + 12) 
2 1x xy e + += 

13) ( )log 4xy x= + 14) ( )tan 10y x= 

15) ( )cot 4y x= 16) ( )arctan 4y x= + 

17) ( )arcsin 4y x= − 18) ( )arccos 1y x= + 
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 תשובות סופיות 

 .xכל  (1

2) 2x   

 .xכל  (3

4) 0,1, 1x  − 

5) 2, 1x  − 

6) 4x  

7) 2 , 1x x −  

 .xכל  (8

9) 1 1x−   

10) 2 , 1x x −  

11) 0 , 1x x  

 .xכל  (12

13) 0 , 1x x  

14) 
20 10

k
x

 
 + 

15) 
4

k
x


 

 .xכל  (16

17) 3 5x  

18) 2 0x−   
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 הרכבת פונקציות

 שאלות 

)נתונות הפונקציות הבאות:   (1 ) ( ) ( )24
 , , 4h x g x x f x x

x
= = = −. 

 רכבות הבאות: ואת הפונקציות המחשבו 

) . א )( )1f g ב. ( )( )( )5h g f ג . ( )( )f g x 

) .ד )( )h f x ה. ( )( )f f x ו. ( )( )h h x 

 

)נתון:  (2 )
2

1

x
f x

x

−
=

−
 . 

)חשבו   )( )f f x   3עבורx = . 

 

)נתון:  (3 ) ( )
3 5

2 7

x x
f x g x

x x

− −
= =

+ −
 . 

)חשבו   )( ) ( )( )f g x g f x+   8עבורx = . 

 

)נתון:  (4 ) ( )2 7 , lnf x x x g x x= − = . 

)חשבו   )( )f g x   2עבורx e= . 

 

)נתון:  (5 ) ( )2 lnxf x e g x x= = . 

)חשבו   )( )f g x   2עבורx = . 

 

)נתון:  (6 ) ( ) 
2

1
0 3 4

,
3 4

0

x x x
f x g xx x x

x x


 + 

= = 
 

 . 

)חשבו   )( ) ( )( ),f g x g f x . 

 

 נתונות הפונקציות:  (7

( )
2

2

4 1

2 1 1

x x
g x

x x x

 − 
= 

− − − 
)-ו  )

2 4 1

1 1

x x
f x

x x

+  −
= 

+  −
. 

)נוסחה עבור ההרכבה   ומצא ) ( )( )z x g f x=. 
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 נתונות הפונקציות:  (8

( )
2

2

4 1

2 1 1

x x
g x

x x x

 − 
= 

− − − 
)-ו     )

2 4 1

1 1

x x
f x

x x

+  −
= 

+  −
. 

)נוסחה עבור ההרכבה ומצא . א ) ( )( )h x f g x=. 

)-ו n- נתון ש .ב )h n . 

 מה ניתן להסיק בוודאות? 

1. 3n  − 

2. 1n  

3.  n לי.זוגי שלי-אי 

 אף תשובה אינה נכונה. .4

 

נתון  (9
2

( )
1

x
f x

x
=

+
. 

את    ןמצא
times

( ) ( ( (...( ( ))))n

n

f x f f f f x=. 
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 תשובות סופיות 

2ג.   4ב.    −3 א. (1 4x ד. −
4

4x − 
  xו. −8xה.  

2) 3 

3) 
69

13
 

4) 10− 

5) 4 

6) ( )( )

2

2

3 2

3 2 0
1 1

3 0
4

1 1
3

4

x x

x x

g f x x
x

x
x

 + 
 −  


= +  

 


   ,( )( )

( )
2

1

3 4
1

3 0 4

3 0

x x

f g x
x x

x x


 + 


= 
 

 


 

7) 

2

2

4 16 12 1.5

4 20 25 1.5 1
( )

3 1 0

2 2 1 0

x x x

x x x
z x

x x

x x x

 + +  −

− − − −   −

= 
− −  

− − − + 

 

א.  (8

2

2

2

3 3

( ) 2 4 3 1

2 4 2 1

x x

h x x x

x x x

 −  −


= − −  

− − + 


3nב.    − 

9) 
2

( )
1

n x
f x

nx
=

+
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 הפונקציה ההפוכה

 שאלות 

את  מצאו  שהפונקציה הנתונה היא חח"ע בתחום הגדרתה והוכיחו  4-1בתרגילים 
 את התמונה של הפונקציה.מצאו הפונקציה ההפוכה לה. בנוסף, 

1) ( )
1

3

x
f x

−
= 2) ( )

1x
f x

x

+
= 

3) ( )
3 2

2

x
f x

x

−
=

−
 4) ( ) ( ) 20 4x f x x = − 

 

 האם הפונקציה היא חח"ע.בדקו , 5-7בתרגילים 
 את התמונה של הפונקציה: מצאו בנוסף, 

5) ( )
1

f x x
x

= + 6) ( ) 2f x x x= − 7) ( ) 21f x x= − 

 

 האם הפונקציה היא חח"ע, בדקו , 10-8בתרגילים 
 הפונקציה ההפוכה ואת התמונה של הפונקציה. את מצאו אם כן, 

8) ( )
1

1
f x

x
=

−
 9) 

2 3

2 1

x
y

x

+
=

−
 10) ( )

3
2 1

2 1

x
f x

x

− 
=  

+ 
 

 

)נתונה  (11 )
2

1

x
f x

x

+
=

−
. 

 האם הפונקציה היא חח"ע? 
 את התמונה של הפונקציה. מצאו  

 

 התמונה ואת תחום ההגדרה, הטווח מצאו  עבור כל אחת מהפונקציות הבאות,   (12
 : האם היא פונקציה על ווקבע

 . א
1

( ) :
3

x
f x f

−
= → 

 .ב
1

( ) : \{0}
x

f x f
x

+
= → 

 . ג
3 2

( ) : \{2} \{3}
2

x
f x f

x

−
= →

−
 

)2 .ד ) 4 :[0, )f x x f= −  → 
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 תמונה. וטווח  תחום הגדרה,מצאו  עבור כל אחת מהפונקציות הבאות   (13
 האם הפונקציה הנתונה היא על. קבעו בנוסף, 

 . א
2

1
( ) :

1
f x f

x
= →

+
 

) .ב 2

1
( ) : 0,1

1
g x f

x
= →

+
 

) . ג 2

1
( ) : (1, ) 0,1

1
h x f

x
=  →

+
 

 

:תהיינה שתי פונקציות   (14 , :f A B g B C→ →, 

h: יתהו A C→  ההרכבה המוגדרת על ידי( ) ( )( )h x g f x=. 

 :הפריכואו הוכיחו 

 חח"ע. hאז  ,חח"ע g-ו f אם . א

 על.  hאז  ,חח"ע g-ו fאם  .ב

 על.  hאז  ,על g-ו fאם  . ג

 חח"ע.  hאז  ,על g-ו fאם  .ד

 חח"ע.  hאז   ,על g-חח"ע ו fאם  .ה

 על. hאז   ,על g-חח"ע ו fאם  .ו

 חח"ע.  hאז   ,חח"ע g- על ו fאם  .ז

 על. hאז   ,חח"ע g- על ו fאם  .ח

 

:תהיינה שתי פונקציות   (15 , :f A B g B C→ →, 

h: יתהו A C→  ההרכבה המוגדרת על ידי( ) ( )( )h x g f x=. 

 על.  hנתון כי  
 :הפריכואו הוכיחו 

 חח"ע.  f . א

 על.            f .ב

 חח"ע.  g . ג

 על. g .ד
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:תהיינה שתי פונקציות   (16 , :f A B g B C→ →, 

h: יתהו A C→  ההרכבה המוגדרת על ידי( ) ( )( )h x g f x=. 

 חח"ע.  hנתון כי  
 :הפריכואו הוכיחו 

 על. g . א

 על.  f .ב

 חח"ע.  g . ג

 חח"ע.  f .ד
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 תשובות סופיות 

1) ( )1 3 1f x x− =   .y, כל  +

2) ( )1 1
1 , 

1
y f x

x

− =
−

 

3) ( )1 2 2
, 3

3

x
f x y

x

− −
= 

−
 

4) ( )1 4 , 4f x x y− = +  − 

2yלא חח"ע. תמונה:   (5  2yאו   − . 

לא חח"ע. תמונה:   (6
1

4
y  −. 

0לא חח"ע. תמונה  (7 1y  . 

0yכן חח"ע. תמונה:   (8  :פונקציה הפוכה .( )1

2

1
1 0f x x

x

− = − . 

2.3yלא חח"ע. תמונה:  (9   1.3אוy  − 

1yכן חח"ע. תמונה:   (10  :פונקציה הפוכה .( )1

3

1 1

21
f x

x

− = −
−

. 

לא חח"ע. תמונה:   (11
6

3
y . 

 על.    ;ם הגדרה, טווח ותמונה: א. תחו (12

 על. לא  ;{0}\, תמונה:  , טווח {0}\  ב. תחום הגדרה

 על.  ;{3}\טווח ותמונה:  ,{2}\תחום הגדרה  ג. 

,0]  תחום הגדרהד.  ) תמונה:  , טווח ,[ 4, )− ;  .לא על 

 לא על.   ;[0,1), תמונה:   וטווח: א. תחום הגדרה (13

 על.   ;[0,1) תמונה:וטווח  ,תחום הגדרה  ב. 

,1)  ג. תחום הגדרה ]תמונה:  [0,1) , טווח ,(  לא על.  ;0,0.5(

 שאלת הוכחה. (14

 שאלת הוכחה. (15

 שאלת הוכחה. (16
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 פונקציה זוגית ואי זוגית 

 שאלות 

 זוגיות ואיזה זוגיות: -הן אי  8-1בשאלות מבין הפונקציות לו אי  ומצא

1) 34y x= 2) 4 10y x x= + 3) 1y = 

4) 
1

y
x

= 5) 2 2siny x x= + 6) 2xy = 

7) 2lny x x= + 8) sin cosy x x=   

 

f:זוגית -נתונה פונקציה אי (9 →. 

)נסמן:   ) ( ) ( ) ( )2,k x f x z x f x= − =. 

k,עבור כל אחת מהפונקציות  ,ובדק z,  זוגית. -האם היא זוגית או אי 

 

f:זוגית -נתונה פונקציה אי (10 g:, ופונקציה זוגית → →. 

)נסמן:   ) ( )3z x g x= )-ו − ) ( )3k x f x= −. 

)טענה א':   )z x זוגית. -אי 

)טענה ב':  )k x זוגית. -אי 

 איזו טענה נכונה?

 

f:זוגית -נתונה פונקציה אי (11 g:ונתונה פונקציה זוגית  → → 

)נסמן:    ) ( ) ( ) ( )4 11( 4 ) , ( ) | |z x g x f x k x f x x g x= − −  = − + 

z,עבור כל אחת מהפונקציות  ,ובדק k,  זוגית. -האם היא זוגית או אי 

 

)נתון כי   (12 )f x ומקיימת    -זוגית ב-פונקציה אי| ( ) | 1f x . 

)נתון כי   )g x פונקציה זוגית ב-. 

שהפונקציה  וחיהוכ
1 ( )

( ) ( ) ln
1 ( )

f x
z x g x

f x

 −
=  

+ 
 .-ב  זוגית-היא אי 
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 כי:  וחיהוכ (13

 סכום פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית  . א

 מכפלת פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית.  .ב

 מנת פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית.  . ג

 פונקציות זוגיות היא פונקציה זוגית.הרכבה של   .ד

 זוגית. -זוגיות היא פונקציה אי-הרכבה של פונקציות אי .ה

 

 כי:  וחיהוכ (14

 זוגית. -זוגיות הוא פונקציה אי-סכום פונקציות אי . א

 זוגיות היא פונקציה זוגית. -מכפלת פונקציות אי .ב

 זוגיות היא פונקציה זוגית. -מנת פונקציות אי . ג

 זוגית. -זוגית היא פונקציה אי-בפונקציה אימכפלה של פונקציה זוגית  .ד

 פונקציה זוגית.  זוגית היא-הרכבה של פונקציה זוגית על פונקציה אי .ה

 פונקציה זוגית.  זוגית על פונקציה זוגית היא-אי הרכבה של פונקציה  .ו

היא פונקציית  xזוגית לכל -הפונקציה היחידה שהיא גם זוגית וגם אי .ז
 האפס. 

 

)הפונקציה   (15 )f x  זוגית. -היא אי 

)נגדיר   )( ) ( )
n

z x f x=   1כאשרn   .טבעי 

 זוגית או כללית. -היא זוגית, אי  zקבעו האם הפונקציה  

 

)נתונה הפונקציה  (16 )f x  המוגדרת לכלx. 

נגדיר: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ( )

2 2
odd even

f x f x f x f x
f x f x

− − + −
= =

 

)כי   וחיהוכ . א )oddf x  זוגית ו-היא פונקציה אי-( )evenf x  .היא פונקציה זוגית 

)כי   וחיהוכ .ב ) ( ) ( )odd evenf x f x f x= במילים את התוצאה  וריוהסב +

 שקיבלת. 

)2את הפונקציה   וגיהצ . ג ) 1f x x x= + כסכום של פונקציה זוגית  +
 זוגית. -ופונקציה אי

 

 כל אחת מהטענות הבאות: ו יכאו הפר וחיהוכ (17

(0)זוגית אז -פונקציה אי fאם  . א 0f =. 

0x - זוגית המוגדרת ב-פונקציה אי fאם  .ב (0)אז   = 0f =. 
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 הוכיחו את הטענות הבאות:  (18

)הפונקציה   . א ) cosf x x=   .היא זוגית 

)הפונקציה   .ב ) sinf x x=  זוגית. -היא אי 

)הפונקציה   . ג ) tanf x x=  זוגית. -היא אי 

)הפונקציה   .ד ) cotf x x=  זוגית. -היא אי 

 

)נתון כי   (19 )f x חד ערכית המוגדרת בקטע -זוגית וחד-פונקציה אי

( )0. ( , )a a a −   

1fכי גם  וחיהוכ  זוגית. -פונקציה אי −

 

 שהפונקציות הבאות הן אי זוגיות:  וחיהוכ (20

arctany . א x= 

arcsiny .ב x= 

 

 .xהמסורטטות להלן מוגדרות לכל הפונקציות  (21
 השלם את ציור הגרף של הפונקציה כך שתתקבל פונקציה זוגית: 

    ב.          . א
  
 
 
 
 

 

 ד.             . ג
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 .xהפונקציות המסורטטות להלן מוגדרות לכל  (22
 זוגית: -הפונקציה כך שתתקבל פונקציה איהשלם את ציור הגרף של 

     ב.          . א
 
 
 
 
 
 
 

 

    ד.          . ג
 

 
 

 

 

 

- השלימו )אם ניתן( את גרף הפונקציות הבאות לפונקציה זוגית ולפונקציה אי (23
 וגית. ז
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 תשובות סופיות 

 . 6,7כללית:  ; 1,4זוגית:  -אי  ;2,3,5,8זוגית: : 8-1שאלות 

9) k זוגית-אי , z זוגית . 

 טענה ב'. (10

11) k זוגית-אי , z זוגית . 

 שאלת הוכחה. (12

 שאלת הוכחה. (13

 שאלת הוכחה. (14

 זוגית.-אי –זוגי -אי nזוגית, וכאשר  –זוגי   nכאשר  (15

)2ג.   א.+ב. שאלת הוכחה. (16 ) 1

odd even

f x x x= + + 

 .שאלת הוכחה (17

 שאלת הוכחה. (18

 שאלת הוכחה. (19

 שאלת הוכחה. (20

 להלן הגרפים: (21
   ד.     ג.    ב.     א. 

 
 
 

 

 להלן הגרפים: (22
   ד.     ג.    ב.    א.  

 
 
 

 

 

 

 או בסרטון.ר (23

1
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 פונקציה מחזורית 

 שאלות 

 : 20-1בשאלות את המחזור של כל אחת מהפונקציות   ומצא

1) 1 10sin(0.5 4)y x= + +  2) 1 14cos 20y x= +  

3) 4 20 tan 4y x= − +  4) 1 14sec 2y x= − +  

5) 2sin 4y x=  6) 2cos 2y x=  

7) 4 4cos siny x x= −  8) 2(sin cos )y x x= +  

9) 4 4cos siny x x= +  10) 2coty x=  

11) sin cos
4 10

x x
y = +  12) sin 4 sin14y x x= +  

13) sin 4 sin14 siny x x x= + +  14) cos 2 cosy x x=  

15) 3siny x=  16) 4siny x=  

17) 
sin 5

cos 2 cos3

x
y

x x
=  18) | sin |y x=  

19) 2 2sin cosy x x= +  20) cot tany x x= −  

 

 : אינן מחזוריות 26-21בשאלות שהפונקציות  וחיהוכ

21) siny x x= +  22) cosy x x= +  23) siny x x=  

24) 2 cosy x x=  25) 
sin x

y
x

=  26) cos5 cos 5y x x= + 

 

 נדרש ידע בחקירת פונקציה. 22- ו 21בשאלות הערה: 

 

 :וחיהוכ (27
)אם  )f x   מחזורית בעלת מחזורp, 

)אז  )y f ca b x d= +  מחזורית בעלת מחזור    +
p

c
. 

 

)הוא מחזור של   T :  אםוחיהוכ (28 )f x, אז לכל n   שלם( ) ( )f x nT f x+ =. 

1
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f,נתון כי    (29 g  מוגדרות לכלx  1בעלת מחזור  ו 2,p p, .בהתאמה 

1 נתון כי היחס

2

p

p
 הוא מספר רציונלי. 

,כי גם הפונקציות  וחיהוכ , ( 0)
f

f g f g g
g

    מחזוריותהן . 

 

)נתונה הפונקציה  (30 ) [ ]f x x x= − . 

 את גרף הפונקציה. ושרטט . א

 על סמך הגרף, מהו מחזור הפונקציה? .ב

 סעיף ב. ב התשובהאת  וחיהוכ . ג

 

)נתונה הפונקציה  (31 )f x x=  בקטע 0,1. 

)זוגית  -המחזורית והאיאת גרף הפונקציה  וצייר )g x, המוגדרת לכל x, 

)ומתלכדת עם   2שהיא בעלת מחזור  )f x  בקטע   0,1, נוסחה עבור רשמוו  f. 

 

)2נתונה הפונקציה  (32 )f x x=  בקטע 0,1. 

)את גרף הפונקציה המחזורית והזוגית   וצייר )g x,  המוגדרת לכל x, 

)עם   ומתלכדת 2שהיא בעלת מחזור  )f x  ב- 0,1, נוסחה עבור  רשמווg. 
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 תשובות סופיות 

1) 4 2) 
10


 3) 

4


 4)  5) 

4


 

6) 
2


 7)  8)  9) 

2


 10)  

11) 40 12)  13) 2 14) 2 15) 2 

16)  17)  18)    

 

1yהפונקציה היא למעשה  (19  , כלומר פונקציה קבועה ולכן מחזורית. =
 מספר חיובי הוא מחזור שלה ואין לה מחזור קטן ביותר. כל 

20) 
2


 

 שאלת הוכחה. (21

 שאלת הוכחה. (22

 שאלת הוכחה. (23

 שאלת הוכחה. (24

 שאלת הוכחה. (25

 שאלת הוכחה. (26

 שאלת הוכחה. (27

 שאלת הוכחה. (28

 שאלת הוכחה. (29

א.  (30

 
 שאלת הוכחה.ג.   1ב. 

31)  ( ) , 1 1g x x k k x k= − −    שלם, זוגי. kעבור   +

32) ( ) ( )
2
, 1 1g x x k k x k= − −    שלם, זוגי. kעבור   +
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 פונקציה מפוצלת ופונקציה אלמנטרית 

 שאלות 

 את גרף הפונקציה:  וכפונקציה מפוצלת ושרטט  4-1כל אחת מהפונקציות  מורש

1) 2y x= − 2) 3 1y x= + 

3) 2 2 1y x x= + − 4) 
x

y
x

= 

 

הפונקציה  נתונה (5
2 0 4

( )
0

x x
f x

x x

  
= 

− 
 . 

.  וחשב . א (1), (4), ( 4), (0), (7)f f f f f−  

 את גרף הפונקציה. ושרטט .ב

 זוגית או כללית. -האם הפונקציה זוגית, אי  וקבד . ג

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
2 2

2 2

x x
y

x x

− 
= 

− 
 2) 

3 3 1

3 3 1

x x
y

x x

+  −
= 

− −  −
 

3) 
2

2

2 2 1

2 2 1

x x x
y

x x x

 + − 
= 

− + 

 4) 
1 0

1 0

x
y

x


= 

− 
 

(1)א.  (5 1, (4) 16, ( 4) 4, (0) 0, (7) undefindf f f f f= = − = = =  
 כללית. ג.        ב.  
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 תרגילים משולבים

 שאלות 

)נתונה הפונקציה  (1 ) 3

1 1

1 1 1

1 1

x x

f x x x

x x

+ 


= + −  
 +  −

 . 

 : יאהאם ה ווקבע ,את הפונקציה ושרטט

 עולה.  . א

 יורדת. .ב

 זוגית. -אי . ג

 זוגית.  .ד

 חסומה.  .ה

 לא חסומה.  .ו

 חח"ע.  .ז

 .על  .ח
 הערה: ניתן להתבסס על הציור כנימוק. 

 

)הפונקציה נתונה  (2 ) 5

2
1

1 1 1

1 1

x
x

f x x x

x x







= + −  

 +  −



. 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים יש טענה.
 האם הטענה נכונה או לא נכונה. וקבע

 הפונקציה מונוטונית עולה ממש.  . א

 .הפונקציה על  .ב

 זוגית. -הפונקציה אי . ג

 הפונקציה זוגית.  .ד

 הפונקציה חח"ע.  .ה
 נימוק.הערה: ניתן לשרטט ולהתבסס על הציור כ
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f:נתונה פונקציה  (3  , זוגית ומונוטונית עולה ממש, →

g:ופונקציה    זוגית ומונוטונית יורדת ממש. -, אי→

)נסמן:   ) ( )3z x g x= )-ו − ) ( )3k x f x= −. 

)טענה א':   )k x  .מונוטונית עולה ממש 

)טענה ב':  )z x  .מונוטונית עולה ממש 

)טענה ג':   ) ( ) ( )h x k x z x=  .זוגית 
 מי מבין הטענות נכונה?

 

נתונות שתי פונקציות,  (4   , : 0,1 0,1f g →. 

 מונוטונית יורדת חלש, gמונוטונית עולה ממש, ואילו  f- נתון ש
 אך אינה יורדת ממש. 

) יתה ) ( )( )h x f g x=. 

 איזו טענה נכונה?

 יורדת חלש. h . א

 עולה ממש.  h .ב

 עולה חלש, אך אינה עולה ממש.  h . ג

 אינה חסומה בהכרח.  h .ד

 

)נתונות הפונקציות   (5 )
2

2

4 0

2 1 0

x x
g x

x x x

 − 
= 

− − − 
)-ו  )

4 0

0

x x
f x

x x

+ 
= 


. 

)תהי  ) ( ( ))h x f g x=. 

]בקטע   h  את  ומצא . א 2,0)−. 

]חח"ע בקטע  hהאם  וקבע  .ב 2,0)−. 

]חסומה בקטע    hהאם   וקבע . ג 2,0)−. 

]:האם   וקבע .ד 2,0) [0,4]h −  היא על.   →
 הפונקציה.ד ניתן להסתמך על גרף  -* בסעיפים ב

 

): נתונות פונקציות המוגדרות על כל  (6 ) ( ) ( )3, 1
x

f x x g x
  = = −. 

 מי מבין הטענות הבאות נכונה. וקבע

)הפונקציה   )( )( )h x f g x=   :היא 

 חסומה.  . א

 זוגית. -אי .ב

 חח"ע.  . ג

 מונוטונית.  .ד
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): נתונות פונקציות המוגדרות על כל  (7 ) ( )3 ,f x x g x x= = −   . 

)את מונוטוניות   וקבד . א )( )( )z x f g x=. 

)את מונוטוניות   וקבד .ב )( )( )k x g f x=. 

)3האם  וקבד . ג ) ( ) ( )h x f x g x= −  חסומה.  −

 תזכורת לסעיפים א+ב:

)אם  ) ( )f a f b a b  , אז הפונקציה f  .יורדת חלש 

 

 :נתונות פונקציות המוגדרות על כל  (8
( ) ( )

( ) ( )

3

3

3 27

28

f x x x

g x f x x

= +      

= + −
. 

 :יכואו הפר וחיהוכ

 עולה ממש וחח"ע.   f  הפונקציה . א

 עולה ממש וחח"ע.   gהפונקציה   .ב

 

את הפונקציה ההפוכה לפונקציה   ומצא (9
1

( ) ( )
2

x xf x e e−= −, 

 את תחום הגדרתה. ווקבע
 .  שהפונקציה על וחיהוכ

 נקראת סינוס היפרבולי.   זופונקציה  הערה:  

 

את מונוטוניות הפונקציה   ורחק (10
2 3

( )
3 1

x
f x

x

+
=

−
. 

 הערה: אין להשתמש בנגזרות.

 

)2נתונה הפונקציה  (11 ) 2f x x x= + −. 

 את תחום ההגדרה של הפונקציה.  ומצא . א

 את התמונה של הפונקציה.   ומצא .ב

 שהפונקציה חסומה.  וחיהוכ . ג

 את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה.  ומצא .ד
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 תשובות סופיות 

 . ו. כן  . ה. לא  .ד. לא  . ג. לא  .ב. לא כן.א.  (1
 .ח. כן . ז. כן

 אינה נכונה. אף טענה  (2

 טענה ב' נכונה. (3

 טענה א' נכונה. (4

)2א.  (5 )h x x=     .הפונקציה חח"ע בקטע. ב 
 . הפונקציה לא עלד.   הפונקציה חסומה בקטע. ג. 

 . הפונקציה לא זוגית ולא אי זוגיתב.    . הפונקציה חסומה א. (6
 . הפונקציה לא מונוטוניתד.    . חח"עלא הפונקציה ג. 

) יההפונקצא.  (7 )z x .הפונקציהב.  יורדת חלש ( )k x .יורדת חלש 
 הפונקציה חסומה. ג. 

 שאלת הוכחה. (8

9) ( )1 2( ) ln 1f x x x− = +  .x; תחום הגדרתה: כל +

 ראו באתר.  (10

1א.  (11 2x−      .ב
3

0
2

y    .שאלת הוכחהג. 

ד.  
1

1
2

x−   עלייה, 
1

2
2

x  .ירידה 
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 הצבה

   השאל

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב 

2 . א

4
lim 1
x

x x
→

+ + 

 .ב
10

1
lim

2x

x

x→

+

+
 

 . ג
1

lim 3
x

x
+→

+ 

 .ד
100

lim 20
x→

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

ב.  21א. 
11

12 
 02ד.   2ג.    
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 צמצום 

 שאלות

 :הבאיםאת הגבולות   וחשב

1) 
2

23

6
lim

9x

x x

x→

− −

−
 2) 

2

25

2 50
lim

2 3 35x

x

x x→−

−

+ −
 

3) 
7

1
lim

1x

x x

x→

−

−
 4) 

1
lim

1

n

x

x x

x→

−

−
 

5) 
2

21

2

2 5 2
lim

6 5 1x

x x

x x→

− +

− +
 6) 

4

2

16
lim

2x

x

x→

−

−
 

7) 
3

1

1
lim

1x

x

x→−

+

+
 8) 

3

3

27
lim

3x

x

x→

−

−
 

9) 
2

3 24

16
lim

4 4x

x

x x x→

−

− + −
 10) 

5

1

1
lim

1x

x

x→−

+

+
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
5

6
 2) 

10

8.5
 3) 6 4) 1n− 5) 3 - 

6) 32 7) 3 8) 27 9) 
8

17
 10) 

1

5
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 הכפלה בצמוד

 שאלות 

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב

1) 
1

1
lim

1x

x

x→

−

−
 2) 

3

3
lim

1 2x

x

x→

−

+ −
 

3) 
3

3 6
lim

2 6x

x

x→

− +

−
 4) 

2

21

2 2
lim

1x

x x

x→

+ + −

−
 

5) 
4

2 1 5
lim

4x

x x

x→

+ − +

−
 6) 

1

2 3 1
lim

1 2 1x

x

x→

− +

− −
 

7) 
3

1

1
lim

1x

x

x→

−

−
 8) 

2

22

5 3
lim

2x

x

x x x→−

+ −

+ + +
 

9) 
3

30

1 1
lim
x

x x

x→

+ + −
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1

2
 2) 4 3) 

1

12
− 4) 

3

8
 

5) 
1

6
 6) 

3

4
 7) 

1

3
 8) 

8

3
− 

9) 
1

2
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 גבולות טריגונומטריים

 שאלות 

sinבגבול הטריגונומטרי   ו)היעזרהבאים את הגבולות  וחשב

0
lim 1x

x
x→

=:) 

1) 
( )

0

sin 3
lim

4x

x

x→
 2) 

( )

( )0

sin 3
lim

sin 4x

x

x→
 

3) 
0

cos
lim

sin 2x

x x

x→
 4) 

20

1 cos
lim
x

x

x→

−
 

5) 
30

tan sin
lim
x

x x

x→

−
 6) 

0

1 sin cos
lim
x

x x

x→

+ −
 

7) 
( )

40

1 cos 1 cos
lim
x

x

x→

− −
 8) 

30

3sin sin 3
lim
x

x x

x→

−
 

9) 
20

1 cos
lim
x

x

x→

−
 10) 

21

sin(1 )
lim

1x

x

x→

−

−
 

11) 
sin sin

lim
x a

x a

x a→

−

−
 12) 

cos cos
lim
x a

x a

x a→

−

−
 

13) 
tan tan

lim
x a

x a

x a→

−

−
 14) 

sin 4
lim

sin10x

x

x→
 

15) 

4

lim tan 2 tan
4x

x x




→

 
− 

 
 16) 

1
lim(1 ) tan

2x

x
x



→
− 

17) 
20

1 sin cos
lim

sinx

x x x

x→

+ −
 18) 

3

20

cos cos
lim

sinx

x x

x→

−
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 תשובות סופיות 

1) 
3

4
 2) 

3

4
 3) 

1

2
 4) 

1

2
 5) 

1

2
 

6) 
1

2
 7) 

1

8
 8) 4 9) 

1

4
  

10) 
1

2
− 11) cosa 12) sina− 13) 

2

1

cos a
 

14) 
4

10
 15) 

1

2
 16) 

2


 17) 1 

18) 
1

12

−
    

 

 

 

 

 זהויות טריגונומטריות שכדאי להכיר

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2sin cos
2 2

cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

sin( )
tan tan

cos cos

sin( )
tan tan

cos cos

a b a b
a b

a b a b
a b

a b a b
a b

a b a b
a b

a b
a b

a b

a b
a b

a b

+ −
+ =


− + − =




+ −
 + =



− + − = −

 +
 + =

 −

− =

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sin( ) sin cos cos sin

sin( ) sin cos cos sin

cos( ) cos cos sin sin

cos( ) cos cos sin sin

sin 0

cos ( 1)

sin cos
2

cos sin
2

n

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

n

n

a a

a a









+ = +


− = −


+ = −
 − = +

=


= −

  
+ = 

  


  + = −   
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 פונקציה שואפת לאינסוף 

 שאלות

 :הבאיםאת הגבולות   וחשב

1) 
2

0

4
lim
x

x

x→

+
 2) 

( )
2

2

1
lim

2x

x

x→

−

−
 

3) 
( )

2

22
lim

2x

x

x→

−

−
 4) 

( )( )

2

2

1
lim

2 5x

x

x x→

−

− −
 

5) 
0

ln
lim
x

x

x+→
 6) ( )

2

1
lim ln 2

2x
x

−→
− − 

7) ( )( )2

0
lim ln 2ln 3
x

x x
+→

+ − 8) 
1

0
lim x

x
e

→
 

9) 
1

0

1
lim

1 2
x

x

+→

+

 10) 
1

0

1
lim

1 2
x

x

−→

+

 

11) 
10

1
lim

1 2
x

x
→

+

 12) 
0

lim ln cot
x

x x
+→

 

13) 
3 4

1

1 1
lim

1x

x x

x→

− − −

−
  

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1)  2)  3) − 4)  

5) − 6)  7)  8)  

9) 0 10) 1 11)  12) − 

13) −    
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x שואף לאינסוף 

 שאלות 

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב

1) ( )
ln

lim
x

x

x
e−

→
 2) lim arctan x

x
x e

→−
+ 

3) 
2

2

4 2
lim

1000x

x

x x→

+

+
 4) 

4 2

3

2 6
lim

3 10x

x x

x x→−

+ +

+
 

5) 
4 2

5

2 6
lim

3 10x

x x

x x→

+ +

+
 6) 

2 5 6
lim

2 10 2x

x x x

x→

 − +
− 

+ 
 

7) 
2 1

lim
x

x

x→

+
 8) 

2 1
lim
x

x

x→−

+
 

9) 
6

3 2

9 5
lim

2 1x

x x

x x→−

−

− +
 10) 

3 4 2 6

3 4

2 6 27
lim

3 10 4x

x x x

x x x→

+ + +

+ +
 

11) 
2 3 3

lim
4 1 5 1x

x x

x x→

+ − −

+ − −
 12) 

1

4 2 3

16 4
lim

2 2

x x

x xx

+

+ +→

+

+
 

13) 

1

2

4 2 3

16 4
lim

2 2

x
x

x xx

+

+ +→−

+

+
 14) 

1

0.5 3

4 9 3
lim

81 3

x x

x xx

+

+→

 +

+
 

15) 
1

0.5 3

4 9 3
lim

81 3

x x

x xx

+

+→−

 +

+
 16) 

2

2

4 2
lim

1000x

x

x x→

+

+
  

17) 
3

3 2

3 5 1
lim ln

2 1x

x x

x x→

 − −
 

− + 
 18) 

4 22 6
43 10lim

x

x x

x xe
→

+ +

+ 

19) 
4 2

5

2 6
lim sin

3 10x

x x

x x→−

 + +
 

+ 
 20) 5

1
lim

2x

ax

bx→

+

+
 

21) ( )2lim 5
x

x x x
→

+ − 22) ( )2lim
x

x kx x
→

+ − 

23) ( )2lim 1
x

x x x
→

+ + − 24) ( )2lim 1
x

x x x
→−

+ + + 

25) ( )4 2 2lim 1
x

x x x
→

+ + − 26) ( )2 2lim
x

x ax x bx
→

+ − + 
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27) 
( ) ( )

( ) ( )

410 2

2102 3

4 3 1
lim

2 5 1
x

x x

x x x
→

− −

− +
 28) 

5

4

1
1 1

lim
1

1 1
x

x

x

→

 
− − 
 

 
− − 
 

 

29) ( )2 1lim ln 5 2 6x x

x
e x+ +

→

  +  −
 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0 2) 
2


− 3) 4 4) − 

5) 0 6) 5 - 7) 1 8) 1 - 

9) 3 - 10) 1.5 11) 
1 3

2 5

−

−
 12) 

1

4
 

13) 0 14) 4 15) 
1

9
 16) 2 

17) ln3 18) 
1

3e 19) 0  

0bאם  (20  :5lim
a

b
=

 
0b , 0. אם a=  :  :0 , 0. אםb a=  :−. 

21) 2.5 22) 
2

k
 23) 

1

2
 24) 

1

2
− 

25) 
1

2
 26) 

2

a b−
 27) 

4

10

3

2
 28) 

5

4
 

29) ln(6 )e    
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 הגבול של אוילר

 שאלות 

) :בגבול של אוילר  ועזרי)ההבאים את הגבולות  ושבח ) ( )
1

1

0
lim 1 lim 1

x x

x
x x

x e
→ →

+ = + =:) 

1) 
1

lim 1
2

x

x x→

 
+ 

 
 2) 

2

1
lim 1

x

x x→

 
+ 

 
 

3) 
2

lim

x

x

x

x→

+ 
 
 

 4) 

2 1

2

1
lim 1

x

x x

−

→

 
− 

 
 

5) 
2 3

lim
2 3

x

x

x

x→

+ 
 

− 
 6) ( )

1

0
lim 1 sin x

x
x

→
+ 

7) 

24
2

2

1
lim

4

x

x

x x

x x→

 + +
 

+ + 
 8) 

10
2

2

4 1
lim

2

x

x

x x

x x→

 + +
 

+ + 
 

9) 
1

lim 1 tan

x

x x→

 
+ 

 
  

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 תשובות סופיות 

1) 
1

2e 
2) 1 3) 2e 4) 1e− 5) 3e 

6) e 7) 12e− 8) 30e 9) e  
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 כלל הסנדוויץ'

 שאלות 

 : 10-1בשאלות את הגבולות  וחשב

1) 
sin

lim
x

x

x→
 2) 

( )cos 2 1
lim
x

x

x→

+
 

3) 
3 sin

lim
4 cosx

x x

x x→

+

+
 4) 

2

2

3 sin 2
lim

cos3x

x x x

x x→

+ +

+
 

5) 
0

1
lim sin
x

x
x→

 
  

 
 6) ( )2 2

0
lim cos ln
x

x x
→

 

7) 
( )

( )

3 arctan 2 3
lim

4 arctan lnx

x x

x x x→

+ −

+ −
 8) lim 2 3 4x x x x

x→
+ + 

9)  
1

lim
x

x
x→

 10)  
0

1
lim
x

x
x+→

 

z:נתונה פונקציה  (11 המקיימת   ,→
2

lim ( ) 4
x

z x
→

=, 

f:ונתונה פונקציה  )המקיימת   ,→ )
2

4 ( ) ( ) ( )z x f x z x ,   לכלx . 

את הגבולות הבאים: וחשב

( )( )
( )2 2

2 2 2

cos ( )
lim ( ) , lim tan( ( )) , lim , lim
x x xx

z x
f x z x z x x

x→ → →→−
− 

 

)חשבו את הגבול  (12 )lim sin 1 sin
x

x x
→

+ −. 

 
 ענו על הסעיפים הבאים: (13

limהוכח:  . א ( ) 0 lim ( ) 0
x c x c

f x f x
→ →

=  =. 

limהאם נכונה גם הטענה:  .ב ( ) 1 lim ( ) 1
x c x c

f x f x
→ →

=   =. 
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 תשובות סופיות 

1) 0 2) 0 3) 
3

4
 4) 3 5) 0 

6) 0 7) 
3

4
 8) 4 9) 1 10) 0 

11) 
2

lim ( ) 16
x

f x
→

= ,  
( )cos ( )

lim 0
x

z x

x→
=, 

2
lim tan( ( )) tan 4
x

z x
→

= , ( )( )2 2

2
lim 2

x
z x x

→−
− = 

12) 0 
 .לאב.  א. שאלת הוכחה. (13

1
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 פונקציה מפוצלת גבול של 

 שאלות 

   :גרף של פונקציה להלן (1

 

 חשבו את הגבולות הבאים או הוכיחו שהם לא קיימים: 

 . א
1 2 1

1. lim ( ) 2. lim ( ) 3. lim ( )
x x x

f x f x f x
→ → →−

 

) .ב ) ( )2 2

1 1
1. lim 3 2. lim 3

x x
f f f f

→ →−
− − 

 . ג
1 1

1 1
1. lim 2. lim

4 1x xf f→ →− −
 

 

)נגדיר פונקציה  (2 )f x :( )
2

1 0

0.5 0

1 0 2

1.5 6 2

x

x
f x

x x

x x




=
= 

−  
 − 

. 

 שרטטו את הפונקציה.  . א

)חשבו, אם ניתן, את   .ב ) ( )
0 2

lim , lim
x x

f x f x
→ →

. 

)חשבו, אם ניתן, את הגבול  . ג )( ) ( )
2

2
lim 4 10
x

f x f x
→

 +
 

. 
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)נגדיר פונקציה  (3 )f x :( )

1 0

0.5 0

cos 0

0.5

x

x
f x

x x

x








=
= 

 
− 

. 

 שרטטו את הפונקציה.  . א

)חשבו, אם ניתן, את   .ב ) ( )
0

lim , lim
x x

f x f x
→ →

. 

)חשבו, אם ניתן, את הגבול  . ג )( ) ( )
2

lim 2 3
x

f x f x
→

 +
 

. 

 

)חשבו את הגבול  )lim
x a

f x
→

 של הפונקציות הבאות:  

4) ( ) ( )
1

sin 4
0

0 ,

4 0x

x
x

xa f x

e x




= = 


+ 

 

 

5) ( ) ( )

2 2
1

1
1 ,

1
1

1

x x
x

x
a f x

x
x

x

 + −


 −
= = 

− 
 −

 

 

6) ( ) ( )0  ,  
x

a f x
x

= = 

 

7) ( ) ( ) ,  
x

a f x
x

=  = 

 

8) ( ) ( ) ,  
x

a f x
x

= − = 

 

א.  (9
21

1
lim

2x

x

x x→

−

+ −
 

ב.  
24

1
lim

2x

x

x x→

−

+ −
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 תשובות סופיות 

א.  (1
1 2

1.lim ( ) 1 , 2. lim ( )
x x

f x f x
→ →

= = 
1

, 3. lim ( )
x

f x
→−

=  

)ב.   ) ( )2 2

1 1
1. lim 3 2 , 2. lim 3 2

x x
f f f f

→ →−
− = − = 

ג. 
1 1

1 1 1
1. lim , 2. lim

4 ( ) 3 1 ( )x xf x f x→ →
= = 

− −
 

)ב.   ראו בסרטון. א.  (2 ) ( )
0 2

lim 1, lim 3
x x

f x f x
→ →

= =  6ג.  −

)ב.   ראו בסרטון. א.  (3 )
0

lim 1,
x

f x
→

=  ( )lim
x

f x
→

 −1ג.   

4) 4 

5)  

6)  

7) 1  

8) 1− 

ב.    א. אין גבול.  (9
1

6
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 גבול לפי הגדרה

 שאלות 

 :וחיהוכ ,על פי הגדרת הגבול ,6-1בשאלות 

1) 
2

8l 1 2m7i 4
x

x
→

=+ 2) 
4

2 0l 2im
x

x x
→

=+ 3) 
24

5l 1im
x

x
→

+ = 

4) 
4 4

1
l

1
im

2x x→
=

+
 5) 

2

22
1li

2
m

x

x x

x→ −
=

−
 6) il nim ss in

x
x




→
= 

 

: הגדרת הגבולעל פי , וחשב (7
21

1
lim

1x

x

x→

+

−
. 

 

 : 11-8את מקרים  על פי הגדרת הגבול וחיהוכ

8) 
22

3
lim 1

1x

x

x→

+
=

+
 9) 

7
lim 1

2x

x

x→

+
=

+
 

10) 
3 4

lim 2
2 1x

x

x→

−
= −

+
 11) 

2

2

3 1
lim 3

1x

x

x x→

−
=

+ +
 

 
 

)נתונה פונקציה (12 )f x   :המקיימת( )lim 5
x

f x
→

= −. 

0M כי קיים וחיהוכ  כך שעבור כל ,ממשי כלשהו  x M  מתקיים 

( ) 4f x  −. 

 

)נתונה פונקציה (13 )f x :המקיימת( )lim 5
x

f x
→

=
 

 . 

0Mכי קיים  וחיהוכ  כך שעבור כל ,ממשי כלשהו  x M  מתקיים 

( )2 16f x . 

 

 פונקציה ממשית וחיובית בתחום f נניח (14 ),a  המקיימת ( )lim 0
x

f x
→

=. 

)  שמתקיים וחיהוכ )lim 0
x

f x
→

=. 

  

1

פרק 4גבול של פונקציה

69

69



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 נתון הגבול (15
2

2

2
lim 1

3 2x

x x

x x→

+
=

+ +
. 

0M ערך של ומצא , עבורו לכל x M הביטוי שבגבול קרוב לערך הגבול 

)- כך ש ,M  ובמילים אחרות, מצא) 0.1  עד כדי ):  0.1x M f x L  − ). 

 

)את הפונקציה   נגדיר (16 )
2      

1    /

x
f x

x


= 

− 
. 

 בהסתמך על הגדרת הגבול.זאת  וחיהאם הגבולות קיימים? הוכ

)א.  )lim
x

f x
→

)ב.     )
2.5

lim
x

f x
→

)ג.    )lim
x

f x
→

 

 

בהינתן הגבול  (17
1

2 4 1
lim

11 2x

x

x→

+
=

+
0  ו, מצא ,  כך שלכל  x 

1x  המקיים − השוויון-, אי 
2 4 1 1

11 2 100

x

x

+
− 

+
 מתקיים.  

 

 :יכואו הפר וחיהוכ (18

) אם . א ) ( )( )lim 0
x

f x g x
→

− ) אז ,= ) ( )( )2 2lim 0
x

f x g x
→

− =
 

. 

)אם  .ב ) ( )( )
0

lim 0
x x

f x g x
→

− )אז  ,= ) ( )( )
0

2 2lim 0
x x

f x g x
→

− =. 

)אם . ג )
0

lim
x x

f x L
→

)אז: הגבול , = )
0

lim
x x

f x
→

 . −Lאו  L-קיים ושווה ל 

)ת אם הגבולו  .ד ) ( )( )
0

lim
x x

f x g x
→

)-ו + )
0

lim
x x

f x
→

 קיימים,  

)אז גם הגבול  )
0

lim
x x

g x
→

 קיים. 

 

להוכיח כי   יש (19
2

1l
2

3
im

x

x

x→ +


+
 לפי ההגדרה. 

 

להוכיח כי   יש (20
4

1l
1

0
m

2

1
i

x

x

x→ +


+
 לפי ההגדרה. 

 

שאם  וחיהוכ (21
0

lim ( ) 3
x

f x
→

)שבה   0אז קיימת סביבה נקובה של  ,= ) 2f x  . 
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שאם  וחיהוכ (22
0

lim ( )
x x

f x L
→

,   אז קיימת סביבה נקובה של
0x  שבה( )f x L. 

 

 באים:עיפים הענו על הס (23

lim: וחיהוכ . א ( ) 0 lim ( ) 0
x c x c

f x f x
→ →

=  =. 

lim :האם נכונה גם הטענה  .ב ( ) lim ( )
x c x c

f x k f x k
→ →

=  =   ( 0)k . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

7)  
 

 co.ilGOOL. שאלות נמצאות באתר:השאר תשובות ל

1
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חדוא 71071
פרק 5 - רציפות של פונקציה - משפט ערך הביניים

תוכן העניינים

1. רציפות של פונקציה י 72

2. משפט ערך הביניים י 79

3. תכונות נוספות של פונקציות רציפות י 83

4. שיטת החצייה י 86
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 רציפות של פונקציה

 שאלות 

 שלהן,  1את רציפות הפונקציות ב"נקודת התפר"בדקו : 1-6בשאלות 
 גם את גרף הפונקציה: שרטטו  , 2-ו  1ובשאלות 

1) ( )
1 2

5 2

x x
f x

x x

+ 
= 

− 
 2) ( )

2

1

1

x x
f x

x x


= 


 

3) ( )

1
1

2 1 2

1 2

2 2

x
x

x xf x

x

x x




 −  = 
 =


− 

 4) ( )
2

sin 0

0 1

2 1 2

3 2

x x

x x
f x

x x

x x




 
= 

−  
 − 

 

5) ( )
1

sin 4
0

4 0x

x
x

xf x

e x




= 


+ 

 6) ( )
1

sin
0

2 0

1 0x

x
x

x

f x x

e x





= =

 + 


 

 

 : 6-3עבור כל אחת מהפונקציות בשאלות   (7
 . עבור כל נקודת אי רציפות מאיזה סוג היארשמו 

 . פונקציה בעלת נקודת אי רציפות מסוג שניהדגימו בנוסף, 
 

, על מנת שהפונקציות תהיינה k: מה צריך להיות הערך הקבוע של 8-11בשאלות 
 ?xרציפות לכל 

8) ( )
2 2 2

5 6 2

kx x x
f x

kx x

 + − 
= 

− 
 9) ( )

2 2 3
1

1

1

x x
x

f x x

k x

 + −


= −
 =

 

10) ( )

2 5 3
2

2

2

x
x

f x x

k x

 + −
 

=  −
 =

 11) ( )
2

2 0

0x

x k x
f x

x x

− 
= 


 

 . 'כלל לופיטל' בעזרתניתן לפתור רק  11הערה: שאלה  

 

 
 נקודת תפר היא הנקודה בה נוסחת הפונקציה משתנה.  1

1
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 ,b-ו a: מה צריכים להיות הערכים של הקבועים 21-51בשאלות 
 על מנת שהפונקציות תהיינה רציפות בתחום הגדרתן?

12) ( )

0

sin
0

2

cos

ax b x

x
f x x

x

a x x





+ 



=  




 

 

13) ( )

( )

23

2

1

1 1 1

1
4 1

1

a x x x

f x bx x x

x a a
x

a x




+  −


= + − −  


− + − 
 −

 

 

14) ( ) ( ) ( )

1

1

1

1

1

1 ln 1 0 1

2 2
0

2 4

x

x

x

x x

f x x x b x

a x

−








= − + +  

 −



 +

 

 

15) ( )

( )

1

1

2

1

2

1
1

1

1 2

1 2

x

x

x

e

f x ax b x

x x

−

−




 +


= +  

 − 



 

 .בעזרת 'כלל לופיטל'ניתן לפתור רק  15-14הערה: שאלות 

 

 :הוכיחו או הפריכו (16

 סכום שתי פונקציות לא רציפות הוא פונקציה לא רציפה.  . א

 הפרש שתי פונקציות לא רציפות הוא פונקציה לא רציפה.  .ב

 מכפלת שתי פונקציות לא רציפות היא פונקציה לא רציפה.   . ג

 מנתן של שתי פונקציות לא רציפות היא פונקציה לא רציפה.  .ד
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fלא רציפה. האם  g-רציפה ו f-ידוע ש (17 g+ ?רציפה 
 .זאת  וחיהוכ

 

)תהי  (18 )
1 1 4

2 1 4

x x
f x

x

 − + 
= 

+ 

. 

 שרטטו את גרף הפונקציה. . א

 מצאו את נקודות האי רציפות של הפונקציה ואת סוגן )במידה ויש(. .ב

תהי  . ג
1

( )g x x
x

= )ותהי  ,+ )f x  מוגדרת וחיובית לכלx. 

)האם ההרכבה   ( ))g f x  בהכרח רציפה לכלx? 

 

)פונקציה חסומה בקטע   fתהי  (19 )0,1. 

)הפונקציה המוגדרת בקטע   gתהי  )0, ), על ידי  2 )
( )

2

0 1

1 2

f x x
g x

x x

  
= 

 

. 

האם יתכן שהנקודה  . א
0 1x  . ו? נמקgרציפות סליקה של  -היא נקודת אי =

)חסומה בקטע  gהאם  .ב )0,  . ו? נמק2

 

:תהי  (20 (0, )f →   פונקציה שמקיימת( ) ( ) ( )f x y f x f y+ x,לכל   ,= y. 

0x-רציפה ב f-נניח ש =. 

 .xרציפה לכל  f-ש וחיהוכ

 

:תהי  (21 (0, )f →   פונקציה שמקיימת 
2

( ) ( ) ( )f x y f x f y+ x,לכל   ,= y. 

0x-רציפה ב f-נניח ש =. 

 .xרציפה לכל  f-ש וחיהוכ

 

)נתונה הפונקציה  (22 )
1

2
2

f x x x= −    . 

 :הוכיחו או הפריכו

 .x  חסומה לכל  f  הפונקציה . א

 .xרציפה לכל   fהפונקציה   .ב

 .  xמונוטונית לכל   fהפונקציה   . ג

 .xזוגית לכל  - זוגית או אי  fהפונקציה   .ד
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 ענו על הסעיפים הבאים: (23

)פונקציה   . א )f x  מקיימת( )f x x  לכלx. 

0x-שהפונקציה רציפה ב וחיהוכ =. 

)פונקציה   .ב )f x  מקיימת( ) sinf x x  לכלx. 

 שהפונקציה רציפה באינסוף נקודות שונות.  וחיהוכ

 

)הפונקציה   (24 )f x   רציפה לכלx. 

1xידוע כי עבור     ,( )f x  נתונה על ידי הנוסחה( )
( )sin

1

x
f x

x


=

−
. 

)מצאו את הנוסחה של  )f x  לכלx. 

 

)הפונקציות  (25 ) ( )3 2g x f x+ ו-( ) ( )2f x g x−  רציפות לכלx. 

)הוכיחו שהפונקציה  ) ( )f x g x−  רציפה לכלx. 

 

)תהי  (26 )f x  מוגדרת לכלx   ומקיימת( )
0

lim ( ) 1 ( ) 0
x

f x f x
→

− =  . 

)הוכיחו או הפריכו:    . א )
0

lim 0
x

f x
→

)או  = )
0

lim 1
x

f x
→

=. 

האם תשתנה תשובתך לסעיף א' אם נחליף את המילה 'מוגדרת' במילה  .ב
 ? 'רציפה'

 

 .xמוגדרת לכל  fתהי  (27
 הוכיחו או הפריכו את הטענות הבאות: 

)אם  . א )sinf x  רציפה לכלx,  אזf  רציפה לכלx. 

)אם  .ב )sin ( )f x  רציפה לכלx,  אזיf  רציפה לכלx. 

אם לכל  . ג
0x  מתקיים

0

lim ( ) 4
x x

f x
→

)אזי  ,= ) 4f x  .xלכל =

 ?xרציפה לכל  fאם ידוע בנוסף כי   ,כיצד תשתנה תשובתך
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 ענו על הסעיפים הבאים: (28

x,לכל  כי וחיהוכ . א y: 

1.    
1

min , ( ) | |
2

x y x y x y= + − − 

2.    
1

, ( ) | |
2

Max x y x y x y= + + − 

f,הוכיחו כי אם  .ב g  ות הבאות רציפות באז גם הפונקצי -רציפות ב-: 

1.  1( ) min ( ), ( )z x f x g x= 

2.  2 ( ) ( ), ( )z x Max f x g x= 
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 תשובות סופיות 

 רציפה. (1

 רציפה. (2

1xרציפה בנקודה   (3 2x, לא רציפה בנקודה = =. 

0,1xרציפה בנקודות  (4 2x, לא רציפה בנקודה = =. 

 לא רציפה.  (5

 לא רציפה.  (6

 . סליקה. 3  . סוג ראשון.4 . סליקה. 6 . סליקה. 5 (7

8) 1k =  

9) 4k =  

10) 
2

3
k = 

11) 1k = − 

12) 
1

0 , 
2

a b= = 

13) 1 , 2a b= 1a , 2או  = b= =. 

14) 1 12  , a e b e− −= − = 

15)  , 
3 3

e e
a b= = − 

 הוכחה.שאלת  (16

 הוכחה.שאלת  (17

 א.  (18

 
-  

 

5xהפונקציה רציפה לכל ב.    ג. לא.  יש אי רציפות מסוג ראשון. −5-ב .−

 ב. כן.   א. לא.  (19

 הוכחה.שאלת  (20

1
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 הוכחה.שאלת  (21

 ד. טענה לא נכונה. טענה לא נכונה.   ג. ב. טענה לא נכונה. א. טענה נכונה. (22

 הוכחה.שאלת  (23

24) ( )
( )

1

sin
1

1

1

x

x
f x x

x

x







− = −



=  
−

 =

 

 שאלת הוכחה. (25

 שאלת הוכחה. (26

 שאלת הוכחה. (27

 שאלת הוכחה. (28
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 משפט ערך הביניים

 שאלות 

 שלמשוואה יש לפחות פתרון אחד: הוכיחו  4-1בשאלות 

1) 3 4 1 0x x+ − = 

 

2) 2 lnx x= − 

 

3) 0.25sin 7x x− = 

 

4)  3 2 0x bx cx d+ + + = 

 
 שלמשוואה יש לפחות שני פתרונות: הוכיחו  6-5בשאלות 

5) 5 0xe x− = 

 

6) 3 1
4 5 0x x

x
+ − = 

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (7

), המקיימת:  xפונקציה רציפה לכל  fתהי  . א ) ( )0 1 , 1 2f f= =. 

)שלמשוואה הוכיחו  ) sin 4f x x x+  יש לפחות פתרון אחד. =

:תהי  .ב [ 4, 4]f →  פונקציה רציפה. −

2שלמשוואה הוכיחו  ( ) 1x f x+  יש לפחות פתרון אחד. =

 

 קטע, שאורכו אינו עולה על יחידה אחת, מצאו   (8

2בו למשוואה  1
10x

x
=  יש פתרון. −

 

)נגדיר   (9 ) 2 1

1
f x x

x
= +

−
 . 

)את חשבו  . א ) ( )0  ,  2f f. 

2האם ניתן להסיק לפי משפט ערך הביניים שלמשוואה  .ב 1
0

1
x

x
+ =

−
 

)יש פתרון בקטע   )0, 2? 
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f,תהיינה  (10 g פונקציות רציפות ב- ,a b   המקיימות( ) ( ) ( ) ( ),f a g a f b g b  

aשקיימת נקודה  הוכיחו  c b שבה( ) ( )f c g c=. 

 

]נתונה פונקציה רציפה בקטע סגור  (11 , ]a b .שהוא חלקי לתחום הגדרתה 

)-נניח ש )[ , ] [ , ]f a b a b. 

]כי קיימת נקודה הוכיחו  , ]c a b כך ש-( )f c c=. 

תנקודת כנ"ל נקראת " c נקודה בֶׁ  " של הפונקציה.שֶׁ
 

[0,1]:נתונה פונקציה רציפה  (12 [0,1]f →  . 

)1.5-כך ש c[0,1]קיימת נקודה כי הוכיחו  )f c c=. 
 

f[0,1]:פונקציה רציפה נתונה  (13 (0)המקיימת    → (1)f f=. 

)-כך ש c[0,0.5]כי קיימת נקודה הוכיחו  . א ) ( 0.5)f c f c= + . 

,כי קיימות נקודות הוכיחו  .ב [0,1]c d  כך ש -( ) ( )f c f d=. 
 

,0]:נתונה פונקציה רציפה  (14 2]f (0)המקיימת    → (2) (1)f f f  . 

כי קיימים הוכיחו 
1 2, [0,2]c c   כך ש-

1 2( ) ( )f c f c= . 

 

f[0,8]:פונקציה רציפה נתונה  (15 (0)המקיימת    → (8)f f= . 

1כי קיימות נקודות הוכיחו  2 3 4, , , [0,8]c c c c  כך ש - 

. 1 2 3 4( ) ( ), ( ) ( )f c f c f c f c= =   

 

)שהפונקציה הוכיחו  (16 ) sinf x x x=  .היא על  +

 

)שהפונקציה הוכיחו  (17 ) sinf x x x=   היא על. 

 

f:תהי  (18  .2פונקציה רציפה ומחזורית עם מחזור  →

0xשקיים הוכיחו   0-כך ש 0( ) ( )f x f x+ =. 

 

10יהיו  (19 ,..., 1na a   1קבועים המקיימים ... 1na a+ + =. 

|1הוכיחו כי למשוואה   | ... | |
2

n

n
x a x a− + + −  יש לפחות פתרון אחד. =
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 על הסעיפים הבאים:ענו  (20

f:תהי  . א  פונקציה חח"ע ורציפה. →

 עולה ממש או יורדת ממש.fכי  הוכיחו 

:תהי  .ב [0, )f →  .פונקציה חח"ע ועל 

 .-לא רציפה בfכי  הוכיחו 

 

:תהי  (21 [ 1,1]f →  פונקציה רציפה. −

)שעבורם   ,x כי קיימים אינסוף ערכים שלהוכיחו  ) sinf x x=. 

 

), מהצורה  זוגיתפולינום ממעלה  Pיהי  (22 ) 1

1 0

n n

nP x x a x a−

−= + + +, 

ונניח כי  
0 0a . 

 ממשיים, שונים זה מזה.פחות שני שורשים לישנם  P-כי ל הוכיחו 

 

f,יהיו (23 g  :פונקציות רציפות המקיימות 

lim ( ) , lim ( ) , lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x k f x k g x k g x k
→ →− → →−

= = − = − 0כאשר   ,= k . 

)כי קיים לפחות פתרון אחד למשוואה הוכיחו  ) ( )f x g x=. 

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (24

)פונקציה רציפה בקטע   fתהי  . א ),a b 1, ותהיינה, , nx x   1)כאשרn  )

)-נקודות כלשהן ב ),a b. 

)בקטע    cשקיימת נקודה  הוכיחו  ),a bכך ש , -

( ) ( ) ( )( )1

1
nf c f x f x

n
= + +. 

)פונקציה רציפה בקטע   fתהי  .ב ),a b. 

)האם לכל  ),c a b,  1ניתן למצוא נקודות, , nx x,שונות זו מזו , 

1nכאשר  , כך ש -( ) ( ) ( )( )1

1
nf c f x f x

n
= + +? 

 .זאת הוכיחו 

 

)פונקציה רציפה בקטע פתוח   f תהי (25 , )a b. 

lim  נניח כי: ( ) , lim ( )
x a x b

f x f x
+ −→ →

= − = . 

)כי תמונת הקטע  והרא , )a b  היא. 
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f:תהי  (26 (0)המקיימת   ,פונקציה רציפה → 1, (1) 4f f= − =. 

תהי  [0,1] | ( ) 0S x f x=  =. 

 לא ריקה.  S-שהוכיחו  . א

 .שנסמנו   ,יש חסם עליון S שלקבוצההוכיחו  .ב

[0,1)כי  הוכיחו  . ג . 

)כי  הוכיחו  .ד ) 0f  =. 

 

תהי  (27 : ,f a b )- רציפה, כך ש → ) ( )f a f b=. 

שקיימים הוכיחו 
1 2a x x b   כך ש ,-( ) ( )1 2f x f x= . 

 

)תהי  (28 )z x  רציפה בקטע  פונקציה ,a b    0ויהי 1r . 

)בקטע, עבורו מתקיים   cהוכיחו שיש  ) ( ) ( )(1 )z c rz a r z b= + −. 

 

 :יפים הבאיםענו על הסע (29

sinהוכיחו כי למשוואה   . א cos sin2A x B x C x+  יש פתרון. =

)תהי  .ב )f x  רציפה לכלx   (4)המקיימת 2 (2), (0) 0f f f . 

2)  -כך ש cהוכיחו שקיים  ) 2 ( )f c f c= . 

)תהי  . ג )f x  רציפה לכלx   (0)המקיימת 1, (1) 2f f= =. 

  -כך ש aהוכיחו שקיים 
1

( )f a
a

= . 

 

 .xמוגדרת לכל  fה  פונקצי (30
 התכונה הבאה:את לפונקציה יש 

 כל ערך ממשי מתקבל על ידי הפונקציה בדיוק פעמיים. 
 הוכיחו כי הפונקציה אינה יכולה להיות רציפה. 

 

 

 

 סופיות תשובות 

8)  0.1,1 

)א.  (9 ) ( )0 1 , 2 5f f= −  ב. לא.   =

 הן שאלות הוכחה. 30-10ושאלות   7-1שאלות 
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 תכונות נוספות של פונקציות רציפות 

 שאלות 

 . ו זאתחיהוכו ,בכל סעיף האם הטענה נכונה או לא נכונה וקבע (1

קיימת פונקציה המוגדרת בקטע   0,1,  :שהיא 

 חח"ע, אבל לא מונוטונית.  . א

 מונוטונית, אבל לא רציפה.  .ב

 מונוטונית, אבל לא חסומה.  . ג

 חסומה, אבל לא רציפה. .ד

 רציפה, אבל לא חסומה.  .ה

 הופכת מחיובית לשלילית מבלי לעבור דרך האפס.  .ו

 מקבלת מקסימום ומינימום אבל לא רציפה.  .ז

 רציפה אבל לא מקבלת מקסימום.  .ח

 שתמונתה אינו קטע.  ,חסומה . ט

 רציפה, שתמונתה אינה קטע.  .י

 אבל בעלת התכונה,  אינה רציפה בקטע זה, . יא

שתמונת הקטע   0,1  על ידי ,f .היא קטע , 

 

]:תהי  (2 , ]f a b )המקיימת   ,פונקציה רציפה → ) 0f x ,  לכל[ , ]x a b. 

0שקיים הוכיחו  , כך ש-( )f x ,  לכל[ , ]x a b. 

 

,0]:תהי  (3 )f  limנניח כי  , ופונקציה רציפה → ( )
x

f x
→

 קיים. 

 חסומה.  f-שהוכיחו 

 

,יהיו  (4 :f g נתון שלכל שתי נקודות   פונקציות רציפות. →
1 2,x x, 

1המקיימות   2x x,   1קיימת נקודה 3 2x x x  , 3שעבורה 3( ) ( )f x g x=. 

)כי  הוכיחו  ) ( )f x g x=,  לכל x. 

 

[0,1]:תהי  (5 (0,1)f  פונקציה על. →

 .[0,1]-לא רציפה ב f-שהוכיחו 

 

f:תהי  (6 )2שמקיימת   ,פונקציה רציפה → ) ( )f x f x=,  לכלx. 

 פונקציה קבועה.  f-שהוכיחו 
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f:תהי  (7 )שמקיימת   ,פונקציה רציפה → ) ( ) ( )f x y f x f y+ = +, 

x,לכל  y. 

)כי  הוכיחו  ) (1)f x f x=,   לכלx. 

 

)תהי  (8 )f x  מוגדרת בקטע  הפונקציה( , )a b, ונניח שקיים קבוע ממשי K , 

  ,כך שלכל שתי נקודות
1x  2-וx,   בקטע( , )a b,  ליפשיץתנאי מתקיים : 

       1 2 1 2| ( ) ( ) | | |f x f x K x x−  −  

)כי  הוכיחו  )f x   רציפה בקטע( , )a b. 
 להוכיח בשתי דרכים שונות.  ו* נס

 

 שלכל פולינום ממעלה זוגית יש נקודת מינימום מוחלט. הוכיחו  (9
 באריכות: 

אז קיימת נקודה  ,פולינום ממעלה זוגית fשאם הוכיחו 
0x , 

)0-כך ש ) ( )f x f x,   לכלx. 

 

 :וחיב הוכ-א וסעיפים ב (10

 קיימת סדרה של רציונליים שמתכנסת אליו.  ,שלכל מספר ממשי . א

 רציונליים שמתכנסת אליו. -קיימת סדרה של אי ,שלכל מספר ממשי .ב

תהי  . ג
1

( )
0

x
f x

x


= 


 .xשהפונקציה לא רציפה בכל נקודה  הוכיחו  .

 ה.ל  יכ  יר  נקראת פונקציית ד  זאת  הערה: פונקציה  

 

 :יכואו הפרהוכיחו  (11

) אם . א )f x רציפה בנקודה c ,אז | ( ) |f x   רציפה בנקודהc. 

| אם .ב ( ) |f x  רציפה בנקודהc ,אז ( )f x רציפה בנקודה  c. 
 

 :וחיהוכ 13-12בשאלות 

 חסומה.  f, בה  0x, אז קיימת סביבה של 0x-רציפה ב fאם  (12

 

), ואם 0x-רציפה ב fאם  (13 )0 0f x   0, אז קיימת סביבה שלx שבה ,( ) 0f x . 
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,יהיו  (14 :f g )פונקציות רציפות המקיימות   → ) ( )f a g a, 
 ממשי מסוים.  a  עבור
)שבה   ,a שקיימת סביבה של והרא ) ( )f x g x. 

 
 הערה 

 תרגיל זה מכיל בתוכו גם את הטענה הבאה:

f:תהי  )פונקציה רציפה המקיימת   → ) 0f a , ר  עבוa .ממשי מסוים 

)שבה  ,a שקיימת סביבה של והרא ) 0f x  . 

)פשוט לקחנו   ) 0g x =. 

 בסעיף האחרון.  ',משפט ערך הביניים'בטענה זו נשתמש בשאלה האחרונה תחת הנושא 
 

)הוכיחו כי אם הפונקציה  (15 )f x רציפה בנקודה  a  אזי הפונקציה ,( )g x, 

המוגדרת על ידי  

( )

( ) ( ) | ( ) |

( )

c f x c

g x f x f x c

c f x c

−  −


= 
 

 a, גם רציפה בנקודה 

 מספר חיובי כלשהו(. c)כאשר 

 

נתונה הפונקציה  (16
1

1
1

( )

1x

x
x

f x x

e e x− −

−


= 
 − 

 . 

)1את   והפיכה בתחום הגדרתה. אם כן, מצא fהאם  קובד )f x−. 

 

]:הוכיחו כי אם   (17 , ]f a b )- רציפה ו → ) 0f x   לכל[ , ]x a b   0אז ישc  כך ש-

( )f x c  לכל[ , ]x a b . 

 

f,הוכיחו כי אם   (18 g אז גם הפונקציה  -רציפות ב ( ) min ( ), ( )z x f x g x= רציפה ב-. 

,הערה: יש להוכיח לפי ההגדרה )בלשון   .) 
 זה. בנושא הראשון בפרק   28השוו לשאלה 

 

 תשובות סופיות 

16) 
( )

1

1

1
1 0

1( )

ln 0

x
xf x

x e x

−

−


−   += 

− + 


 

 

 ooL.co.ilGאתר  ל בסרטוני וידאו היכנסולתשובות מלאות 

1

פרק 5רציפות של פונקציה - משפט ערך ה...

85

85



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

 שיטת החצייה

 שאלות 

3נתונה המשוואה  (1 22 2 0x x x− − + . בעזרת שיטת החצייה בקטע  = 2,3−, 

 איטרציות.  6שורש מקורב של המשוואה על ידי  ומצא
 מהו קירוב השורש?

 

3נתונה המשוואה:   (2 2 0x x− − =. 

 , המכיל שורש של המשוואה.1  עולה עלקטע שאורכו לא   ומצא . א

כמה איטרציות של שיטת החצייה יש לבצע, כדי למצוא קירוב של השורש   .ב
 ?0.001 בדיוק של

 .0.001 חשבו את השורש שמצאתם בדיוק של . ג

 

 תרגיל נוסף.הערה: בסרטון ההסבר של שיטת החצייה יש 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0.07 

א.  (2 1, 1.520xג.    10  ב. 2 = 
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חדוא 71071
פרק 6 - הגדרת הנגזרת - גזירות של פונקציה - נגזרות חד-צדדיות

תוכן העניינים

1. הגדרת הנגזרת וגזירות של פונקציה י 87

2. נגזרות חד צדדיות י 95
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 , גזירות של פונקציההגדרת הנגזרת 

 שימו לב

מי שלא למדו ל .הספר ביתכפי שנלמד ב ,פונקציות לפי נוסחאות גזירהיש לדעת גזירת בפרק זה 
 לכאן. לחזור אחר כך  ורקאת הנושא, ללמוד  לפרק הבא,כדאי לעבור קודם  זאת

 

 * תשאלו

 את הנגזרת של הפונקציה הנתונה על פי ההגדרה: וחשב 6-1בשאלות 

)את  וחשב (7 )' 0f,  אם נתון כי( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 44f x x x x x x= − − − −. 

 

)את  וחשב (8 )' 0f,  אם נתון כי( ) ( ) 22 1 1f x x x x x= + + +. 

 

)את  וחשב (9 )' 0f,  אם נתון כי( ) ( )f x x z x=    כאשר( ) ( )
0

0 1 , lim 4
x

z z x
→

= =. 

 

)נתונה הפונקציה:   (10 )
( )

3

2

1 0

1 0

x x
f x

x x

 − 
= 

− + 

. 

 .הפונקציה רציפהאת כל הנקודות בהן   ומצא . א

1xעל פי הגדרת הנגזרת האם הפונקציה הנתונה גזירה בנקודה  ובדק .ב =. 
 האם קיים משיק בנקודה זו ? 

 

:  נתונה הפונקציה (11
1

sin 0
( )

0 0

nx x
f x x

x




= 
 =

 (n )טבעי . 

0xה  הפונקציה גזירה בנקוד nעבור אילו ערכים של   . א =? 

0x  הפונקציה גזירה ברציפות בנקודה nעבור אילו ערכים של   .ב =? 
 
 

 

 ___________ ___ 
 בכלל לופיטל. חל איסור להשתמש* בפרק זה 

1) ( ) 2 4 1f x x x= + + 2) ( )
1

1
f x

x
=

+
 3) ( ) sin 4f x x= 

4) ( ) xf x e= 5) ( ) lnf x x= 6) ( ) 10f x x= + 

1
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: נתונה הפונקציה (12
1

arctan 0
( )

0 0

nx x
f x x

x




= 
 =

  (n )טבעי . 

0xהפונקציה גזירה בנקודה   nעבור אילו ערכים של   . א =? 

0xהפונקציה גזירה ברציפות בנקודה   nעבור אילו ערכים של   .ב =? 

 

 :םאת הגבולות הבאי ובחש (13

 . א
0

ln(4 ) ln 4
lim
x

x

x→

+ −
 .ב                    

1

0
lim

x

x

e e

x

+

→

−
 

 

גזירה בנקודה   fנתון כי   (14
0x.  כי  הוכח: 

 . א
0

0
0

0

( ) ( )
'( ) lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−
  

 .ב
0

2 2
2 0 0

0 0 0 0

0

( ) ( )
2 ( ) '( ) lim

x x

x f x x f x
x f x x f x

x x→

−
− =

−
  

 

 אי זוגית.   f'כי   וחיגזירה וזוגית. הוכ fנתון כי   (15

 

]-פונקציה המוגדרת בנתונה  (16 , ]a b   ומקיימת לכל,x y ב-[ , ]a b: 
2| ( ) ( ) | | |f x f y x y−  −. 

]-גזירה ב fכי   וחיהוכ , ]a b את נגזרתה. ווחשב 

 

:  נתונה הפונקציה (17
2

3
( )

x x
f x

x x

 
= 


. 

)'את  וחשב )f x .על פי ההגדרה 

 

:  נתונה הפונקציה (18
2( 1)

( )
0

x x
f x

x

 − 
= 


. 

)'את  וחשב )f x .על פי ההגדרה 

 

)5נתונה הפונקציה  (19 ) sinf x x= . 

)'את  וחשב . א )f x. 

)'את כל הנקודות עבורן    ומצא .ב ) 0f x =. 
 

 ___________________________ 
  בכלל לופיטל. חל איסור להשתמש* בפרק זה 
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 :יכואו הפר וחיהוכ (20

-גזירה ב  hאם  . א
0x ו -g אינה גזירה ב-

0x, אזf g h= -אינה גזירה ב  +
0x . 

-אינה גזירה ב hאם  .ב
0x  ו -g אינה גזירה ב-

0x, אזf g h= -אינה גזירה ב +
0x. 

-אינה גזירה ב hאם  . ג
0x ו-g אינה גזירה ב-

0x,   אזf g h=  אינה גזירה ב-
0x  . 

-גזירה ב  hאם  .ד
0x ו -g אינה גזירה ב-

0x, אזf g h=   אינה גזירה ב-
0x . 

 

 :יכואו הפר וחיהוכ (21

אז  ,גזירה fאם  . א
1

lim ( ) '( )
n

n f x f x f x
n→

  
+ − =  

  
. 

אם הגבול  .ב
1

lim ( )
n

n f x f x
n→

  
+ −  

  
 גזירה. f אז , קיים וסופי 

 

 :יכואו הפר וחיהוכ (22

)-גזירה ב  fאם  . א ),a b ו -lim ( )
x a

f x
+→

= ,   אזlim '( )
x a

f x
+→

= . 

)-גזירה ב  fאם  .ב ),a b ו -lim '( )
x a

f x
+→

= ,   אזlim ( )
x a

f x
+→

= . 

 

)נתון כי   (23 )f x 4-רציפה בx , ומקיימת  =
4

( ) 10( 4)
lim 0

4x

f x x

x



→

− − −
=

−
. 

4x-גזירה ב f-ש וחיהוכ  .f(4)'את  ווחשב ,=

 

0x פונקציה רציפה בסביבת הנקודה fתהי  (24 מקיימת ה =
0

( )
lim 0
x

f x

x→
=. 

(0)כי   וחיהוכ . א 0f =. 

0x-גזירה ב fכי   וחיהוכ .ב (0)'-ו = 0f =. 

 

(0)  , ונתון כיפונקציה גזירה על כל הישר fתהי  (25 0f f(0)'-ו = k= . 

כי    וחיהוכ
1

lim
x

x f k
x→

 
= 

 
. 

 

f:תהי  (26  .0xפונקציה גזירה בנקודה   →

אם  . א
0( ) 0f x , שגם  וחיהוכ| |f גזירה ב-

0x. 

)0אם  .ב ) 0f x |שייתכן כי   והרא ,= |f 0-גזירה בx  .וייתכן שלא 

  

1
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,תהיינה  (27 :f g פונקציות גזירות בנקודה  →
0x. 

נגדיר   ( ) max ( ), ( )h x f x g x=  לכלx. 

0שאם  והרא 0( ) ( )f x g x, אז h גזירה ב-
0x. 

 

 . -פונקציה זוגית ב fתהי  (28

), אז 0- גזירה ב fכי אם  וחיהוכ )' 0 0f =. 
 

 בשתי דרכים שונות.  והערה: פתר

 

:נתונה פונקציה  (29 (0, )f  )המקיימת   → ) ( ) ( )f xy f x f y= +, 

,לכל  (0, )x y . 

1xגזירה בנקודה   fנתון כי   =. 

(1)כי   וחיהוכ . א 0f )-ו  = ) ( )
x

f f x f y
y

 
= − 

 
 . 

0xושלכל  ,גזירה fכי   והרא .ב , 
'(1)

'( )
f

f x
x

=. 

 

פונקציה גזירה המקיימת   fנתון כי   (30
( ) ( )

2 2

x y f x f y
f

+ + 
= 

 
. 

 פונקציה לינארית.  f-ש וחיהוכ

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (31

 את הטענה הבאה: וחיהוכ . א

אז  ,0x-גזירה ב  fאם 
( )0 0

0

( )
'( ) lim

n

n
n

f x a f x
f x

a→

+ −
= 

0naלכל סדרה  →. 

f:תהי  .ב 0פונקציה גזירה בנקודה   → 1x (1)- ו ,= 1f =. 

 אז ,kשאם  והרא

( )1 2
( 1)

lim (1 ) (1 ) ... (1 ) (1)
2

k
n n n

n

k k
n f f f k f

→

+
 + + + + + + − = . 

את הגבול  וחשב . ג
1 2 10

lim ... 10n n n

n
n e e e

→

 
+ + + − 

 
. 
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 על הסעיפים הבאים: וענ (32

שפונקציית דיריכלה  וחיהוכ . א
1

( )
0

x
D x

x


= 


 לא גזירה בכל מקום. 

)2שהפונקציה  וחיהוכ .ב ) ( 1) ( )f x x D x= 1xבנקודה רקגזירה  − =. 

 

)פונקציה   (33 )f x  2מקיימת( )f x x  לכלx. 

0x-שהפונקציה גזירה ב וחיהוכ =. 

 

)פונקציה   (34 )f x  2מקיימת( ) sinf x x  לכלx. 

 שהפונקציה גזירה באינסוף נקודות שונות.  וחיהוכ

 

-פונקציה גזירה ב fתהי  (35
0x. 

0כי   וחיהוכ . א 0
0

0

( ) ( )
'( ) lim

2h

f x h f x h
f x

h→

+ − −
=. 

 ,שהגבול בסעיף א' קייםבאופן , fדוגמה של פונקציה רציפה  נות .ב

)'0אך  )f x .אינו קיים 

)'0באמצעות   ועיהב . ג )f x  0את הגבול 0

0

( 2 ) ( 3 )
lim
h

f x h f x h

h→

− − +
. 

 

 .0x-פונקציה גזירה פעמיים ב fתהי  (36

0כי   וחיהוכ . א 0 0
0 20

( ) 2 ( ) ( )
''( ) lim

h

f x h f x f x h
f x

h→

+ − + −
=. 

 ,באופן שהגבול בסעיף א' קיים ,fדוגמה של פונקציה  נות .ב

)''0אך  )f x .אינו קיים 

 
 . 'כלל לופיטללמידת הנושא 'את סעיף א' רק אחרי   והערה: פתר

 

)נתון כי   (37 )f x  רציפה בנקודהx a=פונקציה חדשה   נגדיר, ו( ) ( ) ( )z x x a f x= − . 
 :יכואו הפר וחיהוכ

)הפונקציה   . א )z x  גזירה בנקודהx a=. 

)' .ב )z x רציפה ב-  x a=. 

 

)  -ו c  -גזירה ב f -נניח ש (38 ) 0f c = . 

 : וחיהוכ

)'אם  . א ) 0f c )אז   = )f x גזירה ב-  c   . 

) אם .ב )f x גזירה ב-  c אז '( ) 0f c =. 
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f,יהיו   (39 g פונקציות גזירות ב - c    ונניח כי( ) ( )f c g c=. 

)הוכיחו כי   . א ) ( )f x g x− גזירה ב- c   אם ורק אם'( ) '( )f c g c=. 

הוכיחו כי   .ב 1( ) min ( ), ( )z x f x g x= גזירה ב- c   אם ורק אם'( ) '( )f c g c=. 

הוכיחו כי   . ג 2 ( ) ( ), ( )z x Max f x g x= גזירה ב- c   אם ורק אם'( ) '( )f c g c=. 

 

) -נניח ש (40 )f x גזירה ב -c ו-f  רציפה ב- c . 

 . c -גזירה ב fכי   וחיהוכ
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 תשובות סופיות 

1) ( )' 2 4f x x= + 2) ( )
( )

2

1

1
f x

x
= −

+
 3) ( )' 4 cos 4f x x= 

4) ( )' xf x e= 5) ( )
1

f x
x

= 6) ( )
1

2 10
f x

x
=

+
 

7) !44 8) 2 9) 4 

1x  ב. לא גזירה בנקודה .x א. רציפה לכל (10  . קיים משיק אנכי בנקודה .=

1nא.  (11     .2בn  

1nא.  (12     .1בn  

 א. (13
1

4
 e  ב.  

 .הוכחהשאלת  (14

 .הוכחהשאלת  (15

’שאלת הוכחה.  (16 0f = 

0x- הפונקציה גזירה רק ב (17 (0)' :ומתקיים , = 0f =. 

1x- הפונקציה גזירה רק ב (18 (1)' :ומתקיים  , = 0f =. 

א.  (19

4

4

5sin cos 2 (2 1)

'( ) 0

5sin cos (2 1) (2 2)

x x n x n

f x x n

x x n x n

 



 

   +


= =

− +   +

ב.    
2

x n


= 

 .הוכחהשאלת  (20

 .הוכחהשאלת  (21

 .הוכחהשאלת  (22

 ה.שאלת הוכח (23

 ה.שאלת הוכח (24

 ה.שאלת הוכח (25

 ה.שאלת הוכח (26

 ה.שאלת הוכח (27

 ה.שאלת הוכח (28

 ה.שאלת הוכח (29

 ה.הוכחשאלת  (30

 55ג.  ה.שאלת הוכחב.  ה.שאלת הוכחא.  (31

 ה.שאלת הוכח (32
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 ה.שאלת הוכח (33

 ה.שאלת הוכח (34

)ב.   ה.שאלת הוכחא.  (35 )f x x=   .ג( )05 'f x− 

)ב.   ה.שאלת הוכחא.  (36 ) ( )

1 0

sgn 0 0

1 0

x

f x x x

x

− 


= = =
 

 

 ה.שאלת הוכח (37

 ה.שאלת הוכח (38

 ה.שאלת הוכח (39

 ה.שאלת הוכח (40
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 צדדיות-נגזרות חד

 שאלות

שלה   שתי דרכים שונות לבדיקת גזירות של פונקציה מפוצלת בנקודות התפר ותאר (1
 )נקודה שבה מתחלפת נוסחת הפונקציה(. 

)  בפונקציה  והשתמש )
2

3

8    2

12   2

x x x
f x

x x

 + 
= 

+ 
 על מנת להדגים שתי שיטות אלה.  

 . אלהלהשתמש בכל אחת משיטות יש מתי  ור יבנוסף, הסב 
 

 . ובכל דרך שתבחר ,חום הגדרתןבת גזירות הפונקציות   ו אתבדק  9-2 בשאלות 

 . נוסחה עבור הנגזרת של כל אחת מהפונקציות מו בנוסף, רש

2) ( )
2

3

4 2

14 2

x x x
f x

x x

 − 
= 

− 
 3) ( )

2

3

5 2

14 2

x x x
f x

x x

 − 
= 

− 
 

4) ( )
2

3

8 2

12 2

x x x
f x

x x

 + 
= 

+ 
 5) ( )

( )
2

ln 1 2 0.5 0

2 0

x x
f x

x x x

 + −  
= 

+ 

 

6) ( ) 2 4 1f x x= + − 7) ( ) 23 1f x x x x= + + 

8) ( )
1

sin 0

0 0

x x
f x x

x




= 
 

 9) ( )
2 1
sin 0

0 0

x x
f x x

x




= 
 

 

 

0xגזירה פעמיים בנקודה   5האם הפונקציה משאלה   קובד (10 =. 
 

)נתונה הפונקציה   (11 )

3 1 1

1
1

x x

f x
a x

x

 +  −


= 
+  −



. 

1xהפונקציה רציפה בנקודה   a  עבור איזה ערך של הקבוע .א = −? 

על פי הגדרת הנגזרת האם   ושקיבלת בסעיף א', בדק  a- עבור ערך ה .ב
1xהפונקציה הנתונה גזירה בנקודה    = − . 

 האם קיים משיק בנקודה זו? 
 

 

 ___________________________ 
 בכלל לופיטל.  חל איסור להשתמש* בפרק זה 
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הפונקציה הבאה גזירה בנקודת   b- ו aעבור אלו ערכים של הקבועים   ומצא (12

)התפר:   )
3ln      0

    

x x e
f x

ax b x e

  
= 

+ 
. 

 נוסחה עבור הנגזרת.  מועבור ערכים אלו, רש
 

בנקודת  הגזיר   ההבא ההפונקצי b- ו  aערכים של הקבועים  אלועבור    ומצא  (13

)  :התפר )
          0 1

     1

xe x
f x

ax b x

  
= 

+ 
. 

 נוסחה עבור הנגזרת.  מועבור ערכים אלו, רש

 

:  נתונה הפונקציה (14
2 1
sin 4 0

( )

0

x x x
f x x

px q x


+ 

= 
 + 

. 

 : הנתונההפונקציה   q  -ו pעבור אילו ערכים של הקבועים    וקבע
 . א. רציפה.     ב. גזירה

 

4  :עבור הפונקציה ,f(0)'את   וחשב (15 3( ) sin(10 ) 1f x x x x= − + −. 

 

  :נתונה הפונקציה (16
| cos |

( )
0

x x
f x

x

 
= 


. 

 ממשי.  x  שהפונקציה לא גזירה לכל וח יהוכ 
 

 תזכורת )הערך השלם( 

]  פונקציית הערך השלם ]x מספר ממשי  מחזירה לכל  x הגדול ביותר מספר השלםאת ה , 

[4.1]  :)מעגלת כלפי מטה(. למשל x- שקטן או שווה ל 4 , [ 4.1] 5= − = −. 

 

)נתונה הפונקציה   (17 ) [ ] [ ]f x x x= − −. 

)'את   וחשב )f x. 

 

)נתונה הפונקציה   (18 ) [ ]sin( )f x x x=. 

)'את   וחשב )f x על פי ההגדרה. 

 

)נתונה הפונקציה   (19 )( ) [ ] 1 cos( )f x x x= −. 

)'את   וחשב )f x. 
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)היא פונקציה המקיימת  fשאם   וח יהוכ  (20 ) 2f x x   לכלx, 

0x- גזירה ב  fאז  =. 

 

- פונקציה רציפה ב fתהי   (21
0 0x =. 

)כי הפונקציה   וח יהוכ  ) ( )z x x f x= גזירה ב -
0 0x )אם ורק אם   = )0 0f =. 

 

שתי פונקציות המוגדרות בסביבה מלאה של  g- ו fיהיו   (22
0x . 

 : יכואו הפר וח יהוכ 

0אם  .א 0( ) ( )f x g x= 0- ו 0

' '( ) ( )f x g x− +=, 

0המוגדרת על ידי   ,zאז הפונקציה  

0

( )
( )

( )

f x x x
z x

g x x x


= 


- גזירה ב, 

0x. 

f:אם  .ב - לא גזירה ב →
0x ו -:g  ,- גזירה ב →

gאז  f איננה גזירה ב -. 

  מוגדרת בסביבה מלאה שלfוהפונקציה  0x- גזירה מימין ב  gאם  .ג

0( )g x 0- וגזירה מימין ב( )g x  אזי ,f g גזירה מימין ב -
0x. 

 
 הערה: אין קשר בין הסעיפים. 

 

 .- פונקציות המוגדרות ב g- ו f  תהיינה (23

x  ולכל , - היא פונקציה רציפה ב g- נתון ש y 

  מתקיים
( ) ( )

2

f x f y x y
g

x y

− + 
=  

−  
. 

)'ממשי מתקיים   xושלכל   ,- גזירה ב  f  כי  וח יהוכ  ) ( )f x g x=. 
 

נתונה הפונקציה   (24

1
1

( )

arctan 1
4

x
x

x
f x

x x


−


= 
 − 


. 

 .fאת רציפות וגזירות וקבד .א

)1את   והפיכה בתחום הגדרתה. אם כן, מצא  f  האם  וקבד .ב )f x−. 
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 תשובות סופיות 

1) ( )
2

2 8 2
'

3 2

x x
f x

x x

+ 
= 


 

2) ( )
2

2 4 2
'

3 2

x x
f x

x x

− 
= 


 

3) ( )
2

2 5 2
'

3 2

x x
f x

x x

− 
= 


 

4) ( )
2

2 8 2
'

3 2

x x
f x

x x

+ 
= 


 

5) ( )
2

0.5 0
' 1 2

2 2 0

x
f x x

x x


−  

= +
 + 

 

6) ( ) ( ) ( ) ( )' 4 1 , ' 4 1f x x f x x=  = −  

7) ( ) ( ) ( ) ( )' 8 0 , ' 4 0f x x x f x x x=  =  

8) ( )
1 1 1

sin cos 0

0 0

x
f x x x x

x


− 

= 
 

 

9) ( )
1 1

2 sin cos 0

0 0

x x
f x x x

x


− 

= 
 

 

0xגזירה פעמיים בנקודה   לא (10 =. 

1a א. (11  ב. לא גזירה. לא קיים משיק.   =

12) ( )

23
ln      0

' 3 / 2
3

    

x x e
x

f x a e b

x e
e


 

= = = −
 


 

13) ( )
          0 1

' 0
     1

xe x
f x a e b

e x

  
= = =


 

0qא.  (14 ,0ב.         = 4q p= = 

15) 10− 

 . הוכחהשאלת  (16

17) 
0

'( )
undefined

x
f x

x


= 


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18) 
[ ]cos( )

'( )
undefined

x x x
f x

x

  
= 


 

19) ( )

 sin

' 0 , even

undefined , odd

x x x

f x x x

x x

 


= 
 


 

 

 www.GooL.co.ilאתר היכנסו ל 20-23לפתרונות מלאים בווידאו של שאלות 

1xוגזירה לכל   x  רציפה לכל א.  (24 .  .1ב

1
1 0

1
( )

3
tan 0

4 4

x
x

f x

x x
 

−


−   +

= 
  −   

  
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חדוא 71071
פרק 7 - חישוב נגזרת של פונקציה

תוכן העניינים

1. כללי הגזירה  י (ללא ספר)

2. תרגול בכללי הגזירה י 100

3. תרגילים נוספים לפי סוגים י 104

4. גזירה סתומה י 107

5. כלל השרשרת י 109

6. גזירה לוגריתמית י 112
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 תרגול בכללי הגזירה

 שאלות 

 :(רק את הנגזרת הראשונה  ומצא 72-35 שאלותבאת הפונקציות הבאות )  פעמיים  ורגז

1) 
2 2 4

( )
2

x x
f x

x

+ +
=  2) 

2 5 6
( )

2 10

x x
f x

x

− +
=

+
  3) 

2

2

2
( )

( 1)

x
f x

x
=

+
  

4) 
3

2
( )

4

x
f x

x
=

−
  5) 

3

2
( )

( 1)

x
f x

x
=

+
  6) 

3
1

( )
1

x
f x

x

+ 
=  

− 
  

7) 
ln

( )
x

f x
x

=  8) 
ln

( )
x

f x
x

=  9) ( ) lnf x x x=   

10) 2( ) lnf x x x=   11) 
1

( ) ln
2

f x
x

=
−

  12) 2( ) ln 2ln 32f x x x= + −  

13) 2

2

1
( ) ln

ln
f x x

x
= +  14) 

1

( ) xf x e=  15) 
1

( ) ( 2) xf x x e= +   

16) 
22( ) xf x x e−=   17) 3 2( )f x x=  18) 3 2( ) 1f x x= −  

19) 3 2( ) (1 )f x x x= −  20) 3( ) sin( )f x x=  21) 4( ) cos( )f x x=  

22) 3( ) sinf x x=  23) 2( ) tan( )f x x=  24) 2( ) ln(cos )f x x=  

25) ( ) arcsin(2 3)f x x= +  26) 2( ) arctan( )f x x=  27) ( )
sin

( ) 1
x

f x x= +  

28) ( )( ) sin
x

f x x=  29) ( )
ln

( ) cos
x

f x x=  30) ln xy x= 

31) xy x= 32) xy x= 33) 
1

x

y x
x

 
= + 
 

 

34) ( )2 1
x

y x= + 35) ( )
( )1

1
x

y x
+

= +  

 

 ן. נציג שתי דרכי פתרון. מומלץ לצפות בשתיה 29- ו 28בשאלות  הערה:
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 תשובות סופיות 

1) 
2

2 3

2 8 4
'( ) , ''( )

4

x
f x f x

x x

−
= = 

2) 
2

2 3

2 20 62 448
'( ) , ''( )

(2 10) (2 10)

x x
f x f x

x x

+ −
= =

+ +
 

3) 
3 4

4 4(1 2 )
'( ) , ''( )

( 1) ( 1)

x x
f x f x

x x

−
= =

+ +
 

4) 
2 2 2

2 2 2 3

( 12) 4 (2 24)
'( ) , ''( )

( 4) ( 4)

x x x x
f x f x

x x

−  +
= =

− −
 

5) 
2

3 4

( 3) 6
'( ) , ''( )

( 1) ( 1)

x x x
f x f x

x x

+
= =

+ +
 

6) 
2

4 5

6( 1) ( 1)( 3)
'( ) , ''( ) 12

( 1) ( 1)

x x x
f x f x

x x

+ + +
=− =

− −
 

7) 
2 3

1 ln 2ln 3
'( ) , ''( )

x x
f x f x

x x

− −
= = 

8) 
1.5 2.5

2 ln 3ln 8
'( ) , ''( )

2 4

x x
f x f x

x x

− −
= = 

9) 
1

'( ) ln 1, ''( )f x x f x
x

= + = 

10) '( ) (2 ln 1), ''( ) 2 ln 3f x x x f x x= + = + 

11) 
2

1 1
'( ) , ''( )

2(2 ) (4 2 )
f x f x

x x
= =

− −
 

12) 
2

2 2ln
'( ) (ln 1), ''( )

x
f x x f x

x x

−
= + = 

13) 
4 5 4

3 2 4

2 ln ) 1 2 (ln ) (ln ) (ln ) 3
'( ) , ''( )

(ln ) (ln )

x x x x
f x f x

x x x x

   ( − − − −
= = −   

   
 

1

פרק 7חישוב נגזרת של פונקציה

101

101



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

14) 
1 1

2 4

1 1 2
'( ) , ''( )x x

x
f x e f x e

x x

+   
=  − =   

   
 

15) 
1 12

2 4

2 5 2
'( ) , ''( )x x

x x x
f x e f x e

x x

 − − + 
= =   

  
 

16) 
2 22 22 2'( ) (1 4 ), ''( ) 4 (3 4 )x xf x e x f x xe x− −= − = − − 

17) 
3 3 4

2 2
'( ) , ''( )

3 9
f x f x

x x
= = −

 
 

18) 

2

2 5/32 23

1
1

2 2 3'( ) , ''( )
3 ( 1)3 ( 1)

x
x

f x f x
xx

− −

= = 
−−

 

19) 
3 3 4

2 5 2 1 5
'( ) , ''( )

93

x x
f x f x

x x

− +
= = −  

20) 3 2 4 3 3'( ) cos( ) 3 , ''( ) 9 sin( ) 6 cos( )f x x x f x x x x x=  = − +  

21) 4 3 6 4 2 4'( ) sin( ) 4 , ''( ) 16 cos( ) 12 sin( )f x x x f x x x x x= −  = − −  

22) 2 2 3'( ) 3sin cos , ''( ) 6sin cos 3sinf x x x f x x x x=  = − 

23) 
2 2 2 2 2

2 2 4 2

2 2 cos ( ) 8 cos( )sin( )
'( ) , ''( )

cos ( ) cos ( )

x x x x x
f x f x

x x

 −
= = 

24) ( )
2

2 2

2 2

4
'( ) tan( ) 2 , ''( ) 2 tan( )

cos ( )

x
f x x x f x x

x

−
=  − = − 

25) 
( )

( )

( )( )
1.52 2

4 2 31
'( ) 2 , ''( )

1 2 3 1 2 3

x
f x f x

x x

+
=  =

− + − +

 

26) 
( )

4

24 4

2 2 6
'( ) , ''( )

1 1

x x
f x f x

x x

−
= =

+ +
 

27) 
sinsin'( ) cos ln( 1)

1

xxf x x x x
x

 
=  + + 

+ 
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28) ( ) ( )'( ) sin ln(sin ) cot
x

f x x x x x= +  

29) ( )
ln ln(cos )

'( ) cos tan ln
x x

f x x x x
x

 
=  −  

 
 

30) ln 2ln
' x x

y x
x

 
=  

 
 

31) ( )
1

2

' 1 lnxy x x
−

= − 

32) 
1 ln

' 1
2

x x
y x

x

 
=  + 

 
 

33) 
2

1 1 1 1 1 1
' ln

2 1 2

x

y x x x
x x xx x

x
x

 
 

     = +  + + −      
      

+ 
 

 

34) ( ) ( )2 2

2

1
' 1 1 ln 1 2

1

x

y x x x x
x

 
= +  + +   

+ 
 

35) ( )
( )

( )
1

' 1 ln 1 1
x

y x x
+

= + + +   
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 תרגילים נוספים לפי סוגים

 שאלות 

 ית חזקה י הנגזרת של פונקצ

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (1

) . א ) 3f x x= ב. ( ) 7f x x= ג . ( ) 2f x x= 

) .ד ) 1f x x=  ה. ( ) 3f x x−= ו. ( ) 1f x x−= 

) .ז )
1

2f x x= ח. ( )
1

3
f x x= ט . ( )

3

4f x x= 

 

 הנגזרת של קבוע כפול פונקציה 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (2

) . א ) 32f x x= ב. ( ) 73f x x= ג . ( ) 41

2
f x x= 

) .ד )
6

7

x
f x ) .ה = ) 18f x x= ו. ( ) 23f x x−= 

) .ז )
4

f x
x

) .ח = )
1

26f x x= ט . ( )

2

3

3

x
f x = 

 

 הנגזרת של קבוע

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (3

) . א ) 12f x ) .ב = )
7

8
f x = 

 

 הנגזרת של סכום והפרש

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (4

) . א ) 3 22 3 5f x x x x= + − ) .ב + )
3

41 3 2

4 6 4 5

x x
f x x= − + −  
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 הנגזרת של פונקציה חזקה מורכבת 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (5

) . א ) ( )
3

5 2f x x= ) .ב − ) ( )
5

3 6f x x= ) . ג + ) ( )
2

23f x x x= − 

) .ד )
( )

3
5

4

x
f x

−
) .ה = )

( )
4

2 1

3

x
f x

+
=  

 

 הנגזרת של אחד חלקי איקס 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (6

) . א )
3

f x
x

) .ב = )
2

f x
x

) . ג = ) 2

1
f x

x
) .ד = ) 3

3
f x

x
= 

) .ה ) 2

1

3
f x

x x
=

−
) .ו  )

2

3
f x

x
=

−
) .ז  )

6

5
f x

x
=

+
 

 

 הנגזרת של מכפלה 

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (7

) . א ) ( ) ( )5 1 3f x x x= + − 

) .ב ) ( ) ( )
3

5 1 3f x x x= + − 

) . ג ) ( )
43 6f x x x= − 

 

 הנגזרת של מנה 

 הפונקציות הבאות: את גזרו  (8

) . א )
3 1

1 2

x
f x

x

−
=

+
) .ב  )

2 1

5 12

x
f x

x

+
=

−
) . ג  )

2

2

1

3

x
f x

x

−
=

+
 

) .ד )
2 8

1

x
f x

x

+
=

−
) .ה  )

1
f x

x
) .ו  = ) 3

3
f x

x
= 

 

 הנגזרת של שורש

 את הפונקציות הבאות: גזרו  (9

) . א )f x x= ב. ( ) 4 1f x x= ) . ג + ) 3 1f x x= − 

) .ד ) ( )3 1f x x x= ) .ה + ) 2 3f x x x= ) .ו + )
3x

f x
x

+
= 
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 תשובות סופיות 

1)  

) . א ) 2' 3f x x= ב. ( ) 6' 7f x x= ג . ( )' 2f x x= 

) .ד )' 1f x ) .ה = ) 4' 3f x x−= ו. ( ) 2

1
'f x

x
= − 

) .ז )
1

'
2

f x
x

) .ח = )
3 2

1
'

3
f x

x
) . ט = )

1

4
3

'
4

f x x
−

= 

2)  

) . א ) 2' 6f x x= ב. ( ) 6' 21f x x= ג . ( ) 3' 2f x x= 

) .ד )
56

'
7

x
f x ) .ה = )' 8f x ) .ו = ) 3

6
'f x

x
= − 

) .ז ) 2

4
'f x

x
= ) .ח − )

3
'f x

x
) . ט = )

3

2
'

9
f x

x
= 

 0ב.     0א.  (3

) א. (4 ) 2' 3 4 3f x x x= + )ב.    − )
2

3 3
'

2 4

x
f x x= − + 

)א.  (5 ) ( )
2

' 15 5f x x x= )ב.    − ) ( )
4

2 3' 15 6f x x x= + 

)ג.  ) ( )( )2' 6 1 2f x x x x= − )ד.   − ) ( )
23

' 5
4

f x x= − )ה.  − )
( )

3
8 1

'
3

x
f x

+
= 

)א.  (6 ) 2

3
'f x

x
= )ב.   − ) 2

2
'f x

x
)ג.   = ) 3

2
'f x

x
= )ד.        − ) 4

9
'f x

x
= − 

)ה.  )
( )

2
2

2 3
'

3

x
f x

x x

−
= −

−
)ו.   )

( )
2

2
'

3
f x

x
=

−
)ז.    )

( )
2

6
'

3
f x

x
= −

+
 

)א.  (7 )' 10 14f x x= )ב.   − ) ( ) ( )
2

' 5 1 20 44f x x x= + − 

)ג.  ) ( ) ( )
32' 6 18 7f x x x x= − − 

)א.  (8 )
( )

2

5
'

1 2
f x

x
=

+
)ב.    )

( )

2

2

5 24 5
'

5 12

x x
f x

x

− −
=

−
)ג.   )

( )
2

2

8
'

3

x
f x

x
=

+
 

)ד.   )
( )( )

( )
2

4 2
'

1

x x
f x

x

− +
=

−
)ה.   ) 2

1
'f x

x
= )ו.  − ) 4

9
'f x

x
= − 

)א.  (9 )
1

'
2

f x
x

)ב.   = )
2

'
1

f x
x

=
+

)ג.    )
2

3

3
'

2 1

x
f x

x
=

−
 

)ד.   )
9 1

'
2

x
f x

x

+
)ה.  = )

( )5 12
'

2 3

x x
f x

x

+
=

+
)ו.     )

3
'

2

x
f x

x x

−
= 
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 גזירה סתומה 

 שאלות 

2את הפונקציה הסתומה גזרו  (1 5 1 1x y+ − =. 

 

24lnאת הפונקציה הסתומה גזרו  (2 10lnx y y+ =. 

 

xאת הפונקציה הסתומה גזרו  (3 y xy+ =. 

 

נתונה הפונקציה הסתומה הבאה  (4
2 4 2 3 sin( 2 ) 4 1y xe x y y x y− + = − + +. 

 .(1,2)בנקודה  y'חשבו את 

 

3נתונה הפונקציה הסתומה הבאה  (5 2 2 34 cos ( ) ln( 1) lnx y xy x y e+ + = + +. 

0yבנקודה בה   y'חשבו את  =. 

 

10yxאת הפונקציה הסתומה גזרו  (6 xy− =. 

 

1yאת הפונקציה הסתומה גזרו  (7 xx y− =. 

 

3נתונה פונקציה סתומה  (8 2 0xy y x x− + − =. 

1yבנקודה בה   nyאת ערך  מצאו   = . 

 

2נתון עקום שמשוואתו  (9 yyx e x+ = . 

1xהראו שעבור   . א  אחד ויחיד ומצאו אותו. yקיים ערך  =

1xבנקודה בה   y''חשבו את  .ב =. 

 

)נתון כי המשוואה  (10 ) 31 2 4 2yh y x x e y− + = + +, 

)מגדירה את   )y y x=  כפונקציה סתומה שלx . 

)נתון כי   )h y .גזירה ברציפות ויורדת 

)הוכיחו כי   )y x .יורדת חזק 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 4

4

2
5 1 0, '

5 1

x
y y

y

−
−  =

−
 

2) 

4

10
2 0, '

10
2

xy y
y

y
y

−

−  =

−

 

3) 
1 2

0, 1, '
2 1

y y
x x y

x x

−
  = 

−
 

4) (1,2)

14
'

11
y = − 

5) (1,0)' 1y = 

6) ln 0, '
ln

y

y

y

y
y x

xx x x y
x x x

− 

 −  =
 −

 

7) 
ln

ln 0, '

ln

y x

y x

y x

y
x y y

x xx x y y
xy

x x y
y

−  + 

−   =

− 

 

8) 1− 

(1,0)ב.  (9

9
''

8
y = − 

 .הוכחהשאלת  (10

1
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 כלל השרשרת

 שאלות 

)נתונה פונקציה  (1 )f x  המקיימת ,( )' 4 10f =. 

)נגדיר פונקציה חדשה:  ) ( )2g x f x=. 

)את  וחשב )' 2g. 

 
 הבאים: פיםי ענו על הסע (2

)נתונה פונקציה  . א )f x.  נגדיר פונקציה חדשה

1
( ) (4 1)z x f f x

x

 
= − + 

 
. 

)'את וחשב  )z x. 

)נתונה פונקציה  .ב )f x   (1)המקיימת 2, '(1)f f e= =.   

)נגדיר פונקציה חדשה   )
( )

2

2

1
( ) ln

ln
z x f x

f x
= +. 

)'את  וחשב )z e. 

 

נתונה הפונקציה  (3
( )
( )

2 1
( )

f x
g x

f x

−
= . 

(10)ידוע כי   '(10) 4f f= =. 

 . g(100)'  וחשב
 

נתונה הפונקציה  (4

2

1
4

( )
1

f
x

g x

f
x

 
+ 

 =
 
 
 

 . 

(1)ידוע כי   1 , '(1) 4f f= =. 

 . g(1)'  וחשב
  

1
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נתונה הפונקציה  (5
( )

( )

2 ln
( )

ln 1

f x
g x

f x
=

+
 . 

(0)ידוע כי   2 , '(0) 1f f= =. 

 . g(1)'  וחשב
 

נתונה הפונקציה  (6
( )10 4 1

( )
4

1

f x
g x

f
x

+
=

 
+ 

 

 . 

(4)ידוע כי   1 , '(4) 2f f= =. 

 . g(1)'  וחשב
 

נתונה הפונקציה  (7
( )
( )

7 24

4
( )

f x
g x

f x
= . 

(1)ידוע כי   1 , '(1) 4f f= =. 

 . g(1)'  וחשב
 

 הבאים: פיםי ענו על הסע (8
זוגית -שהנגזרת של פונקציה זוגית היא פונקציה אי וחיהוכ . א

 היא פונקציה זוגית. זוגית -והנגזרת של פונקציה אי 

)הפונקציה  .ב )f xהאם הפונקציה  וקבד זוגית.-היא אי''''( )f x 
 זוגית. -היא זוגית או אי

)הפונקציה   . ג )f x  זוגית נגדיר  -אי( )
4

( ) ( )g x f x= . 

)'האם הפונקציה   וקבע )g x  זוגית. - זוגית או אי 

 ידוע שנגזרת של פונקציה היא זוגית.  .ד
 זוגית? -שהפונקציה היא אי האם ניתן לקבוע
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 תשובות סופיות 

1) 40 

א.  (2
2

1 1
'( ) ' '(4 1) 4z x f f x

x x

  
= − − +   

  
ב.   

3
'( ) 3

4
z e = 

3) 
17

80
 

4) 36 

5) 
8

9
 

6) 44 

7) 2− 

 .לאד.  זוגית. -איג.  זוגית. -איב.  (8

1
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 גזירה לוגריתמית 

 שאלות 

 : הבאותאת הפונקציות  ורגז

1) ( )
7

104
10 1

2 1
1

x
y x

x

−
=  +

+
 

 

2) ( )
2

4 10 1
x

y x= + 

 

3) 
( ) ( )

( ) ( )

3 4
2 5 6

7 8 9 10

x
x x

y
x x

+
+  +

=
+  +

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 
1 1 7 1 1 1

' 10 2
4 10 1 10 2 1 4 1

y y
x x x

 
=  +  − − + + 

 

2) ( ) ( )
2

1

4
1 1

' 10 1 2 ln 2 ln 10 1 10 2
4 10 1

x

x xy x x
x

   
= +    + +     +  

 

3) ( ) ( )
1 1 1 1

' 3 ln 2 3 4 5 7 9
2 5 6 7 8 9 10

y y x x
x x x x

 
=  + + + +  −  −  + + + + 

  

1
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חדוא 71071
פרק 8 - משיק, נורמל, נוסחת הקירוב הליניארי

תוכן העניינים

1. המשיק י 113

2. בעיות משיקים י 115

3. בעיות משיקים עם נוסחת המשיק י 117

4. הנורמל י 121

5. זווית שבין שתי עקומות י 122

6. נוסחת הקירוב הלינארי - דיפרנציאל שלם י 123

112

112
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 משיקה

 שאלות 

 את שיפוע הפונקציהמצאו   (1

) . א ) 32 7f x x x= ), בנקודה  − )2, 2. 

) .ב ) 2

1

3
f x

x
=

−
2x, בנקודה   = −. 

 

)נתונה הפונקציה  (2 )f x ax=  0, כאשרa . 

המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה 
1

2
x  .1, הוא בעל שיפוע =

 .aאת הקבוע מצאו  

  

2הישר   (3 3 3y x− )משיק לגרף הפונקציה  = ) 3h x x= . 

 את נקודת ההשקה. מצאו  

 

)לפונקציה שיפוע המשיק  (4 ) 2 13 3x x bf x a − −=  ), בנקודה  +  .21ln3, הוא 1,15(

 . b-ו aאת ערכי הפרמטרים  מצאו  

 

)שיפוע המשיק לפונקציה  (5 )
2ln

ln

x a
f x

x b

+
=

+
, בנקודה  

1
, 1

e

 
− 

 
, הוא 

3

e
. 

 . b-ו aאת ערכי הפרמטרים  מצאו  

 

5ישיק הישר  kלאילו ערכי  (6 6y x= − , לגרף הפונקציה +

( ) 3 22 4f x x x x k= − − +? 

 את נקודת ההשקה. מצאו כזה  kלכל ערך  

 

)נתונה הפונקציה  (7 ) 2 4 5f x x x= − + . 

3xאת גרף הפונקציה ואת המשיקים לגרף בנקודות  ושרטט . א 1x-ו = =. 

 שיוצר כל אחד מהמשיקים בסעיף א',את הזווית  וחשב .ב
 .x-עם הכיוון החיובי של ציר ה

  

1
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)נתונה הפונקציה  (8 )
22 1

2

x
f x

x

+
=

−
 . 

 45ר זווית של צאת הנקודות על גרף הפונקציה, שהמשיק דרכן יומצאו  
 .x-עם הכיוון החיובי של ציר ה

 

)נתונה הפונקציה  (9 ) 3 22 5f x x x= − + . 

של הנקודות, שהמשיק דרכן לגרף הפונקציה יוצר זווית   x-את שיעורי המצאו  
 .x-עם הכיוון החיובי של ציר ה 135של 

 

)פונקציה   (10 )f x ומקיימת   0-גזירה ברציפות ב( )0 0f =. 

ידוע שבראשית הצירים הזווית בין המשיק לגרף הפונקציה לבין הכיוון 
 .30היא  x-החיובי של ציר ה

את הגבול  וחשב
( )

0
lim
x

f x

x→
. 

 

)את הזווית שיוצר המשיק לגרף הפונקציה מצאו   (11 )
2

3 2 3f x x x= = 

1x, בנקודות x-עם הכיוון החיובי של ציר ה 0x-ו = =. 

 

 תשובות סופיות 

 4ב.    17א.  (1

2) 2a = 

3) ( )1,3 

4) 2, 1a b= = − 

5) 2, 2a b= = − 

6kלערך  (6 1x, בנקודה  = ; לערך =
158

27
k  , בנקודה=

1

3
x =. 

63.43ב.   א. ראו באתר. (7 , 116.56 =  =  

8) 5, 1x x= = − 

9) 
1

1,
3

x x= = 

10) 
1

3
 

11) 33.69 , 90 =  =  

1
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 בעיות משיקים 

 שאלות

4yהישר   (1 x b= )משיק לגרף הפונקציה   + ) 2

2
3f x

x
= +. 

 ואת נקודת ההשקה.  bאת  מצאו 

 

3yהישר   (2 x=   משיק לגרף הפונקציה( )f x x x b= +. 

 ואת נקודת ההשקה.  bאת  מצאו 

 

הישר   (3
1

2
y ax= )משיק לגרף הפונקציה   + )

2
g x

x c
=

+
0xבנקודה    =  . 

 .c- ו aאת  מצאו 

 

yהישר   (4 x b= )משיק לגרף הפונקציה   + ) xf x e=. 

 ואת נקודת ההשקה.  bאת  מצאו 

 

)את משוואת המשיק לגרף הפונקציה  מצאו  (5 ) lnf x x=   בנקודהx e=. 

 

 ההשקה, ואת משוואת המשיק לגרף העקומה, את נקודת  מצאו  7-6בשאלות 
 העובר דרך הנקודה הנתונה: 

6) ( ) 22, 3 , 2 1y x x− = − + 

 

7) ( )3,1 , y x− = 

 

2y  את משוואת המשיקים המשותפים לפונקציותמצאו  (8 x= 21- ו
5

4
y x= − −. 

 

הפונקציות   (9
1

y
x

=
 

21- ו

2
y x k= −  משיקות זו לזו. +

 ואת נקודת ההשקה.  kאת  מצאו 

  

1
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 .xגזירה לכל   fנתון כי   (10

)2הוכיחו כי הפונקציה   .א ) (3 2)z x x f x=  .xגזירה לכל   −

2הישר   .ב 10 11y x= )משיק לגרף הפונקציה   + )z x   1בנקודהx = −. 

)את השיפוע של   ומצא )f x   5בנקודהx = −. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

)נקודת ההשקה היא   (1 4ומשוואת המשיק היא  −1,5( 9y x= +. 

)נקודת ההשקה היא  (2 4b  -ו 4,12( =. 

נקודת ההשקה היא   (3
1

0,
2

 
 
 

ומשוואת המשיק היא  
1 1

8 2
y x= − +. 

)נקודת ההשקה היא  (4 1yומשוואת המשיק היא   0,1( x= +. 

משוואת המשיק היא   (5
1

y x
e

=. 

6) ( ) ( )6 15 , 4,9 ; 2 1 , 0,1y x y x= − = − + 

)המשיק   (7 )
1 3

, 9,3
6 2

y x= + . 

8) 2 1 , 2 1y x y x= − = − − 

9) 1.5k ), נקודת ההשקה  = )1,1. 

 . 2השיפוע הוא   א. שאלת הוכחה.  (10

1
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 עם נוסחת המשיק בעיות משיקים 

 שאלות 

)את משוואת המשיק לפונקציה מצאו   (1 ) ( )
3

2 4 3f x x= 1x, בנקודה  + = −. 

 

)את משוואת המשיק לפונקציה מצאו   (2 ) 4 2f x x x=  .2, ששיפועו −

 

)את משוואת המשיק לגרף הפונקציה מצאו   (3 ) 3 1f x x= 0xבנקודה  , + =. 

 

)את משוואת המשיק לגרף הפונקציה מצאו   (4 )
3

2

3 1

2

x x
f x

x

+ −
=

−
, בנקודה  

1 1x =. 

 

)שיפוע המשיק לפונקציה  (5 )
2

3
f x

ax
=

+
2y, בנקודה    .−4, הוא =

 ואת משוואת המשיק.  aאת ערכו של הפרמטר מצאו  

 

)המשיקים לפונקציה  תואת משוואמצאו   (6 ) 3

1

3
f x

x
, היוצרים זווית של =

135 
 .x-עם הכיוון החיובי של ציר ה

 

)את משוואת המשיק לפונקציה מצאו   (7 )
4

1
f x

x
=

−
 .−2, ששיפועו 

 

)את משוואת המשיק לגרף הפונקציה מצאו   (8 )
2

3

2

x
f x

x x

−
=

− +
 , 

1בנקודה  2x =. 

 

)שיפוע המשיק לגרף הפונקציה  (9 )
1

a
f x

bx
=

−
), בנקודה    .−6, הוא 1,6(

 , ואת משוואת המשיק. b-ו aאת ערכי הפרמטרים  מצאו  

 

2נתונה הפונקציה  (10 3xy e ex= 2x, והעבירו לה משיק בנקודה + =. 
 את משוואת המשיק. מצאו  

1
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)את משוואת המשיק לפונקציה מצאו   (11 ) 2x xf x e xe−= 0x, בנקודה  + =. 

 

)את משוואות המשיקים לפונקציה מצאו   (12 ) ( ) 21 x xf x e e e= + − , 

yבנקודות החיתוך של הפונקציה עם הישר   e= . 

 

)לפונקציה   (13 )
2ln x

g x
x

2xהעבירו משיק בנקודה שבה   = e= . 

 את משוואת המשיק. מצאו  

 

)את משוואת המשיק לגרף הפונקציה מצאו   (14 )2ln 1y x x=  1x, בנקודה  + =

. 

 

)הגרפים של  (15 ) lnf x x= ו-( ) 1g x  , ברביע הראשון.Aנחתכים בנקודה  =

 העבירו משיק. Aבנקודה 
 ראשית הצירים.דרך  שהמשיק עובר  וחיאת משוואת המשיק והוכמצאו  

 

2את משואת המשיק למעגל  מצאו   (16 2 25x y+ ), בנקודה = )3, 4. 

 

את משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה צאו  מ (17
2xy y x xy+ − ), דרך הנקודה = )1,1. 

 

את משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה מצאו   (18
22 4 ln 1y xx y e x−+ = +, 

)דרך הנקודה   הנמצאת על גרף הפונקציה.  ,1,2(

 

את משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה מצאו   (19
2 2xy y x y xy+ + =, 

)דרך הנקודה   הנמצאת על גרף הפונקציה.  ,1,2(

 

את משוואת הישר, המשיק לגרף הפונקציה הסתומה מצאו   (20
2 2 1xye y y+ = −, 

)דרך הנקודה  )0,  הנמצאת על גרף הפונקציה.  ,2

  

1
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2נתונה הפונקציה הסתומה  (21 2yx y e xy x+  = +. 

0yאת הנקודות על גרף הפונקציה, בהן  מצאו   . א =. 

את משוואת הישרים המשיקים של גרף הפונקציה,  מצאו   .ב
 בסעיף א. נמצאובנקודות ש

 

 

  

1

פרק 8משיק, נורמל, נוסחת הקירוב הלינ...

119

119



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 תשובות סופיות 

1) 24 22y x= + 

2) 2 3y x= − 

3) 1y = 

4) 12 9y x= − + 

5) 2, 4 2a y x= = − − 

6) 
1 1

1 , 1
3 3

y x y x= − + = − − 

7) 2 8y x= − + 

8) 
11 30

16 16
y x= − 

9) 6, 2, 6 12a b y x= = = − + 

10) ( )4 42 3 3y e e x e= + − 

11) 3 1y x= + 

12) ( ) ( )2 2 , 1y e e x e y e x e= − + + = − + 

13) 
4 2

2 6
y x

e e
= − + 

14) ( )ln 2 1 1y x= + − 

15) 
1

y x
e

= 

16) 
3 25

4 4
y x= − + 

17) 
1 1

2 2
y x= + 

18) 
1 4

1
5 5

y x= + 

19) 
1 5

1
5 6

y x= + 

20) 
4

2
3

y x= + 

)א.  (21 ) ( )0,0 , yב. בראשית הצירים:  1,0 x= 1y, המשוואה השנייה: − x= − . 
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 הנורמל

 שאלות 

)את משוואת הישר, הנורמל לגרף הפונקציה מצאו   (1 ) 2 2f x x= −, 

)בנקודה  )3, 2. 

 

)את משוואת הנורמל לגרף הפונקציה מצאו   (2 ) 4f x x=המאונך לישר העובר , 

)דרך הנקודות  )-ו 5,0( )2, 4. 

 

)משוואת נורמל לגרף הפונקציה  (3 ) 3 22 1f x x x= −  , בנקודה מסוימת, +

4היא  6y x+ =. 
 את הנקודה.מצאו  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ת תשובות סופיו

1) 2 8y x= − + 

2) 
1 5

4 4
y x= − + 

3) ( )2,1 
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 זווית שבין שתי עקומות 

 שאלות 

)את הזווית בין הפונקציות  מצאו   (1 ) 2y f x x= )-ו = )
1

y g x
x

= =. 

 

2את הזווית בין המעגל מצאו   (2 2 8x y+ 2והפרבולה  = 2y x=  . 

 

2שהאליפסה  וחיהוכ (3 22 8x y+ 2וההיפרבולה  = 2 2x y− נחתכות בזווית  =
 ישרה. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 71.57 
2) 71.56 

 שאלת הוכחה. (3

1
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 דיפרנציאל שלם  –נוסחת הקירוב הלינארי 

 שאלות 

בקירוב, בעזרת נוסחת הקירוב הלינארית, את הגדלים הבאים:  וחשב (1

5, 8, 27 

 

 בקירוב, בעזרת נוסחת הקירוב הלינארית, את הגדלים הבאים: וחשב (2
3ln 2, 9 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
5 1

5 2.25, 8 2 , 27 5
6 5

  = 

2) 3 1
ln 2 1, 9 2

12
  

1
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פרק 9 - כלל לופיטל

תוכן העניינים

1. גבול מהצורה אפס חלקי אפס ואינסוף חלקי אינסוף י 124

2. גבול מהצורה אפס כפול אינסוף י 127

3. גבול מהצורה אינסוף פחות אינסוף י 128

4. גבול מהצורה אחד בחזקת אינסוף י 129

5. מקרים בהם כלל לופיטל נכשל י 130
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 גבול מהצורה אפס חלקי אפס ואינסוף חלקי אינסוף

 שאלות 

גבולות מהצורה   
0

0
-ו 




 

 את הגבולות הבאים )ביטויים רציונאליים(:חשבו 

1) 
2

23

6
lim

9x

x x

x→

− −

−
 2) 

2

25

2 50
lim

2 3 35x

x

x x→−

−

+ −
 3) 

1
lim

1

n

x

x x

x→

−

−
 

 

 רציונאליים(:  -את הגבולות הבאים )ביטויים איחשבו 

4) 
3

3
lim

1 2x

x

x→

−

+ −
 5) 

4

2 1 5
lim

4x

x x

x→

+ − +

−
 6) 

2

3

7 4
lim

2 1x

x

x→

+ −

− −
 

7) 
3 2

1

2 1
lim

1x

x x

x→

− −

−
 8) 

3
1 1

lim
1x

x

x

→

− −

  

 

 חזקות(: את הגבולות הבאים )פונקציות חשבו 

9) 
0

1
lim

x

x

e

x→

−
 10) ( )

0
lim , 0

x x

x

a b
a b

x→

−
 

11) 
20

1
lim

x

x

e x

x→

− −
 12) 

2

30

2 2 2
lim

2

x

x

e x x

x→

− − −
 

 

 את הגבולות הבאים )פונקציות לוגריתמיות(: חשבו 

13) 
21

ln 1
lim

2 1x

x x

x x→

− +

− +
 14) 

2

2

2

1
ln

1
lim

1x

x

x

x

→

 +
 

−  15) 
( )2

0

ln 1
lim
x

x x

x→

+ +
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 את הגבולות הבאים )פונקציות טריגונומטריות(: חשבו 

16) 
0

tan
lim
x

x

x→
 17) 

( )2

20

sin
lim
x

ax

bx→
 18) 

( )

( )0

sin
lim

sinx

ax

bx→
 

19) 
30

sin
lim
x

x x

x→

−
 20) 

30

tan sin
lim
x

x x

x→

−
  

 

 משולבות(: את הגבולות הבאים )שאלות  חשבו 

21) 
0

1 sin cos
lim
x

x x

x→

+ −
 22) 

( )
40

1 cos 1 cos
lim
x

x

x→

− −
 

23) 
( )

30

sin 1
lim

x

x

e x x x

x→

− +
 24) 

( )2 2

40

sin sin
lim
x

x x

x→

−
 

25) 
( )2

40

ln cos
lim
x

x

x→
 26) 

( )
( )

2

20

arctan 3
lim

arcsin 4x

x x

x x→

+

−
 

27) lim tanh
x

x
→

 28) 
0

sin
lim

sinhx

x

x→
 

29) 
0

2cosh 2
lim

1 cos 2x

x

x→

−

−
 30) 

2

2

1
lim

2 3x

x

x x→

+

+ +
 

31) lim
x

x

e

x→
 32) 

ln 1
lim

xx

x x

e→

+ +
 

33) 
( )

2
ln 2ln 3

lim
x

x x

x→

+ −
 34) 

( )

( )0

ln sin

ln tan
lim
x

x

x+→
 

35) 
0

1

lim
x

xe

x−→
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 תשובות סופיות 

1) 
5

6
 2) 

20

17
 3) 1n− 4) 4 5) 

1

6
 

6) 
3

2
 7) 

5

6
 8) 

3

2
− 9) 1 10) ln

a

b
 

11) 
1

2
 12) 

1

6
 13) 

1

2
− 14) 2 15) 1 

16) 1 17) 
a

b
 18) 

a

b
 19) 

1

6
 20) 

1

2
 

21) 
1

2
 22) 

1

8
 23) 

1

3
 24) 

1

3
− 25) 

1

2
− 

26) 
3

4
− 27) 1 28) 1 29) 

2

3
 30) 

1

2
 

31) 
1

2
 32)  33) 0 34)  35) 0 
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 אפס כפול אינסוף גבול מהצורה

 0גבולות מהצורה  

 את הגבולות הבאים:חשבו 

1) 
1

lim x

x
e

x→
 2) 2lim x

x
x e−

→
 

3) 
1

lim ln
x

x
x→
 4) 

0
lim tan ln
x

x x
+→

 

5) ( )
0

lim 1 cos cot
x

x x
→

− 6) 
0

lim ln
x

x x
+→

 

7) ( ) ( )2

3
lim 9 ln 3
x

x x
+→

−  − 8) 
3

lim ln
3x

x
x

x→

+ 
  

− 
 

9) 
5

lim 1 1
x

x
x→

 
 + − 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות 

1)  2) 0 3) 0 4) 0 5) 0 

6) 0 7) 0 8) 6 9) 
5

2
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 אינסוף פחות אינסוף גבול מהצורה

 שאלות 

 −גבולות מהצורה  

 את הגבולות הבאים:חשבו 

1) 
0

1 1
lim

sinx x x→

 
− 

 
 

 

2) 
1

1 1
lim

ln 1x x x→

 
− 

− 
 

 

3) ( ) ( )
0

lim ln 3 ln sin5
x

x x
+→
 −  

 

4) 2lim 1
x

x x x
→

+ + − 

 

5) 2lim 1
x

x x x
→−

+ + + 

 

6) ( )6 66 5 6 5lim
x

x x x x
→

+ − − 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0 

2) 
1

2
 

3) 
3

ln
5

 

4) 
1

2
 

5) 
1

2
− 

6) 
1

3
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 אחד בחזקת אינסוף גבול מהצורה

 שאלות 

 0  ,0   ,1גבולות מהצורה:

 את הגבולות הבאים: וחשב

1) 
1

1

1
lim x

x
x −

→
 2) ( ) ( )

0
lim  , 0

x

x
ax a

+→
 3) ( )

2

2
lim 2 4

x

x
x

+

−

→
− 

4) 

2

2

2

1
lim

1

x

x

x

x→

 +
 

− 
 5) sin

0
lim x

x
x

→ +
 6) ( )

1

0
lim 1 tan 3 x

x
x

→
+ 

7) 
2

1

0

tan
lim

x

x

x

x→

 
 
 

 8) ( ) 4

1
2

0
lim cos x

x
x

→
 9) ( )

tan

0
lim sin

x

x
x

+→

 

10) tan

0
lim x

x
x

+→

 11) ( )
cot

0
lim 1

x

x
x

→
+ 12) ( )

tan

0
lim sin

x

x
x x

+→
+ 

13) ( )
2cot

2

0
lim 1

x

x
x

+→
+ 14) 

2

1

0

sin
lim

x

x

x

x→

 
 
 

 15)  
1

1
lim ln(1 ln )

x

x
x

−

−

→
− 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) e 2) 1 3) 1 4) 1 5) 2e 

6) 1 7) 3e 8) 1/3e 9) 1/2e− 10) 1 

11) 1 12) e 13) 1 14) e 15) 0 
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 מקרים בהם כלל לופיטל נכשל

 שאלות 

כל אחד מהגבולות הבאים הוא מן הסוג  
 
  

. 

 למרות כך, כלל לופיטל אינו ישים. ,מדוע וריזאת והסב והרא
 את הגבול.  וחשב ,לבסוף

1) 
2 1

lim
x

x

x→

+
 2) 

1

4 2 3

16 4
lim

2 2

x x

x xx

+

+ +→

+

+
 3) 

3 sin
lim

4 cosx

x x

x x→

+

+
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 2) 
1

4
 3) 

3

4
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פרק 10 - חקירת פונקציה

תוכן העניינים

1. מושגי יסוד י 131

2. חקירת פולינום י 132

3. חקירת פונקציה רציונלית י 133

4. חקירת פונקציה מעריכית י 137

5. חקירת פונקציה לוגריתמית י 140

6. חקירת פונקציה עם שורשים י 144

7. חקירת פונקציה לא גזירה - שורש וערך מוחלט י 145

8. חקירת פונקציה טריגונומטרית י 148

9. חקירת פונקציות טריגונומטריות הפוכות י 152

10. חקירת פונקציה – שאלות כלליות י 154

11. הוכחת אי שוויונות בעזרת חקירת פונקציה י 159
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 הערות 

 יש לחקור לפי השלבים הבאים: בפרק זהבשאלות החקירה  .1

 . תחום הגדרה ורציפות •

 .נקודות חיתוך עם הצירים •

 . זוגיות-זוגיות ואי  •

 . אסימפטוטות אנכיות, אופקיות ומשופעות •

 . תחומי עלייה וירידה •

  .נקודות קיצון •

 . תחומי קמירות וקעירות •

 .נקודות פיתול •

 . הפונקציהשרטוט סקיצה של גרף   •

יש האומרים על פונקציה קמורה שהיא קעורה כלפי מעלה ועל פונקציה  .2
 קעורה שהיא קעורה כלפי מטה. אלה מינוחים שמקובלים בדרך כלל בתיכון.

שכוללת   ,ם לומדים למצוא אסימפטוטה משופעתיברוב המוסדות האקדמי .3
בחלק   ,בתוכה גם את האפשרות לאסימפטוטה אופקית. יחד עם זאת

ולכן בכל חקירה אני מוצא גם  ,סדות לומדים רק אסימפטוטה אופקיתמהמו 
 אסימפטוטה משופעת וגם אופקית. צפו בפתרון רק בחלק ברלוונטי עבורכם.

בחלק מהחקירות אציין בשאלה שאין צורך לעבור על כל שלבי החקירה.  .4
 שימו לב לזה.

 . מכאןשניתן להוריד  ,Graphאני ממליץ על תוכנה חינמית בשם  .5
 תוכלו לשרטט כל פונקציה בקלות ולבדוק את תשובותיכם. הבעזרת

1
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 חקירת פולינום

 שאלות 

 חקור את הפונקציות הבאות חקירה מלאה: 

1) ( ) ( )
2

9f x x x= − 2) ( ) 4 32f x x x= − 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . 9-ו x :0-, עם ציר הy :0-. נקודות חיתוך עם ציר הx תחום הגדרה: כל (1

)נקודות קיצון: מינימום:  ), מקסימום: 9,0( )3,108. 

9תחום עלייה:  3x or x   :3, ירידה 9x . 

6xתחום קמירות:     :6, קעירותx . 

): נקודת פיתול )6,54. 

 . 2-ו x :0-, עם ציר הy :0-. נקודות חיתוך עם ציר הxתחום הגדרה: כל  (2

נקודות קיצון: מינימום: 
27

1.5,
16

− 
 
 

. 

1.5xתחום עלייה:    :1.5, ירידהx . 
0תחום קמירות:   1x or x   :0, קעירות 1x . 

)נקודות פיתול:  ) ( )0,0 , 1, 1−. 

 
 גרפים

1)  2)  
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 פונקציה רציונלית חקירת  

 שאלות 

 חקור את הפונקציות הבאות חקירה מלאה: 

1) ( ) 2

1x
f x

x

−
= 2) ( )

( )

2

2

2

1

x
f x

x
=

+
 

3) ( )
3

2 4

x
f x

x
=

−
 4) ( )

( )

3

2
1

x
f x

x
=

+
 

5) ( )
3

1

1

x
f x

x

+ 
=  

− 
 6) ( )

( )( )

2 1

2 5

x
f x

x x

−
=

− −
 

7) ( )
2

2

4 3

4

x x
f x

x

− +
=

−
 8) ( )

3 2

2 1

x x
f x

x

−
=

−
 

 

 הערות

פיתול   6בשאלה   .1 נקודת  למצוא  ממעלה    ,יש  משוואה  לפתור  למדת  אם  רק 
 שלישית. 

פיתול  7בשאלה   .2 נקודת  למצוא  משוואות    ,יש  לפתור  למדת  אם  בדרך  רק 
 רפסון.-. למשל, בשיטת ניוטוןנומרית

משופעת.    8בשאלה   .3 ולא  אופקית  אסימפטוטה  רק  גם מצאתי  למצוא  מומלץ 
אסימפטוטה משופעת. פונקציה כמעט זהה יש בסרטון ההסבר על אסימפטוטה  

1yמשופעת. בכל אופן מקבלים שם אסימפטוטה משופעת   x= −. 
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 תשובות סופיות 

0xכל לתחום הגדרה ורציפות:  (1 .  זוגית )כללית(. -זוגיות: לא זוגית ולא אי 
 .x :1-, עם ציר האין: y-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xאסימפטוטה אנכית: הישר   0yהישר  : ואופקית  , משופעת=  .-ב =

): קסימוםנקודות קיצון: מ נקודת פיתול:  .2,0.25(
2

3,
9

 
 
 

. 

0תחום עלייה:  2x   :2, ירידה 0x or x . 

3xתחום קמירות:     :0, קעירות 3 0x or x  . 

1xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2   זוגית )כללית(. -. זוגיות: לא זוגית ולא אי −
 .x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אנכית: הישר   = 2y, משופעת ואופקית: הישר  −  .-ב =

)נקודות קיצון: מינימום:  . נקודת פיתול:  0,0(
1 2

,
2 9

 
 
 

. 

1תחום עלייה:  0x or x −   :1, ירידה 0x−  . 

תחום קמירות:  
1

1 1
2

x or x − −    :קעירות ,
1

2
x . 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (3  (. סימטרית ביחס לראשיתזוגית ) -. זוגיות: אי 
 .x :0-ה, עם ציר y :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

,2  יםאסימפטוטה אנכית: הישר 2x x= − y: הישר , משופעת = x= ב - , 
 .איןאופקית:  

)נקודות קיצון: מינימום:  )12, 27− ), מקסימום: − )12, 27. 

12תחום עלייה:  12x or x −   :12, ירידה 2 12x−    . 

)נקודת פיתול:  )0,0. 

2תחום קמירות:   2 0x or x −    :2, קעירות 0 2x or x −  . 

1xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4   זוגית )כללית(. -. זוגיות: לא זוגית ולא אי −
 .x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אנכית: הישר   = 2y, משופעת: הישר − x=  ,-ב −
 , כי הפונקציה רציונלית, שבה מעלת המונה גדולה ממעלת המכנה. אופקית: אין

נקודות קיצון: מקסימום: 
27

3,
4

 
− − 
 

. 

3תחום עלייה:  1x or x −  3, ירידה:  − 1x−   −. 

)נקודת פיתול:  )0,0. 

0xתחום קמירות:     :1, קעירות 1 0x or x − −  . 
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1xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (5  זוגית )כללית(. -. זוגיות: לא זוגית ולא אי 
 .−x :1- , עם ציר ה−y :1-ציר ה נקודות חיתוך עם 

1xאסימפטוטה אנכית: הישר   1y, משופעת ואופקית: הישר  =  .-ב =
 נקודות קיצון: אין; הפונקציה יורדת בכל תחום הגדרתה.

)נקודות פיתול:  )
1

3, , 1,0
8

 
− − 
 

. 

1תחום קמירות:   & 3 1x x −   3, קעירות:  − 1 1x or x − −  . 

,2תחום הגדרה ורציפות: לכל  (6 5x x  :כללית. זוגיות . 

: y-נקודות חיתוך עם ציר ה 
1

10
y =  .x :1- , עם ציר ה−

,2  יםאסימפטוטה אנכית: הישר 5x x= 1y: הישר ואופקית , משופעת=  . -ב  =

)נקודות קיצון: מקסימום:  )2.78, ), מינימום: −3.88 )0.36, 0.11−. 

2תחום עלייה:  2.78 0.36 2x or x   , 

0.36ירידה:   2.78 5 5x or x or x    .  :נקודת פיתול( )1,0−. 

5תחום קמירות:   1 2x or x −    :1, קעירות 2 5x or x −  . 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (7   .זוגיות: כללית . 

: y-נקודות חיתוך עם ציר ה 
3

4
y = ,x :1- , עם ציר ה− 3x x= =. 

,2אסימפטוטה אנכית: הישרים   2x x= = 1y, משופעת ואופקית: הישר −  . -ב  =
 .למשוואה הריבועית שקיבלנו אין פתרוןאין; כי נקודות קיצון: 

 .הפונקציה עולה בכל תחום הגדרתהתחום עלייה: 

)נקודת פיתול:  )0.85, 0.09−. 

2תחום קמירות:   0.85 2x or x −    :2, קעירות 2 0.85x or x −  . 

,1תחום הגדרה ורציפות: לכל  (8 1x x  −. 
 .x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אופקית: אין, אנכית: הישר   = −. 

)נקודות קיצון: מקסימום:  )2, 4− ), מינימום: − )0,0. 

1תחום עלייה:  0 1 2x or x or x    1, ירידה:  − 0 2 1x or x−   −   −. 
 נקודת פיתול: אין. 

1תחום קמירות:   1 1x or x −    :1, קעירותx  −. 
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 גרפים

1)  2)  

 
 

3)  4)  

 
 

5)  6)  

  

7)  8)  
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 חקירת פונקציה מעריכית

 שאלות 

 חקירה מלאה: חקור את הפונקציות הבאות 

1) ( ) xf x x e= − 

 

2) ( )
1

xf x e= 

 

3) ( )
1

( ) 2 xf x x e= +  

 

4) ( )
22xf x x e−=  
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 תשובות סופיות 

 זוגיות: כללית.   .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1
 : אין )ראו בהרחבה בסרטון(. x- , עם ציר ה−y :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

yאסימפטוטה אנכית: אין, משופעת: הישר   x= ב-− בלבד. 

)נקודות קיצון: מקסימום:  )0, 0xתחום עלייה:        .−1  :0, ירידהx . 

 .x: קעורה לכל תחום קמירות  . אין נקודת פיתול:

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2 .   .זוגיות: כללית 
 : אין.x-, עם ציר האין :y-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0x: צדדית(-)חד אסימפטוטה אנכית 1y: הישר  ואופקית  , משופעת=  .-ב =
 . איןנקודות קיצון: 

 . הפונקציה יורדת בתחום הגדרתה :וירידה תחום עלייה 

)נקודת פיתול:  )20.5,e−−. 

0תחום קמירות:   0.5 0x or x −    :0.5, תחום קעירותx  −. 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (3 .   .זוגיות: כללית 
 .−x :2-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xצדדית(: -אסימפטוטה אנכית )חד 3y, משופעת: הישר  = x=  .-ב +

)נקודות קיצון: מקסימום:  אופקית: אין. )11,e−− :מינימום ,
1

22, 4e
 
 
 

. 

2תחום עלייה:  1x or x  0, ירידה:  − 2 1 0x or x  −  . 

)נקודת פיתול:  )2.50.4,1.6e−−. 

0תחום קמירות:   0.4 0x or x −    :0.4, תחום קעירותx  −. 

 . זוגית )סימטרית ביחס לראשית(-אי זוגיות:  .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4
 .x: 0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0y: הישר  )אופקית(  , משופעתאין אסימפטוטה אנכית:  .-ב =

נקודות קיצון: מקסימום: 
1

2
1 1

,
2 2

e
− 

 
 

, מינימום: 
1

2
1 1

,
2 2

e
− 

− − 
 

. 

תחום עלייה: 
1 1

2 2
x−    :ירידה ,

1 1

2 2
x or x  −. 

)ת פיתול: ונקוד ) 1.5 1.53 3 3 3
0,0 , , , ,

4 4 4 4
e e− −

   
− −      
   

. 

תחום קמירות:  
3 3

0
4 4

x or x −  ת:  , תחום קעירו

3 3
0

4 4
x or x −  . 
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 גרפים

1)  2)  

  

3)  4)  
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 חקירת פונקציה לוגריתמית

 שאלות 

 חקור את הפונקציות הבאות חקירה מלאה: 

1) ( )
ln x

f x
x

= 

 

2) ( )
ln x

f x
x

= 

 

3) ( )
1

ln
2

f x
x

=
−

 

 

4) ( ) lnf x x x=  

 

5) ( ) 2ln 2 ln 3f x x x= + − 

 

6) ( ) 24ln 4 ln 3f x x x= − − 

 

7) ( ) 2

2

1
ln

ln
f x x

x
= + 

 

 הערה 

נומרית.   7בשאלה   בדרך  משוואות  לפתור  למדת  אם  רק  פיתול  נקודת  למצוא  יש 
 רפסון. -למשל, בשיטת ניוטון 
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 תשובות סופיות 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1 .   .זוגיות: כללית 
 .x :1-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xאסימפטוטה אנכית: הישר   0y, משופעת ואופקית: הישר  =  .-ב =

נקודות קיצון: מקסימום: 
1

,e
e

 
 
 

. 

0תחום עלייה:  x e   :ירידה ,x e. 

1.5נקודת פיתול: 

1.5

1.5
,e
e

 
 
 

. 

1.5xתחום קמירות:   e  :1.50, קעירות x e . 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2 .   .זוגיות: כללית 
 .x :1-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0xצדדית(: הישר  -אסימפטוטה אנכית )חד = , 
0yמשופעת ואופקית: הישר    .-ב =

2נקודות קיצון: מקסימום:  2
,e
e

 
 
 

. 

20תחום עלייה:  x e   :2, ירידהx e. 

נקודת פיתול: 
8

3

8

3

8

3,e

e

 
 
 
 
 

תחום קמירות:   .
8

30 x e   :קעירות ,
8

3x e. 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (3 .   .זוגיות: כללית 

: y-נקודות חיתוך עם ציר ה 
1

ln 2
2

y =  .x :1- , עם ציר ה−

2xאסימפטוטה אנכית: הישר    . איןמשופעת:  ,=
 . איןנקודות קיצון: 

 . : עולה בכל תחום הגדרתהתחום עלייה 
 קמורה בכל תחום הגדרתה.  . אין נקודת פיתול:

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4 .   .זוגיות: כללית 
 .x :1-, עם ציר האין :y-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 , משופעת: אין. איןאסימפטוטה אנכית: 

)מינימום: נקודות קיצון:  )1 1,e e− −−. 

1x תחום עלייה: e−  :10, ירידה x e− . 
 קמורה בכל תחום הגדרתה.  נקודת פיתול: אין. 
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0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (5 .   .זוגיות: כללית 

x :1-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה  3,x e x e−= =. 

0xאסימפטוטה אנכית:   , משופעת ואופקית: אין. =

)נקודות קיצון: מינימום:  )1, 4e− −. 

1xתחום עלייה:  e−  :10, ירידה x e− . 

)נקודת פיתול:  )1, 1xתחום קמירות:   .−3   :0, קעירות 1x . 

0xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (6 .   .זוגיות: כללית 

x :1.5-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה  0.5,x e x e−= =. 

0xאסימפטוטה אנכית:   , משופעת ואופקית: אין. =

נקודות קיצון: מינימום: 
1

2 , 4e
 

− 
 

. 

תחום עלייה: 
1

2x e  :ירידה ,
1

20 x e . 

)נקודת פיתול:  )1.5 ,0e.   :0תחום קמירות 1.5x   :1.5, קעירותx . 

,0תחום הגדרה ורציפות: לכל  (7 1x x .   .זוגיות: כללית 
 .אין :x-: אין, עם ציר הy-נקודות חיתוך עם ציר ה 

1xאסימפטוטה אנכית:   , משופעת ואופקית: אין. =

)נקודות קיצון: מינימום:  ) ( )1, 2 , ,2e e−. 

1תחום עלייה:  1x e or e x−    :11, ירידה x e or x e−  . 

)נקודת פיתול:  )5.15,3.06. 

0תחום קמירות:   1 1 5.15x or x     :5.15, קעירותx . 
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 גרפים

1)  2)  

  

3)  4)  

  

5)  6)  

  

7)   
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 חקירת פונקציה עם שורשים 

 שאלה 

)  :חקור את הפונקציה הבאה חקירה מלאה (1 )
2

1

1
f x

x
=

+
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

 .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1
 : אין.x-, עם ציר הy :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

0y, אופקית: אין אסימפטוטה אנכית: =. 

): קסימוםנקודות קיצון: מ 0xתחום עלייה:  .0,1(   :0, ירידהx . 

ת פיתול: ונקוד
1 1 1 1

, , ,
2 21 1

2 2

   
   
   −
   
   
   

. 

תחום קמירות:  
1 1

2 2
x or x −   :קעירות ,

1 1

2 2
x−  . 

 גרף:
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 שורש וערך מוחלט –חקירת פונקציה לא גזירה 

 שאלות 

 חקור את הפונקציות הבאות חקירה מלאה: 

1) ( ) ( )
2 5

3 2 3 31f x x x x x= − = − 

 

2) ( ) ( )
2

3 2 1f x x= − 

 

3) ( ) 3 2 1f x x= − 

 

4) ( )
| 3 |

2

x
f x

x

−
=

−
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 תשובות סופיות 

 . זוגיות: כללית. xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1
 .1או  x: 0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 .אין אנכית: אין, אופקית: אסימפטוטה 

נקודות קיצון: מקסימום: 
2

,0.326
5

 
 
 

), מינימום:  )0,0. 

תחום עלייה: 
2

0
5

x   :ירידה ,
2

0
5

x or x . 

)נקודות פיתול:  )0.2,0.41−. 

0.2xתחום קמירות:    0, קעירות:  − 0.2 0x or x −  . 

 .xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2
 .1או  -x :1-, עם ציר הy :1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 אסימפטוטה אנכית: אין, אופקית: אין.

)נקודות קיצון: מקסימום:  ), מינימום: 0,1( ) ( )1,0 , 1,0−. 

1תחום עלייה:  0 1x or x−     :1, ירידה 0 1x or x −  . 
 נקודות פיתול: אין. 

 .xתחום קמירות: קמורה לכל 

 . זוגיות: זוגית. x תחום הגדרה ורציפות: לכל (3
 .x :1- , עם ציר ה−y: 1-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 אסימפטוטה אנכית: אין, אופקית: אין.

)נקודות קיצון: מינימום:  )0, 1−. 

0תחום עלייה:  1 1x or x    :1, ירידה 1 0x or x − −  . 

)נקודות פיתול:  ) ( )1,0 , 1,0−. 

1תחום קמירות:   1x−    :1, קעירות 1x or x  −. 

2xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (4  .זוגיות: כללית . 
 .x :3- , עם ציר ה−y :1.5-נקודות חיתוך עם ציר ה 

2xאסימפטוטה אנכית: הישר   =, 
1yמשופעת ואופקית: הישר   1y-, ו-ב = =  .−-ב −

)נקודות קיצון: מינימום:  )3,0. 

3xתחום עלייה:    :2, ירידה 2 3x or x  . 

)נקודות פיתול:  )3,0. 

2תחום קמירות:   3x   :3, קעירות 2x or x . 
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 גרפים

1)  2)  

  

3)  4)  
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 חקירת פונקציה טריגונומטרית 

 שאלות 

)נתונה הפונקציה:   (1 ) 2cosf x x x= בתחום   + 0, 2  . 

 חקור לפי הסעיפים הבאים: 

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  . א

 מציאת נקודות הקיצון של גרף הפונקציה.  .ב

 תחומי עלייה וירידה של גרף הפונקציה. . ג

 .y-מציאת נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.  .ה

 מציאת נקודות פיתול.  .ו

 מטה.  ומציאת תחומי הקעירות כלפי מעלה   .ז

 סקיצה של גרף הפונקציה.  שרטוט .ח
 

)נתונה הפונקציה:   (2 ) 4 3tanf x x x= בתחום  −
2

,
6 3

  
− 
 

  . 

 ם הבאים:חקור את הפונקציה על פי הסעיפי

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  . א

 מציאת נקודות הקיצון של גרף הפונקציה.  .ב

 תחומי עלייה וירידה של גרף הפונקציה. . ג

 .y-מציאת נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה .ד

 מציאת אסימפטוטות אנכיות.  .ה

 מציאת נקודות פיתול.  .ו

 מעלה ומטה.  מציאת תחומי קעירות כלפי  .ז

 סקיצה של גרף הפונקציה.  שרטוט .ח

 

)נתונה הפונקציה:   (3 )
1 1

cos sin
f x

x x
= בתחום  + 0,  . 

 חקור לפי הסעיפים הבאים: 

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  . א

 מציאת נקודות הקיצון של גרף הפונקציה.  .ב

 הפונקציה.תחומי עלייה וירידה של גרף  . ג

 בתחום הנתון.  x-מציאת נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.  .ה

 סקיצה של גרף הפונקציה.   שרטוט .ו
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)נתונה הפונקציה:   (4 ) 2cos cos 2f x x x= − 0בתחום:  − 2x  . 

 תוך של גרף הפונקציה עם הצירים.מצא את נקודות החי . א

 מצא את נקודות הקיצון של גרף הפונקציה וקבע את סוגן.  .ב

 כתוב את תחומי העלייה והירידה של הפונקציה. . ג

 רטט סקיצה של גרף הפונקציה. ש .ד

 

)נתונה הפונקציה הבאה:  (5 )sin 1 cosy x x= +      :0בתחום 1.5x  . 

 נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.מצא את  . א

 מצא את נקודות הקיצון של גרף הפונקציה.  .ב

 רטט סקיצה של גרף הפונקציה. ש . ג

)כמה פתרונות יש למשוואה:   .ד )cos sin 1 1x x +  בתחום הנתון? =

 

)נתונה הפונקציה:   (6 ) 2sin cos 1f x x x= + −. 

הפונקציה  ת הקיצון שלאת נקודות החיתוך עם הצירים ואת נקודומצא   . א

בתחום  0,. 

 הוכח שהפונקציה זוגית.  .ב

שרטט את הפונקציה בתחום  . ג , −. 

 

)נתונה הפונקציה:   (7 ) tan 2 8sin 2f x x x= 0.25בתחום:  − 0.25x −  . 

 הצירים בתחום הנתון.מצא את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם  . א

 כתוב את האסימפטוטות האנכיות של גרף הפונקציה.  .ב

 מצא את נקודות הקיצון של גרף הפונקציה בתחום הנתון. . ג

 רטט סקיצה של גרף הפונקציה בתחום הנתון.ש .ד

 

  חקור את הפונקציות הבאות חקירה מלאה:

8)   ( )0, 2 ,  8cos 2cos 2 3f x x x = + − 

 

9)   ( ) 20, , 2cos sin 2f x x x = − 
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 תשובות סופיות 

0א.  (1 2x  . 

)ב. )max 2 , 2 2  )קצה,  + )
5 5

min 0,2  , max , 3  , min , 3
6 6 6 6

 
 

   
+ −   

   
 

 קצה. 

ג. תחומי עלייה:
5

2
6

x


      0או
6

x


  :תחומי ירידה ,
5

6 6
x


 

 
 . 

)ד.   )0, ו. ה. אין.     . 2
3 3

,  , ,
2 2 2 2

      
   
   

. 

ז. קעירות כלפי מעלה:  
3

2 2
x


   , 

קעירות כלפי מטה:  
3

2
2

x


      0או
2

x


 . 

א.  (2
2

6 3
x


−      וגם

2
x




 
    

ב.
2

min ,13.57
3


 
 
 

minקצה,  , 0.36 ,max ,0.36
6 6

    
− −   
   

 .קצה 

ג.  תחומי עלייה: 
6 6

x
 

−   :תחומי ירידה   ,
2

6 3
x


     וגם

2
x


. 

)ד.    ה. אנכית:      0,0(
2

x


)ו.     = )0,0 

ז. קעירות כלפי מעלה:  
2

2 3
x


     0או

6
x


−  , 

0קעירות כלפי מטה:  
2

x


 . 

0א.   (3  ; 
2 2

x x
 

          .בmin ,2 2
4

 
 
 

. 

 , ג.  תחומי עלייה:  
4 2 2

x x
  

         :0תחומי ירידה
4

x


     

ד.   
3

,0
4


 
 
 

 ,   , 0ה. אנכית:         
2

x x x


= = =. 

)א.  (4 ) ( ), 0 , 0, 2 − 

)ב. ) ( ) ( )
2

max 1 , 2.25 ,max 2 , 2 ,max 0, 2 ,min , 2.25 ,max ,0
3 3


  

   
− − − −   

   
 

ג. עולה: 
2

 , 1 2
3 3

x x


       :יורדת ,
2

0  , 1
3 3

x x


    .  :גרף 
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)א.  (5 )
3

,0  , ,0  , 0,1
2 2

    
   
   

   

)ב. ) ( )
5

0,1 , ,1.29 , , 1.29 , 1.5 ,0
6 6


 

   
−   

   
    

 פתרונות.  2ד. 

)חיתוך: א.  (6 ),0 , 0,0
2

 
 
 

), קיצון:    )min , 2  קצה, −

( )
1

min 0,0 , max ,
3 4

 
 
 

 קצה.   

)א.  (7 ) ( )0,0 , 0.23 ,0      .0.25  בx =  . 

minג.  , 27  , max , 27
6 6

    
− −   

   
. 

 

 

: x-, עם ציר הy :7-נקודות חיתוך עם ציר ה  (8
5

, , 7
3 3

x x x
 

= = =. 

)נקודות קיצון: מינימום:  ), 9 ), מקסימום: − ) ( )0,7 , 2 ,7. 

נקודות פיתול: 
5

,
3 3

x x
 

= =. 

תחום קמירות:  
5

3 3
x

 
 , 

קעירות:  
5

0 2
3 3

x or x
 

   . 

3xתחום עלייה:    :2, ירידה 2 3x or x  . 

,: x-, עם ציר הy :2-נקודות חיתוך עם ציר ה  (9
4 2

x x
 

= =. 

נקודות קיצון: מינימום: 
3

,1 2
8

 
− 

 
, מקסימום: 

7
,1 2

8

 
+ 

 
. 

תחום עלייה: 
3 7

8 8
x

 
   :ירידה ,

3 7
0

8 8
x or x

 
   . 

נקודות פיתול: 
5

,1 , ,1
8 8

    
   
   

. 

תחום קמירות:  
5

8 8
x

 
 , 

קעירות:  
5

0
8 8

x or x
 

   . 
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 חקירת פונקציות טריגונומטריות הפוכות

 באות חקירה מלאה: החקור את הפונקציות 

1) ( ) 2arctanf x x x= − 2) ( ) ( )arcsin sinf x x= 
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 תשובות סופיות 

 זוגית. -. זוגיות: איxתחום הגדרה ורציפות: לכל  (1
 . y: 0-נקודות חיתוך עם ציר ה 

 ,איןאסימפטוטה אנכית: 
y: הישר  משופעת x =  . אין אופקית:, −-ב +

)מקסימום:  נקודות קיצון: )מינימום:  ,−1,0.575( )1, 0.575−. 

1תחום עלייה:  1x or x −   :1, ירידה 1x−  . 

)נקודות פיתול:  )0,0. 

0xתחום קמירות:     :0, קעירותx . 

 זוגית. -אי. זוגיות: xתחום הגדרה ורציפות: לכל  (2
 .2מחזוריות: כן, ממחזור 
,x :0-, עם ציר הy :0-נקודות חיתוך עם ציר ה  , 2x  =. 

 אסימפטוטה אנכית: אין,
yמשופעת: הישר   x =  , אופקית: אין. −-ב +

,נקודות קיצון: מקסימום: 
2 2

  
 
 

, מינימום: 
3

,
2 2

 − 
 
 

. 

תחום עלייה: 
3

2 0
2 2

x or x
 

     :ירידה ,
3

2 2
x

 
 . 

 נקודות פיתול: אין. 
 

 

 

 

 

 

 גרפים

1)  2)  
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 שאלות כלליות  – החקירת פונקצי

 שאלות 

) נתונה הפונקציה (1 ) 3 2f x ax x= 1x דוע שהנקודה, וי+  נקודת קיצון.  =

  . aאת הקבוע מצאו  

 

)נתונה הפונקציה  (2 ) 3 2f x ax bx= ) דוע שהנקודה, וי+  נקודת קיצון. 1,2(

a,את הקבועים מצאו   b . 

 

)נתונה הפונקציה  (3 ) 3 2f x ax x= 1xדוע שהנקודה , וי+  נקודת פיתול. =

 .aאת הקבוע מצאו  

 

)נתונה הפונקציה  (4 ) 3 2f x ax bx= )דוע שהנקודה , וי+  נקודת פיתול.  1,2(

a,את הקבועים מצאו   b  . 

 

)נתונה הפונקציה  (5 ) 3 2f x ax x=  . שיפוע המשיק לגרף הפונקציה +

3xבנקודה   . 33הוא  =
 .aאת  מצאו  

 

)נתונה הפונקציה  (6 ) 3 2f x ax bx= + . 

)שיפוע המשיק לגרף הפונקציה בנקודה   .12הוא  3,9(

a,את  מצאו   b. 

 

)נתונה הפונקציה  (7 )
3 2

32 6

ax x
f x

x x

+
=

+ +
 . 

4yידוע שהישר   אסימפטוטה לגרף הפונקציה.  =
 .aאת  מצאו  

 

)נתונה הפונקציה  (8 )
2 4ax bx

f x
x

+ +
= . 

0.5 ידוע שהישר 1y x=  אסימפטוטה לגרף הפונקציה.  +

 .bואת   aאת  מצאו  
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)נתונה הפונקציה  (9 )
2

2

2 4

6

x x
f x

x ax

+ +
=

+ +
 . 

1x ידוע שהישר  אסימפטוטה לגרף הפונקציה.  =
 .aאת  מצאו  

 

)גרף הפונקציה מתייחסות ל 10-71שאלות  ) 3 3f x x x= − : 

 

)מהו מספר הפתרונות של המשוואה   (10 ) 5f x =? 

)מהו מספר הפתרונות של המשוואה   (11 ) 2f x =? 

)מהו מספר הפתרונות של המשוואה   (12 ) 0.5f x =? 

)למשוואה  ,k  עבור איזה ערך של (13 )f x k=  ?יש בדיוק פתרון אחד 

)למשוואה  ,kעבור איזה ערך של   (14 )f x k=  ?יש בדיוק שני פתרונות 

)למשוואה  ,kעבור איזה ערך של   (15 )f x k=  ?יש בדיוק שלושה פתרונות 

) עבורו למשוואה ,kהאם קיים ערך של   (16 )f x k=  ?אין פתרון 

 את התחומים בהם הפונקציה חח"ע. מצאו   (17

 

)נתונה פונקציה  (18 )f x   (2)'המקיימת 4f =. 

נגדיר פונקציה חדשה  
1

( )z x f
x

 
=  

 
. 

 . z(0.5)'  וחשב .א

 יורדת.  zכי   וחיעולה. הוכfנתון בנוסף כי .ב

 

 

x

y

( ,- )

(- , )
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)נתונה פונקציה  (19 )f x (1)מקיימת  ה 2, '(1)f f e= =. 

)נגדיר פונקציה חדשה   )2 1
( ) lnz x f x

x
= +. 

xעולה או יורדת בנקודה  zהאם  .א e=? 

 עולה. שלילית ו fכי   בנוסף נתון .ב
 ?zמה ניתן לומר על תחומי העלייה והירידה של  

 

)נתונה פונקציה  (20 )f x .חיובית ויורדת 

)נגדיר פונקציה חדשה   )2( ) 4z x f x= +. 

 מי מהבאים בהכרח נכון?

 .xעולה לכל  z .א

 .xיורדת לכל   z .ב

0xעולה לכל  z .ג . 

0xיורדת לכל   z .ד . 
 

)נתונה פונקציה  (21 )f x  המקיימת ,( )' 1f e=. 

)נגדיר פונקציה חדשה:  ) ( )2 lng x x f x= +. 

)חשבו את  .א )'g e. 

xעולה בנקודה   gהוכיחו שהפונקציה  .ב e=. 

חשבו את הגבול 
( ) ( )

0
lim
h

g e h g e

h→

+ −
. 

 

)הפונקציה   (22 )f x  זוגית. -היא אי 

)ידוע שנקודת החיתוך היחידה של   )f x עם ציר ה- x  0 -היא בx =. 

)נגדיר   )
2

( ) ( )g x f x=.  בהכרח לא נכונהאיזו מבין הטענות הבאות : 

 יש נקודת מינימום.  g - עולה בכל תחום הגדרתה אז ל fאם  .א

 יש נקודת מינימום.  g -יורדת בכל תחום הגדרתה אז ל fאם  .ב

 אין נקודת קיצון.  g - עולה בכל תחום הגדרתה אז ל fאם  .ג
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)הפונקציה   (23 )f x   מוגדרת וגזירה פעמיים לכלx   ומקיימת''( ) ( )f x a f x=   ,

0aכאשר  . 
 : בהכרח לא נכונהאיזו מבין הטענות הבאות 

)בתחום בו   .א )f x שלילית   ,( )f x .)קמורה )קעורה כלפי מעלה 

)אם  .ב )f x  חיובית בתחום מסוים אז'( )f x  .יורדת באותו התחום 

)אם בתחום מסוים   .ג )f x  עולה וחותכת את צירx   בנקודה( , 0)n אז ,
xשיפוע המשיק לגרף הפונקציה בנקודה  n=  הוא המקסימלי באותו

 התחום. 

)אם לפונקציה  .ד )f x   יש נקודת פיתול אז( )f x   שלילית בכל תחום
 הגדרתה. 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

3
a = − 

2) 4 , 6a b= − = 

3) 
1

3
a = − 

4) 1 , 3a b= − = 

5) 1a = 

6) 
2

 , 1
3

a b= = − 

7) 8a = 

8) 
1

 , 1
2

a b= = 

9) 7a = − 

10) 1 

11) 2 

12) 3 

13) 2 , 2k k −  

14) 2k =  

15) 2 2k−   

   לא  (16

17) 1 , 1 1 , 1x x x − −    

(0.5)'א.  (18 16z =  ב. שאלת הוכחה. −

 ב. יורדת.   א. עולה.   (19

 ד (20

2א.  (21 1e+  .2ג.  ב. שאלת הוכחה 1e+ 

 ג (22

 ד (23
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 הוכחת אי שוויונות בעזרת חקירת פונקציה

 שאלות 

 את אי השוויונים הבאים לגבי התחום הרשום לידם: וחיהוכ

1) ( ) 3 4 2 , 8 3 6x x x x−     + 

 

2) 0  , 2sin
3

x x x
 

   
 

 

 

3) ( )0  , 1 1
2

x
x x +  + 

 

4) ( ) ( )0 ,  ln 1x x x +  

 

0xרציפה לכל  f  כי נתון (5  ,'( ) 0f x   0לכלx , (0)  וכן 0f =. 

0xהוכיחו כי לכל    מתקיים( ) ( )
21

( ) ( ) ln 1 ( )
2

f x f x f x−  +. 
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חדוא 71071
פרק 11 - מינימום ומקסימום מוחלטים לפונקציה

תוכן העניינים

1. מציאת מינימום ומקסימום מוחלטים לפונקציה י 160

2. שאלות המשלבות קיצון מוחלט עם קיצון מקומי י 163

3. הוכחת אי שוויונים י 164
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 מוחלטים לפונקציה ומקסימום מינימום 

 שאלות

 את נקודות המינימום המוחלט והמקסימום המוחלט  ומצא  7-1בשאלות 
 בתחומים הרשומים לידן )אם יש כאלה(:  ,של הפונקציות

1) ( ) ( ) 3 21 3 3 3x f x x x x−   = − + 

 

2) ( ) 2 4 5f x x x= − + + 

 

3) ( ) ( ) ( )
2

31 20 20x f x x x−   = − 

 

4) ( )
( )( )

4 2 11 7
,

2 3 12 2

x x
f x

x x x

−  
=   − −   

  

 

5) ( ) ( ) 25 1 1 9x f x x−   = + − 

 

6) ( ) ( )
2

5 1
1

x
x f x

x
−   − =

+
 

 

7) ( ) ( ) 3 9 1x f x x x−    = − + 

 

)נתונה הפונקציה   (8 ) xf x x=  0בתחוםx . 

את המקסימום והמינימום המוחלטים של הפונקציה בתחום   ומצא .א
 הנתון. 

 .(0,0.5)דני טוען שהפונקציה הפיכה בקטע   .ב
 שדני טועה. וח יהוכ 

 

)את המקסימום והמינימום המוחלטים של הפונקציה   ומצא (9 ) 2 lnf x x x= +. 

 

)סימום והמינימום המוחלטים של  את המק  ומצא (10 ) 4 4sin cosf x x x=  . - , ב+

 אין להשתמש בנגזרות בתרגיל זה. הערה:  
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)את המקסימום והמינימום המוחלטים של   ומצא (11 ) 2 4 3f x x x= − +, 

- וב -ב 1,3. 

 אין להשתמש בנגזרות בתרגיל זה. הערה:  

 

 לחברת מי עדן יש שני מפעלים.  (12

 ק"מ מהמעיין.  aהאחד מרוחק  

 ק"מ מהמעיין.  bהשני מרוחק  

 ק"מ.  cהמרחק האופקי בין המפעלים הוא  
 החברה מעוניינת להקים תחנת שאיבה במעיין 

 התחנה מחוברת למפעלים. המפעלים.בין שני 
 ? שהחברה תצטרך האורך המינימלי של צינורות שאיבהמהו  
 למעיין שוות. בין כל צינור המינימלי מתקבל כאשר הזויות    אורךשה והרא

 

 גליל חסום בכדור.  (13
הוא זה שגובהו פי  הוכיחו, מבין כל הגלילים האפשריים הגדול ביותר בנפחו 

 מרדיוס הבסיס שלו.  2
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 תשובות סופיות 

1) ( )1, 7− )מינימום מוחלט,   −  מקסימום מוחלט.  3,9(

2) ( )מינימום מוחלט,   −1,0( )מינימום מוחלט,   5,0(  מקסימום מוחלט.   2,3(

3) ( )מינימום מוחלט,   0,0( )מינימום מוחלט,   20,0( )8,  מקסימום מוחלט.   48

4) ( )2.5, )מינימום מוחלט,   −0.25  מקסימום מוחלט.   1,2(

5) ( )מינימום מוחלט,   −3,1(  מקסימום מוחלט.   −5,17(

6) ( )2, 4−  מקסימום מוחלט. אין מינימום מוחלט.   −

 אין מקסימום ואין מינימום מוחלטים.  (7

אין מקסימום מוחלט. מינימום מוחלט הוא  א.  (8

1

1 e

e

 
 
 

 ב. שאלת הוכחה.   .

1)0.5אין מקסימום מוחלט. מינימום מוחלט   (9 ln 2)+. 

, מינימום מוחלט  1מקסימום מוחלט   (10
1

2
. 

): -ב (11 ) ( )1,0 ,  .לא קיים מינימום מוחלט, מקסימום מוחלט  3,0

-ב 1,3 :( ) ( )1,0 , )מינימום מוחלט,   3,0  מקסימום מוחלט.  2,1(

2הוא   שהחברה תצטרך האורך המינימלי של צינורות שאיבה (12 2( )a b c+ +. 

 אלת הוכחה. ש (13

1
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 שאלות המשלבות קיצון מוחלט עם קיצון מקומי

 שאלות

- פונקציה רציפה ב fתהי   (1 ,a b וגזירה ב -( ),a b. 

)נניח שקיימת נקודה   ),c a bכך ש ,-( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0f c f a f b f c− − . 

)כיחו כי קיימת נקודה  הו ),d a bכך ש , -( )' 0f d =. 

 

)פונקציה   (2 )f x בקטע    גזירה פעמיים ,a b. 

)ידוע כי  | )f x   מקיימת( ) ( ) ( )' ''f x f x f x− ), וכן  xלכל   = ) ( ) 0f a f b= =. 

)הוכיחו כי   ) 0f x  בקטע.  xל  לכ =

 
)''גזירה פעמיים ומקיימת   fהפונקציה   (3 ) '( ) ( ) ( ) 0f x f x g x f x+ − עבור   =

 מסוימת.  gפונקציה  

בשתי נקודות, אז היא שווה   0מקבלת את הערך  fאם הפונקציה  :וח יהוכ 
 בכל הקטע בין הנקודות. אפס 

 
]פונקציה רציפה בקטע   fתהי   (4 , ]a b   וגזירה פעמיים בקטע( , )a bכך ש ,-

''( ) 0f x   .בקטע זה 

)נתון כי   ) ( ) 0f a f b= =. 

)הוכיחו כי   .א ) 0f x    בקטע( , )a b. 
 האם סעיף א' נשאר נכון אם מורידים את דרישת הרציפות?  .ב

 . יכואו הפר וח יהוכ 
 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 שאלת הוכחה.  (1

 אלת הוכחה. ש (2

 אלת הוכחה. ש (3

 אלת הוכחה. ש (4

1
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 הוכחת אי שוויונים 

 שאלות 

 בסוגריים משמאל: שלגבי התחום  ,השוויונים שמימין-את אי וחיהוכ 3-1בשאלות 

1) 3

3

27xx e
e

−   לכל(x) 

 

2) ( )0 1xx xe− ,  

 

3) ( ) 2 11 0 1xx x e −  ,   

 

 מספרים חיוביים. b-ו a יהיו (4
 :הבאים לא יכולים להתקיים בעת ובעונה אחת  יםהשוויונ-הוכיחו שאי

1 1
(1) (1 ) , (2) (1 )

4 4
a b b a−  − 

  
 

 

 הערת סימון:  ( )  ),    ;   ,    ;   ,a b a x b a b a x b a b a x b        . 

 

 

 www.GooL.co.ilאתר  בסרטוני וידאו היכנסו ללתשובות מלאות 
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 אינטגרלים מיידיים 

 שאלות

)פתירה על ידי הכלל: 1-12בשאלות  את האינטגרלים  וחשב
1

1

n
n x

x dx c
n

+

= +
+:) 

1) 4dx 2) 4x dx 3) 
2

1
dx

x
 

4) xdx 5) 
1

dx
x x
 6) 104x dx 

7) ( )22 1x x dx− + 8) 3

4

3
2 x dx

x

 
+ 

 
 9) ( )

2
2 1x dx+ 

10) ( )( )2 1 2x x dx+ + 11) 
2 4

2

1 2x x
dx

x

+ +
 12) 

1x
dx

x

+
 

 

 : 20-13בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

))פתירה על ידי הכלל:  )
( )

( )

1

1

n

n ax b
ax b dx c

a n

+
+

+ = +
 +) 

13) ( )
10

4 1x dx+ 14) ( )
10

2 2 1x x dx− + 15) 
( )

5

4

2
dx

x −
 

16) 3 4 10x dx− 17) 
10

2 4
dx

x +
 18) 

( )
4

1

x
dx

x −
 

19) 
1

dx

x x− −
 20) 

1 1

xdx

x + +
  

 

 : 26-21בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

)פתירה על ידי הכלל: 
ln1 ax b

dx c
ax b a

+
= +

+) 

21) 
1

4
dx

x 22) 
21 x x

dx
x

+ +
 23) 

2
1

1 dx
x

 
+ 

 
 

24) 
1

4 1
dx

x − 25) 
3

2

x
dx

x

+

+ 26) 
4 1

2

x
dx

x

+

+ 

  

1
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 : 29-27בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

)פתירה על ידי הכלל: 
ax b

ax b e
e dx c

a

+
+ = +) 

27) ( )4x xe e dx−+ 28) ( )
2

1xe dx+

 29) 
3 4

1
4 x

x
e dx

e

 
+ 

 
 

 

:  את האינטגרל וחשב (30
2 32 4 10

5

x x x

x
dx

+ +
 

)פתירה על ידי הכלל: 
ln

mx n
mx n a

a dx c
m a

+
+ = +)  

 

 : 33-31בשאלות  האינטגרלים את  וחשב

31) 
2

1

1 4
dx

x+
 32) 

2

1

4
dx

x−
 33) 

2

21

x
dx

x−
 

 

  

1

פרק 12אינטגרלים מיידיים

166

166



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר וידאו היכנסו ללפתרון מלא בסרטוני  

  © גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 תשובות סופיות 

1) 4x c+ 2) 
5

5

x
c+ 3) 

1
c

x
− + 

4) 
1.5

1.5

x
c+ 5) 

2
c

x
− + 6) 

114

11

x
c+ 

7) 
3 22

3 2

x x
x c− + + 8) 

3 4

3

1 3

2

x
c

x
− + + 9) 

5 32

5 3

x x
x c+ + + 

10) 
4 3 22

2
4 3 2

x x x
x c+ + + + 11) 

31
2

3

x
x c

x
− + + + 12) 

1.5 0.5

1.5 0.5

x x
c+ + 

13) 
( )

11
4 11

44

x
c

+
+ 14) 

( )
21

1

21

x
c

−
+ 15) 

( )
4

1

2
c

x
− +

−
 

16) ( )
4

3
3

4 10
16

x c− + 17) 10 2 4x c+ +  

18) 
( ) ( )

2 3

1 1

2 1 3 1
c

x x
− − +

− −
 19) ( )( )

3 3
2 2

2
1

3
x x c− − + + 

20) ( )
32

1
3

x x c+ − + 21) 
ln

4

x
c+ 22) 

2

ln
2

x
x x c+ + + 

23) 
1

2lnx x c
x

+ − + 24) 
ln 4 1

4

x
c

−
+ 25) ln 2x x c+ + + 

26) ( )4 1.75ln 2x x c− + + 27) 
4

4

x
xe

e c−− + 28) 
2 2

2

xe
c

+

+ 

29) 

4

3
2

3
8

4

x
x

e
e c

−

− + 30) 
( )

( )

2 16

2005 5

2 16 ln 200
ln ln

5 5

x x

x

c

   
   
   + + +
   
   
   

 

31) ( )
1

arctan 2
2

x c+ 32) arcsin
2

x
c

 
+ 

 
 33) 

1 1
ln

2 1

x
x c

x

 + 
− − + 

− 
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 מציאת פונקציה קדומה

 שאלות 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (1 ) 3' 2 4f x x x= −. 

)ידוע כי הפונקציה עוברת בנקודה  )2,3. 

 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (2 ) 3' 5 7f x x= +. 

4xבנקודה שבה   x-ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה  = . 
 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (3 ) ( )
2

5

10
' 1

1
f x x

x
= + −

+
. 

6yבנקודה שבה   y-ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה  = − . 
 את הפונקציה. מצאו  

 

) :נתונה נגזרת של פונקציה (4 )' 2 6f x x= −. 

 .5ערך הפונקציה בנקודת הקיצון שלה הוא 
 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה נגזרת של פונקציה:  (5 )' 2 1 2f x x x= + − − +. 

שיפוע המשיק לפונקציה, בנקודה שבה  
2

5
3

y  .3, הוא =

 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת השנייה של פונקציה:   (6 )'' 6 6f x x= +. 

 ,−12שיפוע הפונקציה בנקודת הפיתול שלה הוא 
 . 1וערך הפונקציה בנקודה זו הוא  

 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת השנייה של פונקציה:   (7 ) 3

8
'' 1f x

x
= +. 

4yהמשיק לפונקציה בנקודת הפיתול שלה הוא הישר   = −. 
 את הפונקציה. מצאו  

  

1
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f:נתונה פונקציה  (8 (0)המקיימת   → 0f =, 

לכל   כי בנוסףנתון ו
0x :ממשי 

0

0
0

0

( ) ( )
lim | |
x x

f x f x
x

x x→

−
=

−
. 

 את תחומי הרציפות של הפונקציה. מצאו   . א

שהוא אינו קיים קבעו את הגבול הבא או  וחשב .ב
0

lim ( )
x

f x
→

   

 .x-ה כמה נקודות חיתוך יש לגרף הפונקציה עם צירמצאו  . ג

 נקודות הפיתול של הפונקציה. את כל מצאו   .ד

)תהי  .ה )G x פונקציה קדומה של| |x. 

)את הנגזרת  וחשב )( ) ( ) 'G x f x−. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )
42 3

3
4 2

16
f x x x= − + 

2) ( ) ( )
4

3
3 3

5 7 12
20 20

f x x= + − 

3) ( ) ( ) ( )
4 3

5
1 1 1

12 1 1 18
2 3 6

f x x x= + + − − 

4) ( ) 2 6 14f x x x= − + 

5) ( ) ( ) ( )
3 32 2

2 1 2 3
3 3

f x x x x= + − − + − 

6) ( ) 3 23 9 10f x x x x= + − − 

7) ( ) 21 4
3 2

2
f x x x

x
= + + + 

ב.   .x א. רציפה לכל (8
0

lim ( ) 0
x

f x
→

)  ג. נקודת חיתוך אחת = )0,0. 

) ד. נקודת פיתול אחת  0ה.    .0,0(

1
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 "הנגזרת כבר בפנים"אינטגרלים בשיטת 

 שאלות 

 הערה: את האינטגרלים בפרק זה ניתן לפתור גם בעזרת שיטת ההצבה.

 

 : הבאים את האינטגרלים וחשב 

1) 
2

2

1

x
dx

x + 2) cot xdx 3) 
2

3 1

x
dx

x + 

4) tan xdx 5) 
1

ln
dx

x x 6) 
2

1

x

x

e
dx

e

+

+ 

7) 
2

2xe xdx 8) 
tan

2cos

xe
dx

x 9) 
22xe xdx−

 

10) ( )2cos 2 1 4x xdx+  11) ( )cos sin cosx xdx 12) 
( )cos ln x

dx
x 

13) ( )4 3cos 10 1x x dx+ 14) ( )2sin 1x xdx+ 15) 
sin x

dx
x

 

16) 
ln x

dx
x 17) 

2

arctan

1

x
dx

x+ 18) 
( )

2

tan

cos

x
dx

x 

19) 
2

2

1

x
dx

x +
 20) 

cos

2sin

x
dx

x
 21) 22 1x x dx+ 

22) 2 3 4x x dx+ 23) 
ln x

dx
x 24) 

2

arctan

1

x
dx

x+ 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 2ln 1x c+ + 2) ln sin x c+ 3) 
31

ln 1
3

x c+ + 

4) ln cos x c− + 5) ln ln x c+ 6) 2 ln 1xe e c+ + 

7) 
2xe c+ 8) tan xe c+ 9) 

22

4

xe
c

−

− + 

10) ( )2sin 2 1x c+ + 11) ( )sin sin x c+ 12) ( )sin ln x c+ 

13) ( )41
sin 10 1

40
x c+ + 14) ( )21

cos 1
2

x c− + + 15) ( )2cos x c− + 

16) ( )
21

ln
2

x c+ 17) ( )
21

arctan
2

x c+ 18) ( )
21

tan
2

x c+ 

19) 22 1x c+ + 20) 2sin x c+ 21) ( )
3

2 2
2

1
3

x c+ + 

22) ( )
3

3 2
2

4
9

x c+ + 23) ( )
3

2
2

ln
3

x c+ 24) ( )
3

2
2

arctan
3

x c+ 
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 אינטגרלים בשיטת אינטגרציה בחלקים

 שאלות 

 : 23-1בשאלות את האינטגרלים  וחשב

1) xxe dx 2) 4 lnx xdx 3) sinx xdx 

4) ( )2 2 3 lnx x xdx+ + 5) 2 sin 4x xdx 6) 2 4xx e dx−

 

7) ln xdx 8) 
3

1
ln dx

x
 9) arctan xdx 

10) arcsin xdx 11) 5ln 2x x dx − 12) 
2cos

x
dx

x 

13) 
2

ln x
dx

x
 14) arctanx xdx 15) ( )2 2ln 1x x dx+ 

16) 2ln xdx 17) 

2
ln x

dx
x

 
 
 
 18) cosxe xdx 

19) 2 sin 4xe xdx 20) 21 x dx− 21) 
( )

2
1

xxe
dx

x +
 

22) 2tanx xdx 23) ( )
4

1 2x x dx+  +  

 

nנוסחת נסיגה עבור   ומצא (24 xx e dx  באשרn .טבעי 

4את  וחשב (25 xx e dx. 

 

cosnנוסחת נסיגה עבור   ומצא (26 xdx  באשרn .טבעי 

4cosאת   וחשב (27 xdx. 

  

1
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sinnנוסחת נסיגה עבור   ומצא (28 xdx  באשרn .טבעי 

4sinאת  וחשב (29 xdx. 

 

  נוסחת נסיגה עבור ומצא (30
( )2

1

1
n

dx
x+

  באשרn .טבעי 

את  וחשב (31
( )

4
2

1

1
dx

x+
. 

 

cosאת האינטגרלים  וחשב (32 , sinax axe bxdx e bxdx . 
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 תשובות סופיות 

1) x xxe e c− + 

2) 
5 1

ln
5 5

x
x c

 
− + 

 
 

3) cos sinx x x c+ + 

4) 
3 3 2

2 3 ln 3
3 9 2

x x x
x x x x c

 
+ + − + + + 

 
 

5) 
2 1 1

cos4 sin cos4
4 2 4 16

x x
x x x c

 
− + + + 

 
 

6) 
2

4 4 41 1 1

4 2 4 16

x x xx
e xe e c− − − 

− + − − + 
 

 

7) lnx x x c− + 

8) ( )
1

ln
3

x x x c− − + 

9) 21
arctan ln 1

2
x x x c− + + 

10) 2arcsin 1x x x c+ − + 

11) ( )
2 21 1

ln 2 2 4 ln 2
5 2 2 2

x x
x x x x c

  
− − + + − +  

  
 

12) tan ln cosx x x c+ + 

13) 
1 1

ln x c
x x

− − + 

14) ( )
2 1

arctan arctan
2 2

x
x x x c − − + 

15) ( )
3 3

2 2
ln 1 arctan

3 3 3

x x
x x x c

 
+ − − + + 

 
 

16) ( ) ( )
2

ln 2 lnx x x x x c− − + 

17) ( )
1 2

ln ln 1x x c
x x

− − − + 

18) 
( )sin cos

cos
2

x

x
e x x

e x c
+

− + + 

19) 

2 1
cos 4 sin 4

2

5

xe x x

c

 
− + 
  + 

20) 
21 arcsin

2

x x x
c

− +
+ 
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21) 
1

xe
c

x
+

+
 

22) ( )
2

tan ln cos
2

x
x x x x c− + + + 

23) ( )( ) ( )
9 11

2 2
2 4

1 2 2
9 99

x x x c+ + − + + 

24) 1n x n xx e n x e dx−−  

25) ( )4 3 24 12 24 24xe x x x x c− + − + + 

26) ( ) ( ) 1 21
cos sin ( 1) cos

n n
x x n x dx

n

− −
+ −  

27) ( )( )31
cos sin 3 5 cos sin

4
x x x x x c+  + + 

28) ( ) ( ) ( )( )1 21
sin cos 1 sin

n n
x x n x dx

n

− −
− + −  

29) ( )( )31
sin cos 3 5 sin cos

4
x x x x x c− +  − + 

30) 

( ) ( )
( )

2 2

1
2 1

2 1 1
n n

x dx
n

n x x

 
 + −
 + +
 

 

31) 

( ) ( )
3 2 22 2

1 1 1
arctan

6 4 2 11 1

x x x
x

xx x

  
   

+ + +   
+ + +    

 

32) 
2 2 2 2

sin cos sin cos
cos , sinax ax ax axb bx a bx a bx b bx

e bxdx e e bxdx e
a b a b

+ −
= =

+ +  
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חדוא 71071
פרק 15 - אינטגרלים בשיטת ההצבה

תוכן העניינים

1. אינטגרלים בשיטת ההצבה י 176
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 שיטת ההצבהים באינטגרל

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) 
( )

2
2

2

1

x
dx

x +
 2) 3 54x x dx+  3) 

3

2

2

1

x
dx

x +
 

4) 
2 1

x

x

e
dx

e + 5) 
4

1

ln
dx

x x 6) 
2

1

1 ln
dx

x x−
 

7) 
2 3xe x dx 8) 

3 xe dx 9) 
( )

1

1
dx

x x+
 

10) ( )3 22 cos 1x x dx+ 11) ( )
14

3 23 1x x dx− 12) 
( )2cos ln x

dx
x 

13) 
2

1
1 dx

x
+ 14) 3ln xdx 15) 

3

8 2

x dx

x + 

16) 
4ln x

dx
x 17) 

2

2

arctan

1

x
dx

x+ 18) 
( )ln ln ln

dx

x x x  

19) arctan xdx 20) 
( )

7

2
41

x
dx

x−
 21) 

21 x

dx

e+
 

22) ( )cos ln x dx 23) 
( )3

1

1
dx

x x+
 24) 35 3 1x x dx+ 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

1

1
c

x
− +

+
 

2) 
( )

( )
5

3
3

3
42 4

4
3 5 3

x
x c

 
+ 

− + + 
 
 

 

3) 

3
2

21
2 1

3

x
x c

 
+

 − + +
 
 

 

4) ( )arctan xe c+ 

5) 
( )

3

1

3 ln
c

x
− + 

6) ( )arcsin ln x c+ 

7) ( )
2 221

2

x xx e e c− + 

8) ( )3 2
3 33 2 2xe x x c− + + 

9) 

2
1 1 1

ln
2 2 4

x x c
   

+ + + − +   
   

 

10) ( ) ( )2 2 2sin 1 cos 1x x x c+ + + + 

11) 
( ) ( )

16 15
2 23 1 3 11

18 16 15

x x
c

 − −
 + +
 
 

 

12) ( )
1 1

ln sin 2ln
2 2

x x c
 

+ + 
 

 

13) 
2

2

2

1 1 1
1 ln

2 1 1

x
x c

x

+ −
+ + +

+ +
 

14) ( )3 2ln 3ln 6ln 6x x x x c− + − + 

15) 
41

arctan
4 2 2

x
c

 
+ 

 
 

16) 
( )

5
ln

5

x
c+ 

17) 
( )

3
arctan

3

x
c+ 

1
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18) ( )ln ln ln x c+ 

19) arctan arctanx x x x c− + + 

20) 4

4

1 1
ln 1

4 1
x c

x

 
− − − − + 

− 
 

21) 
2

2

1 1 1
ln

2 1 1

x

x

e
c

e

+ −
+

+ +
 

22) ( ) ( )( )cos ln sin ln
2

x
x x c+ + 

23) ( )6 66 arctanx x c− + 

24) 
( ) ( )

7 4
3 33 31 1

7 4

x x
c

+ +
− + 
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חדוא 71071
פרק 16 - אינטגרלים של פונקציות רציונליות

תוכן העניינים

1. אינטגרלים של פונקציה רציונלית י 179

2. חילוק פולינומים ואינטגרלים של פונקציה רציונלית י 181

3. אינטגרלים שמשלבים הצבה ופונקציה רציונלית י 182
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 אינטגרלים של פונקציה רציונלית 

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) 
( )

2

1

4

x
dx

x

+

−
 2) 

( )
4

2

2 5

2 1

x
dx

x x

+

− +
 

3) 
2 4

dx

x − 4) 
2

2

5

x
dx

x x

−

+ 

5) 
2 5 6

x
dx

x x+ + 6) 
2

3

1x x
dx

x x

+ −

− 

7) 
2

3

6 4 6

7 6

x x
dx

x x

+ −

− − 8) 
4 2

10

13 36

x
dx

x x− + 

9) 
( ) ( )

2

8

2 2

x
dx

x x− +
 10) 

3 2

5 x
dx

x x

−

+ 

11) 
3 2

9 36

6 9

x
dx

x x x

+

+ + 12) 
( )( )2 22 1 4 4

dx

x x x x− + − +
 

13) 
2

1

2 3
dx

x x+ + 14) 
2

1

1
dx

x x+ + 

15) 
( )( )

2

2

2 1

1 3

x x
dx

x x

+ −

+ −
 16) 

( )( )

2

2

2 2 1

1 2

x x
dx

x x

+ +

+ +
 

17) 
( )( )2 2

3

1 4
dx

x x+ +
 18) 

( )
2

2

1

1
dx

x x +
 

19) 
( )( )

2

2
2

25

1 4

x
dx

x x− +
  
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 תשובות סופיות 

1) 
5

ln 4
4

x c
x

− − +
−

 

2) 
( ) ( )

6 7

1 1

3 6 1
c

x x
− − +

− −
 

3) 
1 2

ln
4 2

x
c

x

−
+

+
 

4) 
2 7

ln 5
5 5

x x c− + + 

5) 3ln 3 2ln 2x x c+ − + + 

6) 
1 1

ln 1 ln 1
2 2

x x x c+ − − + + 

7) ln 1 2 ln 2 3ln 3x x x c+ + + + − + 

8) ln 3 ln 3 ln 2 ln 2x x x x c+ + − − + − − + 

9) 
4

ln 2 ln 2
2

x x c
x

− − − + +
−

 

10) 
1 5

6ln
x

c
x x

+
− + 

11) 
3

4ln
3 3

x
c

x x
+ +

+ +
 

12) 
1 1 1

2ln
2 1 2

x
c

x x x

−
− − +

− − −
 

13) 
1 1

arctan
2 2

x
c

+ 
+ 

 
 

14) 
1 0.5

arctan
3 3

4 4

x
c

 
+ 

+
 
 
 

 

15) arctan 2 ln 3x x c+ − + 

16) ( )21
ln 1 ln 2

2
x x c+ + + + 

17) 
1

arctan arctan
2 2

x
x c

 
− + 

 
 

18) ( )
( )

2

2

1 1
ln ln 1

2 2 1
x x c

x
− + + +

+
 

19) 
1 1

arctan sin arctan
16 2 2 2

x x
c

     
+ +     

     
 

1

פרק 16אינטגרלים של פונקציות רציונליו...

180

180



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 חילוק פולינומים ואינטגרלים של פונקציה רציונלית 

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) 
3 23 5 4 2

1

x x x
dx

x

− + −

− 

 

2) 
4 3 22 10 8

4

x x x x
dx

x

+ − −

+ 

 

3) 
3 212 11 6 1

4 1

x x x
dx

x

− + −

− 

 

4) 
( )

4 3 2

2

2

1

x x x x
dx

x

− + +

−
 

 

5) 
4 2

2

4 1

4

x x x
dx

x

− + +

− 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 
3 2 2x x x c− + + 

2) 
4 3

22

4 3

x x
x c− − + 

3) 
3 2x x x c− + + 

4) 
3 1

ln 1
3 1

x
x c

x
+ − − +

−
 

5) 
3 3 1

ln 2 ln 2
3 4 4

x
x x c+ − + + + 
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 אינטגרלים שמשלבים הצבה ופונקציה רציונלית 

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) 
3

dx

x x−
 

 

2) 
3

dx

x x+
 

 

3) 
4

1

1 1
dx

x+ −
 

 

4) 
3 2

1

x
dx

x + 

 

5) 
1

1 x
dx

e+
 

 

6) 1 xe dx+ 

 

7) 
2

1

1
dx

x x−
 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

31.5ln 1 x c− − + 

2) 
( ) ( )

( )
3

6 6

6 6
1 3 1

6 3 1 ln 1
3 2

x x
x x c

 + +
 

− + + − + +
 
 
 

 

3) 
( ) ( )

( )
2 2

4 4

4 4
1 1 3 1 1

4 3 1 1 ln 1 1
3 2

x x
x x c

 + − + −
 

− + + − − + − +
 
 
 

 

4) ( )( )
32

3 3 33 1 2 1
ln 1 ln 0.5 0.75 3 arctan

2 2 3

x
x x x c

 −
+ + − − + − +  

 
 

5) ln 1 xe x c− + + + 

6) 
1 1

2 1 ln
1 1

x
x

x

e
e c

e

+ −
+ + +

+ +
 

7) 
21 1

ln
x

c
x

− −
+ 

 

 

 

 

 

 

 נוסחאות 

( )
3 3 2 2 33 3a b a a b ab b− = − + −  
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חדוא 71071
פרק 17 - אינטגרלים טריגונומטריים והצבות טריגונומטריות

תוכן העניינים

1. אינטגרלים טריגונומטריים - מבוא  י (ללא ספר)

2. אינטגרלים טריגונומטריים - פתרון על ידי זהויות י 184

3. אינטגרלים טריגונומטריים - פתרון על ידי הצבות פשוטות י 186

4. אינטגרלים טריגונומטריים - פתרון על ידי הצבה כללית י 187

5. הצבות טריגונומטריות שמטרתן להיפטר משורשים י 188

6. חישוב שטחים בין פונקציות טריגונומטריות י 191
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 פתרון על ידי זהויות –אינטגרלים טריגונומטריים 

 כי:  ורזכ

2

1
cos sin cos( ) sin( )

1
sin cos sin( ) cos( )

1
tan ln | cos | tan( ) ln | cos( ) |

1
cot ln | sin | cot( ) ln | sin( ) |

1 1
tan

cos cos

xdx x c ax b dx ax b c
a

xdx x c ax b dx ax b c
a

xdx x c ax b dx ax b c
a

xdx x c ax b dx ax b c
a

dx x c
x

= + + = + +

= − + + = − + +

= − + + = − + +

= + + = + +

= +

 

 

 

 

 2

2 2

1
tan( )

( )

1 1 1
cot cot( )

sin sin ( )

dx ax b c
ax b a

dx x c dx ax b c
x ax b a

= + +
+

= − + = − + +
+



 

  

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) sin 2 4cos
3

x
x dx

 
− 

 
 2) 

2cos 4

dx

x 

3) 
2sin 10

dx

x 4) ( )2 2cos sinx x dx− 

5) ( )4 4cos sinx x dx− 6) ( )
2

sin cosx x dx+ 

7) sin cos cos 2x x xdx 8) 2tan xdx 

9) 
( )

2
sin cos

dx

x x
 10) sin 7 cos5x xdx 

11) ( )cos cos 2 sin sin 2x x x x dx+ 12) ( )4 4sin cosx x dx+ 

13) 2cos xdx 14) 2sin 4xdx 

15) 3cos xdx 16) 3sin 4xdx 

17) 4cos xdx 18) 4sin 4xdx 

19) 
1 cos 2

1 cos 2

x
dx

x

+

−
 20) 

sin 5 sin

sin 4 sin 2

x x
dx

x x

−

− 

21) 
sin 2 cos 2 1

sin 2 cos 2 1

x x
dx

x x

− +

+ + 22) 
3sin

1 cos

x
dx

x−
 

23) 
3

2

2

1 cos

cos
x

x
dx

+
 24) 2 4sin cosx xdx 
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 תשובות סופיות 

1) 
1

cos 2 12sin
2 3

x
x c− − + 2) 

1
tan 4

4
x c+ 

3) 10cot10x c− + 4) 
1

sin 2
2

x c+ 

5) 
1

sin 2
2

x c+ 6) 
1

cos 2
2

x x c− + 

7) 
1

cos 4
16

x c− + 8) tan x x c− + 

9) tan cotx x c− + 10) 
1 1 1

cos12 cos 2
2 12 2

x x c
 
− − + 
 

 

11) sin x c+ 12) 
3 1

sin 4
4 16

x x c+ + 

13) 
sin 2

2 4

x x
c+ + 14) 

sin 8

2 16

x x
c− + 

15) 
3 1

sin sin 3
4 12

x x c+ + 16) 
3 1

cos 4 cos12
16 48

x x c− + + 

17) 
3 1 1

sin 2 sin 4
8 4 32

x x x c+ + + 18) 
3 1 1

sin 8 sin16
8 16 128

x x x c− + + 

19) cot x x c− − + 20) 2sin x c+ 

21) ln cos x c+ 22) 
1

cos cos 2
4

x x c− − + 

23) 
1

3 sin 2 2sin
2

x x x c+ − +  

24) 
1 1 1 1 1

sin 2 sin 4 sin 6
8 2 8 8 24

x x x x c
 

+ − − + 
 
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 פתרון על ידי הצבות פשוטות  –אינטגרלים טריגונומטריים  

 כי:  ורזכ

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )n

sin

cos
s

co
sin

arcsin

cos

arc

s

si
co

x t
f f

x t

x t
f f

x t

x
x

xdx dt

xdx dtt
t

=
 = =

=

=
 = =

=
−

 

 

 

 

 שאלות 

 : הבאים את האינטגרלים וחשב

1) ( )2sin sin 2 cosx x xdx+ + 2) ( )3cos cos 2 sinx x xdx+ − 

3) 3cos xdx 4) 3sin 2xdx 

5) 4 5sin cosx xdx 6) 5 4sin cosx xdx 

7) 5cos xdx 8) 5tan xdx 

9) 
1

cos
dx

x 10) 
sin

dx

x 

11) cossin 2 xx e dx 12) 
2sin

cos 2 4cos 7

x
dx

x x+ + 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 
3 2sin sin

2sin
3 2

x x
x c+ + + 2) 

4 2cos cos
2cos

4 2

x x
x c

−
− + + 

3) 
3sin

sin
3

x
x c− + 4) 

31 cos 2
cos 2

2 3

x
x c

 
− − + 

 
 

5) 7 91 2 1
sin 5 sin sin

5 7 9
x x x c− + + 6) 5 7 91 2 1

cos cos cos
5 7 9

x x x c− + − + 

7) 
5

32 sin
sin sin

3 5

x
x x c− + + 8) 

4 2

1 1
ln cos

4cos cos
x c

x x
+ − + 

9) 
1 1 sin

ln
2 1 sin

x
c

x

+
+

−
 10) 

1 cos 1
ln

2 cos 1

x
c

x

−
+

+
 

11) ( )cos2 cos 1xe x c− − + 12) 
1 cos 1

arctan
2 2

x
c

+ 
− + 

 
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 פתרון על ידי הצבה כללית  –אינטגרלים טריגונומטריים 

) כי:  ורזכ )
( )

2

22 2

2t

r

1
c

an
, ,2

n

s

2

in

a

o
1

s
1

2

1
cta

x
t

f
t

f
tt

dx dt

x

x
t t

t

x
=  

= =
+


−


+ +

=
  

 

 שאלות 

 : הבאים את האינטגרלים וחשב

1) 
1 sin

dx

x+
 

 

2) 
1 sin cos

dx

x x+ + 

 

3) 
cos

2 cos

x
dx

x− 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
2

tan 1
2

c
x

− +
 

+ 
 

 

2) ln 1 tan
2

x
c

 
+ + 

 
 

3) 
( )

1 1
3 3

tan / 22
2 arctan

3

x
x c

  
− + +    

  
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 הצבות טריגונומטריות שמטרתן להיפטר משורשים

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2

2

2

2

2

2 2

co

a

sin

( arcsin )

tan

( rctan )

cos

( arcco

n

cos

cos

s

s

cos

n

)

si

cos
ta

x
a

x
a

a
x

x a t
f

t

dx a tdt

a
dx dt

t

t

t

a t

a x a

a
a x

x t

f
t

x a t

adx d

t

t
t

f f
t

a
x

af f 

−

+

=
= = 

=

=    
= =    

=    

=

− 

= = 
 =

−

 

 

 

 

 

 שאלות 

 : יםהבאאת האינטגרלים  וחשב

1) 
2 24

dx

x x−
 

 

2) 
2

1

4
dx

x +
 

 

3) 24 1x dx− 

 פונקציות רציונליות". הערה: כדי לפתור את השאלה צריך לדעת "אינטגרלים של 

 

4) 
2 2 1

dx

x x −
 

 

5) 
2

24

x
dx

x−
 

 

6) 2 2 3x x dx+ − 
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7) 26x x dx− − 

 

8) 
( )

2
24

dx

x+
 

 

9) 
( )

3/2
2 2 5

dx

x x+ +
 

 

10) 2 1x dx+ 

 

11) 
2

1

1
dx

x −
 
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 תשובות סופיות 

1)  
1

cot arcsin
4 2

x
c

 
− + 

 
 

2) 

1 sin arctan
21

ln
2

1 sin arctan
2

x

c
x

  
+   

   +
  

−   
  

 

3) 
2 2

2 2

1 4 1 4 1
ln 1 1 ln 1 1

8 4 4
1 1 1 1

c
x x

x x

 
 
 − − + − + − − +
 

− − + − 
 

 

4) 
1

sin arccos c
x

  
+  

  
 

5) 
1

2 arcsin sin 2 arcsin
2 2 2

x x
c

     
− +     

     
 

6) 
( )

( )
( )

( )

2 2

2 2

4 1 4 1
ln 1 1 ln 1 1

4 41 1
1 1 1 1

1 1

c
x x

x x

− − + − + − − +
+ +

− − + −
+ +

 

7) 
9 3 1 3

arcsin sin 2arcsin
2 3 2 3

x x
c

 + +  
+ +  

  
 

8) 
1 1

arctan sin 2arctan
16 2 2 2

x x
c

    
+ +    

    
 

9) 
1 1

sin arctan
4 2

x
c

 +  
+  

  
 

10) 2 21 1
ln 1 1

2 2
x x x x

 
+ + + + 

 
 

11) 2ln 1x x c+ − + 
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 חישוב שטחים בין פונקציות טריגונומטריות 

 שאלות 

) נתונה הפונקציה (1 ) 2sinf x x x= + . 

 בתחום שבין ראשית הצירים לנקודת המקסימום הראשונה
 . 1מימינה העבירו לפונקציה משיק ששיפועו 

 . את משוואת המשיקמצאו   . א

 בין הפונקציה, את גודל השטח הכלוא חשבו   .ב
 .ברביע הראשון והשני, x-המשיק וציר ה

 

)מתואר גרף הפונקציה  הלןבאיור של (2 )
sin 2 1

2

x
f x

+
=, 

0.25 בתחום 1.75x −  . 
 , הפונקציה דרך נקודת המקסימום של ABמשיק  נעביר

 החיתוך הראשונה מנקודת x-אנך לציר ה נעלהו
 ,בתחום הנתון x-של גרף הפונקציה עם ציר ה

 .  ABCOכך שנוצר המלבן  ,C-המסומנת ב 

 )מקווקו(.  1S-יסומן ב ח הכלוא בין גרף הפונקציה והציריםהשט

 .2S-יסומן ב y-המלבן, גרף הפונקציה וציר ההשטח הכלוא בין צלעות 

 של המלבן.  ABאת משוואת הצלע מצאו   . א

1את היחס חשבו  .ב

2

S

S
. 

 

siny נתונה הפונקציה הלןבאיור של (3 x x= 0 בתחום ,+ 2x  . 

 . ו זאתחיהוכ בתחום הנתון? האם יש לפונקציה נקודות קיצון פנימיות . א

2x בנקודה שבה x-אנך מגרף הפונקציה לציר ה נוריד .ב =, 
 מהנקודה שמאפסת את הנגזרת.  x-ישר המקביל לציר ה נעבירו

 ,רטוטשהמסומנים ב כי השטחים והרא
1S ו-

2S, .שווים 
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 ות מתוארים הגרפים של הפונקצי הלןבאיור של (4

( ) 2cosf x x= ו-( ) 2sin cosg x x x= 0בתחום  ,+ x  . 

 את נקודות החיתוך של הגרפים בתחום הנתון. מצאו   . א

 את השטח הכלוא בין שני הגרפים.חשבו  .ב

2 בזהות והשתמש 2cos 2 cos sin  = −. 

 

)הנגזרת של פונקציה   (5 )f x היא ( )' cos 2 sinf x x x= − −. 

 המקיימות  של הנקודות x-את שיעורי המצאו   . א

( )' 0f x 0בתחום  ,= 2x  . 

)ידוע כי הנקודה המקיימת   )' 0f x  ,אשר אינה קיצון, =

 .x-נמצאת על ציר ה

)את הפונקציה  מצאו   .ב )f x. 

 מתואר גרף הפונקציה בתחום הנתון.  הלןבאיור של . ג
 את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה והצירים.חשבו 

 

2 נתונה הפונקציה (6 cos 2 sin 2cosy x x x x x= − + + . 

'2כי נגזרת הפונקציה היא  וחיהוכ . א siny x x=. 

) נתונה הפונקציה הלןבאיור של ) 2 sinf x x x= , 

xבתחום  −  . 

 כי גרף הפונקציה עובר בראשית הצירים.     הראו  .ב

 . בתחום הנתון x- את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה וציר החשבו  . ג

 

) נתונה הפונקציה (7 ) cos sinf x a x b x= a,כאשר  , + b .פרמטרים 

בנקודה שבה   x-הפונקציה חותכת את ציר ה
4

x


=, 

,0והיא חיובית בתחום 
4

 
 
 

. 

,0גודל השטח הכלוא מתחת לפונקציה בתחום 
4

 
 
 

2הוא   2 2−. 

 . b-ו aאת ערכי הפרמטרים  מצאו  
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 תשובות סופיות 

2yא.  (1 x=  יח"ש. ב.      +

1yא.  (1 1ב.     =

2

3 2
1.538

3 2

S

S





+
= =

−
 

)א. אין נקודת קיצון, הנקודה   (2 ),    .היא נקודת פיתול 

20.5ב.   2 2.934S = − = 

) א. (3 )
2 1

0,1  , ,
3 4

 
 
 

ב.      
3

1.5 1.299
2

S = = 

א.  (4
7 11

 ,  , 
2 6 6

x
  

)ב.     = )
1

sin 2 cos
2

f x x x= − ג.       +
1

2
 יח"ש. 

) ג.  .הוכחהשאלת ב.  .הוכחהשאלת א.  (5 )22 4 11.74S = − . 

6) 2 , 2b a= − = 
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 זהויות בטריגו – נספח 

2 2

2 2 2 2

2

2

2

2

2

2

sin cos 1

sin
tan

cos

cos
cot

sin

sin 2 2sin cos

cos 2 cos sin 1 2sin 2cos 1

1
1 tan

cos

1
1 cot

sin

1
sin (1 cos 2 )

2

1
cos (1 cos 2 )

2

1
sin cos sin( ) sin(

2
a

 











  

    







 

 

   

+ =


=


 =


=


= − = − = −


+ =


 + =



= −


 = +


= + +( )

( )

( )

)

1
sin sin cos( ) cos( )

2

1
cos cos cos( ) cos( )

2

a

a



    

    


−




= − − +



= + + −

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חדוא 71071
פרק 18 - האינטגרל המסוים, אינטגרביליות לפי רימן ולפי דארבו

תוכן העניינים

1. האינטגרל המסוים, הנוסחה היסודית של החדו"א י 195

2. מונוטוניות האינטגרל, אי שוויונות אינטגרליים י 201

3. האינטגרל המסוים לפי ההגדרה, אינטגרביליות י 204

4. משפטי האינטגרביליות י 207

5. אינטגרביליות לפי דארבו י 208
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 האינטגרל המסוים, הנוסחה היסודית של החדו"א

 שאלות

 : 9-1בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

1) ( )
4

2

1

4 1x x dx− + 

 

2) 
2

2

1

4 1

2 5

x
dx

x x

+

+ + 

 

3) 
1

0

xxe dx−

 

 

4) 
4

1

ln
e

x
dx

x 

 

5) 
4

2

1

1

4 5
dx

x x+ + 

 

6) 2

0

cos 10xdx



 

 

7) ( )
4

0

f x dx  כאשר ,( )
2

0 1

1
1

x x

f x
x

x

  


= 




. 

 

8) 
4

1

4 1x dx
−

+ − 

 

9)  
2

2

0

max ,x x dx 
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 כי:  וח יהוכ  (10

) .א ) ( )

b b

a a

f x dx f a b x dx= + −  

 .ב
1 1

0 0

(1 ) (1 )m n n mx x dx x x dx− = −  

 

 :fשלכל פונקציה רציפה   וח יהוכ  (11

 .א
/2 /2

0 0

(sin ) (cos )f x dx f x dx

 

=  

 .ב
0 0

(sin ) (sin )
2

x f x dx f x dx

 


=  

 

,1]:תהי   (12 )f  מוגדרת על ידי   →
1

ln
( )

1

x
t

f x dt
t

=
+

. 

)את המשוואה    ופתר )
1

2f x f
x

 
+ = 

 
. 

 

  הערך שלללא חישוב האינטגרלים, חשבו את  (13
1/

2 2

1 1

1 1

1 1

x x

dt dt
t t

+
+ + . 

 

  חשבו: (14
/2 4

4 4
0

sin

sin cos

x
dx

x x



+
. 

 

חשבו:   (15
2

0

sin

1 cos

x x
dx

x



+
. 

 

 :וח יהוכ   .fנתונה פונקציה רציפה   (16

)אזי   ,זוגית fאם  .א ) ( )
0

2

a a

a

f x dx f x dx
−

= . 

)אזי   ,זוגית-אי  fאם  .ב ) 0

a

a

f x dx
−

=. 
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 : 18-17בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

17) ( )
1

3 5

1

cosx x xdx
−

+ 

 

18) 
4

2

4

sin 1

1

x
dx

x
−

+

+ 

 

)נתון כי   (19 )f x זוגית לכל  -פונקציה רציפה ואיx,   ונתון כי
1

| ( ) |
2

f x . 

חשבו את האינטגרל  

1

2

1

2

1 ( )
ln

1 ( )

f x
dx

f x
−

 −
 
+ 

. 

 

 ים הבאים: חשבו את ערך האינטגרל  (20

 .א
/2

0

(sin )

(sin ) (cos )

f x
dx

f x f x



+ 

 .ב
/2

0

(cos )

(sin ) (cos )

f x
dx

f x f x



+ 

) .ג )
/2

0

1

1 tann
n dx

x




+ 

 

 )אזהרה לגבי שיטת ההצבה(  (21

את האינטגרל   וחשב .א
1

2

1

1

1
dx

x
−

+,   בעזרת ההצבה
1

t
x

=. 

את האינטגרל   וחשב .ב
1

2

1

1

1
dx

x
−

+  .ישירות 

 את הסתירה.   ו ריתשובות שונות. הסב   נוב' קיבל -בסעיפים א' ו  .ג

 

כי    וח יהוכ  (22
/2

2 2

0 0

1 1
2

1 cos 1 cos
dx dx

x x

 

=
+ + . 

 

 הבאים: ענו על הסעיפים  (23

tant  בעזרת ההצבה  .א x= את האינטגרל וחשב  
2

1

1 cos
dx

x+
. 

את ערך האינטגרל  וחשב .ב
2

0

1

1 cos
dx

x



+
. 

1
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את ערך האינטגרל  ושבח (24
2

0
1 cos

x
dx

x



+
. 

 

)תהי   (25 )f x   פונקציה גזירה פעמיים בקטע[ , ]a b. 

xנניח כי הישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה   a=   יוצר זווית
3


עם הכיוון   

xוהישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה   xהחיובי של ציר   b=   יוצר זווית
4


 

 .xעם הכיוון החיובי של ציר 

את ערך האינטגרל  וחשב
' '(ln )

b

a

e

e

f x
dx

x. 

 

 :וח יהוכ  (26
 fהמחזור של   Tפונקציה רציפה ומחזורית על כל הישר ואם   fאם 

מתקיים   aאז לכל מספר ממשי  
0

( ) ( )

a T T

a

f x dx f x dx

+

= . 

 

 ות הבאות: את הטענ  יכואו הפר וח יהוכ  (27

- פונקציות רציפות ב g- ו fאם  .א ,a b  ואם ,( ) 0

b

a

f t dt =   וגם

( ) 0

b

a

g t dt =,   אז( ) ( ) 0

b

a

f t g t dt = . 

 , זוגית ואינטגרבילית בכל קטע fאם  .ב

אז הפונקציה  
0

( ) ( )

x

g x f t dt=   זוגית. -אי 
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 תשובות סופיות 

1) 6− 

2) 
15

ln
8

 
 
 

 

3) 
12 1e−− + 

4) 
1

5
 

5) arctan6 arctan3− 

6) 
2


 

7) 
17

12
 

8) ( )1.5 1.52
16 6 7

3
− + + 

9) 
17

6
 

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

12) 
2x e= 

13) 0 

14) 
4


 

15) 
2

4


 

 הוכחה. שאלת  (16

17) 0 

18) 2arctan 4 

19) 0 

א, ב, ג.   (20
4


 

ב.   0א.  (21
2


 ג. ראו בסרטון.   

 שאלת הוכחה.  (22

א.  (23
1 tan

arctan
2 2

x
c

 
+ 

 
ב.  

2


 

24) 
2

2 2


 

25) 1 3− 

1
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 שאלת הוכחה.  (26

 שאלת הוכחה.  (27

1
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 מונוטוניות האינטגרל, אי שוויונות אינטגרליים

 שאלות 

]:תהי  (1 , ]f a b  , פונקציה אינטגרבילית →

)ונניח כי   )m f x M   לכלx  בקטע[ , ]a b. 

)כי   וחיהוכ ) ( ) ( )

b

a

m b a f x dx M b a−   −. 

 

 : 10-2השוויונים בשאלות  -הוכיחו את אי

2) 
3

4

1

2
4

41 1

dx

x
−

 
+ 

 

3) 
2

2

4

6 1 6 17x dx
−

 +  

 

4) 
2

2

4

0

2 2xe dx e  

 

5) 
10

10

0

1
1

2 10

xe
e dx

x

−
−  

+ 

 

6) 
4

3 3 3
3

1 1

ln 4 ln ln 3

dx

x
  

 

7) 
/2

2

0
14 3 4sin 6

dx
dx

x


 
 

+ 

 

8) 
1

3

1

2 2

9 8 7

dx

x
−

 
+ 

 

9) 
( )1

0

ln 11 1
sin

2 1 2

x
x dx

x

+ 
−    

+ 
 
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10) 2

0

sin
arctan

4 6

x
x dx

x

  
 

+ 
 

 

]:תהי  (11 , ]f a b  פונקציה אינטגרבילית.  →

|שטוען כי גם  ,בהסתמך על המשפט |f אינטגרבילית בקטע , 

)כי  הוכיחו  ) ( )

b b

a a

f x dx f x dx . 

 

f[0,1]:תהי  (12 פונקציה רציפה המקיימת   →
0

( ) ( )
x

f x f t dt   [0,1]לכלx. 

)כי  הוכיחו  ) 0f x  .x[0,1]לכל  =

 

,0]:תהי  (13 ]f a )-כך ש ,→ ) 0f x   0]לכל, ]x a.  

כי  הוכיחו 
20

( ) ( )
a

af x dx af. 

 תנו משמעות גיאומטרית לתוצאה שהתקבלה. 

 

-פונקציה רציפה ב gתהי  (14 ,a b  המקיימת ,( ) 0

b

a

g t dt =. 

)בקטע  x כי לכלהוכיחו  ),a b מתקיים ,( ) 0g x =. 

 

פונקציה אינטגרבילית בקטע  fתהי  (15 ,a b  המקיימת ,( ) 1

b

a

f x dx . 

שקיים הוכיחו 
0x  בקטע ,a b  עבורו ,( )0

1
f x

b a


−
. 

 

 פונקציה מונוטונית עולה ואינטגרבילית  fמספר טבעי, ותהי   nיהי  (16

בקטע   1, n. 

)כי  הוכיחו   ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 1 2 3

n

f f f n f x dx f f f n+ + + −   + + +. 

 

חשבו את הגבול  (17
1

1
lim ln

n

n
k

k
n→

=

. 
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רציפה בקטע   fשאם הפונקציה הוכיחו  (18 ,a b  גזירה בקטע ,( ),a b 

)גם ו )'f x M  לכלx  בקטע זה, וכן( ) 0f a ), אז  = )
( )

2

2

b

a

M b a
f x dx

−
 . 

 

,יהיו  (19 :[ , ]f g a b  פונקציות אינטגרביליות.  →

 שלילית. -אי g-עולה ו fנניח כי  

]שקיים הוכיחו  , ]c a b, כך ש-( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

c

b

a

c

a
f x g x dx f b g x dx f a g x dx= +  . 
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 האינטגרל המסוים לפי ההגדרה, אינטגרביליות 

 : 7-1בשאלות  את הגבולות   וחשב

1) 
4 4 4

5

1 2 ...
lim
n

n

n→

+ + +
 

 

2) 

1 2
sin sin ... sin

lim
n

n

n n n

n→

+ + +

 

 

3) 
1 1 1

lim ...
1 2n n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

 

4) 
2 2 2 2 2 2

lim ...
1 2n

n n n

n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

 

5) 
2 2 2 2 2 2

1 1 1
lim ...

1 2n n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

 

6) 
3/2

1 2 ... 2
lim
n

n n n

n→

 + + + + + 
 
  

 

 

7) 
2 2 2

lim ...
( 1) ( 2) ( )n

n n n

n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

 

  ו:חשב (8
!

lim ln
n

n

n

n→

 
  
 

. 

 אמיתיים. -* תרגיל זה רלוונטי רק למי שלמד אינטגרלים לא 
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 על פי ההגדרה )של רימן(: 12-9בשאלות  את האינטגרלים  וחשב

) להיעזר בזהויות הבאות:  ותוכל  )

( )( )

( )

2 2 2 2

23 3 3 3 2

1
2 2

2

1 2 3 ... 0.5 1

1
1 2 3 ... 1 2 1

6

1
1 2 3 ... 1

4

sin sin
sin sin 2 ... sin

sin

n n

n n n

n n n n

n n n

n


 
  

+

+ + + + = +

+ + + + = + +

+ + + + = +

+ + + =

 

9) 

1

0

xdx 10) 

1

2

0

x dx 11) 

1

3

0

x dx 12) 
0

sin xdx



 

 

חשבו לפי ההגדרה של רימן את   (13
4

2

1

x dx . 

 

לפי ההגדרה של רימן את    וחשב (14
2

1

1
dx

x
 . 

בחלוקה הבאה של הקטע   ורמז: השתמש 
0 1 2 3

1 2 ,2 ,2 ,2 ,..., 2 2
n

n n n n nP
 

= = = 
 

. 

 

 

  

1

פרק 18האינטגרל המסוים, אינטגרביליות ...

205

205



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 תשובות סופיות 

1) 
1

5
 

2) 1 cos1− 

3) ln 2 

4) 
4


 

5) ( )ln 1 2+ 

6) 
1.52 2

1.5 3
− 

7) ln 2 

8) 1− 

9) 
1

2
 

10) 
1

3
 

11) 
1

4
 

12) 2 

13) 21 

14) 0.5 

1

פרק 18האינטגרל המסוים, אינטגרביליות ...

206

206



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

 משפטי האינטגרביליות 

 שאלות 

]עבור כל אחת מהפונקציות הבאות האם היא אינטגרבילית בקטע  וקבד (1 , ]a b: 

 . א
1

( ) 1

1 1

x
x

f x x

x




= −
 =

    [ , ] [0, 2]a b = 

 .ב
2

2

1
( )

1

x x
f x

x

+ +
=

+
        [ , ] [ 4,14]a b = − 

 . ג
4 1

( )
41 1

x x
f x

x


= 

− =
      [ , ] [0,9]a b = 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (2

]שפונקציית דיריכלה אינה אינטגרבילית בשום קטע   וחיהוכ . א , ]a b  . 

 דוגמה לפונקציה חסומה בקטע מסוים שאינה אינטגרבילית בו. ומצא .ב

]דוגמה לפונקציה מונוטונית למקוטעין בקטע   ומצא . ג 1,1]−, 
 בקטע. שאינה אינטגרבילית 

 

 . ואם היא נכונה או לא נכונה. נמק ולגבי כל אחת מהטענות, קבע (3

, בקטע fיימת פונקציה אינטגרבילית ק . א ,a b, 

 זה.  שאין לה פונקציה קדומה בקטע

, החסומה בקטע  f קיימת פונקציה .ב ,a b  וגזירה בקטע( ),a b, 

- ב שאינה אינטגרבילית ,a b. 

 

 הפונקציהנתונה  (4

1 1
0 , ,

2 4

( ) 1

1 1
2 ,

2 4

x x x

f x x

x x


  


= 

 = =


 . 

 ?[0,1]האם הפונקציה אינטגרבילית בקטע 
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 רבו אאינטגרביליות לפי ד

 שאלות

f[0,1]:נתונה   (1 )המוגדרת על ידי   ,→ )f x x=. 

 את האינטגרל העליון והאינטגרל התחתון של הפונקציה בקטע.  ומצא .א

 רבו אשהפונקציה אינטגרבילית לפי ההגדרה של דהוכיחו  .ב
 את האינטגרל המסוים שלה בקטע.  ו ומצא

 

,0]:נתונה   (2 2]f )2המוגדרת על ידי   → )f x x=. 

 את האינטגרל העליון והתחתון של הפונקציה בקטע.  ומצא .א

 רבו בקטע אשהפונקציה אינטגרבילית לפי ההגדרה של דהוכיחו  .ב
 האינטגרל המסוים שלה בקטע. את   ו ומצא

 

נתונה הפונקציה הבאה   (3

0 0 0.5

( ) 2 0.5

1 0.5 1

x

f x x

x

 


= =
  

. 

 רבו. אשהפונקציה אינטגרבילית לפי ההגדרה של דהוכיחו 

 

נתונה הפונקציה    (4
1

( )
1

x
f x

x


= 

− 
 . [0,1]בקטע   

 , לפי ההגדרה של דארבו, האם הפונקציה אינטגרבילית בקטע. וקבד .א

|  -כך ש ,fדוגמה לפונקציה    נות .ב |f 2- וf אינטגרביליות , 

 לא אינטגרבילית.  fאך  

 

]:י  תה (5 , ]f a b  פונקציה חסומה.  →

]של הקטע   P  נניח שקיימת חלוקה , ]a b, כך ש -( , ) ( , )L P f U P f=. 

 פונקציה קבועה.  f- שהוכיחו 

 

]:תהי   (6 , ]f a b  פונקציה חסומה.  →

]של הקטע   nPנניח שקיימת חלוקה   , ]a b, כך ש -( , ) ( , ) 0n nU P f L P f− →. 

 אינטגרבילית בקטע.  f- שהוכיחו  .א

limכי  הוכיחו  .ב ( , ) lim ( , ) ( )
b

n n
an n

U P f L P f f x dx
→ →

= = . 

  

1
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אינטגרבילית בעזרת  שהפונקציה הוכיחו בכל אחד מהסעיפים הבאים  (7
 את האינטגרל המסוים של הפונקציה בקטע. ובנוסף, חשב  קריטריון רימן.

) .א )f x x=,   [0,1]בקטע. 

)2 .ב )f x x=,   [0,2]בקטע. 

 

שהפונקציה  הוכיחו  (8
1

( )f x
x

,1]אינטגרבילית בקטע   =  בעזרת קריטריון רימן.  [2

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות

א.  (1
1 1

0 0

1

2
f f= =    .ב

1

0

1

2
f dx = 

א.  (2
2 2

0 0

8

3
f f= =    .ב

2

0

8

3
f dx = 

 שאלת הוכחה.  (3

ב.  שאלת הוכחה. א.  (4
1

( )
1

x
f x

x


= 

− 
 

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 שאלת הוכחה.  (8

1
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חדוא 71071
פרק 19 - שימושי האינטגרל המסויים (שטח-אורך קשת)

תוכן העניינים

1. חישוב שטחים י 210

2. חישוב שטחים ביחס לציר ה-y י 230

3. אורך קשת י 231
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 חישוב שטחים 

 אינטגרל )מקרים פרטיים( חישוב שטחים באמצעות 

 :x- שטח הכלוא בין גרף פונקציה וציר ה .1
 

 
 

 כך שגרף אחד כולו מעל השני:  ,שטח הכלוא בין שני גרפים .2
 

 
 
 

 :x-שטח הכלוא בין שני גרפים וציר ה .3

 

 

  

  

  

  

 

1

פרק 19שימושי האינטגרל המסויים (שטח-א...

210

210



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  

 

 שאלות 

)נתונות הפונקציות   (1 ) 2 4 12f x x x= − )-ו − ) 6g x x= −. 

 .g-ו fת גודל השטח הכלוא בין הגרפים של אחשבו 
 
 
 

 

)נתונות הפונקציות   (2 ) ( )2 21 , 7f x x g x x= − = −. 

 .g-ו f שלאת גודל השטח הכלוא בין הגרפים חשבו 
 
 
 

 

)נתונות הפונקציות   (3 ) ( )
2

2f x x= )-ו  − ) ( )
2

2g x x= − −, 

 כמתואר באיור.

 .II-ו Iבין הפונקציות לגרפים התאימו  . א

 את השטחים שבין כל פונקציה והציריםנסמן  .ב

 כמתואר באיור., 2S-ו 1S-ב

 שווים זה לזה. 2S-ו 1Sכי השטחים הראו 

 

 

)  נתונות הפונקציות (4 ) ( )2 22 1 , 6 9f x x x g x x x= − + = − +. 

 .x-את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות ובין ציר החשבו 
 
 
 

 

) הפונקציהנתונה  (5 ) 2 6 12f x x x= + + . 

 ישר העובר בראשית הצירים חותך את גרף הפונקציה 
4xבנקודה שבה  =    כמתואר באיור., −

 את משוואת הישר.  מצאו . א

 את נקודת החיתוך השנייה של הישר והפונקציה. מצאו   .ב

4xוהישר   x-גבל בין הישר, גרף הפונקציה, ציר האת השטח המומצאו   . ג = − . 
  

 

 

  

1
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) הפונקציהנתונה  (6 ) ( )
2

2f x x= − . 

 משיק. נעביר y-נקודת החיתוך שלה עם ציר הב

 את משוואת המשיק. מצאו   . א

 . x-המשיק עם ציר האת נקודת החיתוך של מצאו   .ב

 x-את השטח הכלוא בין המשיק, גרף הפונקציה וציר החשבו  . ג
 )השטח המסומן(. 

 
 

 

) הפונקציהנתונה  (7 ) 2f x kx x= − . 

9yהישר    הפונקציה בשתי נקודות. חותך את גרף  =

9xהוא   אלהשל אחת מנקודות  x-כי שיעור הידוע  =. 

 .kאת ערך הפרמטר מצאו   . א

 את נקודת החיתוך השנייה בין שני הגרפים.מצאו   .ב

 x- את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, הישר וציר החשבו  . ג
 )השטח המסומן(. 

 

)הנגזרת של הפונקציה   (8 )f x,  שלהלן המתוארת באיור, 

) היא )' 3 2f x x= 6yשמשוואתו , ABישר . − = 

) חותך את גרף הפונקציה  )f x  בנקודותA ו-B . 

 ,x- מנקודות אלו מורידים אנכים לציר ה

 .  ABCDכך שנוצר מלבן 
4xהוא  Aשל הנקודה  x-ידוע ששיעור ה =. 

)  את הפונקציהמצאו   . א )f x  . 

 x- המלבן וציר האת השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, חשבו  .ב
 . )השטח המסומן(

 

) הפונקציהחותך גרף  שלהלןבאיור  (9 ) 2f x x= 

)הפונקציה את גרף  )g x,   2בנקודה שבהx =. 

)הנגזרת של הפונקציה   )g x  היא ( )' 2 8g x x= −. 

)  את הפונקציהמצאו   . א )g x. 

 x-את השטח הכלוא בין שני הגרפים וציר החשבו  .ב
 המסומן(. השטח )

  

( )f x

y

x

1
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)מתוארים גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  (10 )f x   2והישרy x= . 

) נגזרת הפונקציה )f x  היא( )' 2 6f x x= −, 

 הפונקציה הישר חותך את כי וידוע 
16y הוא y-שבה ערך ה בנקודה =. 

)הפונקציה את מצאו   . א )f x. 

 אותן. מצאו  ,האם יש לגרף הפונקציה ולישר עוד נקודות חיתוך? אם כן .ב

 את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה והישר.חשבו  . ג

 

  הסעיפים הבאים: ענו על (11

) מבין כל המשיקים לגרף הפונקציה . א ) 2 3

2 1
f x

x x
= − , 

 ששיפועו מינימלי. את משוואת המשיק מצאו  

 מתוארים הגרפים של הפונקציה  שלהלןבאיור  .ב
 והמשיק שמצאת בסעיף א'.

 , x-ואנך לציר ה ,בין גרף הפונקציה, המשיק את השטח הכלוא חשבו 
 .x-היוצא מנקודת החיתוך של המשיק עם ציר ה

 

) נתונות שתי פונקציות (12 ) ( )
2

2

1 2
, 

2

x x
f x g x

x x

+
= =

+
. 

 את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות, חשבו 
2xהישר    .x- וציר ה =

 

 מתוארים הגרפים של הפונקציות  שלהלןבאיור  (13

( ) 22f x x=
 

)-ו  ) 2

a
g x

x
= (a )0בתחום  ,קבועx  . 

 , ידוע כי הגרפים נחתכים ברביע הראשון
4yבנקודה הנמצאת על הישר   x=. 

 . aאת נקודת החיתוך של הגרפים ואת מצאו   . א

4xוהישר  x-את השטח המוגבל בין שני הגרפים, ציר ה חשבו  .ב =. 
 

) הפונקציהגרף  (14 )
2

2

a x
f x

x

−
=   (a )קבוע  

) בנקודה x-החותך את ציר  )6,0. 

 את הפונקציה. כתבו ו  aאת  מצאו   . א

   את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה,חשבו  .ב
2xוהישר   x-ציר ה =. 

( )f x
y

x

y

x
( )f x
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) הפונקציהנתונה  (15 )
( )

2
2

A
f x

x A
=

+
 (A חיובי פרמטר.) 

 ידוע כי שיפוע הפונקציה בנקודת החיתוך שלה עם 

הוא  ,y-ציר ה
1

9
−. 

 .Aאת ערך הפרמטר מצאו   . א

 .y-הפונקציה בנקודת החיתוך עם ציר האת משוואת המשיק לגרף כתבו  .ב

4.5xכי המשיק חותך את גרף הפונקציה בנקודה שבה  הראו  . ג = −. 

ישר אופקי מנקודת החיתוך של המשיק וגרף הפונקציה מהסעיף   וריהעב .ד
 הפונקציה.את נקודת החיתוך הנוספת של ישר זה עם גרף מצאו ו ,הקודם

 באיור(. היעזרואת השטח כלוא בין המשיק, הישר וגרף הפונקציה ) חשבו  .ה

 

) הפונקציהנתונה  שלהלןבאיור  (16 )
1

2
f x x

x
= + . 

 את נקודת המינימום שלה. מצאו   . א

 נעבירמנקודת המינימום של הפונקציה  .ב

)לנקודה  ישר  .x- שעל ציר ה ,2,0(

 לציר גרף הפונקציה, ואנך זה,  ישר  את השטח הכלוא ביןמצאו  

)היוצא מהנקודה   ,x- ה  עד לנקודת החיתוך עם גרף הפונקציה. 2,0(

 

)מתוארים גרפים של הפונקציות   הבאבאיור  (17 )
16

f x
x

)-ו = ) 2g x x=. 

 את נקודת החיתוך של הגרפים.מצאו   . א

 את השטח המוגבל בין שני הגרפים,חשבו  .ב
9xוהישר   x-ציר ה =. 

 

) הפונקציהנתונה  (18 ) ( )6f x x x= − . 

הכלוא בין הפונקציה, המשיק לפונקציה בנקודת את גודל השטח חשבו 
 .y-המינימום שלה וציר ה

 

) נתונה הפונקציה (19 )
2 1

x
f x

x
=

+
  ברביע הראשון.  

 לפונקציה העבירו משיק העובר בראשית הצירים.
 את גודל השטח הכלוא בין הפונקציה, חשבו 

3xהמשיק והישר   =. 

  

x

y

( )f x

y

( )f x

( )f x

 

 

 

1
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)הפונקציהמתואר גרף  שלהלןבאיור  (20 )
1

1f x
x

= −.  

x,  4x- שני אנכים לציר ה נעביר x-ו = t= (  4כאשרt  .) 

- ב x- וציר ה השטח הכלוא בין גרף הפונקציהאת  נסמן
1S, 

-ב והאנכים x-השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, ציר הואת 
2S.  

1ידוע כי   28S S=. 

 .tאת  מצאו  
 

 

)הפונקציה נתונה  (21 )
8x x

f x
x

−
=. 

 הסעיפים הבאים: ענו על . א

 את תחום ההגדרה של הפונקציה.מצאו   .1

 .x-את נקודת החיתוך של הפונקציה עם ציר המצאו   .2

 בכל תחום הגדרתה.כי הפונקציה עולה הראו  .3

משיק לגרף הפונקציה ששיפועו הוא  נעביר .ב
17

16
m =. 

 את נקודת ההשקה. מצאו  

  x-ואנך לציר ה x- את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, ציר החשבו  . ג
 מנקודת ההשקה שמצאת בסעיף הקודם.

 

)ת נתונות שתי פונקציו  (22 ) ( ),  2f x x b g x x= + ), כאשר = )0b . 

 גודל השטח הכלוא בין הפונקציות 

הוא  x-וציר ה
2

2
3

 יחידות שטח. 

 . bאת ערכו של הפרמטר מצאו  
 

 

)מתוארים גרפים של הפונקציות   שלהלןבאיור  (23 ) 2f x x= ו-( )
32

g x
x

=, 

 ברביע הראשון.

xישר   נעביר a=,   החותך את גרף הפונקציה( )g x 

 ויוצר את השטח הכלוא בין שני הגרפים,
 . )השטח המסומן( והישר x-ציר ה

-ידוע כי שטח זה שווה ל 
1

85
3

S = . 

 .aאת  מצאו  

  

 

 
 

 

( )g x

x

y
( )f x

x a=

1
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) מתוארים הגרפים של הפונקציות שלהלןבאיור  (24 )
3

f x
x

)-ו = )
3

g x
x

= −. 

xשני ישרים   נעביר k= ו-x t= ,ותכים את הגרפים של הפונקציות אשר ח 
 . CD-ו ABויוצרים את הקטעים 

AB  ידוע כי 2CD=. 

4k  כיהראו  . א t=. 

 השטח הכלוא בין הפונקציות  .ב
xהישרים לבין  k= ו-x t=,  12הואS =. 

 .tאת  מצאו  

 

 הסעיפים הבאים: ענו על (25

)עבור איזה ערך של מצאו  . א )1  , a a  יתקיים
1

3
1 0

2 1

a

dx
x

 
− = 

− 
. 

)מתואר גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  .ב )
3

1
2 1

f x
x

= −
−

. 

x,  1x- שני אנכים לציר ה נעביר 13x-ו = =, 

 . 2S-ו 1Sכך שנוצרים השטחים 

 .x-ת החיתוך של הפונקציה עם ציר האת נקודמצאו  

 הסעיפים הבאים: - תתי  ענו על . ג

 את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, חשבו  .1

1xוהאנך   x-ציר ה  .1S, כלומר את =

 . 2Sלכמה שווה השטח קבעו ובסעיף א' ו שהתקבלהבתוצאה  היעזרו .2

 . נמקו 

 

)הפונקציה   (26 )f x   0מוגדרת בתחום 10x . 

)בציור מתואר גרף הנגזרת  )'f x. 

)סקיצה של גרף הפונקציה  שרטטו  . א )f x, 

)אם  ) ( )0 4 , 2 6f f= − =,( )5 0f =, 

)וכן   )10 0f . 

 והציריםגרף הנגזרת י את השטח המוגבל ע"חשבו  .ב
2xברביע הראשון, עד לנקודה שבה   =. 

  

y

x
x a=

1
 S

2
 S

1
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)גרף הפונקציה  להלן  (27 )'f x חותך את , אשר 

),  בנקודה אחת בלבד x-ציר ה )5,0. 

)את התחומים שבהם מצאו   . א )'f x חיובית, 

 ואת התחומים שבהם היא שלילית. 

)מהם תחומי העלייה והירידה של הפונקציה קבעו  .ב )f x. 

)את נקודת הקיצון של הפונקציה כתבו  . ג )f x אם ידוע כי שיעור ה ,-y  

2y שלה הוא = −. 

)סקיצה של גרף הפונקציה  שרטטו  .ד )f x אם ידוע כי גרף הפונקציה ,

8yכאשר   y-חותך את ציר ה =. 

) גרף הנגזרתאת השטח הכלוא בין חשבו  .ה )'f x .והצירים 

 

)הנגזרת מתוארת   שלהלןבאיור  (28 )'f x.  

)פונקציה האם ל . א )f x  ?נמקו. יש נקודות קיצון 

)סקיצה של גרף הפונקציה  שרטטו  .ב )f x, 

)אם ידוע כי   )3 4f  וכי היא חותכת את  ,=

5yבנקודה שבה   y-ציר ה = −. 

) גרף הנגזרתאת השטח הכלוא בין חשבו  . ג )'f x 

 והצירים ברביע הראשון.
 

 

)מתוארים גרפים של הפונקציות   שלהלןבאיורים  (29 )f x ו-( )'f x: 

 

 נמקו. גרף שייך לאיזו פונקציה ואיזה  וזה . א

)נתון  .ב )10 3f = )וכי   ,− )f x חותכת את ציר ה-y   2בנקודה שבהy = − . 

) גרף הנגזרת מהו השטח המוגבל בין  )'f x  10, הצירים והישרx =? 

  

I                                                  II 

1
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)נתון גרף הנגזרת  (30 )'f x : 

 

 

)את גרף הפונקציה שרטטו  . א )f x   4בתחום 7x−  , 

)הנתונים  לפי ) ( )2 7.6  ,  0 2f f− = = )-ו − )6 606.8f = −. 

 ברביע השלישי.  x- וציר ה גרף הנגזרתבין את השטח המוגבל חשבו  .ב

 ברביע הרביעי. x- ה וציר גרף הנגזרתאת השטח המוגבל בין חשבו  . ג

 

  

1
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 פונקציות מעריכיות 

 מעריכיותאינטגרלים מיידים של פונקציות 

 אינטגרלים יסודיים  אינטגרלים של פונקציות מורכבות

 
ln

mx n
mx n a

a dx c
m a

+
+ = +

 
ln

x
x a

a dx c
a

= + 

mx n
mx n e

e dx c
m

+
+ = + x xe dx e c= + 

 

) הפונקציהנתונה  (31 ) 5 xf x e= − . 
 . −eהעבירו לפונקציה משיק ששיפועו 

 בין  השטח הכלוא את גודל חשבו 
 .x-הפונקציה, המשיק וציר ה

 .בתשובה ln-ו eניתן להשאיר  
 
  

)נתונה הפונקציה  (32 ) bxf x e=,   0כאשרb . 
המשיק לפונקציה העובר בראשית הצירים גודל השטח הכלוא בין הפונקציה,  

הוא  y-וציר ה
2

4

e −. 

 . bאת ערכו של הפרמטר מצאו  
 

)נתונות הפונקציות   (33 ) xg x e−= ו-( )
1

2
x

f x e=. 

)הפונקציה מנקודה הנמצאת על גרף  )g x רידו אנך לשני  ברביע הראשון הו

)חותך את הפונקציה  y-לציר ההצירים. המשך האנך  )f x, 
 כך שנוצר מלבן. ,x-לציר הומנקודת החיתוך יורד אנך נוסף 

כי שטחו המקסימלי של מלבן כזה הוא  הוכיחו 
3

e
. 

 
 מתוארים גרפים של הפונקציות  שלהלןבאיור  (34

( ) 2xf x e= ו-( ) 2xg x e−=   . 
x  את הישר x-אנך לציר ה נעביר a= , 
0a כאשר  ,.כמתואר באיור 

 .2S-ו 1Sאנך זה יוצר את השטחים 

 . 2Sמהשטח   3גדול פי  1Sידוע כי השטח 
 .aאת  מצאו  

 

 

 

 

y

x

 ( )f x  ( )g x

1 S

2 S

    x a=

1
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)נתונה הפונקציה  (35 ) 2 1 2 2xf x e ex−= − − . 

 היא נקודת המינימום של הפונקציה. Aהנקודה 

 .Aאת שיעורי הנקודה מצאו   . א

 עם ראשית הצירים. Aמחברים את הנקודה 

את משוואת הישר המחבר את הנקודה כתבו  .ב
A  .עם הראשית 

את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה,  חשבו  . ג
אם ידוע כי גרף הפונקציה  ,x- ההישר וציר  

1.7xבנקודה שבה   x-חותך את ציר ה =. 
 

 

)נתונה הפונקציה  (36 )
4

x axe e
f x

+
= . 

ידוע כי הפונקציה עוברת דרך הנקודה  
3

2

1
1,

4

e

e

 +
 
 

 . 

 את הפונקציה. כתבו ו  aאת  מצאו   . א

)מתואר גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  .ב )f x,    
0.1yוהישר   x= . 
 y-ה ציר ,את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, הישרחשבו 

2xוהאנך  =. 
 

מתוארים גרפים של שלוש  שלהלןבאיור  (37
 פונקציות: 

1 .( ) 2xf x =      2  .( ) 4xg x =      3 .( ) 4 22 xh x −= 

 איזה גרף מתאר כל פונקציה. קבעו  . א

 C- ו A ,B את שיעורי הנקודותמצאו   .ב
 )נקודות החיתוך בין הגרפים(.

 .את השטח המסומן באיורחשבו  . ג
 

 

 הסעיפים הבאים: ענו על (38

)את הפונקציה גזרו   . א )1xy e x= − . 

מתוארים גרפים של  שלהלןבאיור  .ב
)הפונקציות  ) xg x e= )-ו − ) xf x xe= . 

x  ישר נעביר a=,   0כאשרa ,   החותך את
  הגרפים של שתי הפונקציות ויוצר את  

 . )מקווקו( והישר y-ציר ה, השטח הכלוא בין הגרפים של שניהם

 . 22e-ידוע כי שטח זה שווה ל 
 .aאת  מצאו  

  

y

x

( )f x

A 

y

x

( )f x

y

x

 ( )f x

22S e=

 g( )x

1
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 פונקציות לוגריתמיות

 לוגריתמיות אינטגרלים מיידים של פונקציות 

 אינטגרל יסודי אינטגרל של פונקציה מורכבת

1 1
lndx ax b c

ax b a
= + +

+ 
1

lndx x c
x

= + 

 

)נתונה הפונקציה  (39 )
1

f x
x

=.  

את גודל השטח הכלוא בין  חשבו 
1xהפונקציה, הישרים   = 4x- ו − = − 

 .x-וציר ה
 בתשובה. lnניתן להשאיר  

 
 

) הפונקציהנתונה  (40 )
2 3

1

x
f x

x

+
=

−
 . 

את גודל השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, חשבו 
2xהמשיק לפונקציה בנקודה שבה   =, 

 . ההעובר בנקודת המינימום של x-ואנך לציר ה
 בתשובה.  ln אפשר להשאיר ביטוי עם

 
  

)נתונות הפונקציות  שלהלןבאיור  (41 )
1

a
f x

x
=

−
 

)-ו )
1

2

a
g x

x

−
=

−
0xבתחום  , . 

ידוע כי הגרפים של הפונקציות נחתכים בנקודה 
3xשבה   = . 

 את שתי הפונקציות. כתבו ו  aאת  מצאו   . א

את השטח המוגבל ע"י הגרפים של חשבו  .ב
xוהישר  y-הפונקציות, ציר השתי  e= −. 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

1
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) הפונקציהנתונה  (42 ) 7
b

f x ax
x

= + + . 

ידוע כי משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודת 
18היא  x-החיתוך שלה עם ציר ה  9y x= −. 

 את הפונקציה. כתבו ו b-ו  aאת  מצאו   . א

שחותך את גרף  ,y-ישר המקביל לציר ה נעביר

ואת משוואת המשיק  ,Aהפונקציה בנקודה 
 .18  הוא AB. אורך הקטע Bבנקודה 

 

נמצאת מימין  Aאם ידוע כי הנקודה  ,את משוואת הישר הנ"למצאו   .ב
 .x-לנקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה

 בין גרף הפונקציה, המשיק והישר.את השטח המוגבל חשבו  . ג
 

)נגזרת הפונקציה  (43 )f x היא ( ) 2

4
'f x

x
= −. 

 משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודה 
2xשבה   4yהיא  = x= −. 

)את  מצאו   . א )f x. 

ארים גרף הפונקציה מתו  שלהלןבאיור  .ב
( )f x 0בתחום  ,ומשיקx  .   

את השטח המוגבל בין גרף  חשבו 
2xוהישר   x-הפונקציה, המשיק, ציר ה e=. 

 

 

  הפונקציהנתונה  שלהלןבאיור  (44

( )
2

f x
x

0xבתחום  ,= .   

3x  את הישרים נעביר k= ,2x k= ,x k=  
4x-ו )באיור  כמתואר ,= )4x . 

 את  kבאמצעות   ועיהב . א
 . 2S- ו 1Sהשטחים 

 

2כי ההפרש הראו  .ב 1S S− אינו תלוי ב-k, את ערכו.חשבו ו 

 .1Sמהשטח   3גדול פי  2Sנתון כי השטח  . ג
 .kאת  מצאו  

 

)  נתונות הפונקציות (45 )
4

f x
x

= )-ו − )
2 5

k
g x

x
=

+
. 

)גרף  )g x חותך את ציר ה -y  0.4 שבה בנקודהy =. 

)הפונקציה  את מצאו   . א )g x. 

 את נקודת החיתוך של שני הגרפים. מצאו   .ב
 

1xאת השטח המוגבל ע"י שני הגרפים והישר  חשבו  . ג = −. 

 ( )f x

  ( )g x

1
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הפונקציות מתוארים גרפים של  שלהלןבאיור  (46

( ) ( )ln 1xf x e−= )-ו + ) ( )2 3ln x xg x e e− −= +, 

0xבתחום  . 

 .y-כי הגרפים נחתכים על ציר ההראו  . א

x  ישר נעביר .ב a=  ( )1a ,  המאונך 
חותך את הגרפים של שתי  ,x-לציר ה

 )ראה איור(.  Sהפונקציות ויוצר את השטח 
4Sעבורו מתקיים  ,aאת ערכו של  מצאו   =. 

 

 

) הפונקציהמתוארים גרפים של  שלהלןבאיור  (47 )
2

3 1
f x

x
=

−
y  והישר  x= . 

 ברביע הראשון.  ה והישר,את נקודת החיתוך של הפונקצימצאו   . א

x ,x-אנך לציר ה נעביר a=, מימין מצאו  הנ 
  החיתוך שמצאת בסעיף הקודם.לנקודת 

 האנך חותך את הגרפים ויוצר את השטחים 

1S 2-וS , איור. בהמתוארים 

   2Sעבורו השטח , a  את הערך שלמצאו   .ב

-יהיה שווה ל
1 2

ln 7
2 3
+ . 

 

1את יחס השטחים חשבו  ,בסעיף הקודם נמצאש a-עבור ערך ה  . ג

2

S

S
. 

 
 

  

 ( )f x

  ( )g xx a=

S
( )f x

( )g x

 ( )f x

x

x a=

1S

2S

1
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 חזקה עם מעריך רציונאלי   ית יפונקצ

 אינטגרלים מיידים של פונקצית חזקה עם מעריך רציונאלי 

 אינטגרל יסודי אינטגרל של פונקציה מורכבת

( ) ( )
( )

1

1

m

m n
m

n n
ax b

ax b dx ax b dx c
m

a
n

+
+

+ = + = +
 
 + 
 

  
1

1

m
m n

n m n
x

x dx x dx c
m

n

+

= = +

+
  

 

1תנאי לקיום האינטגרציה 
m

n
 −. 

 

)הפונקציה מופיע גרף  שלהלןבאיור  (48 ) 34f x x x= −. 

 את נקודות החיתוך של הפונקציה עם מצאו   . א
 .x-ציר ה

את השטח הנוצר בין גרף הפונקציה חשבו  .ב
 והצירים.

 
 

 

) הפונקציה גרף  מופיע שלהלןבאיור  (49 )
2 4x

f x
x

−
=. 

 מהו תחום ההגדרה של הפונקציה?  . א

 את נקודת החיתוך של הפונקציה מצאו   .ב
 .x-עם ציר ה

 
)מהנקודה  y-לציר האנך  נעביר . ג )4,6 . 

 , והציריםהשטח הנוצר בין גרף הפונקציה, האנך את חשבו 
 .ברביע הראשון

 

) הפונקציהמתואר גרף  שלהלןבאיור  (50 ) 42f x x= −.  
רף  אנכים לצירים מנקודות החיתוך של ג נעביר

 ,מלבןכך שנוצר   ,הפונקציה עם הצירים
 ,1S-ב  השטח שבין גרף הפונקציה והצירים אתונסמן 

 .2S-ואת השטח שבין גרף הפונקציה והאנכים ב

1את היחס מצאו  

2

S

S
. 

 

1
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גרפים של הפונקציות   מתוארים שלהלןבאיור  (51

( ) 34f x x= ו-( )
3

1
g x

x
=. 

את נקודת החיתוך של הגרפים מצאו   . א
0xבתחום  . 

x ,x-ה אנך לציר נעביר .ב a=  (a .)פרמטר 
 ,ידוע כי השטח שנוצר בין שני הגרפים

 ,מנקודת החיתוך שלהם ועד לאנך

הוא 
3

42
16

 .יח"ש 

 .aאת  מצאו  

 

 

) הפונקציהנתונה  (52 ) 4 5 6f x x ax= + −, a רמטר. פ
בנקודה   x-ידוע כי גרף הפונקציה חותך את ציר ה

2xשבה   = . 

 את הפונקציה. כתבו ו aאת הפרמטר  מצאו   . א

 הפונקציה? מהו תחום ההגדרה של  .ב

 קצה של הפונקציה. באת נקודת קיצון  מצאו   . ג

 

דרך נקודת החיתוך  העובר ,את משוואת המשיק לגרף הפונקציהמצאו   .ד
 .x-ה שלה עם ציר

)מתואר גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  .ה )f x בסעיף נומצאוהמשיק ש 
  קצה של הפונקציהבקיצון האנך מהמשיק אל נקודת  נוריד .הקודם

 .  בסעיף ג' מצאנוש
)את השטח הנוצר בין גרף הפונקציה חשבו  )f x  .והמשיק 

 

נתונים גרפים של הפונקציות   שלהלןבאיור  (53

( ) 62g x x= )-ו − ) 3f x x=. 

 החיתוך של הגרפים.את נקודת מצאו   . א

 את השטח הכלוא בין שני הגרפים חשבו  .ב
 .y-וציר ה

 
 

 

)הנגזרת של  (54 )f x  היא( )
( )

4
5

1
'

6 5
f x

x
= −

−
. 

 x-ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה 
1.2xבנקודה שבה  =. 

)את  מצאו   . א )f x. 

את השטח הכלוא בין גרף  חשבו  .ב
)הפונקציה   )f x הפונקציה, גרף 

( ) 10g x x= וציר ה-x. 
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) הפונקציהנתונה  (55 ) 2

3

3 1

25
f x x

x
= +

−
 . 

את משוואת המשיק לגרף מצאו   . א
3xבנקודה שבה  הפונקציה  = −. 

את השטח הכלוא בין גרף  חשבו  .ב
)הפונקציה   )f x ,המשיק וציר ה-y. 

 

 
  

) הפונקציהנתונה  (56 ) 3 4f x x x= − . 

 מהו תחום ההגדרה של הפונקציה?  . א

את נקודות החיתוך של מצאו   .ב
 .x-עם ציר ההפונקציה 

מתואר גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  . ג
השטח הכלוא בין גרף   ברביע הראשון.

 .1S-יסומן ב x-הפונקציה וציר ה
x  ישר נעביר k=  ,ר את השטח  צאשר יו

2S, באיור כמתואר . 

1אם ידוע כי    ,kאת  מצאו   2S S=. 
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 תשובות סופיות 

1) 
1

57
6 

 יח"ש. 

2) 
1

21
3

 יח"ש. 

)א.  (3 ) If x =, ( ) IIg x  הוכחה. שאלת ב.       =

4) 
2

3
     .יח"ש 

yא.  (5 x= )ב.         − ג.       −3,3(
5

7
6

 יח"ש. 

4א.  (6 4y x= − )ב.    + )1,0
 

ג.     
2

3
 יח"ש. 

10kא.  (7 )ב.       = )1,9
 

ג.    
1

81
3 

 יח"ש. 

) א. (8 ) 2 3 10f x x x= − + ב.         +
1

27
6

 יח"ש.  

)א.  (9 ) ( )
2

4g x x= −
 

ב.       
1

5
3

 יח"ש.  

)א.  (10 ) 2 6f x x x= −
 

)ב.      )0,0
 

ג.    
1

85
3

 יח"ש. 

2yא. (11 x= − ב.        +
1

8
 .יח"ש 

 . יח"ש 1 (12

) א. (13 )2,8  , 32a ב.           =
1

13
3

 . יח"ש 

) א. (14 )
2

2

36
=  , 36

x
f x a

x

−
 יח"ש. 8ב.       =

Aא.  (15 ב.       =6
1 1

9 6
y x= − ד.       ג. הוכחה.  +

2
1.5,

3

 
− 
 

ה.       
5

8 
 . יח"ש

)א.  (16 )min 0.5,1.5
 

 .יח"ש 1.75ב.      

)א.  (17 )4,8
 

 .יח"ש 48ב.       

 יח"ש.  2.26 (18

 . יח"ש 0.5 (19

20) 16t = 

i .0xא.  (21      ii  .( )4,0     iii  .( )
4

' 1 0f x
x x

= +      .ב(  יח"ש.  88ג.    16,14(

22) 2b = 

23) 9a = 

1
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1tב.  .הוכחהשאלת א.  (24 = 

13aא.  (25 )ב.       = .  iג.      5,0(
1 2S = ii .2 1 2S S= − =. 

 יח"ש. 10ב.  (26

5xא. חיובית:   (27   :5, שליליתx .  :5ב. עולהx  :5, יורדתx . 

)ג.  )min 5,  יח"ש.  10ה.   .הוכחהשאלת ד.      −2

)א. לא. הנקודה   (28  מכיוון שהפונקציה עולה לפניה ואחריה.  ,היא פיתול 3,0(

 יח"ש.  9ג.    .הוכחהשאלת ב. 

)א.  (29 ) ( ): II ,  ' : If x f x      .יח"ש. 1ב 

 יח"ש. 604.8ג.   יח"ש.     9.6ב.  .הוכחהשאלת א.  (30

31) 0.192S  ש."יח =

32) 2b = 

 הוכחה.שאלת  (33

34) ln 2a = 

) א. (35 )A 1, 2e− )ב.    − )2y e x= − 4.744S ג. +  ש."יח =

2aא.  (36 = − ,( )
2

4

x xe e
f x

−+
 1.52  ב.  =

)  ב. (37 )C 0,1 ,
1

B 1 , 2.52
3

 
 
 

 ,( )A 1, 1.03S ג. 4  ש."יח =

'א.  (38 xy xe=    .2בa = 

39) ln 4S   ש."יח =

40) 4ln 2 2S =  ש."יח −

2aא.  (41 = ,( )
1

2
g x

x
=

−
 ,( )

2

1
f x

x
=

−
1.76S  .ב    ש. "יח =

4b א. (42 = −, 2a =, ( )
4

7 2f x x
x

= + 2xב.    − = 

6 ש."יח 11.54ג.  ln256S = +  

) א. (43 )
4

f x
x

6  ב.  = 4ln 2S =  ש. "יח −

2 א. (44 2lnS k= ,1 2ln ln16S k= 2ב.   − 1 ln16S S− 8k ג. = = 

) א. (45 )
2

2 5
g x

x
=

+
)ב.   )2,  ג. −2

1
ln 5 1.674

3
S =  ש."יח 

2a  ב. (46 = 

). א (47 5aב.     1,1( 1ג.  =

2

5.955
S

S
= 

)א.  (48 ) ( )0,0 , 16Sב.   8,0  ש. "יח =

0x א. (49      .ב( 18.149Sג.  2,0(  ש."יח =

1
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50) 1

2

4
S

S
= 

א.  (51
1

,2
8

 
 
 

8aב.     = 

1aא.  (52 =, ( ) 4 5 6f x x x= + 1.2xב.    −  )ג.   − )1.2,1.2− 

ד.  
27 27

32 16
y x= − 4.56Sה.    +  ש."יח =

) א. (53 ב.     1,1(
11

28
S  ש. "יח =

) א. (54 ) ( )
1

56 5f x x= ב.    −
5

1
66

S  ש. "יח=

 א. (55
15 45

2
16 16

y x= − 4.56Sב.    −  ש. "יח =

ב.   .xכל  א. (56
1

,0
8

 
− 
 

, 
1

,0
8

 
 
 

 ,( ג.   0,0(
1.5

3
0.2296..

8
k

 
= = 
 
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 y-חישוב שטחים ביחס לציר ה

 שאלות 

2yאת השטח הכלוא בין הפרבולה  וחשב (1 x= 6yוהישר   − x= +. 

 

2את השטח הכלוא בין הפרבולה  וחשב (2 2x y= 8yוהישר   + x= −. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
5

20
6

 

2) 
5

20
6
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 אורך קשת

 שאלות 

 את אורך העקום הנתון:  וחשב

1) ( )
4

2

1
1 2  ,

8 4

x
x y

x
  = + 2) ( ) 2/31 8  , x y x  = 

3) ( )
5

3

1
1 2  ,  

15 4

x
x y

x
  = + 4) ( ) ( )

3/2
22

0 3  , 1
3

x y x  = + 

5) ( ) ( )
1

0 3  , 3
3

x y x x  = − 6) ( ) 2/3 2/31 8  , 4x x y  + = 

7) ( ) 3/20 4 ,  3 1y x y  = − 8) ( )1 2 ,  lnx y x  = 

9) ( ) 21 2  ,  x y x  =  

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 
33

16
 

2) 
1.5 1.51 40 13

9 3 3

 
− 

 
 

3) 
1097

480
 

4) 21 

5) 
1.51 2

2 3 3
2 3

 
+ 

 
 

6) 9 

7)  1.58
82 1

243
− 

8) 
1 5 1 1 2 1

5 ln 2 ln
2 25 1 2 1

   − −   
+ − +   

+ +      

 

9) ( ) ( ) ( )
5 1 1

17 ln 17 4 ln 5 2 Decimal: 3.16784
2 4 4

− + + − + 

1
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חדוא 71071
פרק 20 - המשפט היסודי של החדו"א, משפטי הערך הממוצע לאינטגרלים

תוכן העניינים

1. המשפט היסודי של החדו"א - תרגילי חישוב י 232

2. המשפט היסודי של החדו"א - תרגילי תיאוריה י 235

3. משפטי הערך הממוצע לאינטגרלים י 238
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 תרגילי חישוב –המשפט היסודי של החדו"א 

 שאלות 

 , של החדו"א על סמך המשפט היסודי, 2-ו  1בשאלות 

)כי אם  וחיהוכ )f x גם רציפה ו( )a x ו-( )b x  :גזירות, אזי 

1) ( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )' '

b x

a

I x f t dt I x f b x b x=  = 

 

2) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )' ' '

b x

a x

I x f t dt I x f b x b x f a x a x=  = − 

 
 : 6-3בשאלות את הפונקציות  וגזר

3) ( )
2

2

x

tI x e dt−=  4) ( )
3

2

1

ln
x

t
I x dt

t
=  

5) ( )
3

2

ln

x x

I x t tdt

+

=  6) ( )
2

3
41

x

x

dt
I x

t
=

+
 

 

 : 9-7בשאלות את הגבולות  וחשב

7) 0

20

cos
lim

sin

x

x

tdt

t

x→


 

 

8) 

2

3
0

0

1
lim sin

x

x
tdt

x+→
 9) 

2

4
4

lim
4

x

t

x

x
e dt

x→ −  

 

את הגבול  וחשב (10

2

2

2

0

2

0

lim

x

t

xx
t

e dt

e dt
→

 
 
 




. 
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)את הפונקציה   וחקר (11 ) ( ) ( )
4 10

0

1 1

x

F x t t dt= + −,  :לפי הפירוט הבא 

 ה וירידה, נקודות פיתול יתחום הגדרה, נקודות קיצון ותחומי עלי
 ותחומי קמירות וקעירות. 

 

נתונה הפונקציה  (12
2 1

0
( ) ( )

t

g t f x dx
−

= ,   כאשר( )
2 2

0

( ) 2 2

x

yf x e dy= + +. 

 רציפה(.  fכי   וחי)הנ  g(1)''את  וחשב

 

f:תהי  (13  פונקציה רציפה. →

נגדיר  
0

( ) ( ) ( )
x

g x x t f t dt= −  לכלx. 

)''כי   וחיהוכ ) ( )g x f x=  לכלx. 

 

f:תהי  (14 0ויהי  ,פונקציה רציפה → . 

נגדיר   
0

1
( ) ( )sin ( )

x

g x f t x t dt


= −  לכלx. 

)2כי   וחיהוכ ) ( ) ( )f x g x g x=  .xלכל  +

 

0xפונקציה רציפה וחיובית לכל  fתהי  (15  . 

0כי הפונקציה   וחיהוכ

0

( )
( )

( )

x

x

f t dt
z x

t f t dt
=



,0]מונוטונית יורדת בקטע    ). 

 

את    ומצא (16
4

( )
e

f x dx,   אם נתון כי
3

2

2 2 2

2 1
( ) 2

1

x x x
t t

dt f t dt dt
t t t

− +
= +

− −  . 

 

)צאו את משוואת המשיק לגרף הפונקציה מ (17 )
2

sin

0

x

tF x e dt=   0, בנקודה 2x =. 
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 תשובות סופיות 

 הוכחה.שאלת  (1

 הוכחה.שאלת  (2

3) ( )
2

' xI x e−= 

4) ( )
( )

( )

3

2

2
3

ln
' 3

x
I x x

x
=  

5) ( ) ( )( ) ( )3 2 3' 3 1 lnI x x x x x x= + + + 

6) ( )
2

8 12

2 3
'

1 1

x x
I x

x x
= −

+ +
 

7) 
1

2
 

8) 
2

3
 

9) 164e 

10) 0 

 .xתחום הגדרה: כל  (11
 .xנקודות קיצון: אין קיצון, עולה לכל 

נקודות פיתול:  
3

1,1,
7

x = − − . 

תחומי קמירות: 
3

1  , 1
7

x x−   − . 

תחומי קעירות:  
3

1 , 1
7

x x − −  . 

12) 40 

 שאלת הוכחה. (13

 שאלת הוכחה. (14

 הוכחה.שאלת  (15

16) 21
14 2ln 4

2
e e− − − 

17) 2y x = − 

1
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 תרגילי תיאוריה  –המשפט היסודי של החדו"א 

 שאלות

 כך: [0,2]המוגדרת בקטע   fנתונה הפונקציה   (1
0 0 1

( )
1 1 2

x
f x

x

 
= 

 
. 

 אינטגרבילית בקטע הנתון.  f- שהוכיחו  .א

את  מצאו  .ב
0

( ) ( )

x

F x f t dt=    לכלx  .בקטע הנתון 

)האם  בדקו   .ג )F x .רציפה/גזירה בקטע 

)'האם   .ד ) ( )F x f x=? 

 

]המוגדרת בקטע   fנתונה הפונקציה   (2  כך: −[1,1
0 0

( )
1 0

x
f x

x


= 

=
. 

 אינטגרבילית בקטע הנתון.  f- שהוכיחו  .א

את  מצאו  .ב
1

( ) ( )

x

F x f t dt
−

=    לכלx  .בקטע הנתון 

)האם  בדקו   .ג )F x .רציפה/גזירה בקטע 

)'האם   .ד ) ( )F x f x=? 

 

]:נגדיר   (3 1,1]f −   על ידי →
2 2

1 2 12 sin cos ;  0
( )

0 ; 0

xx x
x x

f x
x

− 
= 

=

. 

]:נגדיר   1,1]F − על ידי   →
2

2 1sin ;  0
( )

0 ; 0

x
x x

F x
x

 
= 

=

. 

Fכי  הוכיחו  f ]-ב = אבל   ,−[1,1
1

1
( )f t dt

−  .לא קיים 

 האם הדבר עומד בסתירה למשפט היסודי של החדו"א? 

 

]:  אינטגרביליתנתונה פונקציה  (4 , ]f a b →. 

)כי  הוכיחו  ) lim ( )
b x

a ax b
f t dt f t dt

−→
= . 
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פונקציה אינטגרבילית בקטע   fתהי   (5 ,a b  המקיימת ,( ) 1

b

a

f t dt . 

שקיים  הוכיחו 
1x  בקטע ,( ),a b  עבורו ,( )

1

1

x

a

f t dt =. 

 

 .pעם מחזור   ,x  ומחזורית לכלפונקציה רציפה  fתהי   (6

)שלאינטגרל  הוכיחו  )
x p

x
f t dt

+

   יש את אותו הערך לכלx. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (7

  הראו כי הפונקציה .א
1/

2 2

0 0

1 1
( )

1 1

x x

f x dt dt
t t

= +
+ +    0)קבועה בקטע, ) ,

)עבורו מתקיים    Cומצאו את הקבוע הממשי  )f x C=   0)לכל, )x . 

הוכיחו כי   .ב
1

arctan arctan
2

x
x


+ 0xלכל   = . 

 

f[0,1]:הי  ת (8 פונקציה רציפה ונניח כי   →
1

0
( ) 1f x dx =. 

)שקיימת נקודה  הוכיחו  )0,1c , 2  -כך ש( 3)f c c=. 

 

- פונקציה רציפה ב fתהי   (9 0, 2   ונניח כי
2

0
( ) 0f t dt



= . 

)שקיימת נקודה  הוכיחו  )0, 2c  , 2- כך ש( 2) cos cf c =. 

 

תהי   (10
4

:[0, ]f   פונקציה רציפה.  →

,0]שקיים  הוכיחו  / 4]c , כך ש -
4

0
2cos 2 ( ) ( )c f t dt f c



=. 

 

f[0,1]:תהי   (11  פונקציה גזירה. →

- כך ש ,c(0,1)שקיים  הוכיחו 
1

1
20

( ) (0) ( )f x dx f f c= +. 

 

]:תהי   (12 , ]f a b  פונקציה רציפה.  →

)נניח כי   ) ( ) [ , ]
x b

a x
f t dt f t dt x a b=   . 

)כי  הוכיחו  ) 0 [ , ]f x x a b=   . 
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- פונקציה רציפה ב fתהי   (13 ,a b  ,ונניח כי קיימות שתי נקודות ,
1 2x x, 

)בקטע   ),a b, עבורן מתקיים  ש( ) ( )
1 2x x

a a

f t dt f t dt= . 

), בקטע  cכי קיים  הוכיחו  .א ),a bכך ש , -( ) 0f c =. 

- רציפה ב f-האם הטענה שבסעיף א' נכונה גם אם לא נדרוש ש .ב ,a b, 

- אינטגרבילית ב f- ונסתפק בדרישה החלשה יותר, ש ,a bו? נמק . 

 

|פונקציה קדומה לפונקציה   ומצא (14 |( ) xf x e−=. 

 

אינטגרבילית בכל קטע  פונקציה  fתהי   (15 ,a b , 

מתקיים   xונניח שלכל  
0

( ) ( )

x

f x f t dt= . 

)כי   וח יהוכ  ) 0f x  לכל    ,)כלומרx   מתקיים( ) 0f x =.) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות

ב.  שאלת הוכחה. א.  (1
0 0 1

( )
1 1 2

x
F x

x x

 
= 

−  
 .גזירהרציפה ולא ג.  

 לא. ד. 

)ב.  א. שאלת הוכחה.  (2 ) 0F x  . רציפה וגזירהג.  . בקטע הנתון xלכל   =
 ד. לא. 

0Cא.    (7  ב. שאלת הוכחה.   =

14)   
2 0

( )
0

x

x

e D x
F x

e D x

−− + + 
= 

+ 
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 משפטי הערך הממוצע לאינטגרלים 

 שאלות

בעזרת   בסרטון התיאוריה הוכחנו את משפט הערך הממוצע לאינטגרלים (1
 משפט ערך הביניים של קושי. 

את משפט הערך הממוצע לאינטגרלים בעזרת משפט הערך   וח יוהוכ  ונסח 
 הממוצע של לגראנז'. 

 

- רציפה ב fתהי   (2 ,a bו , -( ) 1

b

a

f x dx =. 

)שקיים פתרון למשוואה   וח יהוכ  ) ( ) 1b a f x− =. 

 

פונקציה רציפה בקטע   fתהי   (3 ,a b  ונניח כי ,
1 2a x x b     

)וכי   ) ( )
1 2x x

a a

f t dt f t dt= . 

), בקטע  xשקיים   וח יהוכ  ),a b  שעבורו ,( ) 0f x =. 

 

כי   , ללא חישוב האינטגרל, וח יהוכ  (4
1 1 1n

n
dx

x n

+

   לכלn. 

 

]פונקציה רציפה ויורדת בקטע   fתהי   (5 , 1]n n +. 

כי   וח יהוכ 
1

( 1) ( ) ( )
n

n
f n f x dx f n

+

+     לכלn. 

 

,יהיו   (6 :[ , ]f g a b )פונקציות רציפות המקיימות   → ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx= . 

]שקיימת נקודה   וח יהוכ  , ]c a b כך ש-  ( ) ( )f c g c=. 

 

f[0,1]:תהי   (7  פונקציה רציפה.  →

כי   וח יהוכ 
1

0
lim ( ) (0)n

n
f x dx f

→
=. 
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,0]:תהי   (8 )f   פונקציה רציפה.  →

limנתון כי   ( )
x

f x a
→

=. 

כי   וח יהוכ 
1

0
lim ( )
n

f nx dx a
→

=. 

 

)את הערך הממוצע של הפונקציה   וחשב (9 ) sin sin( )f x x x = ,0]בקטע   + 2 ]. 

 

 במשפט הערך הממוצע לאינטגרלים. ניזכר   (10
]:תהי   , ]f a b  פונקציה רציפה.   →

)אז קיימת נקודה   , )c a b כך ש-  ( ) ( )( )
b

a
f x dx f c b a= − 

את דרישת הרציפות בדרישה   נחליףאם   ,שהמשפט לעיל אינו נכון והרא
 לאינטגרביליות. 

 

הוכח כי   (11
4

2

3 6

ln 2 ln ln 2

x
dx

x
 . 

 

הוכח כי   (12
2 2

2

6

2

9 sin 9

x
dx

x





 
 . 

 

הוכח כי   (13
2

/4

0

1 1
ln 2 tan ln 2

2 2

xe xdx
e



− . 

 

f[0,1]:תהי   (14  פונקציה רציפה.  →

הוכח כי  
1

0
lim ( ) 0n

n
x f x dx

→
=. 

 

 את משפט הערך הממוצע האינטגרלי השני.  וח יוהוכ  ונסח  (15
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חדוא 71071
פרק 21 - אינטגרלים לא אמיתיים

תוכן העניינים

1. אינטגרל לא אמיתי מסוג ראשון י 240

2. אינטגרל לא אמיתי מסוג שני י 242

3. אינטגרל לא אמיתי מסוג שלישי י 243

4. שימושים של אינטגרלים לא אמיתיים י 244

5. מבחני השוואה י 245

6. התכנסות בהחלט י 247

7. מבחן דיריכלה י 248

8. התכנסות בתנאי י 249
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 אינטגרל לא אמיתי מסוג ראשון

 שאלות 

 : 5-1בשאלות את האינטגרלים  וחשב

1) 
( )

2
2

1 1

xdx

x



+
 

 

2) 
( )1 1

dx

x x



+
 

 

3) 
2

1

xxe dx



−

 

 

4) 
2

1
5

dx
x

x



+ 

 

5) 2 2

1

xx e dx



−

 

 

כי   וחיהוכ (6
2

0

1

1 cos 1
dx

x




 
=

+ −
,    עבור| | 1 . 

 

כי   וחיהוכ (7
2

0

1

cos 1
dx

x




 
=

− −
,    עבור| | 1 . 
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 תשובות סופיות 

1) 
1

4
 

2) 
2


 

3) 
1

2e
 

 .מתבדר:  (4

5) 
2

5

4e
 

 שאלת הוכחה. (6

 שאלת הוכחה. (7

1
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 אינטגרל לא אמיתי מסוג שני

 שאלות 

 : הבאים את האינטגרלים וחשב

1) 
1

2

0

1
sin

dx

x x
 

 

2) 
1

2
0 1

dx

x x +
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 .מתבדר:  (1

 .מתבדר:  (2

1
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 אינטגרל לא אמיתי מסוג שלישי

 ה שאל

 את האינטגרל וחשב (1
2

1
dx

x



−

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

 .מתבדר:  (1

1
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 שימושים של אינטגרלים לא אמיתיים 

 שאלות 

2xyאת השטח בין גרף הפונקציה  וחשב (1 e=  1, הישרx  ,x-וציר ה =

1xעבור   . 

 

את השטח בין גרף הפונקציה  וחשב (2
1

y
x

 x-, ציר הy- , ציר ה=

5xוהישר   = . 
 

) נתונה הפונקציה (3 ) 3

2

x

x
f x

e
= . 

0בתחום  ,x-הידוע כי השטח הכלוא בין גרף הפונקציה לבין ציר  x k   ,
xבתחום   ,x- השווה לשטח הכלוא בין גרף הפונקציה לבין ציר   k. 

 .kאת הקבוע   ומצא
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 21

2
e 

2) 2 5 

3) 3 ln 2k = 

1
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 מבחני השוואה

 שאלות 

 : הבאים את התכנסות או התבדרות האינטגרלים וקבד

1) 
2

4 2

1

2 1

4 5

x x
dx

x x


+ +

+ + 2) 
2

3 2

1

2 1

4 5

x x
dx

x x


+ +

+ + 

3) 
4

1

arctan

1

x
dx

x



+ 4) 
2 2

3

sin ln

4

x x
dx

x x




−
 

5) ( )2

1

1x x dx



+ − 6) 
3

2

1x
dx

x


+

 

7) 
4

0

1

1
dx

x



+ 8) 
2 3

21

xe
dx

x
−

+ 

9) 
1

ln

1

x
dx

x



+ 10) 
2

0

1 cos x
dx

x


−

 

11) 
0

sin x
dx

x



 12) 
( )

( )0

ln 1

1 1

x
dx

x x

 +

+ −
 

13) 
( )2

0

1 cos

1 1

x
dx

x x


−

+ −
 14) 

( )0

1 cos

1 1

x
dx

x x


−

+ −
 

15) 
( )

( )

2

2
0

ln 1 x

x x x

 +

+
 16) 

( ) ( )

2

5 5
41

2

1 1

x x
dx

x x


+ −

− +
 
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 תשובות סופיות 

 מתבדר. (2 מתכנס.  (1

 מתכנס.  (4 מתכנס.  (3

 מתבדר. (6 מתבדר. (5

 מתכנס.  (8 מתכנס.  (7

 מתכנס.  (10 מתבדר. (9

 מתבדר. (12 מתכנס.  (11

 מתבדר. (14 מתכנס.  (13

 מתכנס.  (16 מתכנס.  (15

 

1
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 התכנסות בהחלט

 שאלות 

 גרלים מתכנסים:טאם האינה וקבד 3-1בשאלות 

1) 
2

0

cos 2

1

x
dx

x



+ 

 

2) 10

0

sin 4xe xdx



−

 

 

3) 
1

0

1
sin dx

x

 
 
 

 

 

): אם וחיהוכ (4 )
a

f x dx



  מתכנס, אז( )
a

f x dx



  .מתכנס 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 מתכנס.  (1

 מתכנס.  (2

 מתכנס.  (3

 שאלת הוכחה. (4

1
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 מבחן דיריכלה

 שאלות 

 כי האינטגרלים הבאים מתכנסים:  וחיהוכ

1) 
( )

1

ln cos
p

x x
dx

x



 

 

)א.  (2 )
1

sin
0

p

x
dx p

x



 

)ב.   )2

1

sin x dx



 

 

3) ( )
sin

1

sin cos
0

x

p

e x x
dx p

x



 
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 התכנסות בתנאי

 שאלות 

 או מתבדרים: בתנאי  ,מתכנסים בהחלט הבאים האם האינטגרלים וקבע

)א.  (1 )
1

0

sin
1

p

x
dx p

x
 

)ב.   )
1

sin
1

p

x
dx p

x



 

)ג.  )
0

sin
1

p

x
dx p

x



 

 

)א.  (2 )
1

0

sin
0 1

p

x
dx p

x
  

)ב.   )
1

sin
0 1

p

x
dx p

x



  

)ג.  )
0

sin
0 1

p

x
dx p

x



  

 

א.  (3
0

sin
p

x
dx

x



 

ב.  
( )4

0

sin

p

x
dx

x



 

 

4) 
2

sin 4

1

x
dx

x



−
 

 

5) 
( )2

0

sin tan

cos

x x
dx

x



 
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 תשובות סופיות 

1א. מתכנס בהחלט עבור  (1 2p    2ומתבדר עבורp . 

 מתכנס בהחלט. ב. 

1ג. מתכנס בהחלט עבור  2p    2ומתבדר עבורp . 

 ג. מתכנס בתנאי.   ב. מתכנס בתנאי.   א. מתכנס בהחלט.  (2

0א. מתכנס בתנאי עבור (3 1p 1, מתכנס בהחלט עבור 2p , 

2pמתבדר עבור   . 

3ב. מתכנס בתנאי עבור  1p−   1, מתכנס בהחלט עבור 5p , 

5pמתבדר עבור   . 

 מתכנס בתנאי.  (4

 מתכנס בתנאי.  (5
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 הפרדת משתנים

 שאלות

 את המשוואות הבאות:    ורפת

1) ( )
2

0
dy x

y
dx y

 = 

 

2) ( ) 21 'x y y− = 

 

3) 2 2' 1 1 0yy x x y+ + + = 

 

4) (2) 1 ; ( 1) 4
dy

y x y
dx

= − = 

 

5) (1) 1 ; 3 3 9
dy

y xy y x
dx

= − = + − − 

 

6) ( ) ( )2 2 2 22 2 4 4 0x y x y dx xy x y dy− + − − − − + = 

 

7) ( )22 4dy t y dt= + 

 

8) 2 2 2
dx

x x
dt

= − + 

 

9) 2( ) 1 ; ' sin 0y y y x = + = 

 

10) ( ) 2cos 0 (0) 5 ; sec
dy

x y y x
dx

 = = 

 

11) ( )
3

2
0 1    ;     

1

dy xy
y

dx x
= =

+
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 תשובות סופיות 

1) 32

3
y x k=  + 

2) 
1

,    0
ln |1 |

y y
x c

= =
− −

 

3) 2 21 1y x c+ = − + + 

4) 
1

ln | | ln | 1|
4

y x= − 

5) 
2

ln | 3 | 3 ln 4 3.5
2

x
y x− = + + − 

6) ( )
2

2 1y x k=  − + 

7) ( )22tan 2y t k= + 

8) ( )1 tanx t c= + + 

9) 
1

cos
y

x
= − 

10) ln tan ln 5y x= + 

11) 2

2

1
1 1.5

2
x

y
= + −

−
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 הומוגנית המשווא

 שאלות

 : 8-1בשאלות  את המשוואות   ורפת

1) ( )3 3 2 0y x dx xy dy+ + = 

 

2) 
4 3

'
2

y x
y

x y

−
=

−
 

 

3) 2 2 ' 'y x y xyy+ = 

 

4) ( ) ( )2 23 0xy y dx x xy dy+ + + = 

 

5) cos cos 0
y y

x y dx x dy
x x

 
− + = 

 
 

 

6) 
2

2 2

( / )

2 2 ( / ) 2 ( / )

2
'

2

x y

x y x y

xye
y

y y e x e
=

+ +
 

 

7) ( )2 2(1) 0 ; 0y y x y dx xdy= + + − = 

 

8) ( ) ( )2 3 3 2 22 2 4 6 2 0x t x dt x x t xt dx− + − + = 

 

)  נתונה המשוואה (9 )2 2 0ny x dx xy dy+ + =. 

 על מנת שהמשוואה תהיה הומוגנית? , nמה צריך להיות הערך של הקבוע   .א

 בסעיף א.  נמצאש nאת המשוואה עבור הערך של    ורפת .ב
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 תשובות סופיות 

1) ( )
3

1/3

1
ln ln 2 / 1  ,       

6 2

x
x y x c y− = + + = − 

2) ( ) ( )
1 5

ln ln / 1 ln / 3  ,    ,   3
4 4

x y x y x c y x y x= − − + + = = − 

3) ( ) ( )ln ln / / ,     0x y x y x c y− = − + = 

4) ( )
21

ln ln 2 / 4 ,    0,     2
4

x y x c y y x− = + + = = − 

5) ( )ln sin /x y x c= − + 

6) ( )( )
2

/
ln 1 ln ,      0

x y
e y c y+ = + = 

7) 1ln sinh
x

x c
y

−  
= + 

 
 

8) ( ) ( ) ( ) ( )
21

ln ln / / ,    0,     
2

t x t x t c x t x t t= − − + = = 

9) ( )( )21
1,   ln ln 1 2 /

4
n x y x c= = − + + 
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)משוואה מהצורה  ) ( ) 0ax by c dx dx ey f dy+ + + + + = 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 
1

2

dy x y

dx x y

+ +
=

+ +
 

 

2) ( ) ( )2 3 2 4 1 0x y dx x y dy+ + + + − = 

 

3) 
2 5

2 4

dy y x

dx x y

− +
=

− −
 

 

4) 
3 2

1

dx x y

dy x y

+ +
=

+ +
 

 

5) ( ) ( )2 3 1 0x y dx x y dy+ − + + − = 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )( )
1 1 1

1 ln 2 1 1 ,    1.5
2 4 4

x x y x y c y x= + + + + + + + + = − − 

2) 
1 2 3 2

ln 1 ln 1 ln 1   , 3  ,    1
2 1 2 1

y y
x c y x y x

x x

+ +
− = − − + + = − = − −

− −
 

3) ( )
2

0 14 2 3y x y k= − + + + 

4) ( ) ( )1 2 2
ln 1 2 2 ln 2 2 2 2 ln 2 2

4 1 1

y y
x c

x x

 + + 
− = − + − + − + + + − − 

 

0.5 2 0.5 ,  0.5 2 0.5y x y x= − − = − − + 

5) 
2

1 1 1
ln 2 ln 2 2

2 2 2

y y
x c

x x

 + + 
− = + + +   − −  
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 משוואה מדויקת

 שאלות

 : 6-1בשאלות  את המשוואות   ורפת

1) ( ) ( )32 3 3 1 0x y dx x y dy+ + + − =

 
 

2) ( ) ( )2 3 22 2
4 2 3 0xy xyy e x dx xye y dy+ + − =

 
 

3) ( ) ( )2cos 2 sin 1 0y yy x xe dx x x e dy+ + + − =

 
 

4) ( )2 21 sin 2 2 cos 0y x dx y xdy+ − =

 
 

5) 2 1
2 2 ( 1) 0

( )

y
y dx y x dy

x x y x y

   
− + + + + =   

+ +    
 

6) ( ) ( )2 3 3 2 22 2 4 6 2 0x t x dt x x t xt dx− + − + =

 
 

)נתונה המשוואה   (7 ) ( )2 33 2 0xy xyx ye dx y kxe dy+ + +  קבוע.   kכאשר  ,=

 שהמשוואה תהיה מדויקת?  על מנת, kמה צריך להיות הערך של הקבוע   .א

 בסעיף א.  מצאנש kפתור את המשוואה עבור הערך של   .ב
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 תשובות סופיות 

1) 4 20.5 3 0.5x yx y y c+ + − = 

2) 
2 4 3xye x y c+ − = 

3) 2sin yy x x e y c+ − = 

4) 
2 2cos2

2 2

y x y
x c− − = 

5) 2ln ( 1) 2 lnx y x y x x c+ + + + − = 

6) 2 2 3 42x t x t x c− + = 

7) 
4

31,   
2

xy y
k x e c= + + = 
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 גורם אינטגרציה 

 שאלות

)שהמשוואה   והרא (1 )2 3 21 ' 0x y x y y+ +  , אינה מדויקת =

האינטגרציה  אותה בעזרת גורם  ור ופת
3

1

xy
. 

 

שהמשוואה   והרא (2
sin cos 2 cos

2 sin 0
x

xy y e x
e x dx dy

y y

−
−    +

− + =  
   

 

 .xyeאותה בעזרת גורם האינטגרציה   ו רופת ,אינה מדויקת

 

)שהמשוואה  והרא (3 )2 sin cos 0x ydx x ydy+ +  , אינה מדויקת =

 .xxeאינטגרציה  האותה בעזרת גורם  ור ופת

 

 : 9-4בשאלות    המשוואותאת   ורפת

4) ( ) ( )2 2 0x y x dx xy dy+ + + =  

 

5) ( )2 2 0x x y dx ydy− − + = 

 

6) ( ) ( )3 4 32 2 0xy y dx xy dy+ + − = 

 

7) ( )2 0y y dx xdy− + = 

 

8) ( ) ( )2 2 2 0y xy dx x x y dy− + + = 

 

9) ( )
2

3 4

3
1 1 ; '

2

yx
y y

x y
= − =

+
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)נתונה מד"ר לא מדויקת   (10 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

): אם  וח יהוכ  .א )y xM N
f x

N

−
אז  ,=

( )f x dx

e  .הוא גורם אינטגרציה 

): אם  וח יהוכ  .ב )y xM N
g y

M

−
אז  ,=

( )g y dy

e
− הוא גורם אינטגרציה . 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (11 ) ( )4 3 24 2 3 0y xy dx xy x dy− + − =. 

 בלבד. xyבהנחה שהוא פונקציה של   ,את גורם האינטגרציה של המשוואה ומצא

)  גורם האינטגרציה מהצורה  ,כלומר )xy. 

 

)נתונה המשוואה   (12 ) ( )2 3 2 2 35 3 2 3 3 6 0x y xy dx x xy y dy+ + + + + =. 

)  בהנחה שהוא מהצורה ,את גורם האינטגרציה ומצא )x y +. 

 

)  ציאליתנ נתונה המשוואה הדיפר  (13 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

 על מנת שיהיה לה גורם אינטגרציה  ,תנאי על המשוואה  ומצא

  פונקציה שלשהוא  
x

y
 בלבד. 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (14 ) ( )2 3 2 0x y dx x xy dy+ + =. 

x  בהנחה שהוא פונקציה של ,את גורם האינטגרציה של המשוואה ומצא y . 

)גורם אינטגרציה מהצורה    ,כלומר )x y . 

 

)נתונה המשוואה הדיפרנציאלית   (15 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

על מנת שיהיה לה גורם אינטגרציה שהוא   ,תנאי על המשוואה  ומצא .א
 בלבד.  xy  פונקציה של

בסעיף א' על מנת למצוא את גורם האינטגרציה של המשוואה   והיעזר  .ב

( )2 ln 0y xy x dx xdy− + =. 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (16 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

 שיהיה לה גורם אינטגרציה תנאי על המשוואה על מנת  ומצא
xשהוא פונקציה של   y+ .בלבד 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

20.5 ln
2

y
x y c

−

+ + =
−

 

2) sin 2 cosxe y y x c+ = 

3) 2sin xy e x c  = 

4) 
3

4 2 20.25 0.5
3

x
x x y c+ + = 

5) ( )2 21
ln

2
x y x c+ − = 

6) 2

2

1
x xy c

y
+ + =  

7) 
x

x c
y

− = 

8) 
1

ln x y c
xy

− − + = 

9)  
3 32 1

3 3

x y

y
− + = 

 . שאלת הוכחה (10

11) ( ) ( )
2

xy xy = 

12) ( ) ( )
2

x y x y + = + 

13) 
( ) ( )

( )2
2

if:    then:  I.F.:

y xy M N

y x yN xM
y M N

xh e
yyN xM



−

+
− 

= =
+

 

14) 
3

1

xy
 = 

)א.  (15 )if :      then: I.F. : 

y xM N

y x yN xM
M N

h xy e
yN xM



−

−
− 

= =
−

 

ב. 
2 2

1

x y
 = 

16) ( )if :      then:I.F.:
y xM N

y x N M
M N

h x y e
N M



−

−
− 

= + =
−
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 ת מסדר ראשוןוליניארי משוואות

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 2 4
dy

xy x
dx

+ = 

 

2) 3 2' 3 2xy y x x x= + + − 

 

3) ( ) ( ) ( )
3

2 2 ' 2 2x x y y x − = + − 

 

4) ( ) ( )3 2 30 ' 2 3x x y x y x + − = 

 

5) ( )0 1 ; 2 2
dy

y y t
dt

= + = + 

 

6) ( ) cossin 0 cot 5 xdy
x y x e

dx
 + = 

 

7) ( )sin 0 ' 2 cot 1x y y x − = 

 

8) ( ) 20 ; ' 2 cosz x z xz x = + = 

 

9) ( )32ydx x y dy= + 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

2 xy C e−= +  

2) 
2

3 2ln
2

x
y x x x C

 
= + − + 

 
 

3) ( ) 22 4y x x x C = − − +  

4) 
2

1

3 31

2
xy x C x e= +  

5) 2 ty t e−= + 

6) cos1
5

sin

xy e C
x
 = − +  

7)  2sin coty x x C= − + 

8) 
2

sin x
z

x
= 

9) ( ) ( )2x y y y c= + 

1
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 משוואת ברנולי

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 2 3' 2 0x y xy y+ − =

 
 

2) ( )2 21 ' 2 0x y xy y+ − − =

  

3) 2 1/22
dy

x y x y
dx

− =

 
 

4) ( ) 4 3 21
1 2.5 ; ' 5y y x y x y

x

 
= − + = − 

  
 

5) ( ) 31
sin 0 ' cot

sin
x z x z z

x
 −  = 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
4

1

2

5

y

c x
x

= 

+ 

 

2) 
2 1x

y
x C

+
=
− +

 

3) 
2

2

2

x
y x C

 
= + 

 
 

4) 
5

5

5 x

x

xe
y

e e
=

+
 

5) 
2sin

cos

x
z

x C
= 

+
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 משוואת ריקטי 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 2 25
' 1

2

x xy e e y y
 

= + + + 
  

 

2) ( )
2

' 1y x y= + −

  

3) ( )2 2' 1 2 cos 1 4 cos 2 cosy x x x x x y y x= + + − + + 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות  תשובות

1) ( )
1.52

3

0.5
x

x

x

e
y x e

Ce−

= − +

− +

 

2) ( )
1

y x x
x C

= +
− +

 

3) ( )
1

cos sin x
y x x

x x Ce
= +

− +
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 משוואות מסדר ראשון וממעלה גבוהה

 .או לא הוא נדרשאם  מרצה ה עם  וקנושא זה לא נלמד בדרך כלל; בדהערה: 

'  נסמןפרק זה  -בתת :ת סימוןהער
dy

p y
dx

= =. 

 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) ( ) 2 2 2 2' 4 4 2 0p y x p x p xy y= − − − =

 
 

2) ( ) 2 2 2' 6 0p y x p xyp y= + − =

 
 

3) ( ) ( )2 2 2 2' 0p y xyp x xy y p x xy= + + + + + =

 
 

4) ( ) 4 2' 2p y y px p x= = +

 
 

5) ( ) 2' 2 4 0p y xp yp x= − + =

 
 

6) ( ) ( ) 2 2' 0 6 3 0p y y p y px y=  + − = 
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 תשובות סופיות 

1) ( )1 2

1
2 ln ln 0

2
y x x c y x c

 
− −   + − = 

 
 

2) ( ) ( )1 2ln 2ln ln 3ln 0y x c y x c− −  + − = 

3) 
2 2

1
20.5 0,   0

2 2

c y x
y x c x

x

  
+ −  + − =   

   
 

4) 22y cx c=  + 

5) 21 2

2
y cx

c
= + 

6) 
2

2

2 2
6 3 0

c c
y x y

y y

   
+ − =   

   
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 פתרונות גרפיים ונומריים למשוואה מסדר ראשון

 שאלות

'שדה כיוונים למשוואה הדיפרנציאלית   ושרטט (1 2y y x= −. 

 

 : ג' לשדה הכיוונים שלה-כל אחת מהמשוואות שבסעיפים א' ימוהתא (2

' .א
x

y
y

= 

y' .ב xy= 

y' .ג x y= + 

 

   

 3איור     2איור    1איור 

 

)  נתונה המד"ר (3 )' , 0 2y y x y= − =. 

)  בקירוב את ומצא )1y 0.1  בעזרת שיטת אוילר עםh =. 

 

)  נתונה המד"ר (4 )' , 1 2y x y y= + =. 

)  בקירוב את ומצא )2y 0.2  בעזרת שיטת אוילר עםh =. 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1)  

 

 . סעיף א' –  3איור   ,סעיף ב' – 2איור   ,סעיף ג' –  1איור  (2

3) ( )1 4.593y = 

4) ( )2 6.95328y = 

1
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 על שם פיאנו ופיקארד   משפט הקיום והיחידות

 שאלות

)נתונה הבעיה   (1 ) 21 1
2 1  ,  '

2 4
y y x x y= − = − + +. 

)- ש וח יהוכ  .א ) ( ) 2

1 2

1
1,    

4
y x x y x x= − + =  הם פתרונות לבעיה.  −

 באיזה תחום תקף כל אחד מהפתרונות.   וקבע

 מדוע קיום שני פתרונות לא סותר את משפט היחידות.  ור יהסב .ב

 

)  נתונה הבעיה (2 ) 30 0 ,    ' 4y y y= = +. 

 שהבעיה מקיימת את תנאי משפט הקיום. וח יהוכ  .א

 שהבעיה אינה מקיימת את תנאי היחידות. וח יהוכ  .ב

 אותו.  וומצא   ,שלבעיה קיים פתרון יחיד וח יהוכ  .ג

 

)את הבעיה    ורפת (3 ) ( )2 2 24 0 ,   ' cos sin
2

y y x y y x y
 

= = + − + 
 

. 

 

)נתונה הבעיה   (4 ) ( )( )
5

20 4 ,   ' 1y y y x y= = − +. 

 הבעיה בהכרח חסום מלמטה.שכל פתרון של   והרא .א

 שכל פתרון של הבעיה בהכרח עולה בתחום הגדרתו.  והרא .ב
 

)  נתונה המד"ר (5 )32ydx x y dy= +. 

)הראו שעבור   .א )x x y=  ,המד"ר ליניארית מסדר ראשון 

 . אתופתרו אותה ככז

 קבעו, על פי משפט הקיום והיחידות למד"ר ליניארית,  .ב

)מהן נקודות ההתחלה   )0 0,x yהנתונה קיים פתרון יחיד,  , כך שלמד"ר 

)העובר דרך   )0 0,x y. 

 צטטו את המשפט עבור המד"ר הליניארית שקיבלתם.

)מהו הקטע הארוך ביותר שבו קיים פתרון יחיד העובר דרך   )0 0,x y? 

  

1
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התחלה  נתונה בעיית ה (6
' 2

(0) 1

y xy

y

=


=
. 

 רובי פיקארד לפתרון הבעיה. יק 3מצאו  .א

 )הוכיחו באינדוקציה(.  nמצאו צורה כללית לקירוב פיקארד מסדר   .ב

 n  והראו כי קירוב פיקארד מסדר ,פתרו את המד"ר ישירות  .ג
nמתכנס לפתרון כאשר   → . 

 

)כמה פתרונות יש לבעיית ההתחלה   (7 )
1

' | sin |
0

(1)

y y
x x

y 


=

 
 =

? 

 

  נתונה בעיית התחלה (8
2' 5 5

(0) 0

y y

y

 = +


=
. 

 יה קיים פתרון יחיד. עקטע כלשהו שבו לב ומצא .א

שבו משפט הקיום והיחידות יודע להגיד   ,את הקטע הגדול ביותר ומצא .ב
 שקיים פתרון יחיד. 

  נמצאשקיים קטע גדול יותר מהקטע ש ,על ידי חישוב ישיר  ,והרא .ג
 בו קיים לבעיה פתרון יחיד.  ,בסעיף ב'

 

  נתונה בעיית התחלה (9
( )' 0

(0) 1

x
y y

y

y


= − 


 =

. 

 יה קיים פתרון יחיד. עקטע כלשהו שבו לב ומצא .א

שבו משפט הקיום והיחידות יודע להגיד   ,הגדול ביותראת הקטע  ומצא .ב
 שקיים פתרון יחיד. 

  מצאנ שקיים קטע גדול יותר מהקטע ש ,על ידי חישוב ישיר  ,והרא .ג
 בו קיים לבעיה פתרון יחיד.  ,בסעיף ב'

 

הראו כי לבעיה   (10
0 0

' sin

( )

y x y

y x y

= +


=
 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 

 

הראו כי לבעיה   (11
0 0

' sin

( )

y x xy

y x y

= 


=
 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 

 

הראו כי לבעיה   (12
2

0 0

'

( )

yy xye

y x y

− =


=

 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 
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 תשובות סופיות 

 . ב. שאלת הסבר  . שאלת הוכחהא.  (1

 . ג. שאלת הוכחה  . ב. שאלת הוכחה  . א. שאלת הוכחה (2

3) ( ) 0y x =  

 ב. שאלת הוכחה.   . א. שאלת הוכחה (4

 ראו שאלה אחרונה בנושא 'מד"ר ליניארית מסדר ראשון'. א.  (5

)כל נקודת התחלה  ב.  )0 0,x y  0, שעבורה 0y . 

)הקטע הארוך ביותר:       )0,   או( ),0−. 

א.  (6
2 4 2 4 6

2

0 1 2 3( ) 1, ( ) 1 , ( ) 1 , ( ) 1
1! 2! 1! 2! 3!

x x x x x
y x y x x y x y x= = + = + + = + + + 

ב. 
4 6 2

2( ) 1 ...
2! 3! !

n

n

x x x
y x x

n
= + + + +  ג. הוכחה.   +

 אחד.  (7

א.  (8 0.08,0.08−  .ב[  הוכחה. ג.   −[0.1,0.1

א.  (9
1 1

,
4 4

 
− 
 

]ב.     ג. הוכחה.   −[0.5,0.5

 הוכחה.  (10

 הוכחה.  (11

 הוכחה.  (12

1
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חדוא 71071
פרק 23 - שימושים של משוואות דיפרנציאליות

תוכן העניינים

1. בעיות בגיאומטריה אנליטית י 272

2. עקומות אורתוגונליות י 274

3. בעיות גדילה ודעיכה י 275

4. בעיות הקשורות לשטח מתחת לעקום י 277

5. בעיות שונות י 278
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 בעיות גיאומטריות

 שאלות

)שהשיפוע של המשיק בכל נקודה   ,על עקום מסוים ידוע (1 ),x y על העקום, 

- שווה ל
x

y
−. 

 את משוואת העקום. ומצא

 

 שהנורמל שלו בכל נקודה עובר בראשית.  ,את משוואת העקום ומצא (2

 

 ששיפוע המשיק לו בכל נקודה שווה למחצית  ,את משוואת העקום ומצא (3
 שיפוע הקטע מהראשית לנקודה. 

 

 : אותה הבא למשוואה דיפרנציאלית ופתרו מילולי הור  תיא התרגמו את   (4
 . (2,4)נתון עקום ברביע הראשון, העובר בנקודה  

)Aנתון כי ההפרש בין שיפוע המשיק לגרף העקום בנקודה   , )x y שעליו , 

 ,עם ראשית הצירים  A  הישר המחבר את ע ובין שיפו
 .A  של הנקודה y- שווה לשיעור ה

 

 רך נקודה כלשהי על העקום דנך לישר העובר  המאו  ,את משוואת העקום ומצא (5

)ודרך הנקודה    , אם ידוע שהעקום עובר גם דרך הראשית. 3,4(

 

)קטע הנורמל לעקום בנקודה   (6 ),x y   השבין נקודה זו וציר -x, 

 .y- ה  נחצה על ידי ציר
 משוואת עקום זה.  את  ומצא

 

)נתון עקום העובר בנקודה   (7 )B 0,1. 

 שעל העקום, שווה שיפוע העקום  A  בכל נקודה
 הנראה בציור.  ,ABCDלשטחו של הטרפז 

 מהי משוואת העקום? 

 

 ,(1,3)נתון עקום, ברביע הראשון, העובר בנקודה   (8

)ושיפוע המשיק אליו בנקודה   ),x y  1  -שווה ל
y

x

 
− + 
 

. 

 את משוואת העקום. ומצא
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)את משוואת העקום, העובר דרך הנקודה   ומצא (9 )1,2, 

)ושבכל נקודה   ),x y שעליו שיפוע הנורמל הוא  
2 2

2xy

y x−
. 

 

)את משוואת העקום, העובר דרך הנקודה   ומצא (10  , כך שהמשולש המוגבל 0,1(

), המשיק לעקום בנקודה כלשהי שעליו  y- על ידי ציר ה  )M ,x y  והקטע OM, 

 MN, הוא משולש שווה שוקיים, שבסיסו הקטע M-ל Oמהראשית  

 (.y- היא הנקודה בה המשיק הנ"ל חותך את ציר ה N)כאשר 
 חיש את הבעיה. ציור מתאים ברביע הראשון הממ  וצייר 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 2 2x y k+ = 

2) 2 2x y k+ = 

3) 2y ax= 

4) 22 xy xe −= 

5) 24 25 ( 3)y x=  − − 

6) 2 22x y k+ = 

7) 
2 /42 1xy e= − 

8) 22 7xy x+ = 

9) 3 23 11x y x− = 

10) 2 22 y y x= + + 
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 עקומות אורתוגונליות

 שאלות 

 : 4-1בשאלות את משפחת העקומות האורתוגונליות למשפחות העקומות   ומצא

1) 2ln lnx y c+ = 

 

2) xy c= 

 

2א.  (3 22x y c+ = 

2את העקומה האורתוגונלית לעקומה   וב. מצא 22 9x y+ =, 

)בנקודה        שעליה.  1,2(

 

4) 2 2x y cx+ = 

 

 45 של ויתוהיוצרות ז ,את משפחת העקומות  ומצא (5

2עם משפחת המעגלים  2x y c+ = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות  תשובות

1) 2ln lnx y c+ = 

2) 2 2y x k− = 

3) 2 2, 2y ax y x= = 

4) 2( ) 0y m x c y= −  

5) 

2
1

ln ln 1 arctan
2

y y
x c

x x

    
+ + = − +         
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 בעיות גדילה ודעיכה 

 שאלות

 בשנה.    2%קצב הריבוי הטבעי העולמי הוא   (1
 מיליארד איש.   4היו בעולם   1980ידוע כי בשנת 

 ? 2010כמה אנשים היו בעולם בשנת  .א

 ? 1974כמה אנשים היו בעולם בשנת  .ב

 מיליארד אנשים?   50באיזו שנה יהיו בעולם   .ג
 .בכל רגע קצב הגידול פרופורציונלי לערכו(כלומר, ש) שאוכלוסיית העולם גדלה מעריכית וחי*הנ

 

 האוכלוסייה בעיר מסוימת גדלה מעריכית.  (2
 , אלף תושבים 400בשנה מסוימת היו בעיר  

 אלף תושבים.  440 בה שנים היו 4ואחרי 

 . הגידול השנתיאת אחוז  ומצא .א

 , כעבור כמה שנים )החל מהשנה המסוימת( ומצא .ב
 אלף תושבים.   550היו בעיר 

 

 . 4%אדם הפקיד סכום כסף בבנק בריבית דריבית של  (3
 ש"ח.  5,000שנים הצטברו לאדם  5כעבור  

 כמה כסף הפקיד האדם?  .א

 ש"ח?  7,000כעבור כמה שנים יהיו לאדם  .ב
 

 מעריכית. מספר חיות הבר בעין גדי גדל בצורה  (4
 חיות.   1,000בספירה הראשונית היו  

 חיות בר.   1,400היו  , חודשים 20כעבור  ,ייה שנעשתהנש הבספירה 
 , נהוהחל מהספירה הראש  ,אחרי כמה חודשים ומצא

 .חיות בר 2,000היו בשמורה  

 

 שנים.  5,750יש זמן מחצית חיים של  14ליסוד הרדיואקטיבי פחמן  (5
 , היסוד ידוע כי קצב ההתפרקות הרגעי של 

 פרופורציונלי לכמותו הנמצאת באותו הרגע. 

 שנים, 1,000כמה גרמים של יסוד זה ישרדו אחרי   .א
 גרם?  100מכמות התחלתית של  

 , גרם 10כעבור כמה שנים תישאר כמות של  .ב
 גרם?  100מכמות התחלתית של  

  

1
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 כל שבוע.  4%-וכמות הדגים בה גדלה ב  ,טון דגים 240ש  אחת יבבריכה  (6
 כל שבוע. 10%-וכמות הדגים בה גדלה ב   ,טון דגים  200בבריכה השנייה יש 

 בעוד כמה שבועות תהיינה כמויות הדגים בשתי הבריכות שוות?  .א

  2פי    גדולה בעוד כמה שבועות תהיה כמות הדגים שבבריכה השנייה  .ב
 מכמות הדגים שבבריכה הראשונה? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . 2,106בשנת  ג.   מיליארד.   3.54ב.  . מיליארד  7.28 א. (1

 . שנים 15.92ב.    2%א.  (2

 . שנים 13.41ב.   ₪.  4093.65א.  (3

 . חודשים  40.77 (4

 . שנים 19,188ב.   . גרם 88.69א.  (5

 . שבועות 14.6ב.  . שבועות 3.04א.  (6

1
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 בעיות הקשורות לשטח מתחת לעקום

 שאלות 

) מוגבל על ידי עקום Sשטח  (1 )y y x=, 

x ,x-ציר ה a=ו ,-x ראו ציור( משתנה(  . 
 פרופורציונלי לאורך הקשת  Sידוע כי השטח 

)בין הנקודות  )( ),a y a ו-( )( ),x y x. 

 את משוואת העקום.  ומצא

 

) מוגבל על ידי עקום Sשטח  (2 )y y x=, 

x ,1x-ציר ה  .  )ראו ציור( משתנה x-, ו=

)ידוע כי   )1 2y =. 

 האם קיים עקום כזה,

)-שווה ל Sששטחו של כך  )2y x? 

 

) מוגבל על ידי עקום Sשטח  (3 )y y x=, 

x, 1x-ציר ה  .  )ראו ציור( משתנה x-ו ,=

)ידוע כי   )1 2y =. 

 האם קיים עקום כזה,

)-שווה ל Sשהשטח של כך  ) 2y x −? 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות  תשובות

1) 
1

coshy k x C
k

 
=  + 

 
 

 . לא (2

 .כן (3

1
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 בעיות שונות

 שאלות

0tבזמן   (1  ליטר מים.  200- ק"ג מלח מומסים ב 4יש במיכל   ,=
מוזרמים לתוך המיכל   ,ק"ג מלח לליטר מים  0.2בריכוז של  ,נניח שמי מלח

רבת מנוקזת החוצה מן המיכל  וושהתמיסה המע ,ליטר לדקה  25בקצב של 
 באותו קצב. 

 . דקות 8כמות המלח במיכל לאחר את  וחשב .א

 תוך כמה זמן תהיה כמות המלח במיכל כפולה מהכמות ההתחלתית?  .ב

 

 קמ"ש.  12סירה נגררת בקצב של  (2
0tברגע   לחתור בכיוון   ,כשכבל הגרירה מנותק, מתחיל אדם, הנמצא בסירה, =

 ניוטון על הסירה.  20התנועה ומפעיל כוח של  
 ,2v  -( שווה לניוטוןוההתנגדות )  ,ק"ג 500החותר והסירה הוא משקל 
 במטר/שניה.  נמדדת vכאשר  

 את מהירות הסירה כעבור חצי דקה.  ומצא .א

 ה.י מטר/שני 5כעבור כמה זמן תהיה מהירות הסירה  ומצא .ב

 את המהירות הסופית.  ומצא .ג

 

כי הקצב בו גוף מתקרר פרופורציונלי להפרש בין   ,ניוטון קובעחוק הקירור של  (3
 טמפרטורת הגוף וטמפרטורת הסביבה. 

,  יר קבועהומעלות נמצא בכלי בעל טמפרטורת או  150חומר בעל טמפרטורה של 
ולאחר כחצי    ,מעלות. החומר מתקרר לפי חוק הקירור של ניוטון 30-השווה ל 

 ות. מעל   70-שעה יורדת טמפרטורת החומר ל 

 מהי טמפרטורת החומר לאחר כשעה?  .א

 מעלות?  40כעבור כמה זמן תהיה טמפרטורת החומר  .ב

 

הגליל מלא במים.    ס"מ.  4ס"מ וגובהו  1שרדיוס בסיסו    ,נתון מיכל בצורת גליל (4
והמים זורמים החוצה בקצב    ,ברגע מסוים פותחים ברז בתחתית הגליל

 שפרופורציונלי לשורש מגובהם. 

)- נסמן ב )h t וב  ,את גובה פני המים -k  .את קבוע הפרופורציה 

)  מד"ר עבור גובה פני המים, מורש .א )h t. 

 מהו תנאי ההתחלה של הבעיה? 

2kידוע כי   .ב = − . 
 את המד"ר.   ורפת

 תוך כמה זמן תישאר בגליל מחצית מכמות המים ההתחלתית? 
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 –   כך שהקצב שבו רדיוסו קטן ,נמס  ,ס"מ 4שרדיוסו ההתחלתי  ,כדור שלג (5
 פרופורציונלי לשטח פניו.

 ס"מ.  3-לאחר כחצי שעה רדיוס הכדור שווה ל

 .t  נוסחה שתתאר את רדיוס הכדור בזמן  מורש .א

כעבור כמה זמן יהיה נפח כדור השלג   .ב
1

64
 מנפחו ההתחלתי?  

 

 מתחיל לצאת אוויר. ,Rשרדיוסו   ,מבלון מלא אוויר (6

)קצב יציאת האוויר הוא   )3V t,   כאשר( )V t   הוא נפח הבלון בזמןt. 

 קטן לכדי שמינית מנפחו ההתחלתי. שניות נפח הבלון י ln2כי כעבור   וח יהוכ 
 

 נדרש ידע בהפרדת משתנים.   6-ו  5הערה: בשאלות 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . דקות 0.942ב.    . גק"  26.75א.  (1

 . מטר/שניה 10ג.    . שניות 72ב.   . מטר/שניה  4.09א.  (2

א.  (3
1

43
3
      .שעות 1.13ב . 

)א.  (4 ) ( ) ( )0 4 ; 'h h t k h t= )ב.       = )
2

2 ; 2 2h t t= − = +  

)א.  (5 )
12

2 3
R t

t
=

+
 . שעות 4.5ב.     

 שאלת הוכחה.  (6

1
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 יסוד:זהויות 

 סיכום כללי:

 קשרים בין פונקציות
sin cos

tan  , cot
cos sin

 
 

 
= = 

2 2sin cos 1

tan cot 1

 

 

+ =

 =
 

 90-זוויות משלימות ל
( )cos sin 90 = − ( )sin cos 90 = − 

( )cot tan 90 = − ( )tan cot 90 = − 

2 קשרים בין פונקציות

2

1
cot 1

sin



+ = 2

2

1
tan 1

cos



+ = 

 

 :שאלות

 הוכחת זהויות יסודית: 

 הוכח את הזהויות הבאות תוך שימוש בזהויות היסוד: 

1) tan cos sin   = 2) 
2

2

1 sin
1

cos





−
= 

3) 
2

sin
tan

1 sin





=

−
 4) 

2 2 2sin 2cos 1 cos  + = + 

5) 
2 2sin sin

2
1 cos 1 cos

 

 
+ =

+ −
 6) ( ) ( )

2 2
sin cos sin cos 2   + + − = 

7) 
( )cos 90

tan
cos






−
= 8) ( ) ( )2 2sin 45 sin 45 1 +  + − = 

9) 2 21 tan 1 cos tan  +  − = 10) 
( )2

3

3

sin 1 cos
tan

cos

 




−
= 

11) 
( ) 3

3

sin 90 cos
cot

sin

 




− −
= 12) ( )2 2cos 1 tan 1 + = 

13) 
2

sin cos
cot

1 cos

 





=

−
 14) 

( )

3

3

sin
tan

sin 90 cos




 
=

− −
 

15) 
2 2 2 2tan sin tan sin   − = 16) 

2 2
2 2

2 2

1 2sin cos
tan cot

sin cos

 
 

 

−
= +


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 הוכחות מתקדמות:

21הוכח את הזהות הבאה:   (17 cos 1 cos
2 4cot

1 cos 1 cos

 


 

+ −
+ = +

− +
. 

 

הוכח את הזהות הבאה:   (18
2 2

1 tan 1 tan 2

1 tan 1 tan cos sin

 

   

+ −
+ =

− + −
. 

 

)הוכח את הזהות הבאה:   (19 )( ) ( )( )( )2cot tan cot tan 1 cot 1 tan 1 tan      − + = + + −. 

 

הוכח את הזהות הבאה:   (20
4 2 2

4

4 2 2

sin cos sin
cot

cos sin cos

  


  

+ −
=

+ −
. 

 

)הוכח את הזהות הבאה:   (21 )2 2 41 sin 1 cos cos  − + =. 

 

הוכח את הזהות הבאה:   (22
2

21 cos 1 cos
4 4cot

1 cos 1 cos

 


 

 + −
+ = +  − + 

. 

 

2הוכח את הזהות הבאה:   (23 2 2 2 2 2sin cos sin cos sin sin     − = −. 

 

הוכח את הזהות הבאה:   (24
tan tan

tan tan
cot cot

 
 

 

+
=

+
. 

 
 הבעת ביטויים וחישובים באמצעות זהויות יסוד:

sinנתון כי:   (25 cos k + = . 

 את ערכי הביטויים הבאים:  kהבע באמצעות  

sin .א cos . 

sin .ב cos −. 

tan .ג cot +. 

3 .ד 3sin cos +. 

 

נתון כי:   (26
5

sin
5

 = . 

2חשב את:  מבלי למצוא את   2tan 2cot −. 

 

1

פרק 24זהויות טריגונומטריות

281

281



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                       
 

tanנתון כי:   (27 7 = . 

חשב את:  מבלי למצוא את  
7 sin 6cos

28 sin cos

 

 

+

−
. 

 

tan1חשב את ערך המכפלה הבאה:   (28 tan2 tan3 tan88 tan89    . 
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 תשובות סופיות:

 שאלת הוכחה.  (1

 שאלת הוכחה.  (2

 שאלת הוכחה.  (3

 שאלת הוכחה.  (4

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 ת הוכחה. שאל (8

 הוכחה.  שאלת (9

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

 שאלת הוכחה.  (12

 שאלת הוכחה.  (13

 שאלת הוכחה.  (14

 שאלת הוכחה.  (15

 שאלת הוכחה.  (16

 שאלת הוכחה.  (17

 שאלת הוכחה.  (18

 ת הוכחה. שאל (19

 שאלת הוכחה.  (20

 שאלת הוכחה.  (21

 שאלת הוכחה.  (22

 שאלת הוכחה.  (23

 שאלת הוכחה.  (24

א.  (25
2 1

2

k −
22ב.    k ג.   −

2

2

1k −
)ד.   )23

2

k
k− 

26) 7.75 - 

27) 1 

28) 1 
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 ערכי הפונקציות הטריגונומטריות עבור זוויות מיוחדות:

 סיכום כללי:

 0 =  30 =  45 =  60 =  90 =  

sin 0 
1

2
 2

2
 

3

2
 1 

cos 1 
3

2
 

2

2
 

1

2
 0 

tan 0 
3

3
 1 3  

cot  3 1 
3

3
 0 

 

 הערות:

 למדנהּ בהמשך  ת   90-ו 0זוויות של   הפונקציות הטריגונומטריות עבורערכי   •
 אך ניתנו כעת כדי להשלים את תמונת ערכי הזוויות. 

ניתן לזכור את הטבלה ע"י כתיבה של שורת הסינוס לפי:   •
4 3 2 1 0

, , , ,
2 2 2 2 2

 

 אשר נותנים את הערכים של השורה הראשונה לאחר פישוט קל. 

 יש להפוך את הערכים ולבסוף יש לחלק כל זוג ביטויים   cos- עבור שורת ה

 .cotולסובב עבור ערכי   tanכדי לכתוב את ערכי  

 

 :שאלות

חשב ללא מחשבון את ערכי הביטויים הבאים תוך שימוש בערכי הפונקציות  
 הטריגונומטריות של זוויות מיוחדות:  

1) sin30 cos30+ . 

 

2) 
sin 30 cos30

sin 60

  


. 

 

3) 
sin 45

tan 45
cos 45


 +


. 
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4) 
1 cos 60

2sin 60

+ 


. 

 

5) 2 2cos 45 sin 30+ . 

 

6) 
2 2

2

tan 60 cos 30

cos 60

 


. 

 

7) 
2

tan 30 cot 60 cot 45 tan 45

1
4 sin 60

4

   −  

 
 − 

 

. 

 

8) 
427cot 60

sin 30 cos 45 tan 60



  
. 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

1) 
1 3

2

+
 

2) 
1

2
 

3) 2 

4) 
3

2 3
 

5) 
3

4
 

6) 9 

7) 
1

3
− 

8) 2 6 
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 הגדרה וזהויות:  –מעגל היחידה 

 סיכום כללי:

 הגדרת מעגל היחידה: 

 מוגדר להיות    1מעגל קנוני שרדיוסו  •
 המעגל הטריגונומטרי. 

)הנקודות   • ) ( ) ( ) ( )0, 1  , 1,0  , 0,1  , 1,0−  מתאימות  −

270לזוויות של    , 180  , 90  , 0   . 

 

 

 הזהויות של המעגל הטריגונומטרי:

 טנגנס קוסינוס סינוס רביע

II

III

VI
 

( )

( )

( )

sin 180 sin

sin 180 sin

sin sina

 

 



− =

+ = −

− = −

  

  

 סימנים

   

 

 

 :  מעלות 360-זהויות עבור זווית הגדולות מ

 ניתן להוסיף או להוריד 'סיבובים' שלמים לזווית לפי: 

( )

( )

( )

( )

sin 360 sin tan 180 tan
   ,   

cos 360 cos cot 180 cot

k k

k k

   

   

+  = +  =

+  = +  =
 

 ר הסיבובים.  פהוא מספר שלם מציין את מס kכאשר  
 

  

( )

( )
( )

cos 180 cos

cos 180 cos

cos cos

o

o

 

 

 

− = −

+ = −

− =

( )

( )
( )

tan 180 tan

tan 180 tan

tan tan

o

o

 

 

 

− = −

+ =

− = −
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 :שאלות

 העבר את הביטויים הבאים לביטויים עם זווית ברביע הראשון.   (1
 :  אין צורך לחשב את ערך הביטוי

 cos150 .ב sin120 .א

 cot130 .ד tan160 .ג

sin .ה 215 ו. cos245 

cot .ח tan230 .ז 200 

 cos310 .י sin300 .ט

 

 הטריגונומטרי:חשב את ערכי הביטויים הבאים ע"י שימוש בזהויות המעגל   (2

 tan120 .ג cos210 .ב sin150 .א

 sin315 .ו tan225 .ה sin330 .ד

) .ח cos120 .ז )tan 30−  ט. ( )cos 45−  

) . יב cos930 . יא sin510 .י )tan 225−  

 

 חשב את ערכי הביטויים הבאים ללא שימוש במחשבון: (3

) .א )( )
2

sin 240 tan150 cos 60 + − . 

) .ב )28sin 150 tan135 2 sin135 cos 135 −   − . 

 .ג
( )

2cot 225
tan 210

sin 225 cos135


+ 

−  − 
. 

 

, הוכח כי אם   (4  ו -  :הן זוויות במשולש, אז מתקיים 

) .א )sin sin  + =. 

sin .ב cos
2 2

  + 
= 

 
 . 
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 תשובות סופיות:

−cos30ב.       sin60א.  (1     .גtan20−        .דcot50−       

−sin35ה.          .וcos65−       .זtan50         .חcot 20     

−sin60ט.        .יcos50     

א.  (2
1

2
ב.   

3

2
ד.    −3ג.   −

1

2
− 

ו.    1ה.  
2

2
ז.   −

1

2
ח.     −

3

3
− 

ט. 
2

2
י.    

1

2
יא.     

3

2
 −1יב.    −

ג.        −1ב.        1א.  (3
1 1

32
+. 

 שאלת הוכחה.   (4
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 סכום והפרש זוויות:

 סיכום כללי:

)סכום והפרש עבור   )sin   ו -( )cos    :יחושב לפי 

( )

( )

sin sin cos sin cos

cos cos cos sin sin

     

     

 = 

 =
. 

)סכום והפרש עבור   )tan   ו -( )cot   

( )

( )

tan tan
tan

1 tan tan

cot cot 1
cot

cot cot

 
 

 

 
 

 


 =

 =


. 

 הערה: 

)לזהויות עבור  מיוחדת התיאוריה אין התייחסות בסרטון  )tan   ו -( )cot  . 

 

 שאלות:

חשב את ערכי הביטויים הבאים תוך שימוש בזהויות של סכום והפרש זוויות   (1
 וללא שימוש במחשבון:  

 sin105 .ג sin15 .ב sin75 .א

) .ד )sin 15−  ה. cos75 ו. cos15 

) .ז )cos 105−  ח. cos165 ט. ( )cos 195−  

 

 חשב ללא שימוש במחשבון את ערכי הביטויים הבאים:  (2

sin65 .א cos25 sin25 cos65 +  . 

5cos50 .ב cos20 5sin50 sin20 +  . 
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 הוכח את הזהויות הבאות:  (3

) .א ) ( )sin 60 sin 60 3 cos  + + − =. 

) .ב ) ( )cos 45 cos 45 2 sin  − − + =. 

) .ג ) ( ) 2 2sin sin sin sin     +  − = −. 

 .ד
( )sin

tan tan
cos cos

 
 

 

−
− =. 

 

נתון:   (4
4 8

cos  , cos
5 17

 = ,- ו =    .זוויות חדות 

 חשב:  - ו מבלי למצוא את הערכים של  

) .א )sin  +. 

) .ב )cos  +. 

) .ג )tan  +. 

 

)הוכח את הזהות:   (5 ) ( )sin sin 2sin cos     + − − =. 

 

)הוכח את הזהות:   (6 )( )sin cos sin 2 cos2 sin3 cos     + + = +. 

 

tan7הוכח את הזהות:   (7 tan5 tan2 tan7 tan5 tan2     − − =. 

 

הוכח את הזהות:   (8
( )

( )

sin tan tan

cos 1 tan tan

   

   

− −
=

+ −
. 

 

וכח את הזהות:  ה (9
( )sin

cot cot
sin sin

 
 

 

−
− =. 

 

הוכח את הזהות הבאה:  (10

( )sin cos cos cos sin cos cos cos sin sin sin sin sin              + + − = + +. 
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sin65הוכח כי מתקיים:   (11 cos25 sin25 cos65 1 +   =. 

 

tan18הוכח כי מתקיים:   (12 tan27 tan18 tan27 1 + +  =. 

 

sin76נתון כי:   (13 m  .mבאמצעות   sin31. הבע את  =

 

 הן זוויות חדות.   - ו הזוויות   (14

נתון כי:  
( )2 3

tan
3

k

k


−
- ו =

( )2 1 3
tan

3

k


−
=. 

60הראה כי מתקיים:   + = . 

 

)היעזר בנוסחה:   (15 )
tan tan

tan
1 tan tan

 
 

 


 tanומצא את  = x ו -tan y   

)אם ידוע כי:   )tan 3x y+ = )- ו − )
1

tan
3

x y−  . הבחן בין שני מקרים.  =
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 תשובות סופיות:

א.  (1
6 2

4

+
ב.     

6 2

4

−
ג.       

6 2

4

+
ד.       

2 6

4

−
ה.      

6 2

4

−
 

ו.   
6 2

4

+
ז.       

2 6

4

−
ח.        

6 2

4

+
ט.      −

6 2

4

+
−        

ב.        1א.  (2
5 3

2
      

 אלת הוכחה.  ש (3

א.  (4
84

85
ב.       

13

85
ג.       −

6
6

13
− 

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 שאלת הוכחה.  (8

 שאלת הוכחה.  (9

 הוכחה. שאלת  (10

 שאלת הוכחה.  (11

 שאלת הוכחה.  (12

 שאלת הוכחה.  (13

14) ( )22
1

2
m m− −. 

 שאלת הוכחה.  (15

או    2- ו 1 (16
1

2
 . -1 -ו −
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 זווית כפולה:

 סיכום כללי:

 נפתח זווית כפולה לפי הצורות הבאות: 

2 2 2 2

sin 2 2sin cos

cos 2 cos sin 2cos 1 1 2sin

  

    

=

= − = − = −
 

 שאלות:

 הוכח את הזהויות הבאות:  (1

4sin .א cos cos2 sin4   = ב. ( )
2

sin cos 1 sin 2  − = − 

) .ג )
2

sin 3 cos3 1 sin 6  − = 4 .ד − 4cos sin cos 2  − = 

 .ה
cos sin

2cot 2
sin cos

 


 
−  .ו =

2cos 2 2sin cos 2 1
cot 2

sin 4 2

  




−
= 

2 .ז 4 2cos 2 4sin 4sin 1  = − 4 .ח + 2cos 4 8cos 8cos 1  = − + 

 

3הוכח את הזהות:   (2 3sin sin 3
sin

4

 


−
  sin3ע"י כתיבה של   =

)לפי:   )sin 2 + בזהויות שנלמדו.   ושימוש 

 

3הוכח את הזהות:   (3 3cos cos3
cos

4

 


+
  cos3ע"י כתיבה של   =

)לפי:   )cos 2 +  .ושימשו בזהויות שנלמדו 

 

המקיימת:  תונה זווית חדה  נ (4
40

sin
41

  . מבלי להיעזר במחשבון חשב:  =

 .cos .א

 .tan .ב

 .sin2 .ג

 .cos2 .ד

tan .ה 2. 
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המקיימת:  נתונה זווית חדה   (5
5

tan
12

  . מבלי להיעזר במחשבון חשב:  =

 .sin .א

 .cos .ב

 .sin2 .ג

 .cos2 .ד

 

ברביע השני המקיימות:   ברביע הראשון וזווית   ית  נתונה זוו  (6
5

sin
13

 =  

cos- ו 0.8 =  חשב את הביטויים הבאים:  - ו . מבלי למצוא את  −

) .א )sin  +. 

) .ב )cos  +. 

) .ג )sin 2 +. 

 

sinכי   נתון (7 cos 1.2 + 0עבור   = 90   .  חשב אתsin2. 

 

פשט את הביטוי הבא:    (8
1 cos8

2

+
. 

 

ללא שימוש במחשבון, חשב את ערך הביטוי הבא:  (9
2

sin16 cos16

3 6sin 29

 

− 
. 

 

ללא שימוש במחשבון, חשב את ערך הביטוי הבא:  (10
2 2sin 78 cos 78

sin 66

− 


. 

 

שימוש במחשבון, חשב את ערך הביטוי הבא:  ללא (11
( )2

2

5tan15 1 2cos 15

1 tan 15

 − 

− 
. 
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 סופיות:תשובות 

 שאלת הוכחה.  (1

 שאלת הוכחה.  (2

 אלת הוכחה.  ש (3

א.  (4
9

41
ב.       

4
4

9
ג.       

720

1681
ד.        

1519

1681
−      

ה.  
720

1519
−     

א.  (5
5

13
ב.       

12

13
ג.        

120

169
ד.        

119

169
      

א.  (6
16

65
ב.       

63

65
ג.        −

123

845
−      

7) 0.44  . 

8) cos4. 

9) 
1

6
. 

10) 1. 

11) 1.25-  . 
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 סכום והפרש פונקציות טריגונומטריות: 

 סיכום כללי:

 להלן נוסחאות הסכום וההפרש של פונקציות טריגונומטריות: 

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2sin cos
2 2

cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

   
 

   
 

   
 

   
 

+ −
+ =

− +
− =

+ −
+ =

+ −
− = −

 

 הערה: 

 טנגנס ושל קוטנגנס בסרטון התיאוריה אין התייחסות לזהויות הסכום וההפרש של 
 עקב חוסר השימוש בהן בפתרון שאלות.  

 
 שאלות:

sin5הוכח את הזהות הבאה:  (1 sin3 2sin4 cos   + =. 

 

sin7הוכח את הזהות הבאה:  (2 sin2 2sin2.5 cos4.5   − =. 

 

cosהוכח את הזהות הבאה:  (3 cos5 2sin2 cos3   + =. 

 

cos5הוכח את הזהות הבאה:  (4 cos2 2sin3.5 cos1.5   − = −. 

 

sin3הוכח את הזהות הבאה:  (5 2sin2 cos sin   = −. 

 

)הוכח את הזהות הבאה:  (6 ) ( )2 2sin sin sin sin     − = + −. 

 

)הוכח את הזהות הבאה:  (7 ) ( )sin 2 2cos sin sin     + − + =. 

 

הוכח את הזהות הבאה:  (8
sin 5 sin

2cos
sin 4 sin 2

 


 

−
=

−
. 
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הוכח את הזהות הבאה:  (9
sin 7 sin 3

2sin
cos 4 cos6

 


 

−
=

+
. 

 

הוכח את הזהות הבאה:  (10
sin sin 2 sin 3

tan 2
cos cos 2 cos3

  


  

+ +
=

+ +
. 

 

הוכח את הזהות הבאה:  (11
2sin 4

tan tan 3
cos 4 cos 2


 

 
+ =

+
. 

 

פשט את הביטוי:   (12
2

1 cos cos 2 cos3

cos 2cos 1

  

 

+ + +

+ −
ומצא את ערכו מבלי להיעזר   

במחשבון אם ידוע כי  
5

sin
2 6


=. 

 

הן זוויות חדות המקיימות:   - ו נתון כי   (13
2 2

2
sin

mn

m n
 =

+
- ו 

2 2

2 2
sin

n m

m n


−
=

+
. 

90הראה כי:   + =  . 

 

 היעזר במעבר מכפל לסכום או הפרש   (14

cos6והוכח כי:   cos2 cos5 cos sin7 sin     − = −. 

 

 היעזר במעבר מכפל לסכום או הפרש   (15

sin4והוכח כי:   sin2 sin5 sin cos3 cos cos2      − + =. 

 

sin52.5חשב ללא מחשבון את ערך הביטוי הבא:   (16 sin7.5 . 

 

חשב ללא מחשבון את ערך הביטוי הבא:   (17
sin 35 sin 55

cos 40 cos 20 0.25

 

 −
. 

 

cos20חשב ללא מחשבון את ערך הביטוי הבא:   (18 cos40 cos80  . 

 

sin5חשב ללא מחשבון את ערך הביטוי הבא:   (19 sin25 sin35 sin55 sin65 sin85     . 
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 תשובות סופיות:

 שאלת הוכחה.  (1

 שאלת הוכחה.  (2

 שאלת הוכחה.  (3

 שאלת הוכחה.  (4

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 שאלת הוכחה.  (8

 שאלת הוכחה.  (9

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

12) 
7

9
−. 

 שאלת הוכחה.  (13

 שאלת הוכחה.  (14

 שאלת הוכחה.  (15

16) 
2 1

4

−
. 

17) 1. 

18) 
1

8
. 

19) 
1

64
. 
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 הגדרות כלליות:

 סיכום כללי:

sinyית הסינוס  יגרפי של פונקצ תיאור  x=: 

 
cosyית הקוסינוס  יגרפי של פונקצ תיאור  x=: 

 
tanyית הטנגנס  יגרפי של פונקצ תיאור  x=: 
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 : הנגזרות הטריגונומטריות היסודיות

 הנגזרת  הפונקציה 

siny x= ' cosy x= 

cosy x= ' siny x= − 

tany x= 
2

1
'

cos
y

x
=  

coty x=  
2

1
'

sin
y

x
= − 

 

 זוגיות של פונקציות:

)פונקציה   • )f x   :תקרא זוגית אם היא מקיימת את התכונה הבאה( ) ( )f x f x= −. 

)פונקציה   • )f x  זוגית אם היא מקיימת את התכונה הבאה:  -תקרא אי( ) ( )f x f x= − −. 

 זוגית. -אינה זוגית ואינה איפונקציה אשר אינה מקיימת אף אחת מהתכונות הנ"ל  •
 

 מחזוריות של פונקציות: 

)פונקציה   (1 )f x  תיקרא מחזורית במחזורT  :אם היא מקיימת( ) ( )f x T f x+ = 

 בתחום הגדרתה.   xלכל  

 טריגונומטריות:מחזור של פונקציות  (2

)  הפונקציה • ) sinf x x=    2מחזורית במחזורT =   :שכן( )sin 2 sinx x+ = . 

)הפונקציה   • ) cosf x x=   2מחזורית במחזורT =   :שכן( )cos 2 cosx x+ = . 

)הפונקציה   • ) tanf x x=   מחזורית במחזורT = :שכן( )tan tanx x+ =
 

 . 

)הפונקציה   • ) cotf x x=   מחזורית במחזורT =   :שכן( )cot cotx x+ = . 
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 : גזירה של פונקציות טריגונומטריות

 :שאלות

 גזור את הפונקציות הבאות:  (1

) .א ) sin 3cosf x x x x= + ) .ב  + ) 2 sin 4tanf x x x x= +  

) .ג )
sin

1 sin

x
f x

x
=

+
  

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (2

) .א ) sin3 2cos5f x x x= ) .ב  + )
cos 2

1 sin 2

x
f x

x
=

+
  

 

 הבאות: גזור את הפונקציות  (3

) .א ) 3sinf x x=  ב. ( ) 42cosf x x=  

) .ג ) 2sinf x x= ד. ( ) 3sin 2f x x= 

) .ה ) 2cos 2f x x= ו. ( ) 2tan 4f x x= 

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (4

) .א ) sin3f x x=  ב. ( )
sin 2

cos 2

x
f x

x
=  

 

 גזור את הפונקציות הבאות:  (5

) .א ) 2 2sin cosf x x x= ) .ב  − ) 4 4sin 2 cos 2f x x x= −  

) .ג ) 4 4sin cosf x x x= +  
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 תשובות סופיות:

cos.א (1 3sin 1x x− ב.         +
2

4
2sin 2 cos

cos
x x x

x
+ ג.   +

( )
2

cos

1 sin

x

x+
  

3cos3א. (2 10sin5x x−       .ב
2

1 sin 2x
−

+
. 

23sinא. (3 cosx x     .38בcos sinx x−     .גsin 2x    

26sinד. 2 cos 2x x        .2הsin4x−     .ו
2

8 tan 4

cos 4

x

x
  . 

א. (4
3cos3

2 sin 3

x

x
ב.         

2cos 2 1

cos 2 cos 2

x

x x

+
.     

2sinא.  (5 2x        .4בsin 4x        .גsin4x−. 
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 :אלות עם משיקיםש

 : שאלות

)מצא את משוואת המשיק לפונקציה:   (6 ) cosf x x= 3  בנקודה
A ,

6 2

 
  
 

. 

 

)צא את משוואת המשיק לפונקציה:  מ (7 ) sin 2f x x=  בנקודה שבה
2

x


=. 

 

)מצא את משוואת המשיק לפונקציה:   (8 ) tan3f x x=  בנקודה שבה
9

x


=. 

 

)מצא את משוואות המשיקים לפונקציה:   (9 ) 24sinf x x=  בנקודות החיתוך של 

1yהפונקציה עם הישר   בתחום   = 0,. 

 

)יפוע המשיק לפונקציה:ש (10 ) sinf x x a= +( ,a   בנקודה שבה )1פרמטרy = 

,0בתחום  
2

 
 
 

הוא   
3

4
 . 

 .aמצא את ערך הפרמטר  

 

)תונה הפונקציה: נ (11 ) 2sin 5sinf x a x x ax= − + , (a   :בתחום )0פרמטר x  . 

2yידוע כי הישר:   ax= חותך את גרף הפונקציה בנקודה שבה   −
6

x


=. 

)וכתוב את הפונקציה   aמצא את   .א )f x. 

 . =2mמצא נקודה על גרף הפונקציה בתחום הנתון שבה שיפוע המשיק הוא:   .ב

 ? 2ם הנתון ששיפוע המשיק דרכן הוא  האם קיימות נקודות נוספות בתחו .ג
 נמק את תשובתך. 

 כתוב את משוואת המשיק העובר דרך הנקודה שמצאת. .ד
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)נתונות הפונקציות הבאות: (12 ) ( )2 2 2 2sin  , cosg x x x f x x x= + = +. 

)הוכח כי ההפרש:   .א ) ( )f x g x− שווה ל -cos2x. 

xמצא את נקודות החיתוך של הפונקציות בתחום:  .ב −  . 

)ישר   .ג )0 1  , t x t  ומהן מעבירים משיקים    B-ו  Aחותך את הגרפים בנקודות  =

)הפונקציה    כי ההפרש בין שיפוע המשיק של גרףלפונקציות. ידוע  )g x  לשיפוע

)המשיק של גרף הפונקציה   )f x   1הוא  . 

 . tמצא את כל הערכים האפשריים עבור  
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות:

6) 
1 3

2 12 2
y x


= − + +. 

7) 2y x = − +. 

8) 
4

12 3
3

y x


= − +. 

9) 
3 5 3

2 3 1 , 2 3 1
3 3

y x y x
 

= − + = − + + . 

10) 
1

2
a =. 

)א. (11 ) 22sin 5sin 2  , 2f x x x x a= − + ,ב.     = 3
2




 
− 

 
2ד. ג. לא.           3y x= −. 

ב. (12
3 3

,6.05  , ,1.11  , ,6.05  , ,1.11
4 4 4 4

          
− −       
       

ג.     
12

t


=. 
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 : מציאת תחום ההגדרה של פונקציות טריגונומטריות

 :שאלות

 מצא את תחום ההגדרה של הפונקציות הבאות בתחום הנתון:  (13

) .א )  
sin

 , 0,2
1 cos 2

x
f x

x
=

+
) .ב   )  

1
 , ,

sin cos
f x

x x
 = −

−
 

) .ג )  tan  , 0,2f x x =  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 תשובות סופיות:

0א.  (13 2x     וגם   
3

,
2 2

x
 

        .בx −    וגם  
3

,
4 4

x
 

 −. 

0ג.  2x       וגם
3

,
2 2

x
 

. 
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 :מציאת נקודות קיצון

 :אלותש

)מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה: (14 ) sin cosf x x x= בתחום: + 0,2
 

. 

 

)מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה:   (15 ) sin
2

x
f x x= בתחום:  − 0,2 . 

 

)ל הפונקציה: המוחלטות ש מצא את נקודות הקיצון  (16 )
sin 1

sin 1

x
f x

x

+
=

−
בתחום:   0,2 . 

 

)מצא את נקודות הקיצון המוחלטות של הפונקציה: (17 ) 5 31 1
sin sin 2sin

5 3
f x x x x= − −   

בתחום:   0,1.5. 

 

)פונקציה: ל (18 ) 3sin sinf x a x b x= + (,,a b   פרמטרים(  יש נקודת קיצון 

  ששיעוריה 
7

, 1
6

 
− 

 
 . 

 .b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים 
 
 

 

 

 תשובות סופיות:

14) ( )min )קצה,   0,1 )
5

max 2 ,1  , min , 2  , max , 2
4 4


 

   
−   

   
 קצה.     

15) ( )min )קצה,  0,0 )
5 3 5 3

max 2 ,  , min ,  , max ,
3 2 6 3 2 6

 
   

   
− − − −      

   
 קצה.     

16) ( )min 2 , 1 )קצה,   − )0, קצה,   −1
3

max ,0
2


 
 
 

 מוחלט.  

17) 
3 2 2

max ,2  , min , 2
2 15 2 15




   
−   

   
  

18) 4 , 3b a= − =. 
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 :מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים

 :שאלות

)מצא את האסימפטוטות האנכיות לפונקציה: (19 )
1

sin 3
f x

x
בתחום:  = 0, . 

 

)מצא את האסימפטוטות האנכיות לפונקציה: (20 )
1 1

sin cos
f x

x x
= בתחום:   − 0, . 

 

)  מצא את האסימפטוטות האנכיות לפונקציה: (21 ) tanf x x=   :בתחום , − . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

19) 
2

0 ,  ,  , 
3 3

x x x x
 

= = = =. 

20) 0 ,   , 
2

x x x


= = =. 

21)   , 
2 2

x x
 

= = −.      
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 :מציאת נקודות פיתול ותחומי קעירות

 :שאלות

 נקודות הפיתול ואת תחומי הקעירות כלפי מעלה ומטה של  מצא את   (22

): הפונקציה ) 2sin 2sinf x x x= בתחום:    − 0,2 . 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

נקודות פיתול:   (22
7 1 11 1

,1  , ,1
6 4 6 4
 

   
   
   

, קעור מעלה:   
7 11

0  , 2
6 6

x x        

קעור מטה:  
7 11

6 6
x  . 

1

פרק 25חשבון דיפרנציאלי - חקירת פונקצ...

308

308



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                       
 

 :חקירת פונקציה טריגונומטרית

 :שאלות

)נתונה הפונקציה:   (23 ) 2cosf x x x= בתחום   + 0,2 . 

 חקור לפי הסעיפים הבאים:

 ציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  מ .א

 מציאת נקודות הקיצון של גרף הפונקציה.  .ב

 תחומי עלייה וירידה של גרף הפונקציה.  .ג

 .y- הפונקציה עם ציר החיתוך של גרף  מציאת נקודת ה  .ד

 מציאת אסימפטוטות המקבילות לצירים.   .ה

 מציאת נקודות פיתול.  .ו

 מציאת תחומי הקעירות כלפי מעלה וכלפי מטה של הפונקציה.   .ז

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ח

 

)נתונה הפונקציה:    (24 )
1 1

sin cos
f x

x x
= בתחום  + 0, . 

 הסעיפים הבאים:חקור לפי 

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.   .א

 מציאת נקודות הקיצון של גרף הפונקציה.  .ב

 תחומי עלייה וירידה של גרף הפונקציה.  .ג

 בתחום הנתון.   x- מציאת נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה .ד

 ילות לצירים.  מציאת אסימפטוטות המקב .ה

 רף הפונקציה.  סרטוט סקיצה של ג .ו

 

)נתונה הפונקציה:  (25 ) 4sin 2 2f x x= 0בתחום  − x  . 

 . מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה עם הצירים בתחום הנתון .א

 מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה בתחום הנתון וקבע את סוגן.  .ב

 ונקציה.  סרטט סקיצה של גרף הפ .ג

yמעבירים את הישר   .ד k=   היעזר בסקיצה ומצא לאילו ערכיk   הישר יחתוך 
 את גרף הפונקציה בשתי נקודות בדיוק.  

 העבירו ישר המשיק לפונקציה בנקודת המקסימום המוחלט שלה.   .ה
  .xנך לציר  כמו כן העבירו מנקודה זו א

 מצא את שטח המלבן הנוצר על ידי הצירים, המשיק והאנך.  
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)נתונה הפונקציה:  (26 ) 2cos cos 2f x x x= − 0בתחום: − 2x   . 

 . חיתוך של גרף הפונקציה עם הציריםמצא את נקודות ה .א

 מצא את נקודות הקיצון של גרף הפונקציה וקבע את סוגן.   .ב

 יה והירידה של הפונקציה. חומי העלי כתוב את ת .ג

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ד

 

)תונה הפונקציה: נ (27 )
1

1 3 , cos sinm f x x mx
m

  = + ( ,m   .)פרמטר 

הנגזרת של הפונקציה מתאפסת כאשר:  
2

x


= −. 

 .mמצא את ערך הפרמטר   .א

:  ודה שבההאם הנק .ב
2

x


=  היא נקודת קיצון? אם כן קבע את סוגה.   −

 אם לא נמק מדוע. 

0מצא כמה נקודות קיצון מקומיות יש לגרף הפונקציה בתחום:   .ג 2x   . 

 בתחום הנתון.  x- מצא את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה .ד

 

)נתונה הפונקציה הבאה: (28 )cos sin 1y x x=  0בתחום:     + 1.5x  . 

 מצא את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים.  .א

 נקודות הקיצון של גרף הפונקציה. מצא את   .ב

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ג

)כמה פתרונות יש למשוואה:   .ד )cos sin 1 1x x +  ? הנתון   בתחום =

 

)נתונה הפונקציה:  (29 ) 2sin cos 1f x x x= + −. 

צא בתחום  מ .א 0,   את נקודות החיתוך עם הצירים של הפונקציה 

 ואת נקודות הקיצון שלה.

 הוכח שהפונקציה זוגית.  .ב

שרטט את הפונקציה בתחום   .ג , −. 
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)נתונה הפונקציה:   (30 ) 4 3tanf x x x=  בתחום −
2

,
6 3

  
− 
 

 . 

 : הבאיםאת הפונקציה על פי הסעיפים חקור  

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.   .א

 מציאת נקודות הקיצון של גרף הפונקציה.  .ב

 תחומי עלייה וירידה של גרף הפונקציה.  .ג

 .y- מציאת נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה .ד

 מציאת אסימפטוטות אנכיות.   .ה

 מציאת נקודות פיתול.  .ו

 כלפי מעלה ומטה.   מציאת תחומי קעירות .ז

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.  .ח

 

)נתונה הפונקציה:  (31 ) tan 2 8sin 2f x x x= 0.25 בתחום: − 0.25x −  . 

 תון. מצא את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים בתחום הנ .א

 כתוב את האסימפטוטות האנכיות של גרף הפונקציה.  .ב

 ף הפונקציה בתחום הנתון. מצא את נקודות הקיצון של גר .ג

 סרטט סקיצה של גרף הפונקציה בתחום הנתון.  .ד

 

)  נתונה הפונקציה: (32 ) ( )2tan 4f x x x= בתחום   − 0,4 . 

 : חקור את הפונקציה על פי הסעיפים הבאים

 מציאת תחום ההגדרה של הפונקציה.  .א

 הפונקציה. מציאת נקודות הקיצון של גרף   .ב

 סרטוט סקיצה של גרף הפונקציה.   .ג
 

)נתונה הפונקציה:  (33 ) cosf x x x x= 3בתחום:   − 3x −  . 

 .    x- צא את נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר המ .א

 ענה על הסעיפים הבאים: .ב

i.  הפונקציה עם ציר ההראה כי נקודות החיתוך של גרף -x   הנגזרת של
 הפונקציה מתאפסת.  

ii.   :ידוע גם כי( ) ( )' 3.67 0 , ' 3.67 0f f= − וכי אין נקודות נוספות בתחום   =

נקודות החיתוך   , מביןקבע אלו נקודות. הנתון שבהן הנגזרת מתאפסת
 .  קיצוןהן נקודות קיצון ואלו אינן נקודות  ,תשמצא

 סוג הקיצון בכל מקרה.מצא את 
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)נתונה הפונקציה:  (34 )
2

cosy x k= +  ,k  :0פרמטר, בתחום 2x   . 

בנקודה שבה   x- הפונקציה חותכת את ציר ה
2

3
x


=. 

 וכתוב את הפונקציה.  kמצא את   .א

 מצא את נקודת המקסימום שאיננה מוחלטת בתחום הנתון.  .ב

 האם יש לגרף הפונקציה נקודות מינימום שאינן מוחלטות? אם כן מהן?  .ג

 

)נתונה הפונקציה:  (35 ) 2sin cosf x m x k x= +( ,m  .)פרמטר 

xמעבירים משיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה   =  :6שמשוואתו 6 7y x = − + +. 

 .m- ו kמצא את ערכי הפרמטרים  .א

0.5מצא את נקודות הקיצון בתחום:  .ב 1.5x −  . 

הפונקציה וקבע עפ"י הסקיצה בכמה נקודות גרף  ה של גרף סרטט סקיצ .ג
 בתחום הנ"ל.  x- הפונקציה חותך את ציר ה

 

)נתונה הפונקציה:  (36 ) tanf x x kx= + ( ,k  :בתחום )0פרמטר x  . 

 פונקציה בתחום הנתון. האנכית של ה  מצא את האסימפטוטה  .א

)הפונקציה:   ) 2tang x x kx= )חותכת את הפונקציה   + )f x   בשתי נקודות החיתוך 

 בתחום הנתון.  x- שלה עם ציר ה

)מצא את ערך הפרמטר   .ב )0  , k k. 

)מצא את נקודות הקיצון של הפונקציה   .ג )f x  .בתחום הנתון וקבע את סוגן 

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   .ד )f x. 
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)לפניך הפונקציות הבאות: (37 ) ( )cos 1 , cosg x x f x x= + = −.  

)הפונקציה   )f x 0.5מוגדרת בתחום 1.5x     והפונקציה( )g x מוגדרת   

0בתחום   2x  .   

 בתחום הנתון?  הראה חישוב מתאים. x- אם הגרפים חותכים את ציר הה .א

 החיתוך. האם הגרפים חותכים זה את זה בתחום הנתון? אם כן מצא את נקודות   .ב

)מצא את נקודת הקיצון של הפונקציה   .ג )f x  .בתחום הנתון וקבע את סוגה 

   . i , ii ,iii  ,iv לפניך ארבעה איורים:  .ד

)קבע על סמך הסעיפים הקודמים איזה איור מתאר את הגרף של   )f x  ואיזה

)מתאר את הגרף של   )g x.נמק . 

i.  
 
 
 

ii.  

iii.  
 
 
 
 

iv.  
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 סופיות:תשובות 

0א. (23 2x  . 

)ב. )max 2 ,2 2  )קצה,   + )
5 5

min 0,2  , max , 3  , min , 3
6 6 6 6

 
 

   
+ −   

   
 קצה.  

ג. תחומי עלייה:
5

2
6

x


    0  או
6

x


  ,  ה: תחומי יריד
5

6 6
x


 

 
.  

)ד.  ו.  אין.     ה.  .0,2(
3 3

,  , ,
2 2 2 2

      
   
   

.      

  ז. קעירות כלפי מעלה:
3

2 2
x


   ,   :קעירות כלפי מטה

3
2

2
x


      0או

2
x


 . 

0.   א (24  ; 
2 2

x x
 

           .בmin ,2 2
4

 
 
 

. 

 ,    ג.  תחומי עלייה:
4 2 2

x x
  

         :0תחומי ירידה
4

x


    

ד.  
3

,0
4


 
 
 

 ,   , 0ה. אנכית:          
2

x x x


= = =   . 

)א. (25 )
5

0, 2  , ,0  , ,0
12 12




   
−    

   
. 

)ב. ) ( )
3

min 0, 2 ,max ,2 min , 6 ,max , 2
4 4

 


   
− − −   

   
     .  

6ד.  2k−      2וגםk  ה.        −
2


. 

)א. (26 ) ( ),0 , 0, 2 −       

)ב. ) ( ) ( )
2

max 0, 2 ,min , 2.25 ,max ,0 ,min 1 , 2.25 ,max 2 , 2
3 3


  

   
− − − −   

   
 . 

ג. עולה: 
2

 , 1 2
3 3

x x


      , :יורדת  
2

0  , 1
3 3

x x


    . 

  ות     נקוד  2ג.  ב. נקודת פיתול           =2mא. (27

)ד. ) ( )0.5 ,0 , 1.5 ,0 . 

)א. (28 )
3

,0  , ,0  , 0,1
2 2

    
   
   

)ב.       ) ( )
5

0,1 , ,1.29 , , 1.29 , 1.5 ,0
6 6


 

   
−   

   
   

 פתרונות.   2ד. 

)א. חיתוך:  (29 ),0 , 0,0
2

 
 
 

)קיצון:   ,  )min , 2 )קצה,   − )
1

min 0,0 , max ,
3 4

 
 
 

 קצה.    
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א. (30
2

6 3
x


−      וגם

2
x




 
    

ב.
2

min ,13.57
3


 
 
 

minקצה,   , 0.36 ,max ,0.36
6 6

    
− −   
   

 קצה     

ג.  תחומי עלייה:   
6 6

x
 

−     :תחומי ירידה   ,
2

6 3
x


     וגם

2
x


  . 

)ד.   ה. אנכית:       0,0(
2

x


)ו.      = )0,0    

ז. קעירות כלפי מעלה:   
2

2 3
x


     0או

6
x


−    :0, קעירות כלפי מטה

2
x


 . 

)א. (31 ) ( )0,0 , 0.23 ,0      .0.25בx =  . ג.min , 27  , max , 27
6 6

    
− −   

   
. 

0א. (32 4x  3.56 , 0.44  וגםx x     

)ב. )max )קצה,  0,0 ) ( )max 4,0  , min 2,  קצה.   −1.16

)א. (33 ) ( ) ( )0,0 , 2 ,0 , 2 ,0 −  

).  ii ב. ) ( ) ( )0,0  , max 2 ,0  ,  min 2 ,0 −  .פיתול 

)א. (34 )
2

cos 0.5  , 0.5y x k= + )ב.        = ),0.25       

 ג. לא.   

7m , 6א.  (35 k= )ב.     = ) ( ) ( )0.5 , 6 , 0.5 ,6 , 1.5 , 6  − −  .   ג. בשתי נקודות.   −

0.5xא.  (36 =      .ב
4

1.27k


= −  − 

)ג. ) ( ) ( ) ( )max 0,0 ,min 0.15 , 0.07 ,max 0.84 , 3.9 ,min , 4  − − −. 

)א. כן. (37 ) ( ) ( ) ( ) ( ): ,0  , : 0.5 ,0 , 1.5 ,0g x f x  . ב. כן,  
2 1 4 1

, , ,
3 32 2
 

   
   
   

. 

) ג. ) ( ) ( )max 0.5 ,0 ,min 1.5 ,0 ,max ,1        ד. איורI - ( )g x,  איורII - ( )f x. 
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 סקיצות לשאלות החקירה:

23)  24)  25)  
 
 
 
 
 
 
 

26)  28)  29)  
 
 
 
 
 
 

30)  31)  32)  
 
 
 
 
 
 
 

35)  36)  
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חדוא 71071
פרק 26 - טריגונומטריה במשולש ישר זווית

תוכן העניינים

1. משולש ישר זווית י 317
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 : ויתושולש ישר זמ

 סיכום כללי:

 הגדרות הפונקציות הטריגונומטריות:

 
 

  משפט פיתגורס:  .  

 
 שאלות:

/א את ערכו של  מצ (1 x :במשולשים ישרי הזווית הבאים 

  ג.     ב.       .א
  
 
 
 
 
 

 

    ה.        .ד
 
 
 
 
 

 

 שבציור הוא משולש   ABCהמשולש  (2

)ישר זווית   )B 90= . 

AD  הוא התיכון לניצבBC. 
C נתון: 28=  , 6  = ס"מAB.   
 .BADואת   ADאת  מצא

 

                          
sin

                          
cos

                          
tan

a

c

b

c

a

b







= =

= =

= =

  
 הניצב שמול הזווית

 היתר

 שליד הזוויתהניצב 
 היתר

 הניצב שמול הזווית
 הניצב שליד הזווית

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A 

B C  

D  

2 2 2a b c+ =
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 שבציור הוא משולש   ABCהמשולש  (3

)ישר זווית   )B 90=  .BD   הוא התיכון ליתר 

 .Aהוא חוצה הזווית  AE-ו
 .  BCס"מ =   BD , 8ס"מ =   5.6 נתון:
 .BAEואת    BEאת  מצא

 

 . ס"מ 18-ו  ס"מ  24 ין שאורכי אלכסוניווויותיו של מעומצא את ז  (4

 

   AC חסום במעגל כך שהצלע  ABCהמשולש  (5
 היא קוטר המעגל.  

 והמשך   Aהמשיק למעגל בנקודה  
 .Dנפגשים בנקודה  CBהצלע 
BD ,  DABס"מ=  4  נתון: 32= . 

 . מצא את אורכו של רדיוס המעגל

 

ס"מ מהבסיס נתון כי זווית  4- במשולש שווה שוקיים שבו השוק ארוכה ב (6
 . . מצא את שטח המשולש34.92הראש היא  

 

)משולש ישר זווית שבציור הוא  ABCהמשולש  (7 )B 90=  . 

Aנתון:   =  ,AB a=. 
 . את היקף המשולש a- ו הבע באמצעות  

 

 שבציור הוא משולש ישר  ABCהמשולש  (8

)זווית   )B 90= . 

AD  הוא התיכון לניצבBC. 
Cנתון:   =  ,AB b=. 

 את אורכי   b- ו הבע באמצעות  
 .AD-ו  BDהקטעים 

 

  .k ואורך חוצה זווית זו הוא אחת הזוויות החדות היא   תבמשולש ישר זווי (9
 . את שטח המשולש ואת אורך היתר k- ו הבע באמצעות  

 

 

 

A 

B C 

 D  

 E  

 

A 

B 

C 

 D  

A 

B C 

A 

B C  D  
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)הוא טרפז ישר זווית    ABCD טרפז (10 )B C 90= = . 

AG- כך ש BCנמצאת על השוק   Gהנקודה  DG⊥ . 
AG  נתון: DG m= = , BAG = . 

 . את שטח הטרפז m- ו הבע באמצעות  

 

)הוא ישר זווית    ABCהמשולש  (11 )A 90= . 

 הם בהתאמה גובה    AE-ו ADהקטעים 
 ליתר וחוצה זווית. 

DAEמסמנים:    , DE k= =. 

  - ו kבאמצעות  הבע  .א
 . ABCאת שטח המשולש 

   ABCחשב את שטח המשולש   .ב
30אם ידוע כי:   2k- ו = =. 

 

   F-ו  Eמסמנים את הנקודות  ABCDבמלבן  (12
  E- בהתאמה כך ש  BC- ו ABעל הצלעות  הנמצאות
3AEמקיימת:   BE= ו-F  היא אמצע הצלעBC . 

   .BEשווה לאורך הקטע   ADאורך הצלע 
  כך DE-ו EF  ,DFמעבירים את הקטעים 

 .DEFשנוצר במשולש 

 והבע   AEאת אורך הקטע   t- סמן ב  .א
 .DEFאת אורכי צלעות המשולש  tבאמצעות  

 .EDFחשב את זוויות המשולש  .ב

 

חוסם מעגל.  וזווית הבסיס שלו היא   kמשולש שווה שוקיים שאורך שוקו   (13

 . את רדיוס המעגל k- ו הבע באמצעות  

 

והזווית   bבטרפז ישר זווית חסום מעגל. אורך השוק הארוכה בטרפז היא   (14

 .   שהיא יוצרת עם הבסיס הגדול היא  

 את אורכו של הבסיס הגדול בטרפז ואת שטחו.  b- ו הבע באמצעות  
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 הערה: השאלות הבאות משלבות ידע בגיאומטריה ובטריגונומטריה יחד: 

   ABCDשל המקבילית  D- ו  A  ,Cדקודים ודרך הק  (15
 מעבירים מעגל. היקף המעגל חוצה את  

),  Eבנקודה   ABהצלע  )AE BE=.  

 הוא קוטר במעגל וכי   DCנתון כי 
 . Dחוצה את זווית  DEהמיתר 

 . Cחוצה את זוויות  CEהוכח כי המיתר   .א

 .R- רדיוס המעגל יסומן ב .ב
 . את היקף המקבילית Rבאמצעות  הבע 

16מצא את רדיוס המעגל אם ידוע כי שטח המקבילית הוא   .ג  סמ"ר. 3

 

 שמחוץ למעגל מעבירים   Aמהנקודה  (16
 .ACDוישר חותך   ABמשיק 

   BE-ו  BCמעבירים את המיתרים  
 אשר זהים באורכם. 

 .  DEכמו כן מעבירים את המיתר 
 . ABשונה מאורך המשיק  CEאורך המיתר 

 . הוא טרפז  ABECהוכח כי המרובע  .א

2הוכח כי:   .ב BEC EDC =. 

Aנתונים:   .ג 40=   ,6  = ס"מAC  ,9  = ס"מAB  ,8   = ס"מCE . 
 .ABECחשב את שטח המרובע  
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 :תשובות סופיות

15.665xא.  (1 8.114xב.    = 3.931xג.   = 40.005ד.  = =       .29.745ה = . 

2) BAD 43.24=    ,8.236 ס"מ  = AD. 

3) BAE 22.792=   ,3.294 ס"מ  = BE . 

4) 106.26  ,106.26   ,73.74  ,73.74. 

R  ס"מ 6.04 (5 =. 

Sסמ"ר   28.618 (6 =. 

7) 
1

1 tan
cos

P a 


 
= + + 

 
. 

8) BD=
2 tan

b


  ,

2
2

2
AD=

4 tan

b
b


+. 

9) 

2 2cos tan
2

2

k

S




=  ,
cos

2AC=
cos

k



. 

10) 
( )

2
sin cos

2

m m +
. 

א.  (11
2

2cos 2 tan

k
S

 
 סמ"ר.  24ב.      =

DEא.  (12 10 , EF 11.25 , DF 18.25t t t= = 81.86ב.    =  , 51  , 47.14  . 

13) cos tan
2

R k


=. 

14) ( )21
sin 1 sin

2
S b  = + , 

1
sin

1 2sin
2

tan
2

b

b





+. 

 ס"מ.  4ג.      6Rב.   א. שאלת הוכחה.   (15

 סמ"ר.  32.78ג.   ה.  ב. שאלת הוכח  שאלת הוכחה.  א.  (16
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 משוואות טריגונומטריות כלליות: 

 סיכום כללי:

 : של משוואות טריגונומטריות )במעלות(כללי פתרון 

 להלן נוסחאות הפתרון של המשוואות הטריגונומטריות היסודיות  

 היא זווית נתונה/ידועה:   - הוא משתנה ו xכאשר  

 

 הפתרון  המשוואה

sin sinx = 
1 2360   ,  180 360x k x k = +  = − +   

cos cosx = 
1,2 360x k=  +   

tan tanx = 180x k= +   

cot cotx = 180x k= +   

 

 מספר שלם.   kכאשר  

 

 שאלות:

 (:  ת הסינוסיכתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )פונקצי (1

 .א
1

sin
2

x  .ב =
2

sin
2

x  .ג =
3

sin
2

x =  .ד −
1

sin
2

x = − 

 

 (:  ת הקוסינוסיכתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )פונקצי (2

 .א
1

cos
2

x  .ב =
3

cos
2

x = − 

 

 (:  ית הטנגנסיכתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )פונקצ  (3

 .א
1

tan
3

x tan .ב   = 1x = − 
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 (: כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )זווית כללית (4

sin .א 0.7x cos .ב = 0.6x = tan .ג − 5x =  

 

 (: כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )משוואות לא מסודרות (5

 .א
1

sin 3
2

x 2cos .ב = 2 3x = − 

tan5 .ג 1x = 3sin2 .ד − 2x = 

3cos3 .ה 1x 2tan .ו = 4 1x = 

 

 (:  כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )ארגומנט מורכב (6

) .א )
3

sin 2 30
2

x +  = ) .ב − )
2

cos 75 3
2

x − ) .ג = )tan 50 1.3x− = 

 

 (:  כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )פונקציות עם ארגומנטים שונים (7

sin .א sin3x x= ב. ( )sin 2 sin 30x x= +  

) .ג )sin sin 120x x= − ד. cos cos3x x= 

) .ה )cos cos 40x x= − ו. tan tan3x x= 

) .ז )tan 2 tan 60x x= − 

 

 (: כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )משוואות מיוחדות (8

sin .א 0x sin .ב = 1x = 

sin .ג 1x = cos .ד − 0x = 

cos .ה 1x cos .ו = 1x = − 

tan .ז 0x tan .ח = 1x = 
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 תשובות סופיות:

1א.  (1 230 360  , 150 360= +  = + x k x k  .1ב 245 360  , 135 360= +  = + x k x k 

ג. 
1 260 360  , 240 360= − +  = + x k x k  .ד

1 230 360  , 210 360x k x k= − +  = + . 

1,2א.  (2 60 360=   + x k    .1,2ב 150 360=   + x k. 

30א.  (3 180= + x k     .135ב 180= + x k. 

1א.  (4 244.427 360  , 135.573 360= +  = + x k x k  

1,2ב.  126.87 360=  + x k    .78.69ג 180= + x k. 

1א.  (5 210 120  , 50 120= +  = + x k x k   .1ב 275 180  , 75 180x k x k= +  = − +  

9ג.  36= − + x k     .1ד 220.9 180  , 69.09 180= +  = + x k x k 

1,2ה.   23.5 120=   + x k     .6.64ו 45= + x k. 

1א.  (6 2105 180  , 45 180= +  = − + x k x k  

1ב.  210 120  , 40 120= +  = + x k x k     .2.431ג 180= − + x k. 

1א.  (7 2180  , 45 90=  = + x k x k    .1ב 230 360  , 50 120= +  = + x k x k  

60ג.  180= + x k     .90ד= x k  

20ה.   180= + x k   .180וx k=    .20ז 60= + x k. 

=180א.  (8 x k   .90ב 360= + x k  .180ג 360= + x k 

90ד.  180= + x k   .360ה= x k    .180ו 360= + x k  

=180ז.  x k    .45ח 180= + x k. 
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 משוואות הנפתרות ע"י טכניקה אלגברית:

 סיכום כללי:

 נעזר בטכניקה אלגברית בכדי להביא משוואה מורכבת לצורה של משוואה יסודית. 

 

 : טכניקות שכיחות

 הוצאת שורש ריבועי.  •

פירוק לגורמים )ע"י הוצאת גורם משותף, ע"י נוסחאות הכפל המקוצר וע"י   •
 פירוק טרינום(. 

 פתרון משוואה ריבועית.  •

 

 אלות:ש

 כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )טכניקה אלגברית(: 

1) 2 3
cos

4
x = 2) 2 1

sin
4

x = 

3) 2tan 2 3x = 4) sin cos3 0x x = 

5) 2sin 2 2sin 2 0x x− = 6) 22cos 3 cos 0x x+ = 

7) 22sin sin 1 0x x− − = 8) 23sin sin 2x x− = 

9) 26sin sin 1 0x x− − = 10) 2cos 2cos 3x x+ = 

11) 2tan 3tan 4 0x x− − = 12) 2tan 4 tan 1x x= − 

13) 
2

cos 1 0
cos

x
x

− + = 14) 
sin

0
cos 1

x

x
=

−
 

15) 
cos 2

0
tan 1

x

x
=

+
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 תשובות סופיות:

1) 1,2 3,430 360  , 150 360x k x k=  +  =  + . 

2) 1 2 3 430 360  , 150 360  , 330 360  , 210 360x k x k x k x k= +  = +  = +  = + . 

3) 1 230 90  , 30 90x k x k= +  = − + .  

4) 1 2180  , 30 60x k x k=  = + . 

5) 1 2 390  , 15 180  , 75 180x k x k x k=  = +  = + . 

6) 1 2,390 180  , 150 360x k x k= +  =  + . 

7) 1 2 390 360  , 210 360  , 30 360x k x k x k= +  = +  = − + . 

8) 1 2 390 360  , 41.8 360  , 221.8 360x k x k x k= +  = − +  = + . 

9) 1 2 3 430 360 , 150 360 , 19.4 360 , 199.4 360x k x k x k x k= +  = +  = − +  = + . 

10) 360x k= . 

11) 1 245 180  , 75.964 180x k x k= − +  = + . 

12) 1 275 180  , 15 180x k x k= +  = + .  

13) 360x k= . 

14) 180 360x k= + .    

15) 45 90  , 45 180x k x k= +   − + . 
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 :י שימוש בזהויות"משוואות הנפתרות ע

 :שאלות

 המשוואות הבאות )שימוש בזהויות יסוד(: כתוב את הפתרון הכללי של  (10

sin .א cosx x= ב. ( )sin cos 45x x= +  

22 .ג
cos sin

3
x x= 22 .דcos 3sinx x= 

2 .ה 1
sin cos

4
x x− 2 .ו = 2cos sin sinx x x− = 

2 .ז 2sin 2cos 1.5x x+ sin .ח = tan 0x x− = 

 

 כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )שימוש בזהויות ממעגל היחידה(: (11

sin .א sin3x x= cos2 .ב − cos3x x= − 

) .ג )sin 30 cosx x+  = ) .ד − )sin3 cos 180x x= − − 

 

 )חלוקה בקוסינוס(: כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות  (12

sin .א 2cosx x= 3 .בsin cosx x= 

4sin .ג 7cosx x= 2 .דsin 5cosx x= − 

2 .ה 2sin 8cosx x= 2 .ו 23sin cosx x= 

 

 כתוב את הפתרון הכללי של המשוואות הבאות )זהויות של זווית כפולה(: (13

sin .א sin2 0x x− 2 .ב = sin sin 2 0x x+ = 

4cos .ג sin2x x= 2 .דcos2 sin4 0x x+ = 

3cos .ה cos2 0x x− cos2 .ו = 2sinx x= 

sin .ז cos2 1x x+ 22sin .ח = cos 2 2x x= + 
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 תשובות סופיות:

45א.  (10 180x k= +      .22.5ב 180x k= +   

1,2ג.  60 360x k=  +     .1ד 230 360  , 150 360x k x k= +  = +   

1,2ה.   60 360x k=  +       .1ו 230 120  , 90 360x k x k= +  = − +  

1,2ז.  3,445 360  , 135 360x k x k=  +  =  +    .180חx k= . 

1א.  (11 290  , 90 180x k x k=  = − +    .1ב 2180 360  , 36 72x k x k= +  = +  

120ג.  180x k= +      .1ד 222.5 90  , 45 180x k x k= +  = + . 

63.43. א (12 180x k= +      .18.43ב 180x k= +  

60.25ג.  180x k= +      .68.19ד 180x k= − +   

1ה.   270.52 180  , 70.52 180x k x k= +  = − +    

1ו.   230 180  , 30 180x k x k= +  = − + . 

1א.  (13 2360  , 60 120x k x k=  = +    

1ב.   2,3180  , 135 360x k x k=  =  +     

90ג.  180x k= +    .1ד 245 90  , 135 180x k x k= +  = +  

1,2ה.   106.307 360x k=  +    .1ו 221.1 360  , 158.9 360x k x k= +  = +  

1ז.  2 3180  , 30 360  , 150 360x k x k x k=  = +  = +  

1ח.   2 3 460 360  , 60 360  , 120 360  , 240 360x k x k x k x k= − +  = +  = +  = + . 
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 :תחום נתוןעם משוואות 

 סיכום כללי:

כדי למצוא את הפתרונות של משוואה טריגונומטרית בתחום נתון, נמצא תחילה  

ונבחר את הערכים שנמצאים   k-מכן נציב ערכים באת הפתרון הכללי שלה ולאחר 
 בתחום הנתון.  

 

 שאלות:

 מצא את כל הפתרונות של המשוואות הבאות בתחום הנתון לידן:  

1)  0 :180  , 8sin 4 0x  − =. 

2)   ( )90 :90  , sin 2 sin 60x x−   = + . 

3)   ( )90 :90  , 3cos 2 30 1 0x−   +  + =. 

4)   ( )0 :360  , cos 50 cosx x  − = −. 

5)  30 :30  , 2sin3 5cos3 0x x−   − =. 

6)   20 :180   ,  2cos 3 sin6 1x x  = +. 

7)  180 :180   ,  cos4 1 3sin 2x x−   + =. 

8)   2180 :180   ,  cos2 cos sin 0x x x−   + + =. 

 

 תשובות סופיות:

1) 30  ,  150x =  .  

2) 80  ,  40  ,  60x = −   .  

3) 39.736  ,  69.736x =  − . 

4) 115  , 295x =  .  

5) 22.733x = . 

6) 7.5  ,  37.5  , 67.5  ,  97.5  , 127.5  ,  157.5x =      .  

7) 165  ,  105  ,  15  ,  75x = −  −   . 

8) 138.19  ,  41.81  ,  90x = −  −   . 
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 :עם זוויות ברדיאניםמשוואות 

 סיכום כללי:

 הגדרת הרדיאן: 

 להיות הזווית המרכזית   תזווית של רדיאן אחד מוגדר

 המתאימה לקשת שאורכה שווה לרדיוס המעגל. 

2Pהוא  שכן היקף מעגלרדיאנים על היקפו,  2 , תימצאנהRעבור מעגל שרדיוסו   R= . 

 

2- איור שלפניך ניתן לראות חלוקה של מעגל לב 6.28 =  
 קשתות אשר שוות לרדיוס המעגל.  

 של כל קשת כזאת שווה לרדיאן אחד,  הזווית 
 מרדיאן.    0.28- כאשר הזווית האחרונה שווה ל

 רדיאנים.  2מקבלים  

 
 

 שר בין רדיאנים למעלות:ק

)ברדיאנים(:  r)במעלות( לזווית   נוסחת מעבר מזווית   •
180

r 
 = . 

: (במעלות) ( לזווית  ברדיאנים) rנוסחת מעבר מזווית   •
180 r 


 =. 

 

 ברדיאנים:  ותמשוואות טריגונומטריפתרונות 

 להלן נוסחאות הפתרון של המשוואות הטריגונומטריות היסודיות  

 היא זווית ידועה הנתונה ברדיאנים:   - הוא משתנה ו xכאשר  

 הפתרון  המשוואה

sin sinx = 
1 22   ,  2x k x k    = + = − +  

cos cosx = 
1,2 2 =  +x k  

tan tanx = x k = +  

cot cotx = x k = +  

 

 שלם.  פר מס kכאשר  

1
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 שאלות:

 המר את הזוויות הבאות ממעלות לרדיאנים:   (1

 120 .ד 75 .ג 90 .ב 30 .א

 285 .ח 18 .ז 315 .ו 210 .ה

−15 .ט  80 .י−  510 . יא 390 . יב−  

 

 המר את הזוויות הבאות מרדיאנים למעלות:  (2

 1.5 .ד 4 .ג 2 .ב  .א

 .ה
1

2
 ו. 

4


 .ז 

6


 .ח 

1

18
 

 .ט
13

18
 י. 

19

12
 יא . 

1
1

6
 יב . 

1
2

4
 

 

 (: שונות )משוואות יסודיות אות הבאות בתחום שלידןפתור את המשוו (3

 .א
1

0 :   ,  2sin 3 1
3

x
 

= 
 

 .ב  0 :   ,  3 2cos 0x + = 

 .ג 0 : 2   ,  3 3tan 0
2

x
 −  .ד = 

2
0 :   ,  sin 2

4 2
x




 
− = 

 
 

 .ה
1

0 :   ,  4cos 2 0
2 3

x



   

+ − =  
   

 .ו 
5 5 2

:   ,  sin sin 2
18 18 3

x x
 


   
− = −  
   

 

) .ז )0 :   ,  5 5 tan 4 0.1 0
3

x



 

− − = 
 

: .ח    ,  sin 2 0.7
4 4 5

x
     

− − =  
   

 

 

 פתור את המשוואות הבאות בתחום שלידן )טכניקה אלגברית(: (4

2 .א 3
0 :   ,  sin

2 4
x

 
= 

 
:2 .ב    ,  16cos 2 1 0

8 8
x

  
− − = 
 

 

 .ג  20:   ,  2 tan 18 0x − : .ד =   ,  3sin cos 3cos 0
3 3

x x x
  

− + = 
 

 

:2 .ה  , sin 5sin cos 0
2 2

x x x
  

− − = 
 

 .ו   2:  , 2sin 5sin 2 0x x − − + = 

 .ז  2: 0  , 4cos 2 cos 1 0x x− − −  .ח =  20: 2  , tan 7 tan 10 0x x − + = 

1
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 פתור את המשוואות הבאות בתחום שלידן )שימוש בזהויות יסוד(: (5

0 .א  , sin cos
4

x x x



 

  = + 
 

 

0 .ב  , tan 4sinx x x  = 

20 .ג 2  , 2sin 3cosx x x  = 

 

 פתור את המשוואות הבאות בתחום שלידן )שימוש בזהויות ממעגל היחידה(: (6

 .א :  , sin sin
6

x x


 
 

− − = − 
 

 

 .ב 
2

0 :  , sin 2 cos 2
9

x x 
 

+ = − 
 

 

 .ג  ( )0:  , sin 4 cosx x = − − 

: .ד  , tan tan 2
2 2

x x
  

− = − 
 

 

 

 פתור את המשוואות הבאות בתחום שלידן )זהויות של זווית כפולה(:   (7

sin , 2 .א 2 cos 0x x x −   + = 

 .ב :  , cos4 1 3sin 2x x − + = 

2sin , 2 .ג cos 2 2
2 2

x x x
 

−   = + 

20 .ד  , cos4 sin 1x x x  + = 

 

  

1
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 תשובות סופיות:

א.  (1
6


ב.   

2


ג.   

5

12


ד.   

2

3


ה.    

7

6


 

ו.  
7

4


ז.   

10


ח.    

19

12


ט.  

12


י.   −

4

9


− 

יא.  
17

6


יב.    

13

6


− . 

 90ה.   270ד.  720ג.  360ב.   180. א (2

 285י.   130ט.   10ח.    30ז.   45ו.  

 .405יב.   210יא.  

א.  (3
5

 ,  
18 18

x
 

ב.    =
5

6


=x  .ג

2


=x  .ד ,  

4 2
x

 
= 

ו.    x=0ה.  
2

9


=x  .0.0875ז=x    .0.224ח=x. 

א.  (4
3


=x  .ב   .0.398ג ,0.602 =x   .ד   

ו.    0,0.437=xה.  
5

 ,  
6 6

x
 

=  

, ז.   0.615
4

x


= − 0.352ח.    −  ,  0.437  ,  1.352  , 1.437x    =. 

א.  (5
8


=x  .0ב ,  0.42  ,  x  =   .ג

5
 ,  

3 3
x

 
=   

א.  (6
11

 ,  
12 12

x
 

= ב.     −
23 59

 ,  
72 72

x
 

=   

ג. 
5 9

 ,   ,   ,  , 
10 6 2 6 10

x
    

, ד.    =  0
3

x


= . 

, א.  (7  0.148  ,  0.852
2

x


 =  ב.   −
7 5 11

 ,   ,   , 
12 12 12 12

x
   

= −  

ג. 
3


= x      .0.38 , 0ד  ,  0.61  ,x   =. 
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פרק 28 - משוואות ואי-שוויונים מעריכיים

תוכן העניינים

1. משוואות מעריכיות  י (ללא ספר)

2. מערכת משוואות מעריכיות י 334

3. אי שוויונים מעריכיים י 335

333

333
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 מערכת משוואות מעריכיות:

 שאלות:

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (1
3

18 3

x

x

y

y

 =


= −
. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (2
25 5 5 25

2

x y x

y x

 − = −


− =
. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (3

1 3 1
3

3 4 3 2 3 2

4 256

y x x

y x


+ − =

− − +
 =

. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (4
5 2 13

2 5 2 2

x y

x y

 + =


 − =
. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (5
1 1

2 3 3 2 42

3 2 73

x y

x y+ +

  −  =


− =
. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (6
( )

2 1 2 4

1

6

5 8 10 2 0

3 27

x x y

x
y

+ +

−

 +  − =



=


. 

 

פתור את מערכת המשוואות הבאה:   (7
( )

1

4 4

6 4 7 6 2 3 6

5 5 5 125 5

x y x y y

y
x x

− +  −  +  =



 = 


. 

 

 תשובות סופיות:

1) ( )2,9 2) ( ) ( )0,2  , 2,4 3) ( )1,2 4) ( )1,3 

5) ( )3,2 6) ( )1, 2− − 7) ( ) ( )1,2  , 1,0− 
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 מעריכיים: םאי שוויוני

 סיכום כללי:

xהשוויון: -פתרון אי ya a  :הואx y   :1עבורa  ו-x y  :0עבור 1a . 

 

 שאלות:

 ים: הבא  פתור את אי השיוויונים

1) 
1

1
2 1 33 27

x
x

−
+   2) 

2 1
1

42 4
x

x
−

  

3) 
1 2x xe e+   4) 

5 1 3
1 1

7 7

x x−

   
   

   
  

5) 25 5 6 5x x+    6) 2 2 1 0x xe e− +   

 

 הערה:  

וכן חוקי   ( ln) טבעי הם תלוגרי דורשות הכרות עם מושג ההשאלות הבאות 
 הלוגריתמים אשר ילמדו בהמשך.  

 

7) 3xe  8) 2 5 4 0x xe e− +  

 

 

 
 
 

 תשובות סופיות:

1) 
2

3
x  2) 

1
1

4
x    1אוx  − 

3) 0 1x  4) 
1

8
x   

5) 0 1x  6) 0x = 

7) ln3x   8) ln 4x    0אוx  

 

1
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חדוא 71071
פרק 29 - חוקי הלוגריתמים, משוואות ואי-שוויונים לוגריתמים

תוכן העניינים

1. הגדרת הלוגריתם  י (ללא ספר)

2. חוקי הלוגריתמים ישן  י (ללא ספר)

3. משוואות לוגריתמיות הנפתרות באמצעות הגדרת הלוג  י (ללא ספר)

4. משוואות לוגריתמיות הנפתרות באמצעות חוקי הלוגריתמים  י (ללא ספר)

5. הוצאת לוג משני אגפי המשוואה  י (ללא ספר)

6. משוואות לוגריתמיות עם בסיסים שונים  י (ללא ספר)

7. מערכת משוואות לוגריתמיות י 336

8. מערכת משוואות לוגריתמיות ומעריכיות י 337

9. אי-שוויונים לוגריתמים י 338

335

335
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 מערכת משוואות לוגריתמיות:

 שאלות:

 פתור את מערכות המשוואות הבאות: 

1) 2

2

log

6 log

y x

y x

=


= −
 2) 

( )2

6 6log log 2 2 2

1
1

2

x y

x y

 − − =



= −


 

3) 
( ) ( )

( )

3 3

5

log log 4 2

log 5 3 2

x y x y

x y

+ = + −


+ =

 

4) 
( )( )

( ) ( )

2 3

5 25 5

log log 1

1
log 11 log log 2

2

x y

x y x y

 − =



+ − = + +


 

5) 
5 4

5 4

log 6log 11

10log 2log 17

x y

x y

+ =


− =
 6) 

3

2

2 3

2 3

1
log log 9

log log 1

x
y

x y


+ =


 + = −

 

7) 
2log

5

8

log 2 6

5

y

y

x

x

 + =


=
 8) 

3log

27

9
y

xy

x

=


=
 

9) 

( )1
7

2

2log 2
log

15

3 3

28

2 7

1
log log

log 3

x yx y

x y

+−
=


+ =



 
 

 

 

 תשובות סופיות:

1) ( )8,3 2) ( )
1 1

36,19 , ,1
6 12

 
 
 

 3) ( )8, 5− 

4) ( )16,7 5) ( )25,8 6) 
1

16,
3

 
 
 

 

7) ( ) ( )25,4 , 625,2 8) ( ) ( )3,9 , 9,3 9) ( )4,7 
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 מעריכיות: ו מערכת משוואות לוגריתמיות

 שאלות:

 פתור את מערכות המשוואות הבאות: 

1) 
( )2log 4 2

2 1

xy

y x

 = −


= −
 2) 

( )
1

5 5 5

25 5 5

log log log 3

x
y

x y

+ =

 + =

 

3) 
6

2 1 4

3 5log 1

216 6y y

y x

x − −

+ =


 =
 4) 

( )

2

9

3 3

log 3
log 2

log 9 27 2 log 12x

y
x

y


 =


 + = +


 

5) 
( )

( )

2

2

2 1 4 3 0

log 1

x y

x y

 − − + =


= +

 6) 

( )

( ) ( )( )
4

2

2 4

log 5 9

log 2 3 log 29 3 3

y

x y

x = −



+ = − −


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

1) ( )1,1 2) ( )3,3 3) ( )
1

36, 3 , 6, 1
3

 
− − 

 
 

4) ( )
1

1, , 2,1
2

 
 
 

 5) ( ) ( )1,1 , 2,3 6) ( )1,0 
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 ם:שוויונים לוגריתמי-אי

 סיכום כללי:

logהשוויון: -פתרון אי loga ax y  :הואx y   :1עבורa   ו-x y   :0עבור 1a . 

 

 שאלות:

 השוויונים הבאים: -פתור את אי

1) ( )2 2log log 5 20x x − 2) ( )2

6log 5 1x x−  

3) ( )3 9log log 15 2x x − 4) ( ) ( )1 1

2 2

log 1 3 log 7x x−  − 

5) ( )2ln ln 12x x − 6) ln 3x  

7) 2ln 6ln 7x x−  8) 
2

6 1
2

ln lnx x
 − 

 
 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

1) 5x   2) 1 0 , 5 6x x−      

3) 
1

3 7
2

x   4) 
1

3
3

x−    

5) 2 3 4x  6) 
30 x e  

7) 
71

x e
e
   8) 

2

3

1
x e

e
    1וגםx   

 

 

1
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חדוא 71071
פרק 30 - משוואות ליניאריות מסדר שני

תוכן העניינים

1. משוואה חסרה - שיטת הורדת סדר המשוואה י 339

2. משוואה לינארית, הומוגנית, עם מקדמים קבועים י 341

3. השוואת מקדמים בשיטת ''הניחוש המושכל'' י 343

4. השוואת מקדמים בשיטת ''המרשם'' י 345

5. וריאציית פרמטרים י 347
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 שיטת הורדת סדר המשוואה –  החסר המשווא

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) ( ) 2 1
0 '' 'x x y xy

x
 + = 

 

2) ( )cos 0 '' tan 1 'x y x y − = 

 

3) ( )
2

2 ' '' ' 1 0xy y y− + = 

 

4) '' ln 'y x x y= 

 

5) 2'' 'xxy x e y= + 

 

6) ( )
2

'' ' 0yy y+ = 

 

7) ( )
2

2 '' ' 1y y y− = 

 

8) ( ) ( )
2

cos 0 '' tan 2 'y y y y = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 1 2

1
lny C x C

x
= +  + 

2) 
1 2cosy x C x C= − +  + 

3) ( )
3/2

1 2 3

1

2
1 ;

3
y C x C y x C

C
=  + + =  + 

4) ( )1 2 3ln ;y C x x x C y C= − + = 

5) ( )
2

1 21
2

x x
y e x C C= − + + 

6) 
2

  ;   
2

y
cx k y c= + = 

7) 
( )

12
1

1
4

c x k
y

c

 +
= + 

  

 

8) ( )cot   ;   y cx k y c= − + = 

1
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 הומוגנית, עם מקדמים קבועים תלינארי  המשווא

 שאלות

 : 11-1בשאלות  את המשוואות   ורפת

1) '' 100 0y y− = 

 

2) '' 4 ' 0y y− = 

 

3) '' 8 ' 7 0y y y− + = 

 

4) ( ) ( )0 1 ,  ' 0 1,  4 '' ' 5 0z z z z z= = + − = 

 

5) '' 2 ' 0y y y− + = 

 

6) ( )
2

2
4 4 0

x x
x t

t t

 
+ + =

 
 

 

7) '' 4 0y y+ = 

 

8) '' 10 ' 125 0y y y+ + = 

 

9) ( ) ( )0 0, ' 0 3 ; '' 2 ' 10 0y y y y y= = − + = 

 

10) 5 '' 8 ' 4 0y y y+ + = 

 

11) 

( )2

1
''( ) ( ) 0 0

(0) 4

( ) ( ) 0

y x y x a
a

y

y y


− = 


=

  = − =



 

 
  

1
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)  נתונה המד"ר (12 )
2

'' ' 0yy y+ =. 

כי    והרא .א
1 4y 2y- ו = x=  .הם פתרונות של המד"ר 

)כי הפתרון    והרא .ב ) ( ) ( )1 2z x y x y x=  , אינו פתרון של המד"ר. +

 האם יש בכך סתירה לעקרון הסופרפוזיציה? 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 10 10

1 2

x xy c e c e−= + 

2) 4

1 2

xy c c e= + 

3) 7

1 2

x xy c e c e= + 

4) xz e= 

5) 1 2

x xy c e c xe= + 

6) ( ) 2 2
1 2

t t

x t c e c te
− −

= + 

7) 1 2cos2 sin 2y c x c x= + 

8)  5

1 2cos10 sin10xy e c x c x−= + 

9) 2 sin3y e x= 

10) 
4

5
1 2

2 2
cos sin

5 5

x

y e c x c x
−

    
= +    

    
 

11) 
| |

4
x

ay e
−

= 

  הוכחה.שאלת  (12

1
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 " הניחוש המושכל "השוואת מקדמים בשיטת 

 שאלות

 : הבאותאת המשוואות   ורפת

1) 2'' 5 ' 6 22 6y y y x x+ + = + 

 

2) 2(0) 2,  '(0) 7; '' 2 ' xy y y y y e= = − + = 

 

3) '' ' 2 4sin 2y y y x− − = 

 

4) '' 2 xy y xe−− = 

 

5) 2'' 3 cosxy y e x− = 

 

6) '' sinz z x+ = 

 

7) 2 3'' 3 ' 2 2 2 4 xx xy xy y x e ee− + = + + + 

 

8) '' 3 ' 9y y x+ = 

 

9) '' 3 ' 2 xy y y e− + = 

 

10) 2'' 2 ' 6 2y y x x− = − 

 

11) 2'' 5 ' 6 t tx x x e e− −+ + = + 

 

12) '' 2 ' 5 sin2xy y y e x−+ + = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 3 2 2

1 2 2 2x xy c e c e x x− −= + + + − 

2) 24x x xy e xe e= + + 

3) 2

1 2

1 3
sin 2 cos 2

5 5

x xy c e c e x x−= + + − 

4) 2 2

1 2 (2 )x x xy c e c e x e− −= + + − 

5) 2 2

1 2

3 3
cos sin

10 5

x x x xy c e c e e x e x−= + + + 

6) 1 2

1
cos sin cos

2
z c x c x x x= + − 

7) 2 2 2 3

1 2 3 3.5 3 2x x x x xy c e c e x x x e xe e= + + + + − − + 

8) 3 2

1 2

3

2

xy c c e x x−= + + − 

9) 2

1 2

x x xy c e c e xe= + − 

10) 3 2 2 3

1 2

x xy c e c e x x x− −= + − − − 

11) 2 3 2

1 2

1

2

t t t tx c e c e e te− − − −= + +  + 

12) sin 2xy e x−= 

1
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 "מרשםה"השוואת מקדמים בשיטת 

 שאלות

 : הבאותאת המשוואות   ורפת

1) 2'' 5 ' 6 22 6y y y x x+ + = + 

 

2) 2(0) 2,  '(0) 7; '' 2 ' xy y y y y e= = − + = 

 

3) '' ' 2 4sin 2y y y x− − = 

 

4) '' 2 xy y xe−− = 

 

5) 2'' 3 cosxy y e x− = 

 

6) '' sinz z x+ = 

 

7) '' 3 ' 9y y x+ = 

 

8) '' 3 ' 2 xy y y e− + = 

 

9) 2'' 2 ' 6 2y y x x− = − 

 

10) 2'' 5 ' 6 t tx x x e e− −+ + = + 

 

11) 2 3'' 3 ' 2 2 2 4x x xy y y x e xe e− + = + + + 

 

12) '' 2 ' 5 sin 2xy y y e x−+ + = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 3 2 2

1 2 2 2x xy c e c e x x− −= + + + − 

2) 24x x xy e xe e= + + 

3) 2

1 2

1 3
sin 2 cos 2

5 5

x xy c e c e x x−= + + − 

4) 2 2

1 2 (2 )x x xy c e c e x e− −= + + − 

5) 2 2

1 2

3 3
cos sin

10 5

x x x xy c e c e e x e x−= + + + 

6) 1 2

1
cos sin cos

2
z c x c x x x= + − 

7) 3 2

1 2

3

2

xy c c e x x−= + + − 

8) 2

1 2

x x xy c e c e xe= + − 

9) 3 2 2 3

1 2

x xy c e c e x x x− −= + − − − 

10) 2 3 2

1 2

1

2

t t t tx c e c e e te− − − −= + +  + 

11) 2 2 2 3

1 2 3 3.5 3 2x x x x xy c e c e x x x e xe e= + + + + − − + 

12) sin 2xy e x−= 

1
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 וריאציית פרמטרים

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 
1

''
sin

y y
x

+ = 

 

2) 2'' 4 ' 4 lnxy y y e x−+ + = 

 

3) '' 2 ' 3 1xy y y e x−+ + = + 

 

4) ( ) ( )1 0 , ' 1 0 ; '' 2 '
xe

y y y y y
x

= = − + = 

 

5) 
1

'' 3 ' 2
1 x

y y y
e−

− + =
+

 

 

6) '' 4 sec2y y x+ = 

 
 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 2cos sin cos sin ln siny c x c x x x x x= + −  +  

2)  
2

2 2 2 2 2

1 2

1
ln ln 1

2 2

x x x xx
y c e c xe e x x e x− − − − 
= + − − + − 

 
 

3) 
( ) ( )

( )

5 3

3/2

1 2

6 1 6 1
2 1

5 3

x x x x
x x

y c e c xe e xe x− − − −

 + +
   = + − − + +

  
  

 

4) ( )ln 0x x xy e xe xe x x= − +   

5) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 ln 1 ln 1 1x x x x x x xy c e c e e e e e e− − − = + + + + + − +
 

 

6) 1 2

1
cos 2 sin 2 cos 2 ln cos 2 sin 2

4
y c x c x x x x x= + + +  

1
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 השיטה האופרטורית

 .בדקו עם המרצה אם הוא נדרש או לאהערה: נושא זה לא נלמד בדרך כלל; 
 

)בשאלות אלו הסימון הוא:  ) ( ) ( )2 '' 'aD bD c y Q x ay by cy Q x+ + =  + + =. 

 

 שאלות

 תור את המשוואות הבאות: פ

1) ( )2 22 4 10 11x xD D y e e−− − = + + 

 

2) ( )2 42 1 10 1x xD D y e e− + = + − 

 

3) ( )2 102 4 14x xD D y e e+ − = + + 

 

4) ( )2 4 sin5D y x+ = 

 

5) ( )2 4 sin cos cos 2D y x x x− = 

 

6) ( )2 2 cos 3sinD D y x x+ − = − 

 

7) ( )2 2 3 2cos cos 2D D y x x+ − = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 2 2

1 2 5 5.5x x x xy c e c e e e− −= + + − − 

2) 4 2

1 2

10
1

9

x x x xy c e c xe e x e= + + + − 

3) 2 10

1 2

1
4 7

72

x x x xy c e c e xe e= + − + + 

4) 1 2

1
cos 2 sin 2 sin 5

21
y c x c x x= + − 

5) 2 2

1 2

1
sin 4

80

x xy c e c e x−= + − 

6) 2

1 2 sinx xy c e c e x−= + + 

7) 3

1 2

1 1 1 1
sin cos sin 3 cos3

10 5 30 15

x xy c e c e x x x x−= + + − + − 

1
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 משוואה לינארית כללית, שיטת הפתרון השני, שיטת אבל

   שאלות

)  ורפת (1 )tan 2 tan 4 0y x y x y +  − + )כאשר ידוע   ,= ) 2

1

xy x e=. 

 

)  ורפת (2 )21 2 2 0x y xy y − + − =. 

 

לא    כללית, לפתרון מד"ר לינארית,   "הפתרון השני" את שיטת  ור יהסב (3
 : על המד"ר ימוהדג  מסדר שני.  הומוגנית,

( ) ( ) ( )
2

0 1 ,     1 2 1 xx x y x y y x e−   − +  − = − , 

)  -ש  כאשר ידוע )1

xy x e=,  .פתרון של המד"ר ההומוגנית המתאימה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( )2 2

1 2 sin 4cosx xy c e c e x x−= + − 

2) ( )2

1 2 1y c x c x= + + 

 שאלת הדגמה.  (3

1
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 הוורונסקיאן ושימושיו 

 שאלות

)האם ייתכן כי   (1 ) ( )1 2, sinxy x e y x x= הם שני פתרונות של המשוואה   ,=

( ) ( )'' ' 0y p x y q x y+ + עם מקדמים רציפים בקטע   ,= 0,? 

 

)הראו כי הפונקציות   (2 ) ( )2 2

1 2sin , cosy x x y x x=  הן פתרונות בת"ל  =

''3של המשוואה   ' 4 0xy y x y− + )בקטע   ,= )4,− . 

0xחשבו את הוורונסקיאן של הפונקציות והראו כי הוא מתאפס רק עבור   = . 
 מהי הטענה? והאם דני צודק?  .דני טוען שיש בכך סתירה לטענה ידועה

 

)בדיקה ישירה מראה שהפונקציות   (3 ) ( )1 2,x xy x xe y x e−= =, 

הן פתרונות של המשוואה  
2 2 3

'' ' 0
1 2 1 2

x
y y y

x x

+
− − =

+ +
, בקטע  

1
,

2

 
−  
 

. 

 האם הפונקציות הללו בת"ל בקטע? 

 

3נתונות שתי פונקציות   (4 3

1 2 , y x y x= בקטע   ,= 4,4−. 

 חשבו את הוורונסקיאן של הפונקציות בקטע.  .א

 בדקו האם הפונקציות תלויות לינארית בקטע.   .ב

האם ייתכן כי הפונקציות הן פתרונות של אותה מד"ר הומוגנית מסדר   .ג
 שני בעלת מקדמים רציפים?

''הפונקציות הנתונות הן פתרונות של המד"ר   .ד 2 ' 0xy y− =. 

 האם יש בכך סתירה לתוצאה בסעיף ג'?  

 

 על הסעיפים הבאים:  ו ענ (5

)יהיו   .א ) ( )1 2,y x y x   פונקציות גזירות פעמיים בקטעI, 

 .I- כי הוורונסקיאן שלהן שונה מאפס ב ונניח 
 בעלת מקדמים רציפים   ,2כי קיימת משוואה הומוגנית מסדר  וח יהוכ 

)- ש ,בקטע ) ( )1 2,y x y x  .הם פתרונות שלה 

0xמשוואה הומוגנית מסדר שני עם מקדמים רציפים בקטע   ומרש .ב  ,

)שהפונקציות   ) ( )2 4

1 2,y x x y x x=  הן פתרונות שלה.  ,=

  

1
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)נתון כי   (6 ) ( )1 2,y x y x  הם פתרונות של המד"ר ,( ) ( ) ( )'' ' 0y x p x y q x+ + = ,

p,, כאשר  Iבקטע   q   רציפות בקטעI. 

), שעבורה  Iבקטע   cכי אם קיימת נקודה    הראו ) ( )1 2 0y c y c= =, 

)אז  ) ( ) 1 2,y x y x  .אינה מערכת בסיסית של פתרונות המד"ר הנתונה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

    לא. (1

2) 2W x= − 

 כן.   (3

0Wא.  (4  ד. לא.    ג. לא.   . בדיקהשאלת ב.    =

''ב.  . א. שאלת הוכחה  (5 '

2

5 8
0y y y

x x
− + = 

  שאלת הוכחה. (6

1
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 משפט הקיום והיחידות למדר לינארית מסדר שני

 שאלות

''נתונה המשוואה   (1 4 12y y x− =. 

 את המשוואה.   ורפת .א

פתרון המקיים:   ומצא .ב
( )

( )

0 1

' 0 11

y

y

 =


=

. 

למצוא פתרון המקיים:   ונס .ג

( )

( )

( )

0 4

' 0 2

'' 0 1

y

y

y

 =


=


=

. 

 האם כישלונך מפריך את משפט הקיום? 

)דוגמה מפורשת לשני פתרונות שונים, המקיימים    נות .ד )0 1y =. 

 האם הדוגמה מפריכה את משפט היחידות? 

 

)נתונה הבעיה:   (2 )

( )

2 '' 2 ' 2 0

0 0

' 0 0

x y xy y

y

y

 − + =


=


=

. 

)כי    והרא )1 0y x )- ו = ) 2

2y x x= .הם פתרונות של הבעיה , 

 סתירה למשפט הקיום והיחידות? האם אין בכך 

 

מסדר שני, עם מקדמים רציפים   ליניארית האם קיימת משוואה דיפרנציאלית (3
0xבסביבת הנקודה   4y, כך שהפונקציות  = x= ו -sin 4y x=  ?הן פתרונותיה 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

2א.  (1 2

1 2 3x xy c e c e x−= + 2ב.   − 24 3 3x xy e e x−= − − 

 . המשוואות הראשונה והשלישית סותרות זו את זו. לאג. 
 כנסו לאתר.ד.  לפתרון המלא עם הסברים מפורטים הי

 לפתרון המלא עם הסברים מפורטים היכנסו לאתר. (2

  הסברים מפורטים היכנסו לאתר.לפתרון המלא עם   (3

1
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 :האינטגרל המסוים

 סיכום כללי:

)תהא פונקציה   )f x   שנגזרתה היא( )'f x (( )f x  מוגדרת בתחוםa x b .) 

)הקשר שבין האינטגרל המסוים לפונקציה קדומה הוא:   ) ( ) ( )'

b

a

f x dx f b f a= −. 

 

 הערה:  

 המיידיים של הפונקציות השונות אשר נלמדו.  האינטגרציהיש להשתמש בכל כללי  

 

 שאלות:

 חשב את ערכי הביטויים הבאים:  (1

) .א )
5

2

2

5x x dx+ ב. ( )
1

2

4

3x x dx

−

−

− 

) .ג )
3

3

3

4x x dx
−

+ ד. ( )
1

5

1

3 2 1x dx
−

− 

 .ה
( )

2

2

1

2

3
dx

x −
 ו. 

4

3

1

1x
dx

x

−
 

 .ז
0 2

3

2 7 4

4

x x
dx

x
−

+ −

+ ח. 
4 2

3

3 7 2

2

x x
dx

x

− +

− 

 .ט
2

1

3 1x dx− י. 
0

5

3

4
dx

x− −
 

 

 חשב את ערכי הביטויים הבאים:  (2

) .א )
0

cos x dx



 ב. ( )
0

sin 2 1x dx



+ 

) .ג )
2

2

2sin 3cos 2x x dx




−

− ד. 
3

2

0

3
2

cos
dx

x



 
+ 

 
 
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)לפניך האינטגרל הבא:   (3 )
1

4 7

a

x dx−. 

 .  -1- ערך האינטגרל יהיה שווה ל aמצא עבור אלו ערכים של  

 

)הבא:   האינטגרללפניך  (4 )
2

23
a

x x dx−. 

 .a- כתוב ביטוי לערך האינטגרל כתלות ב .א

- ערך האינטגרל יהיה שווה ל aמצא עבור אלו ערכים של   .ב
12

2

a −
. 

 

לפניך האינטגרל הבא:   (5
4

1 1

1

a

a

dx
x a x

+
 

− 
− + 

. 

 .a- כתוב את ערך האינטגרל כתלות ב .א

 .  2- ערך האינטגרל יהיה שווה לעבורו  a  מצא את ערכו של .ב

 

)לפניך האינטגרל הבא:   (6 )
0

0 3 , sin 2cos 2

a

a x x dx  + . 

 .  1- ערך האינטגרל יהיה שווה ל aמצא עבור אלו ערכים של  
 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 1ה.  - 182ד.   0ג.  - 126.75 ב.  91.5א.  (1

ו.  
9

32
  . 6י.    1.856ט.   9.5ח.   - 12ז.   

 ד.    0 ג.    ב.  0 א. (2
2

3 3 7.29
3
+ . 

3) 2 , 1.5a =. 

3א.  (4 21
6

2
a a− ב.    −

1
0 , 1 , 

2
a = −. 

)א.  (5 )4 2 1 5a a+ + − ב.  +
1

1
4

a =. 

6) 
5

 ,  , 
6 2 6

a
  

=. 

1
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 חישובי שטחים יסודיים:

 :שאלות

 גרף חשב את השטח המוגבל בין   (1

)  הפונקציה ) 2 2 3f x x x= + + , 

1xוהישרים   x- ציר ה 3x- ו  = =. 
 
 

 

2נתונה הפונקציה   (2 4 5y x x= − + +. 

 את נקודות החיתוך של  מצא  .א
 .x- הפונקציה עם ציר ה

 את השטח המוגבל בין גרף  מצא  .ב
 .y- וציר ה x- הפונקציה, ציר ה

 

 מצא את השטח המוגבל תחת   (3

)  הפונקציה ) 3 22f x x x x= −  x- וציר ה +

 . כמתואר באיור
 
 

 :x- שטח מתחת לציר ה שאלות עם  

)  נתונה הפונקציה (4 ) ( )24f x x x= −. 

 חשב את השטח המוגבל שמתחת הפונקציה  
 שברביע השלישי. x- וציר ה

 

)  נתונה הפונקציה (5 ) 4 21
2

2
f x x x= −. 

 חשב את השטח המוגבל שבין הפונקציה  
 .x- לציר ה

 
  

1
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 חשב את האינטגרל המסוים של   (6

2הפונקציה   6 5y x x= −  . 5-ל  0בין   +

1האם התוצאה מייצגת את סכום  השטחים:   2S S+ ? 

  אם כן, הסבר. אם לא, נמק וחשב את סכום זה.
 

3נתונה הפונקציה   (7 2 2y x x x= − −. 

 כמתואר באיור.  x- וציר ה  בין גרף הפונקציה 2S- ו 1Sהשטחים  יוצרים את  

 .x- עם ציר ה מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה .א

 .x- הפונקציה וציר ה  חשב את השטח הכלוא בין גרף .ב
 

 

 שאלות עם שטחים בין שתי פונקציות: 

)נתונות הפונקציות הבאות:  (8 ) 2 4 12f x x x= − )  -ו− ) 6g x x= − . 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הגרפים של הפונקציות הנ"ל.  
 
 

 

)נתונות הפונקציות :  (9 )
2

9 , 3y x y x= − + = −. 

 חשב את השטח המוגבל בין שתי הפונקציות. 
 

 

 

)נתונות הפונקציות:   (10 ) ( )2 21 , 7f x x g x x= − = −. 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הגרפים של  
 הפונקציות הנ"ל.  

 

)נתונות הפונקציות הבאות:  (11 ) 2 4f x x x= − )- ו + ) 4g x x= − +. 

1S- מסמנים את השטח הכלוא בין שני הגרפים ב 
 

 

  2S  -ב y- ואת השטח הכלוא בין הגרפים וציר ה

 כמתואר באיור. 

 מצא את נקודות החיתוך של הפונקציות.   .א

1חשב את היחס שבין השטחים:   .ב

2

S

S
. 
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): נתונה הפונקציה  (12 ) 3 4 5f x x x= − 5yוהישר   + =. 

 נקודות החיתוך של הפונקציה והישר. מצא את   .א

 חשב את השטח המוגבל ביניהן.  .ב
 

 

) נתונה הפונקציה : (13 ) 3 23 3f x x x x= − + . 

 בנקודות   חותך את גרף הפונקציה ACהישר 

)הבאות: ) ( ) ( )A 0,0  , B 1,1  , C 2,2. 

 . ACחשב את השטח המוגבל בין הפונקציה לישר 

 

)נתונות הפונקציות   (14 ) ( )
2

2f x x= )- ו   − ) ( )
2

2g x x= −  כמתואר באיור.  −

 .II-ו Iהתאם בין הפונקציות לגרפים  .א

 מסמנים את השטחים שבין כל פונקציה   .ב
 כמתואר באיור.  2S- ו 1S- והצירים ב 

 שווים זה לזה.  2S- ו 1Sהראה כי השטחים  

 

 שאלות עם שטחים מורכבים:

)נתונות הפונקציות:  (15 ) ( )2 22 1 , 6 9f x x x g x x x= − + = − +. 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות  
 .x- ובין ציר ה

 

23הפונקציות: נתונות  (16  , 4 6y x y x x= = − +. 

 מצא את קדקוד הפרבולה. .א

 נקודת חיתוך של הפרבולה עם הישר   מצא .ב
 שמשמאל לקדקוד הפרבולה.  

 חשב את השטח המסומן שבשרטוט.  .ג

 

2  נתונות הפונקציות: (17 24 14 , 4 6y x x y x x= − + = + +. 

 הפרבולות. דקודי  ושל ק x- מצא את שיעורי ה .א

 חשב את נקודת החיתוך בין שתי הפונקציות.  .ב

 חשב את השטח המסומן בשרטוט.  .ג
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)נתונות הפונקציות:   (18 ) ( ) ( ) ( )
2 2

3  , 3f x x g x x= − = +. 

 .x- חשב את השטח המוגבל בין שתי הפונקציות וציר ה
 

 

 

) נתונות שתי הפונקציות: (19 )
21 1

 , 2
2 2

y x y x= + = −. 

 מצא את השטח המוגבל בין שתי הפונקציות   .א
 .x- לציר ה

 מצא את השטח המוגבל בין שתי הפונקציות   .ב
 .y- לציר ה

 

)נתונות הפרבולות הבאות:  (20 ) 2 5f x x x= − )- ו + ) 2 3g x x x= − +.  

 .x- וציר ה חשב את השטח המוגבל בין הגרפים של הפרבולות

 
 
 

)נתונה הפונקציה:   (21 ) 2 6 12f x x x= + + . 

 חותך את גרף  ישר העובר בראשית הצירים 
4xהפונקציה בנקודה שבה   =  כמתואר באיור.  −

 מצא את משוואת הישר.  .א

 מצא את נקודת החיתוך השנייה של   .ב
 הישר והפונקציה. 

 מצא את השטח המוגבל בין הישר,   .ג
4xוהישר   x- גרף הפונקציה, ציר ה = −. 

 

22yנתונה הפונקציה:   (22 x= . 

)מעבירים משיק לגרף הפונקציה מהנקודה:   )A 1,2 . 

 . Bבנקודה  x-המשיק חותך  את ציר ה 
 .x- חשב את השטח המוגבל בין הפונקציה, המשיק וציר ה

 

  

1
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)  נתונה הפונקציה: (23 ) ( )
2

2f x x= −. 

  y- מנקודת החיתוך שלה עם ציר ה 
 . מעבירים משיק

 מצא את משוואת המשיק. .א

 x- מצא את נקודת החיתוך של המשיק עם ציר ה .ב

 .x- חשב את השטח הכלוא בין המשיק, גרף הפונקציה וציר ה .ג

 

)  משוואת הפרבולה היא: (24 ) 22 3 2f x x x= − + + . 

)הנקודות   ) ( )B 2,0  , C  הן נקודות חיתוך   0,2

 של הפרבולה עם הצירים. 
 . BCמקביל לישר   Dהמשיק לפרבולה בנקודה 

 מצא את משוואת המשיק. .א

 .x- וציר ה מצא את השטח המוגבל בין הפרבולה, המשיק   .ב

 .y- מצא את השטח המוגבל בין הפרבולה, המשיק וציר ה  .ג

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  תשובות סופיות: 

1) 
2

22
3

 יח"ש.  

)א.  (2 ) ( )1,0 ב.   −5,0 , 
1

33
3

 יח"ש.     

3) 
1

12
 יח"ש .  

 יח"ש.  4 (4

5) 
4

4
15

 יח"ש.    
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 יח"ש.   13  לא. השטח הוא:  (6

)א.  (7 ) ( ) ( )1,0  , 0,0 ב.  −2,0 , 
1

3
12

 יח"ש.      

8) 
1

57
6 

 יח"ש. 

9) 
5

20
6

    . יח"ש 

10) 
1

21
3

 יח"ש.  

)א.  (11 ) ( )1,3 ב.    4,0 , 
5

2
11

    . 

)א.  (12 ) ( ) ( )2,5  , 0,5    יח"ש.     8ב.     −2,5 , 

 יח"ש.   0.5 (13

)א.  (14 ) If x =
 

 ,( ) IIg x  ב. הוכחה.       =

15) 
2

3
     . יח"ש 

א. (16
 

( ב.     2,2(
 

( ג.     1,3(
5

3
6

 יח"ש.  

2x , 2 א. (17 x= = ) ב.    − )1,11
 

ג.     
1

25
3

 יח"ש.   

 יח"ש.  18 (18

א.  (19
4

3
ב.    יח"ש    

7
1

12
      .יח"ש 

20) 
1

16
3

 יח"ש.     

yא.  (21 x= )ב.         − ג.        −3,3(
5

7
6

 יח"ש.     

22) 
1

6
 יח"ש.     

4א.  (23 4y x= − )ב.      + )1,0
 

ג.     
2

3
 יח"ש.   

4yא. (24 x= − ב.     +
2

2
3

ג.   יח"ש.   
2

3
 יח"ש.     
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 :חישובי שטחים יסודיים עם פרמטרים

 : שאלות

2  נתונה הפרבולה: (25 8y ax= + . 

2xשיפוע המשיק לגרף הפרבולה בנקודה שבה    . -2הוא   =

 .aשב את  ח .א

 .yהפרבולה וציר   השטח המוגבל על ידי המשיק,  חשב את .ב

 

2yהפונקציה המתוארת בשרטוט היא:   (26 ax= , (a   .)פרמטר 

 הוא ריבוע.    ABCOהמרובע 
 נמצא על גרף הפונקציה.   Bהקדקוד 

 יחידות.    2ידוע כי אורך צלע הריבוע היא 
 ואת השטח המסומן בסרטוט.  aמצא את ערך הפרמטר  

 

3yנתונה הפונקציה   (27 x=  . 
x :x- מעבירים אנך לציר ה a= (a   )פרמטר חיובי 

 .x- שטח הכלוא בין האנך, גרף הפונקציה וציר ה כך שנוצר 

 את השטח המקווקו בציור.  aהבע באמצעות   .א

 .2a- אם ידוע כי שטח זה שווה ל  aחשב את   .ב
 

)נתונה הפונקציה:   (28 ) 2f x kx x= − . 

9yהישר    הפונקציה בשתי נקודות. חותך את גרף   =
 של אחת מנקודות החיתוך   x- ידוע כי שיעור ה

9xהוא   =. 

 .kמצא את ערך הפרמטר   .א

 מצא את נקודת החיתוך השנייה בין שני הגרפים.  .ב

 חשב את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה,   .ג
 )השטח המסומן(.  x- הישר וציר ה
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   תשובות סופיות: 

. א (25
1

2
a = ב.       −

4

3
 יח"ש.    

26) 
2 1

2  , 
3 2

a  יח"ש.   =

א.  (27
4

4

a
2aב.         =    . 

10kא.  (28 )ב.       = )1,9
 

ג.     
1

81
3 

 יח"ש.   
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 : חישובי שטחים כאשר נתונה נגזרת הפונקציה

 :שאלות

)נגזרת הפונקציה   (29 )f x :היא  ( ) 2' 3 8 12f x x x= − −. 

5yהישר   )חותך את גרף הפונקציה   = )f x  

 .y- על ציר ה

)צא את הפונקציה מ .א )f x. 

 מצא את השטח המוגבל בין הישר והפונקציה.  .ב

 

)הנגזרת של הפונקציה   (30 )f x :המתוארת באיור שלפניך היא  ( )' 3 2f x x= − . 

6yשמשוואתו:   ABישר   חותך את גרף   =

)הפונקציה  )f x  בנקודותA  ו -B . 

  x- מנקודות אלו מורידים אנכים לציר ה
 .  ABCDכך שנוצר מלבן 
 . 4הוא   Aשל הנקודה  x- ידוע ששיעור ה

)מצא את הפונקציה  .א )f x . 

 .x- הפונקציה, המלבן וציר החשב את השטח הכלוא בין גרף   .ב
 

)הן: י באיור שלפניך מתוארות הפונקציות שנגזרות (31 ) ( )' 4 2  , ' 2 1f x x g x x= − = − +. 

4xכאשר:  x- ידוע ששתי הפונקציות חותכות את ציר ה =. 

 מצא את הפונקציות.  .א

 חשב את השטח המוגבל בין הגרפים של שתי   .ב
 )המסומן(.  x- הפונקציות וציר ה

 
 

)נתונה פונקציה   (32 )f x . 

)משוואת המשיק לפונקציה   )f x  2שבה:  בנקודהx = 13yהיא:   − x= +. 

)הנגזרת של הפונקציה היא:  )' 4 7f x x= − −. 

)מצא את הפונקציה   .א )f x. 

 חשב את השטח הכלוא בין המשיק,   .ב
 .y- גרף הפונקציה וציר ה 
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)נתונה פונקציה   (33 )f x :שנגזרתהּ היא  ( ) 2' 3 6 9f x x x= − −. 

20yמשיק לפונקציה ברביע הרביעי בנקודה שבה:   15ישר ששיפועו  = −. 

)מצא את הפונקציה   .א )f x. 

 ?  15האם יש עוד משיקים לגרף הפונקציה בעלי שיפוע  .ב
   מצא אותם.  -אם כן

 ענה על הסעיפים הבאים: .ג

i.   7הראה כי הנקודה שבהx  משותפת למשיק    =

)ולפונקציה שמצאת בסעיף הקודם  )f x. 

ii.   גרף הפונקציה  מצא את השטח הכלוא בין 
 הקודם )ראה איור(.   ףוהמשיק שמצאת בסעי

 

)באיור שלפניך חותך גרף הפונקציה:   (34 ) 2f x x=  

)הפונקציה  את גרף   )g x   2בנקודה שבהx =. 

)הנגזרת של הפונקציה   )g x :היא  ( )' 2 8g x x= −. 

)הפונקציה מצא את   .א )g x. 

 )המסומן(.   x- חשב את השטח הכלוא בין שני הגרפים וציר ה .ב
 

)באיור שלפניך מתוארים גרף הפונקציה   (35 )f x   2והישרy x= . 

)נגזרת הפונקציה  )f x   :היא( )' 2 6f x x= −  

 הפונקציה בנקודה שבה ערך  הישר חותך את  כי וידוע 
 . 16הוא  y- ה

)מצא את הפונקציה  .א )f x . 

 האם יש לגרף הפונקציה ולישר עוד נקודות חיתוך? אם כן מצא אותן.  .ב

 ח המוגבל בין גרף הפונקציה והישר.השטחשב את   .ג
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  תשובות סופיות: 

) א. (29 ) 3 24 12 5f x x x x= − − ב.        +
1

189
3 

 יח"ש.    

) א. (30 ) 2 3 10f x x x= − + ב.        +
1

27
6

 יח"ש.   

) א. (31 ) ( )2 24  , 12f x x x g x x x= − = − +  יח"ש.   46.5ב.        +

)א.  (32 ) 22 7 5f x x x= − − ב.       +
1

5
3

 יח"ש.    

)א.  (33 ) 3 23 9f x x x x= − 15ב.       − 28y x= +     

).  iג.   יח"ש.  ii .546.75ג.           7,133(

)א.  (34 ) ( )
2

4g x x= −
 

ב.       
1

5
3

 יח"ש.     

)א.  (35 ) 2 6f x x x= −
 

)ב.        )0,0
 

ג.      
1

85
3

 יח"ש.     
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 פונקציה רציונאלית: עם חישובי שטחים

 שאלות:

)  נתונות שתי פונקציות: (1 ) ( )2

1
 , f x g x x

x
= =. 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות,  
2xהישר    .  x- וציר ה =

 

 ענה על הסעיפים הבאים:  (2

)מבין כל המשיקים לגרף הפונקציה:  .א ) 2 3

2 1
f x

x x
= −   

 מצא את משוואת המשיק ששיפועו מינימלי. 

 באיור שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציה   .ב
 והמשיק שמצאת בסעיף א'.  

 בין גרף הפונקציה,    חשב את השטח הכלוא
 היוצא מנקודת החיתוך   x- המשיק ואנך לציר ה

 .x- של המשיק עם ציר ה

 

)נתונות שתי פונקציות:  (3 ) ( )
2

2

1 2
 , 

2

x x
f x g x

x x

+
= =

+
 . 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות,  
2xהישר    .x- וציר ה =

 

)באיור שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציות:  (4 ) 22f x x=
 

)- ו  ) 2

a
g x

x
=  

(a  :בתחום )0קבועx  . 
 ידוע כי הגרפים נחתכים ברביע הראשון בנקודה  

4yהנמצאת על הישר:   x=. 

 .aמצא את נקודת החיתוך של הגרפים ואת   .א

  x- חשב את השטח המוגבל בין שני הגרפים, ציר ה  .ב
4xוהישר:   =. 
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)גרף הפונקציה:   (5 )
2

2

a x
f x

x

−
= (a  חותך את ציר ה )קבוע -x בנקודה( )6,0  . 

 וכתוב את הפונקציה.  aמצא את   .א

   חשב את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, .ב
2xוהישר:   x- ציר ה =. 

 

)נתונה הפונקציה:  (6 )
( )

2
2

A
f x

x A
=

+
  (A חיובי פרמטר .) 

 ידוע כי שיפוע הפונקציה בנקודת החיתוך שלה עם 

הוא:   y- ציר ה
1

9
−. 

 .Aמצא את ערך הפרמטר   .א

 .y- החיתוך עם ציר הכתוב את משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודת  .ב

4.5xהראה כי המשיק חותך את גרף הפונקציה בנקודה שבה:    .ג = −. 

 שיק וגרף הפונקציה מהסעיף הקודם.  העבר ישר אופקי מנקודת החיתוך של המ .ד
 מצא את נקודת החיתוך הנוספת של ישר זה עם גרף הפונקציה. 

 (. חשב את השטח כלוא בין המשיק, הישר וגרף הפונקציה )היעזר באיור .ה
 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

     .יח"ש 1 (1

2yא. (2 x= − ב.        +
1

8
       .יח"ש 

 .   יח"ש  1 (3

) א. (4 )2,8  , 32a ב.          =
1

13
3

       .יח"ש 

) א. (5 )
2

2

36
=  , 36

x
f x a

x

−
 יח"ש.  8ב.       =

Aא.  (6 ב.         =6
1 1

9 6
y x= −  ג. הוכחה.     +

ד. 
2

1.5,
3

 
− 
 

ה.          
5

8 
 .   יח"ש
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 פונקצית שורש:  עםחישובי שטחים 

 שאלות:

)באיור שלפניך נתונה הפונקציה:   (1 )
3

f x x
x

= +. 

4yמעבירים ישר:   x=   החותך את גרף הפונקציה 

 המסומנת באיור.    Aבנקודה 

 .Aמצא את שיעורי הנקודה  .א

)חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   .ב )f x , 

4yהישר   x=ציר ה , -x ואנך לציר ה -x :4x =. 

 

)באיור שלפניך נתונה הפונקציה: (2 )
1

2
f x x

x
= +. 

 מצא את נקודת המינימום שלה.  .א

 מנקודת המינימום של הפונקציה מעבירים   .ב

)ישר לנקודה    . x-שעל ציר ה  2,0(

  x- לציר ה  מצא את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, הישר ואנך

)היוצא מהנקודה    החיתוך עם גרף הפונקציה.  עד לנקודת 2,0(

 

 מתוארים הגרפים של   הבא באיור  (3

)הפונקציות:   )
16

f x
x

)- ו  = ) 2g x x=. 

 מצא את נקודת החיתוך של הגרפים.  .א

 חשב את השטח המוגבל בין שני הגרפים,   .ב
9xוהישר   x- ציר ה =. 

 

)נתונה הפונקציה:  (4 ) ( )6f x x x= − . 

הכלוא בין הפונקציה, המשיק לפונקציה בנקודת  חשב את גודל השטח 
 .y- המינימום שלה וציר ה
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)  נתונה הפונקציה (5 )
2 1

x
f x

x
=

+
 ברביע הראשון.   

 לפונקציה העבירו משיק העובר בראשית הצירים. 
 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציה,  

3xהמשיק והישר   =. 

  

)באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה:  (6 )
1

1f x
x

= −. 

4xוהם:   x- מעבירים שני אנכים לציר ה =  
x- ו t= (4t  .)  :נסמן 

1S - וציר ה  השטח הכלוא בין גרף הפונקציה -x. 

2S- השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, ציר ה -x .והאנכים   

1ידוע כי:   28S S= .   מצא אתt. 

 

)נתונה הפונקציה:  (7 )
8x x

f x
x

−
=. 

 יפים הבאים:ענה על הסע  .א

i.  .מצא את תחום ההגדרה של הפונקציה 

ii. מצא את נקודת החיתוך של הפונקציה עם ציר ה -x. 

iii.  .הראה כי הפונקציה עולה בכל תחום הגדרתה 

מעבירים משיק לגרף הפונקציה ששיפועו הוא:   .ב
17

16
m  . מצא את נקודת ההשקה.=

 x- ואנך לציר ה x- חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, ציר ה .ג
 מנקודת ההשקה שמצאת בסעיף הקודם. 

 

)נתונות שתי פונקציות:   (8 ) ( ) ( )0    , 2b f x x b g x x = + = 

הוא  x- גודל השטח הכלוא בין הפונקציות וציר ה
2

2
3

 .  יח"ש 

 . bמצא את ערכו של הפרמטר  
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)באיור שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציות:  (9 ) 2f x x=  

)- ו )
32

g x
x

 ברביע הראשון.   =

xמעבירים ישר   a=   החותך את גרף הפונקציה( )g x  

 והישר.   x- ויוצר את השטח הכלוא בין שני הגרפים, ציר ה 

- ידוע כי שטח זה שווה ל
1

85
3

S = . 

 .aמצא את  

 

)באיור שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציות:  (10 )
3

f x
x

)- ו  = )
3

g x
x

= −. 

xמעבירים שני ישרים:   k= ו -x t=  ותכים את הגרפים אשר ח 
 .  CD- ו ABויוצרים את הקטעים של הפונקציות 

 . AB =2CD ידוע כי:

4k  הראה כי: .א t=. 

 השטח הכלוא בין הגרפים של הפונקציות   .ב
xוהישרים:   k= ו -x t=    :12הואS = . 

 .tמצא את  
 

 ענה על הסעיפים הבאים: (11

)מצא עבור איזה ערך של   .א )1  , a a   :יתקיים
1

3
1 0

2 1

a

dx
x

 
− = 

− 
. 

)באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה:   .ב )
3

1
2 1

f x
x

= −
−

. 

1xוהם:   x- מעבירים שני אנכים לציר ה 13x- ו = =  
 . 2S- ו 1Sכך שנוצרים השטחים  

 x- מצא את נקודת החיתוך של הפונקציה עם ציר ה

 ענה על הסעיפים הבאים:  .ג

i.   ,חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה 

)  והאנך  x- ציר ה )1  , 1S x =. 

ii.   2היעזר בתוצאה שקיבלת ובסעיף א' וקבע לכמה שווה השטחS.  

 נמק את טענתך. 
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)   באיור שלפניך מתוארת הפונקציה: (12 )
9

2 1
f x

x
=

−
 

13xמעבירים את הישרים המקבילים לצירים:   = 
3y- ו  כמתואר באיור.   ABCD כך שנוצר המלבן  =

3yהישר    . Mחותך את גרף הפונקציה בנקודה  =

 .Mצא את שיעורי הנקודה מ .א

 מסמנים את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   .ב
 . 2S- ואת שטח המלבן ב 1S- והישרים ב 

1הראה כי:  

2

2

13

S

S
=. 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות:

) א. (1 )A 1,4
 

    .יח"ש   15.5ב.       

)א.  (2 )min 0.5,1.5
 

      .יח"ש  1.75ב.     

)א.  (3 )4,8
 

    . יח"ש  48ב.      

 יח"ש.      2.26 (4

 יח"ש      0.5 (5

6) 16t =. 

i  .0xא.  (7      ii  .( )4,0    iii  .( )
4

' 1 0f x
x x

= +     

)ב.  יח"ש.  88ג.       16,14(

8) 2b =  . 

9) 9a =.  

1tב.  א. הוכחה   (10 = . 

13aא.  (11 )ב.       = i  .1ג.      5,0( 2S =    ii.2 1 2S S= − =. 

)א.  (12 )M 5,3.    
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 פונקציות טריגונומטריות:  עם ובי שטחיםחיש

 שאלות:

)הפונקציות: נתונות  (1 ) ( )sin  , cosf x x g x x= =. 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות  
 ברביע הראשון.  y- לציר ה

 

)נתונה הפונקציה:  (2 ) 2sinf x x x= +. 

 בתחום שבין ראשית הצירים לנקודת  
 המקסימום הראשונה מימינה העבירו  

 . 1לפונקציה משיק ששיפועו 

 מצא את משוואת המשיק. .א

 חשב את גודל השטח הכלוא בין הפונקציה,   .ב
 . ברביעים הראשון והשני x- המשיק וציר ה

 

)באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה:   (3 )
sin 2 1

2

x
f x

+
=    

0.25בתחום:   1.75x −    מעבירים משיקAB   
 דרך נקודת המקסימום של הפונקציה ומעלים אנך  

 החיתוך הראשונה של גרף   מנקודת x- לציר ה
 . ABCOכך שנוצר המלבן  C- בתחום הנתון המסומנת ב x- הפונקציה עם ציר ה

 (.  ראה סימון בציור) 1S-יסומן ב הכלוא בין גרף הפונקציה והציריםח  השט

 .2S- יסומן ב y- השטח הכלוא בין צלעות המלבן, גרף הפונקציה וציר ה

 של המלבן.  ABמצא את משוואת הצלע   .א

1חשב את היחס:   .ב

2

S

S
. 

 

sinyבאיור שלפניך נתונה הפונקציה: (4 x x= 0בתחום:   + 2x  . 

 האם יש לפונקציה נקודות קיצון פנימיות בתחום הנתון?   .א

  x- מורידים אנך מגרף הפונקציה לציר ה .ב
2xבנקודה שבה:  =. 

 מהנקודה   x- מעבירים ישר המקביל לציר ה
 שמאפסת את הנגזרת.  

 המסומנים בסרטוט שווים. 2S- ו 1Sהראה כי השטחים  
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 וארים הגרפים של הפונקציה  באיור שלפניך מת  (5

)הבאות: ) 2cosf x x= ו -( ) 2sin cosg x x x= +    

0בתחום:   x  . 

 מצא את נקודות החיתוך של הגרפים בתחום הנתון.  .א

 חשב את השטח הכלוא בין שני הגרפים.   .ב

2   השתמש בזהות: 2cos 2 cos sin  = −. 
 

)הנגזרת של הפונקציה   (6 )f x  :היא( )' cos2 sinf x x x= − −. 

 של הנקודות   x- מצא את שיעורי ה .א

)המקיימות:   )' 0f x 0בתחום:   = 2x  . 

) המקיימתידוע כי הנקודה  )' 0f x  אשר אינה   =

 .x- קיצון נמצאת על ציר ה

)מצא את הפונקציה   .ב )f x. 

 באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה בתחום הנתון.   .ג
 חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה והצירים.

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (7

2נתונה הפונקציה:  .א cos 2 sin 2cosy x x x x x= − + +   

'2הוכח כי הנגזרת של הפונקציה היא:   siny x x= 

)באיור שלפניך נתונה הפונקציה:   ) 2 sinf x x x=  

xבתחום:   −  . 

 הראה כי גרף הפונקציה עובר בראשית הצירים.     .ב

 חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   .ג
 בתחום הנתון.  x- וציר ה

 

)נתונה הפונקציה:  (8 ) cos sinf x a x b x= +  ,,a b   .פרמטרים 

בנקודה שבה   x- הפונקציה חותכת את ציר ה
4

x


,0והיא חיובית בתחום   =
4

 
 
 

. 

,0גודל השטח הכלוא מתחת לפונקציה בתחום  
4

 
 
 

2הוא   2 2−  . 

 .b- ו aמצא את ערכי הפרמטרים 
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 תשובות סופיות:

     . יח"ש  0.41 (1

2yא. (2 x=  יח"ש.     ב.      +

1yא.  (3 1ב.      =

2

3 2
1.538

3 2

S

S





+
= =

−
. 

)א. אין נקודת קיצון, הנקודה    (4 ),    .היא נקודת פיתול 

20.5ב.  2 2.934S = − =. 

) א. (5 )
2 1

0,1  , ,
3 4

 
 
 

ב.      
3

1.5 1.299
2

S = =. 

א. (6
7 11

 ,  , 
2 6 6

x
  

)ב.     = )
1

sin 2 cos
2

f x x x= − ג.       +
1

2
 יח"ש.  

) ג.   ב. הוכחה    א. הוכחה   (7 )22 4 11.74S = − .      

8) 2 , 2b a= − =. 
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 חישובי שטחים בין גרף הנגזרת והצירים:

 שאלות:

)הפונקציה   (1 )f x   0מוגדרת בתחום 10x . 

)בציור מתואר גרף הנגזרת  )'f x. 

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   .א )f x  

)אם:  ) ( )0 4 , 2 6f f= − =,( )5 0f )וכן:   = )10 0f . 

 ברביע הראשון   והצירים גרף הנגזרתחשב את השטח המוגבל ע"י  .ב
2xעד לנקודה שבה   =. 

 

)לפניך הגרף של הפונקציה   (2 )'f x . 

 בנקודה   x- הגרף המתואר חותך את ציר ה 

)אחת בלבד והיא   )5,0 . 

)מצא את התחומים שבהם  .א )'f x   היא חיובית 

   ואת התחומים שבהם היא שלילית.

)קבע מהם תחומי העלייה והירידה של הפונקציה  .ב )f x. 

)כתוב את נקודת הקיצון של הפונקציה   .ג )f x   אם ידוע כי 

 .  -2שלה הוא  y- שיעור ה

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   .ד )f x   אם ידוע כי גרף הפונקציה 

8yכאשר  y- חותך את ציר ה  =. 

)כלוא בין גרף הנגזרת  חשב את השטח ה .ה )'f x .והצירים 

 

)בציור מתואר גרף הנגזרת  (3 )'f x   של הפונקציה( )f x. 

)רשום את תחומי העלייה והירידה של   .א )f x. 

 של נקודות הקיצון   x- מצא את שיעורי ה .ב

)של  )f x   .וקבע את סוגן 

)נתון כי הפונקציה   .ג )f x בראשית הצירים וגם מקיימת:   עוברת( ) ( )3 3f f m− = = . 

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   )f x   הבע באמצעות(  בתחום הנ"לm.) 

)גרף הנגזרת    השטח הכלוא בין .ד )'f x וציר ה -x   ברביעים 

 .mיח"ש. מצא את   16השני והרביעי הוא 
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)הנגזרת   (4 )'f x   של הפונקציה( )f x   .מתוארת באיור הבא 

)- האם ל .א )f x   .יש נקודות קיצון? נמק 

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   .ב )f x  

)אם ידוע כי   )3 4f  וכי היא חותכת את ציר   =

5yבנקודה שבה   y- ה = − . 

)גרף הנגזרת    חשב את השטח הכלוא בין .ג )'f x  

 יע הראשון. והצירים ברב
 

)באיור שלפניך מתואר גרף הנגזרת   (5 )'f x   של הפונקציה( )f x . 

)ידוע כי הנקודות   )A 5, 4.75− ,( )B 2, 2   

)- ו )C )נמצאות על   0,14 )f x . 

)מצא את נקודת הקיצון של הפונקציה   .א )f x. 

)כתוב את תחומי העלייה והירידה של   .ב )f x. 

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה   .ג )f x . 

)  ן גרף הנגזרתחשב את השטח מוגבל בי .ד )'f x   0והצירים בתחום 5x . 

 

)באיורים שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציות  (6 )f x ו -( )'f x: 

 
 
 
 
 
 
 

 

 זהה איזה גרף שייך לאיזו פונקציה ונמק.  .א

)נתון כי   .ב )10 3f = )וכי   − )f x חותכת את ציר ה -y   2בנקודה שבהy = −. 

)  גרף הנגזרתמהו השטח המוגבל בין  )'f x 10, הצירים והישרx =? 
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)נתון גרף הנגזרת   (7 )'f x  :הבא 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

)סרטט את גרף הפונקציה   .א )f x   4בתחום 7x−     לפי 

)הנתונים:   ) ( )2 7.6  ,  0 2f f− = = )- ו − )6 606.8f = −. 

 ברביע השלישי.  x- גרף הנגזרת וציר החשב את השטח המוגבל בין   .ב

 ברביע הרביעי. x- וציר החשב את השטח המוגבל בין גרף הנגזרת  .ג

 

)נתון גרף הנגזרת   (8 )'f x  :הבא 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)סרטט את גרף הפונקציה   .א )f x    4בתחום 6x−     עבור 

)הנתונים:   ) ( ) ( )
2 2 1

3 356  , 1 36  , 5 83
5 15 3

f f f− = − = = −. 

3בתחום:   x- וציר ה  גרף הנגזרתחשב את כלל השטח הכלוא בין  .ב 5x−  . 
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)בציור שלפניך מתואר גרף הפונקציה   (9 )f x   0בתחום 7x : 

 
 
 
 
 
 
 

 

)הסתמך על הגרף של   )f x   ועל הערכים הרשומים על הצירים 

 וענה על השאלות הבאות:

 מתקיים:  6- השונים מ xמצא עבור אילו ערכים של   .א

i. ( )' 0f x  

ii. ( )' 0f x =  

iii. ( )' 0f x   

נתון כי:   .ב
6

3

15mdx = כאשר ,m הוא פרמטר המסומן על ציר ה -y. 

)מצא את   )5f . 

)סרטט סקיצה של גרף פונקצית הנגזרת   .ג )'f x   0בתחום 3x  . 

)מצא את השטח המוגבל בין הגרף של פונקצית הנגזרת   .ד )'f x  

1בתחום   x- וציר ה 3x  . 

 

 סרטוט נתונים הגרפים של פונקציה ושל נגזרתה. ב (10

 לפונקציה ואיזה שייך לנגזרת. נמק.   ך, שייIIאו  Iזה מהגרפים, קבע אי .א

 כמה נקודות פיתול יש לפונקציה? נמק וסמן אותן על הסרטוט.  .ב

)נתון:   .ג ) ( )Q 2,1  , P 2,  Iבין גרף   א . מצא את גודלו של השטח הכלו−4

 )השטח המסומן בסרטוט(.    x- לציר ה
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 תשובות סופיות:

 הסקיצות מופיעות במרוכז בעמוד הבא. הערה: סרטוטי 

 יח"ש.    10ב.  (1

5xא. חיובית:   (2   :5, שליליתx .   :5ב. עולהx   :5, יורדתx  

)ג.  )min 5,  יח"ש.    10ה.     .ד. הוכחה      −2

3ולה:  א. ע (3 0 , 3 4x x−      :4, יורדת 3 , 0 3x x−   −   

minב.  max min3 , 0 , 3x x x= − = 8mד.     . ג. הוכחה .   = = − 

)א. לא. הנקודה   (4  היא פיתול מכיוון שהפונקציה עולה לפניה ואחריה.     3,0(

 יח"ש.     9ג.       .ב. הוכחה

)א.  (5 )min 5, 5xב. עולה:     .    −4.75   :5, יורדתx   . 

 יח"ש.   18.75ד.     . ג. הוכחה

)א.  (6 ) ( ): II ,  ' : If x f x       .יח"ש.  1ב 

 יח"ש.  604.8ג.   יח"ש.      9.6ב.       .א. הוכחה (7

 יח"ש.    512ב.     . א. הוכחה (8

).  iא.  (9 )' 0 :1 3f x x      .אii  .( )' 0 :  1 , 3 6f x x x= =   

).  iiiא.  )' 0 :  6 7 , 0 1f x x x     

)ב.  )5 5 , 5f m=  יח"ש.    4.2ד.          =

) - I. גרף א (10 )'f x   וגרףII - ( )f x.  .נקודות פיתול.  3ב 

 יח"ש.  3ג. 
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 סרטוטי גרפים לפי מספרי שאלות: 
 
1  )    2  )    3  )    
 
 
 
 
 
 
 
4  )    5  )    7  )  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8  )      9  )     
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חדוא 71071
פרק 32 - חשבון אינטגרלי - חישובי נפחים של גופים ובעיות קיצון עם

אינטגרלים

תוכן העניינים

1. חישוב נפחים באמצעות האינטגרל י 382

2. בעיות קיצון עם אינטגרלים י 387

381

381



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                          
 

 חישוב נפחים באמצעות האינטגרל:

 סיכום כללי:

)נפח הגוף שנוצר עקב סיבוב הפונקציה   • )f x   סביב 

xבגבולות:   x-ציר ה a=  ו-x b=   נתון ע"י האינטגרל 

):   הבא )( )
2

b

a

V f x dx= . 

 
  

בפרט עבור גוף הנוצר ע"י בסיס שטח הכלוא בין   •

)של הפונקציות  הגרפים  )f x ו-( )g x   נקבל את

)   הנוסחה הבאה: )( ) ( )( )
2 2

b

a

V f x g x dx  = −
 . 

  

 

 :שאלות

)  הפונקציה: נתונה (1 ) 2 1f x x= + . 

3xהשטח הכלוא בין הפונקציה, הישר   =  
 .x-והצירים מסתובב סביב ציר ה

 חשב את נפח גוף הסיבוב המתקבל באופן זה. 

 

)באיור שלפניך נתונה הפונקציה:   (2 ) 24f x x= −. 

 מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה   .א
 .x-עם ציר ה

 חשב את נפח הגוף שנוצר ע"י סיבוב   .ב
 .x-גרף הפונקציה סביב ציר ה
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)נתונה הפונקציה:   (3 )
12

3
f x

x
=

+
0xבתחום:   . 

 .x-גרף הפונקציה מסתובב סביב ציר ה 
0מסמנים את נפח הגוף שנוצר בין הגבולות   1x   

1ואת נפח הגוף שנוצר בתחום:   1V-ב 3x  2-בV. 

1חשב את היחס:  

2

V

V
. 

 

)נתונה הפונקציה:   (4 )
12

3
f x

x
=

+
0xבתחום:   . 

 .x-גרף הפונקציה מסתובב סביב ציר ה 
0מסמנים את נפח הגוף הנוצר בין הגבולות   x a   

3aואת נפח הגוף שנוצר בתחום:   1V-ב x  2-בV. 

1מתקיים:   2V V=  מצא את .a. 

 

)נתונה הפונקציה   (5 ) sin cosf x x x= 0בתחום: + 2x   . 

 השטח הכלוא בין גרף הפונקציה והצירים ברביע הראשון  
 . x-מסתובב סביב ציר ה

 מצא את נפח גוף הסיבוב שנוצר. 

 

 בשרטוט נתונות הפונקציות ברביע   (6

)הראשון:  ) ( )
1

 , f x x g x
x

= =. 

 מצא את נפח גוף הסיבוב שנוצר, כאשר השטח הכלוא  

2xוהישר  בין הפונקציות   .x-מסתובב סביב ציר ה =

 

)נתונות הפונקציות:  (7 ) ( )
1

 , cos
cos

f x g x x
x

= =.  

השטח הכלוא בין הפונקציות לישר  
6

x


=   

 . x-מסתובב סביב ציר ה
 הסיבוב שנוצר. חשב את נפח גוף 
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 חשב את נפח גוף הסיבוב שנוצר כאשר השטח המוגבל   (8

)בין הגרפים של פונקציות:  )
1

f x
x

=,( ) 2 1g x x= −, 

3xוהישר   x-ציר ה  .x-מסתובב סביב ציר ה  =

 

)תונים הגרפים של הפונקציות:נ (9 )f x x= ו-( ) ( )
2

2 3g x x= − . 

1xהראה כי הפונקציות נפגשות בנקודה שבה   .א =. 

 השטח הכלוא בין הפונקציות ונמצא משמאל   .ב

)דקוד הפרבולה  ו, היוצא מקx-לאנך לציר ה )g x   

 .x-מסתובב סביב ציר ה
 מצא את נפח גוף הסיבוב שנוצר. 

 

 ענה על השאלות הבאות: (10

3sinהוכח את הזהות:   .א 3 3sin 4sin  = −. 

)נתונות הפונקציות:   .ב ) 2sin cos2f x x x= − 

)-ו ) 22sing x x=   בתחום 0 :. 

 השטח הכלוא בין גרפים של שתי הפונקציות 
 .x-בתחום הנתון מסתובב סביב ציר ה 

 חשב את נפח גוף הסיבוב שנוצר. 

 

)הפונקציות:   (11 ) 2f x x= ו-( ) 28g x x= − 

 כמתואר באיור.    B-ו Aנחתכות בנקודות 
 נסמן את נקודות החיתוך של גרף  

)הפונקציה   )g xעם ציר ה-x ב-C ו-D.   

 .  D-ו  A ,B ,Cמצא את שיעורי הנקודות  .א

 . x-הפונקציות מסתובב סביב ציר ההשטח הנוצר בין הגרפים של שתי   .ב
 מצא את נפח גוף הסיבוב שנוצר. 

 . x-מסתובב סביב ציר ה  x-השטח הכלוא בין הגרפים של הפונקציות וציר ה  .ג
 מצא את נפח גוף הסיבוב שנוצר באופן זה.  
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 חשב את נפח גוף הסיבוב שנוצר ע"י סיבוב   (12
 השטח הכלוא בין הגרפים של  

)הפונקציות   ) 5f x x= )-ו − ) 22 25g x x= − −  

 .x-סביב ציר ה  x-וציר ה

 

)לפניך גרף הפונקציה:   (13 ) 5f x x= −. 

 חשב את נפח הגוף שנוצר כאשר השטח בין גרף   .א
0הפונקציה בתחום   10x  ובין ציר ה-x   

 .x-מסתובב סביב ציר ה

 האם תוצאת החישוב של הסעיף הקודם   .ב

)ם במקום   תשתנה א ) 5f x x=  נשתמש   −

)בפונקציה   ) 5g x x=  ? נמק. −
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  :תשובות סופיות

1) 
3

69
5
   יח"נV =. 

)א.  (2 ) ( )2,0 ב.      .−2,0 , 
2

10
3
   יח"נV =. 

3) 1

2

1
V

V
=. 

4) 1a =. 

5) 
21 3

8.97
2 4


 +    יח"נV =. 

6)    יח"נV =. 

Vיח"נ    0.243 (7 =. 

8) 
5

6
   יח"נV =. 

9) 
21

40
   יח"נV =. 

)א. שימוש בזהות של    (10 )sin  +  .ייתן את המבוקש  

Vיח"נ   17.46ב.   =. 

)א.   (11 ) ( ) ( ) ( )A 2,4  , B 2,4  , C 8,0  , D 8,0− −.  

ב.  
2

170
3
  יח"נV Vיח"נ  22.42ג.   .= =. 

12) 240  יח"נV =. 

א.    (13
1

83
3
   יח"נV  ב. לא.    =
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 בעיות קיצון עם אינטגרלים: 

 :שאלות

)   שבעבורו ערך האינטגרל aת ערכו של  מצא א (1 )
2 1

2 1

a

a

x dx

+

−  .מינימלי 

 

): בשרטוט נתונה הפונקציה (2 ) ( )
1

1 2  ,  
1

b
b f x

x

−
  =

−
  . 

 השטח הכלוא בין הפונקציה,   bלאיזה ערך של  
xהישרים   b= 2- וx  מקסימלי?  x- וציר ה =

 

)בשרטוט נתונות הפונקציות:  (3 ) ( )2  , 6f x x g x x= = − 

 והמרחק   x- , הנמצאות על ציר הB-ו  Aמהנקודות 
 . x- , העלו אנכים לציר ה2ביניהן הוא 

  x- שתי הפונקציות וציר ההשטח הכלוא בין האנכים, 
 . x- מסתובב סביב ציר ה

  Aמצא מה צריכים להיות שיעורי הנקודה 
 גוף הסיבוב המתקבל באופן זה יהיה מקסימלי. כדי שנפח  

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות

1) 
1

2
a = − 

2) 
4

1
9

b = 

3) 
1

A 1 ,0
3

 
 
 
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 : תמעריכי הפונקצי

 :סיכום כללי

 אינטגרלים מיידים של פונקציות מעריכיות:

 אינטגרלים יסודיים אינטגרלים של פונקציות מורכבות

 
ln

mx n
mx n a

a dx c
m a

+
+ = +

  
ln

x
x a

a dx c
a

= + 

mx n
mx n e

e dx c
m

+
+ = + 

x xe dx e c= + 

 

 שאלות:

 אינטגרל כללי:

   :חשב את האינטגרלים הבאים (1

) .א )35 1x x xe e e dx−− + + ב. ( )23 5x x dx+ 

) .ג )4 16 xe dx−

 

 

) .ד )
2

x xe e dx−+ 

 חשב את האינטגרלים הבאים:  (2

 .א
2 1

1

x

x

e
dx

e

−

− 

 

 .ב
3 23 5 4 2

1

x x x

x

e e e
dx

e

− + −

− 

 חשב את האינטגרלים הבאים:  (3

) .א )4x xe e dx−+ ב. ( )
2

1xe dx+

 

 .ג
2 32 4 10

5

x x x

x
dx

+ +
 

 

 .ד
3 4

1
4 x

x
e dx

e

 
+ 

 
 
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 חשב את האינטגרלים הבאים:  (4

 .א
3

x

x

e
dx

e

 
 

+ 
 ב. 

( )
2

3

3

x

x

e
dx

e x

 
− 

 −
 

 ג. ( )
2xxe dx 

 

 אינטגרל מסוים: 

)נתונה נגזרת של פונקציה:    (5 )
1

' 2 x

x
f x e

e
= −. 

צא את הפונקציה אם ידוע שהיא עוברת בנקודה  מ
1

ln 2,3
4

 
 
 

. 

 

)נתונה נגזרת של פונקציה:    (6 ) 2' 2x xf x e e= + −. 

מצא את הפונקציה אם ידוע שערך הפונקציה בנקודת המינימום שלה הוא 
1

2
. 

 

)תונה נגזרת של פונקציה:   נ (7 )
32

2

1
' 6 xf x x e

x
= −. 

מצא את הפונקציה אם ידוע שהיא עוברת בנקודה  
2

1,
e

 
− 
 

. 

 

   חישובי שטחים:

)נתונות הפונקציות:   (8 ) xg x e−= ,( ) xf x e=.  

 מצא את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות  
ln3xלישר   =. 

 

)נתונה הפונקציה:   (9 ) 3xf x = . 

 מצא את גודל השטח הכלוא בין הפונקציה,  
9yהישר    .y- וציר ה =
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)נתונה הפונקציה:   (10 ) 2x xf x e e= − . 

 הצירים.   לפונקציה העבירו משיק בראשית
 מצא את גודל השטח הכלוא בין הפונקציה,  

2xהמשיק והישר   =. 

 

 נתונות הפונקציות:   (11

( ) 16 xh x e−=  ,( ) 3xg x e=   ,( ) xf x e=.  

 חשב את גודל השטח הכלוא שבין שלוש הפונקציות. 

 

)נתונה הפונקציה:   (12 ) 5 xf x e= −. 

 . −eהעבירו לפונקציה משיק ששיפועו  
 בין  השטח הכלוא שב את גודל ח

 .x- הפונקציה, המשיק וציר ה

 . בתשובה ln-ו eניתן להשאיר  

 

)נתונה הפונקציה:   (13 ) bxf x e=   ,( )0 b.  

 המשיק לפונקציה העובר  ונקציה, גודל השטח הכלוא בין הפ

הוא   y-בראשית הצירים וציר ה 
2

4

e − . 

 .bמצא את ערכו של הפרמטר  

 

)נתונות הפונקציות:   (14 ) xg x e−=  ,( )
1

2
x

f x e=. 

)הפונקציה  מנקודה הנמצאת על גרף  )g x רידו אנך לשני  ברביע הראשון הו

)חותך את הפונקציה   y- לציר ה הצירים. המשך האנך  )f x   ומנקודת החיתוך

 בן. כך שנוצר מל x- לציר היורד אנך נוסף 

הוכח כי שטחו המקסימלי של מלבן כזה הוא  
3

e
. 
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 באיור שלפניך מתוארים הגרפים של   (15

)הפונקציות:   ) 2xf x e= ו -( ) 2xg x e−=  . 

x  את הישר  x- אנך לציר המעבירים  a=  ,0a  
 כמתואר באיור.  

 .2S- ו 1Sאנך זה יוצר את השטחים 

ידוע כי השטח  
1S   מהשטח   3גדול פי

2S . 

 .aמצא את  

 

)נתונה הפונקציה:   (16 ) 2 1 2 2xf x e ex−= − −. 

  היא נקודת המינימום של הפונקציה. A הנקודה

 .Aמצא את שיעורי הנקודה  .א

 עם ראשית הצירים.  Aמחברים את הנקודה 

 כתוב את משוואת הישר המחבר את   .ב
 עם הראשית.  Aהנקודה 

 חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה,   .ג
 אם ידוע כי גרף הפונקציה חותך   ,x- ההישר וציר  

1.7xבנקודה שבה   x- את ציר ה =. 

 

)נתונה הפונקציה:   (17 )
4

x axe e
f x

+
=. 

ידוע כי הפונקציה עוברת דרך הנקודה:  
3

2

1
1,

4

e

e

 +
 
 

.  

 וכתוב את הפונקציה.  aמצא את   .א

)באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה   .ב )f x   :0.1והישרy x=. 

2xוהאנך:   yציר  ,חשב את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, הישר  =. 

 

 באיור שלפניך מתוארים הגרפים של שלוש פונקציות:  (18

I .( ) 2xf x =       II  .( ) 4xg x =      II  .( ) 4 22 xh x −= 

 קבע איזה גרף מתאר כל פונקציה.  .א

 C-ו  A  ,Bמצא את שיעורי הנקודות  .ב
 )נקודות החיתוך שבין הגרפים(. 

 . חשב את השטח המסומן באיור .ג
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  ענה על הסעיפים הבאים: (19

)גזור את הפונקציה הבאה:  .א )1xy e x= −. 

 באיור שלפניך מתוארים הגרפים של   .ב

)הפונקציות:   ) xg x e= −  ,( ) xf x xe=. 

x  מעבירים ישר a=  ,( )0a    החותך את הגרפים 

 השטח המתואר   ויוצר את של שתי הפונקציות 
 והישר.   y- ציר ה, הכלוא בין הגרפים של שניהם

 .a.  מצא את  22e- ידוע כי שטח זה שווה ל

 

  חישובי נפחים:

):  נתונות הפונקציות (20 ) xg x e−=  ,( ) xf x e=. 

ln:  השטח הכלוא בין הפונקציות והישר 2x =  
 .x- מסתובב סביב ציר ה

 חשב את נפח גוף הסיבוב שנוצר. 
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  :תשובות סופיות

א.  (1
3

5
3

x
x xe

e e x c−− − + ב.  +
23 5

ln 3 2ln 5

x x

c+ +   

ג. 
1

2
23

x

e c
−

2ד.    + 21 1
2

2 2

x xe x e c−+ − + 

xeא.  (2 x c+  ב.   +
23

2 2
2

x
xe

e x c− + + 

41א.  (3

4

x xe e c−− 2ב.   + 21

2

xe c+ +   

0.4ג.  3.2 200

ln 0.4 ln3.2 ln 200

x x x

c+ + ד. +
4

3
3

8
4

x

xe e c
−

− + 

2 א. (4 3xe c+  ב.   +
1

3x
c

e x
+

−
 ג.  

21

2

xe c+ 

5) ( ) 2 1.25x xf x e e−= + − 

6) ( ) 21
2 1

2

x xf x e e x= + − − 

7) ( )
3 1

2 1xf x e
x

= + + 

8) 
1

1
3

Sיח"ש   = 

Sיח"ש   10.72 (9 =   

Sיח"ש   18.41 (10 =    

11) 
1

3
3

Sיח"ש   =       

Sיח"ש    0.192 (12 =    

13) 2b = 

15) ln 2a = 

) א. (16 )A 1, 2e− )ב.    − )2y e x= − Sיח"ש  4.744 ג. + = 

2aא.  (17 = −   ,( )
2

4

x xe e
f x

−+
 1.52ב.  =

) ב. (18 )C 0,1   ,
1

B 1 ,2.52
3

 
 
 

  ,( )A Sיח"ש  1.03 ג.   1,4 = 

'א.  (19 xy xe=    .2בa = 

20) 
1

1
8
 יח"נ . 

1

פרק 33חשבון אינטגרלי - פונקציה מעריכ...

393

393



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                        

 

 ת: לוגריתמי הפונקצי

 סיכום כללי:

 :לוגריתמיותאינטגרלים מיידים של פונקציות 

 אינטגרל יסודי אינטגרל של פונקציה מורכבת

1 1
lndx ax b c

ax b a
= + +

+ 
1

lndx x c
x

= + 

 

 :שאלות

 אינטגרל כללי:

   :חשב את האינטגרלים הבאים (1

 .א
3 2 4

1 3 1
dx

x x x

 
+ − 

+ − 
 ב. 

2 3 4x x
dx

x

+ −
 ג. 

2

3

9

x
dx

x

+

− 

 

 : חשב את האינטגרלים הבאים (2

 .א
2 3 5

1

x x
dx

x

+ +

+ ב. 
3 2 5 6

2

x x x
dx

x

− + −

− ג. 
4 3

1

x
dx

x

+

+ 

 

 : האינטגרלים הבאיםחשב את   (3

 .א
2

2

3

x
dx

x − ב. 
2

1

2

x
dx

x x

−

− ג. 
5

x

x

e
dx

e + 

 .ד
x x

x x

e e
dx

e e

−

−

−

+ ה. 
cos

sin

x
dx

x  

 

 אינטגרל מסוים: 

)נתונה נגזרת של פונקציה:    (4 )
1

' 2
4

f x x
x

= −
−

 .  

)מצא את הפונקציה אם ידוע שהיא עוברת בנקודה   )5,28. 
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)נתונה נגזרת שנייה של פונקציה:    (5 ) 2

1
'' 6f x x

x
= מצא את הפונקציה אם   .−

)ידוע שהיא עוברת בנקודה   )1,  . 3בנקודה זו הוא   וששיפועה  −2

 

 חישובי שטחים: 

)נתונה הפונקציה:   (6 )
1

f x
x

=.  

 הפונקציה,  חשב את גודל השטח הכלוא בין 
1xהישרים   = 4x- ו − =   .x- וציר ה −

 בתשובה. lnניתן להשאיר 

 

): נתונות הפונקציות (7 )
4

8
f x

x
=

−
  ,( )

2

1
f x

x
=

+
. 

 גודל השטח הכלוא בין הפונקציות,   חשב את
4xהישר    והצירים.  =

 

)נתונה הפונקציה:   (8 )
2 3

1

x
f x

x

+
=

−
 . 

 חשב את גודל השטח הכלוא בין גרף הפונקציה,  
2xהמשיק לפונקציה בנקודה שבה    ואנך לציר   =

 העובר בנקודת המינימום של הפונקציה.   x- ה
 בתשובה.  lnאפשר להשאיר ביטוי עם 

 

)באיור שלפניך נתונות הפונקציות:   (9 )
1

a
f x

x
=

−
   

)- ו )
1

2

a
g x

x

−
=

−
0xבתחום:    . 

 ידוע כי הגרפים של הפונקציות נחתכים  
3xבנקודה שבה   =. 

 וכתוב את שתי הפונקציות.  aמצא את   .א

 חשב את השטח המוגבל ע"י הגרפים של   .ב
xוהישר   y- הפונקציות, ציר ה שתי  e=− 
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)נתונה הפונקציה:   (10 ) 7
b

f x ax
x

= + +. 

 ידוע כי משוואת המשיק לגרף הפונקציה  
18היא:      -החיתוך שלה עם ציר ה בנקודת  9y x= −. 

 וכתוב את הפונקציה.  b- ו aצא את  מ .א
 שחותך את גרף    y- מעבירים ישר המקביל לציר ה

 .  Bואת משוואת המשיק בנקודה  Aהפונקציה בנקודה 
 .18הוא  ABאורך הקטע 

  Aמצא את משוואת הישר הנ"ל אם ידוע כי הנקודה  .ב
 .x- נמצאת מימין לנקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה

 חשב את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, המשיק והישר.  .ג

 

)הנגזרת של הפונקציה   (11 )f x   :היא( ) 2

4
'f x

x
= −. 

 משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודה  
2xשבה:   4yהיא:   = x= −. 

)מצא את הפונקציה   .א )f x. 

)באיור שלפניך מתוארים גרף הפונקציה   .ב )f x  

0xוהמשיק בתחום:    .   
 השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, המשיק,    חשב את

2xוהישר   x- ציר ה e=. 

 

)באיור שלפניך נתונה הפונקציה:    (12 )
2

f x
x

=   

0xבתחום:   . :מעבירים את הישרים   
3x k=  ,2x k= ,x k= ,  4x =    

4xכמתואר   . 

 .2S- ו 1Sאת השטחים:     הבע באמצעות   .א

2הראה כי ההפרש:   .ב 1S S− אינו תלוי ב -k  .וחשב את ערכו 

 .kמצא את   .1Sמהשטח   3גדול פי  2Sנתון כי השטח   .ג

 
 
 

 

 

x

k

1

פרק 33חשבון אינטגרלי - פונקציה מעריכ...

396

396



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                        

 

)  נתונות הפונקציות: (13 )
4

f x
x

= )  -ו   − )
2 5

k
g x

x
=

+
. 

)גרף הפונקציה   )g x  חותך את ציר ה -y   בנקודה 

0.4yשבה   =. 

)מצא את הפונקציה   .א )g x. 

 הגרפים. מצא את נקודת החיתוך של שני  .ב

1xחשב את השטח המוגבל ע"י שני הגרפים והישר   .ג = −. 

 

 באיור מתוארים הגרפים של הפונקציות:   (14

( ) ( )ln 1xf x e−= )- ו + ) ( )2 3ln x xg x e e− −= +  

)בתחום:   )0x . 

 .y- הראה כי הגרפים נחתכים על ציר ה .א

x  מעבירים ישר .ב a=  ,( )1a   המאונך 

 אשר חותך את הגרפים של שתי   x- לציר ה
 )ראה איור(.   Sהפונקציות ויוצר את השטח  

4Sעבורו מתקיים:   aמצא את ערכו של   =. 

 

)באיור שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציה:   (15 )
2

3 1
f x

x
=

−
yוהישר:   x=. 

 מצא את נקודת החיתוך של הפונקציות   .א
 הנמצאת ברביע הראשון. 

x - x- עבירים אנך לציר המ a=  מימין   הנמצא 
   לנקודת החיתוך שמצאת בסעיף הקודם.

  2S- ו 1Sהאנך החותך את הגרפים ויוצר את השטחים  

 המתוארים האיור. 

- יהיה שווה ל 2Sעבורו השטח   aמצא את הערך של   .ב
1 2

ln 7
2 3
+. 

1שמצאת בסעיף הקודם חשב את יחס השטחים:   a- עבור ערך ה .ג

2

S

S
. 

 

  

1

פרק 33חשבון אינטגרלי - פונקציה מעריכ...

397

397



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                        

 

   חישובי נפחים:

)נתונה הפונקציה:   (16 )
1

f x
x

= . 

1xהשטח הכלוא בין הפונקציה, הישרים   3x- ו =   x- וציר ה =
 .x- מסתובב סביב ציר ה

 מצא את נפח גוף הסיבוב שנוצר באופן זה.   

 . בתשובה lnאפשר להשאיר 

 

)תונה הפונקציה:  נ (17 )
2 1

x

x

e
f x

e
=

+
 . 

lnהשטח הכלוא בין הפונקציה, הצירים והישר   3x =   
 . . חשב את נפח גוף הסיבוב שנוצרx- מסתובב סביב ציר ה

 

)נתונה הפונקציה:   (18 )
2

f x x
x

= +. 

xהשטח הכלוא בין הפונקציה, הישרים   a= 3- וx a= +  ,( )0a   

 .x- מסתובב סביב ציר הx- וציר ה
 גוף הסיבוב המינימלי שנוצר באופן הזה. חשב את נפח 
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 תשובות סופיות:

 .א (1
4ln 3 1

3ln 2ln 1
3

x
x x c

−
+ + −  ב. +

2

3 4ln
2

x
x x c+ − lnג.      + 3x c− + 

 א. (2
2

2 3ln 1
2

x
x x c+ + +  ב.  +

3 2

7 8ln 2
3 2

x x
x x c+ + + − +  

 ג.
4 3 2

4ln 1
4 3 2

x x x
x x c− + − + + + 

2lnא.  (3 3x c− 21 ב.   +
ln 2

2
x x c− lnג.   + 5xe c+ + 

lnד.  x xe e c−+ lnה.   + sin x c+ 

4) ( ) 2 ln 4 3f x x x= − − + 

5) ( ) 3 ln 2f x x x x= + − − 

6) ln Sיח"ש  4 = 

Sיח"ש   2.17 (7 = 

8) 4ln 2 Sיח"ש  −2 = 

2aא.  (9 =   ,( )
1

2
g x

x
=

−
  ,( )

2

1
f x

x
=

−
Sיח"ש   1.76. ב   = 

4bא. (10 = −  ,2a =   ,( )
4

7 2f x x
x

= + 2xב.    − =   

6יח"ש  11.54 ג. ln256S = +  

) א. (11 )
4

f x
x

6 ב.  = 4ln2−  יח"שS = 

2א. (12 2lnS k=  ,1 2ln ln16S k= 2ב.  − 1 ln16S S− 8k ג. = = 

)א. (13 )
2

2 5
g x

x
=

+
)ב.   ג. −2,2(

1
ln 5 1.674

3
  יח"שS = 

2aב. (14 =  

). א (15 )1,1
   

5aב.  1ג. =

2

5.955
S

S
= 

16) ln3  יח"נV = 

17) ln 2
2


Vיח"נ   = 

18) 
1

19 4ln 4
2


 

+ 
 

Vיח"נ   = 
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 פונקצית חזקה עם מעריך רציונאלי:

 סיכום כללי:

 : אינטגרלים מיידים של פונקצית חזקה עם מעריך רציונאלי

 אינטגרל יסודי אינטגרל של פונקציה מורכבת

( ) ( )
( )

1

1

m

m n
m

n n
ax b

ax b dx ax b dx c
m

a
n

+
+

+ = + = +
 
 + 
 

  
1

1

m
m n

n m n
x

x dx x dx c
m

n

+

= = +

+
  

 

1תנאי לקיום האינטגרציה: 
m

n
 −  . 

 

  :אלותש

  :גרל של פונקצית חזקהנטאי

   חשב את האינטגרלים הבאים: (1

3 .א xdx ב. ( )44 2x x dx− ג. ( )5x x dx 

 .ד
3

3
dx

x
 ה. 

4

4x
dx

x

+
 ו. 

3 3 5x x
dx

x

− +
 

3 .ז 2 3x dx− 4 .ח 5 xdx− ט. 
8

3

7 12
dx

x +
 

 .י
5

7

14 2
dx

x−
 

  

 

 חשב את ערכי האינטגרלים הבאים:  (2

) .א )
8

5

0

4x x dx+ ב. ( )
16

4

3

5 1x dx+ ג. 
5

4
10

2

6
dx

x− −
 
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 אינטגרל מסוים: 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (3 ) 3' 2 4f x x x= −  . 

)עוברת בנקודה   הפונקציה ידוע כי  )2,3. 

 מצא את הפונקציה. 

 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (4 ) 3' 5 7f x x= +  . 

4xבנקודה שבה   x- ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה =  . 
 מצא את הפונקציה. 

 

)נתונה הנגזרת הבאה:   (5 ) ( )
2

5

10
' 1

1
f x x

x
= + −

+
  . 

6yבנקודה שבה     - ציר הידוע כי הפונקציה חותכת את  = − . 
 מצא את הפונקציה. 

 

  חישובי שטחים:

)איור שלפניך מופיע גרף הפונקציה: ב (6 ) 34f x x x= −. 

 מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה   .א
 .x- עם ציר ה

 הנוצר בין גרף הפונקציה והצירים.חשב את השטח  .ב

 

)באיור שלפניך מצויר גרף הפונקציה:   (7 )
2 4x

f x
x

−
=. 

 מהו תחום ההגדרה של הפונקציה?  .א

 מצא את נקודת החיתוך של הפונקציה   .ב
 .x- עם ציר ה

)מהנקודה   y- מעבירים אנך לציר ה .ג )4,6  . 

 והצירים. השטח הנוצר בין גרף הפונקציה, האנך  חשב את  
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)באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה:   (8 ) 42f x x= −.  

 מעבירים אנכים לצירים מנקודות החיתוך של  
 מלבן.  רף הפונקציה עם הצירים כך שנוצר ג

 גרף הפונקציה והצירים: שבין  השטח   מסמנים את
 . 2S- ואת השטח שבין גרף הפונקציה והאנכים ב 1S-ב

1מצא את היחס:  

2

S

S
. 

 

 איור שלפניך נתונים הגרפים של הפונקציות  ב (9

)  הבאות: ) 34f x x=  ,( )
3

1
g x

x
=. 

0xמצא את נקודת החיתוך של הגרפים בתחום:   .א . 

x  ,x- ה  מעבירים אנך לציר .ב a= ( ,a .)פרמטר   
 ידוע כי השטח שנוצר בין שני הגרפים מנקודת  

הוא:   החיתוך שלהם ועד לאנך 
3

42
16

 סמ"ר.   

 .aמצא את  

 

)נתונה הפונקציה:    (10 ) 4 5 6f x x ax= + −  , (a   . )פרמטר 

2xבנקודה שבה   x- ציר הידוע כי גרף הפונקציה חותך את  =. 

 וכתוב את הפונקציה.  aמצא את הפרמטר   .א

 מהו תחום ההגדרה של הפונקציה?  .ב

 מצא את נקודת קיצון הקצה של הפונקציה.  .ג

  העובר   א את משוואת המשיק לגרף הפונקציהמצ .ד
 .x- ה  שלה עם ציר דרך נקודת החיתוך

)ונקציה  באיור שלפניך מתואר גרף הפ  .ה )f x   

 מורידים אנך    .הקודם  והמשיק שמצאת בסעיף
   .שמצאת בסעיף ג'  מהמשיק אל נקודת קיצון הקצה של הפונקציה

)חשב את השטח הנוצר בין גרף הפונקציה   )f x .והמשיק 
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 באיור שלפניך נתונים הגרפים של   (11

)הפונקציות:   ) 62g x x= −  ,( ) 3f x x=. 

 מצא את נקודת החיתוך של הגרפים.  .א

 .y- חשב את השטח הכלוא בין שני הגרפים וציר ה .ב

 

)הנגזרת של הפונקציה   (12 )f x   :היא( )
( )

4
5

1
'

6 5
f x

x
= −

−
. 

1.2xבנקודה שבה:  x- ר הידוע כי הפונקציה חותכת את צי  =. 

)מצא את הפונקציה   .א )f x. 

)חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   .ב )f x , 

)גרף הפונקציה:   ) 10g x x=  וציר ה -x. 

 

)נתונה הפונקציה:   (13 ) 2

3

3 1

25
f x x

x
= +

−
. 

 מצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה   .א
3xבנקודה שבה   = −. 

)חשב את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   .ב )f x , 

 .y- המשיק וציר ה

 

)נתונה הפונקציה:   (14 ) 3 4f x x x= −. 

  מהו תחום ההגדרה של הפונקציה? .א

 .x- מצא את נקודות החיתוך של הפונקציה עם ציר ה .ב

 באיור שלפניך מתואר גרף הפונקציה ברביע   .ג
 השטח הכלוא בין גרף הפונקציה   הראשון.

  .1S- יסומן ב  x- וציר ה

x  מעבירים ישר k= 2ר את השטח   צאשר יוS   .כמתואר 

1אם ידוע כי:   kמצא את   2S S=. 
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 תשובות סופיות:

3 א. (1 40.75 x c+   .2ב 542 1.6x x c− 5ג.   + 115

11
x c+  

3ד.  24.5 x c+    .7ה 34 44 16

7 3
x x c+ 7ו.   + 32

2 10
7

x x x c− + +  

)ז.  )
4

3
3

2 3
8

x c− )ח.   + )
5

40.8 5 x c− − )ט.  + )
7

8
24

7 12
49

x c+ +    

)י.   )
4

5
35

14 2
8

x c− − + 

 א. (2
1

45
3

ג.  33.76ב.    
2

18
3

       

3) ( ) ( )
42 3

3
4 2

16
f x x x= − + 

4) ( ) ( )
4

3
3

5 7 12.15
20

f x x= + − 

5) ( ) ( ) ( )
4 3

5
1 1

12.5 1 1 18
3 6

f x x x= + + − − 

)א.  (6 )8,0 ;  ( Sיח"ש   16ב.  0,0( = 

0x א. (7     .ב( Sיח"ש   491.81ג.  2,0( = 

8) 1

2

4
S

S
= 

א.  (9
1

, 2
8

 
 
 

8aב.    = 

1aא.  (10 = ,  ( ) 4 5 6f x x x= + 1.2x ב.  −  )ג.  − )1.2,1.2−  

ד. 
27 27

32 16
y x= − Sיח"ש  0.48ה.  + = 

) א. (11 ב.    1,1(
11

28
Sיח"ש  = 

) א. (12 ) ( )
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חדוא 71071
פרק 34 - הוכחות של משפטים נבחרים בקורס

תוכן העניינים
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 הוכחות של משפטים נבחרים 

 את המשפטים הבאים: וחי הוכ

 
 גזירות גוררת רציפות

)אם הפונקציה  )f x גזירה בנקודה 
0x.אזי היא רציפה בנקודה זו , 

 
 

 כלל השרשרת

)תהי  )y g x=   פונקציה גזירה בנקודהx, ותהי ( )( )f g x גזירה בנקודה ( )g x. 

)אזי הפונקציה המורכבת  )( )f g x  גזירה בנקודהx , ומתקיים 

( )( )( ) ( )( ) ( )' ' 'f g x f g x g x=   

 
 

 כלל לופיטל 

 ,0xפונקציות גזירות ובעלות נגזרות רציפות בנקודה  f-ו g-נניח ש

)ונניח כי   ) ( )0 0 0f x g x= )וכן  = )0' 0g x   אז ,
( )

( )

( )

( )0 0

'
lim lim

'x x x x

f x f x

g x g x→ →
= . 

 
 

 נז' אמשפט לגר 

)אם הפונקציה )f x 

רציפה בקטע הסגור  . א ,a b, 

)גזירה בקטע הפתוח  .ב ),a b, 

aאז קיימת נקודה  b c  כך ש ,-
( ) ( )

( )'
f b f x

f c
b a

−

−
 . 
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 משפט פרמה 

פונקציה המוגדרת בתחום המכיל את הנקודה  f-נניח ש
0x. 

גזירה בנקודה  fאם 
0x ם גו

0x   נקודת מקסימום מקומית, אז( )0' 0f x = . 

 

 

 משפט רול 

) אם הפונקציה )f x 

רציפה בקטע הסגור  . א ,a b, 

)גזירה בקטע הפתוח  .ב ),a b, 

)מקיימת   . ג ) ( )f a f b=, 

aאז קיימת נקודה  b c  כך ש ,-( )'f c . 

 

 

 נגזרת הפונקציה ההפוכה

)תהי  )y f x=  0פונקציה הפיכה ורציפה בסביבת הנקודהx. 

)אם  )f x  גזירה בנקודה
0x ם גו( )0' 0f x ,אז גם הפונקציה ההפוכה שלה , 

( )x g y=,  פונקציה גזירה בנקודה( )0 0y f x= ומתקיים השוויון ,( )
( )

0

0

1
'

'
g y

f x
=. 
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