
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

אלגברה לינארית א



תוכן העניינים

1 1. שדות

8 2. מספרים מרוכבים ופתרון משוואות פולינומיאליות

25 p 3. שדה השאריות מודולו

29 4. פתרון וחקירת מערכת משוואות ליניאריות

42 5. מטריצות

61 6. דטרמיננטות

80 7. מרחבים וקטורים

99 8. העתקות ליניאריות

109 9. מטריצות והעתקות לינאריות

118 10. וקטורים גיאומטרים

128 11. וקטורים אלגברים - גיאומטריה אנליטית במרחב



אלגברה לינארית א
פרק 1 - שדות

תוכן העניינים

1. חזרה על מושגים מתורת הקבוצות י 1

2. שדות י 5



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

 חזרה על מושגים מתורת הקבוצות 

 שאלות 

 :האם הן נכונות ואת הטענות הבאות במילים ובדקרשמו  (1

:2 . א ( ) 0x y x y  +  

:2 .ב ( ) 0x y x y  +  

: . ג
4

y
x y z xz   = 

,0 .ד 0 ,
2

x y
x y xy

+
     

,3 .ה 6n k n n k  − =  (k ו -n  .)טבעיים 
 

 כל אחת מהטענות הבאות בסימנים לוגיים:רשמו  (2

2פתרון אי־השוויון  . א 4x ,  2הואx    2אוx  −. 

2אי השוויון  .ב 4 0x + ,  מתקיים לכלx. 

3n, המספר nלכל מספר טבעי  . ג n− 6-מתחלק ב . 

|,  xעבור כל מספר  .ד | 1x   1אם ורק אם 1x−   . 

 

 ,קטעים רשמו במפורש את הקבוצות הבאות על ידי צומדיים או באמצעות (3
 : ואת מספר איברי הקבוצה

 . א 2| 16A x x=   

 .ב 2| 16B x x=   

 . ג 2| 16C x x=   

 .ד | ( 4)( 1) 0D x x x=  + −  

 .ה 3 2| 2 0E x x x x=  + − = 

 .ו | | | 4F x x=   

 

את הקבוצות הבאות על ידי פירוט כל איבריהן או על ידי רישומן הגדירו  (4

}מקיים תכונה מסוימת   x{ בצורה: |xA= 

 .זוגיים־קבוצת המספרים השלמים החיוביים האי . א

 . 20-ל 10המספרים הראשוניים בין קבוצת  .ב

 .4קבוצת הנקודות במישור הנמצאות על מעגל שמרכזו בראשית ורדיוסו  . ג

 .1, 2, 3, 4קבוצת ריבועי המספרים  .ד
  

1
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 אילו מן הקבוצות הבאות שוות זו לזו:ציינו  (5

 . א 11,13,17,19A= 

10|מספר ראשוני  x} .ב 20,{x xB  = 

 . ג 11,11,17,13,19C = 

 .ד | 4 ,D x x k k= =  

|שלם זוגי m} .ה 2 ,{x x mE == 

 

נתונה הקבוצה הבאה  (6 1,2,{2},{2,5}, 4,{2, 4}A =. 

 מי מבין הטענות הבאות נכונה:

5 . א A 2 .ב A {2} . ג A 

{2} .ד A ה.  {2} A ו. A  

A .ז  ח.  2,{2} A ט .  2, 4 A 

{2,4} .י A יא .  {2, 4} A {2,5} .יב A 

{2,5} . יג A 1} .יד, 4} A  

 

 , המקיימות:B-ו Aשתי קבוצות,  מצאו  (7

A . א B 

A .ב B 

 

 נתונות הקבוצות הבאות:  (8

 {3,4,5,6,7,8,9} , 4,6,8,10 , {3,5,7,9} , {6,7,8} , {7,8}A B C D E= = = = = 

 : Xאיזה מבין הקבוצות לעיל יכולה להיות הקבוצה קבעו 

X . א A  וגםX D. 

X .ב D  וגםX C. 

X . ג E  וגםX  A. 

 

A הוכיחו: (9 B B C A C    . 
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 נתונות הקבוצות הבאות:  (10

 {3, 4,5,6,7,8,9} , 4,6,8,10 , {3,5,7,9} , {6,7,8}A B C D= = = =. 

 את: רשמו 

A . א B 

A .ב B 

) . ג )A B C  

) .ד ) ( )B C B D   

) .ה ) ( )B C B D   

  

1
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 תשובות סופיות 

)2מתקיים   yולכל  xלכל א.  (1 ) 0x y+ . .הטענה אינה נכונה 

)2-, כך שyקיים  xלכל  ב.  ) 0x y+ .  נכונה.הטענה 

 -כך ש zקיים   yולכל  xלכל ג. 
4

y
xz  נכונה.הטענה אינה  .=

חיובי מתקיים   yחיובי ולכל  xלכל  ד. 
2

x y
xy

+
. .הטענה נכונה 

3nטבעי המספר   nלכל ה.  n−  הטענה נכונה. .6-מתחלק ב 

2א.  (2 4 2 2x x x     :2ב.   − 4 0x x +  

:3ג.  6n k n n k  − :ד.    = | | 1 1 1x x x   −   

)א.  (3 4, 4)A =  , בקבוצה אינסוף איברים.−

ב.   3, 2, 1,0,1, 2,3B = − −  איברים. 7בקבוצה , −

ג.  1, 2,3C ד.   איברים. 3, בקבוצה = 3, 2, 1,0D = − −  איברים. 4בקבוצה , −

ה.  0,1E  .איברים 2בקבוצה , =

ו.  4, 3, 2, 1,0,1, 2,3, 4F = − − −  איברים. 9בקבוצה  , −

א.  (4 | 2 1,A x x n n= = −      .ב 11,13,17,19B = 

ג.  2 2 2( , ) | 4 , ,C x y x y x y= + =     .ד 1,4,9,16D = 

 שוות זו לזו. E-ו Dשוות זו לזו, והקבוצות  C-ו A  ,Bהקבוצות   (5

 נכון.ה.  ד. נכון.   ג. נכון. ב. נכון.  א. לא נכון.  (6

 י. נכון.  ט. נכון. ח. נכון.  ז. נכון.  ו. לא נכון.   

 יד. לא נכון. יג. נכון. יב. לא נכון. יא. לא נכון. 

7)  {1, 2} {1,2},1,2A B= = 

A,א.  (8 C    .ב,E D  .ג. לא קיימת קבוצה כזאת 

 הוכחה.שאלת  (9

10) 1) {3,4,5,6,7,8,910}A B = ,2) {4,6,8}A B =  ,( )3) {3,5,7,9}A B C  = 

4)( ) ( ) {4,6,7,8,10}B C B D   = ,5)( ) ( ) {6,8}B C B D   = 

1

פרק 1שדות
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 שדות

 שאלות 

)בכל אחד מהסעיפים הבאים מוגדרות  פעולות חיבור  (1 )  וכפל( ) על R. 

 אילו מבין אקסיומות השדה מתקיימות.  ,בכל אחד מהסעיפים בדקו,

 . א
4

2

x y x y

x y xy

 = + +

 =
 

 .ב
2

x y x y

x y xy

 = +

 =
 

 . ג
2

x y y

x y y

 =

 =
 

 

נתונה הקבוצה  (2 2 2 | ,[ ]Q a b a b Q= + . 

 על קבוצה זו נגדיר פעולת חיבור ופעולת כפל באופן הבא: 

     
( ) ( )

( ) ( )

2 2 ( ) ( ) 2

2 2 ( 2 ) ( ) 2

a b c d a c b d

a b c d ac bd ad bc

+ + + = + + +

+  + = + + +
  

]2שהקבוצה הוכיחו  ]Q, מהווה שדה. ,עם פעולות החיבור והכפל הנ"ל 

 

נתונה הקבוצה  (3 ( , ) | ,C x y x y= . 

 על קבוצה זו נגדיר פעולת חיבור ופעולת כפל באופן הבא: 
   ( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ( , )a b c d a c b d a b c d ac bd ad bc+ = + +  = − + 

 מהווה שדה. ,והכפל הנ"לעם פעולות החיבור  ,C שהקבוצההוכיחו 
 באיזה שדה מפורסם מדובר? 

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (4

 הוא יחיד. 0האיבר  ,שבשדההוכיחו  . א

 הוא יחיד. 1האיבר  ,שבשדההוכיחו  .ב

 האיבר הנגדי הוא יחיד.  ,שבשדההוכיחו  . ג

 האיבר ההופכי הוא יחיד. ,שבשדההוכיחו  .ד

  

1
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a,יהיו  (5 b  .איברים בשדה 

0aכי  הוכיחו  . א a a a=  + =. 

0כי  הוכיחו  .ב 0 0a a =  =. 

0כי  הוכיחו  . ג 0 0a b a b =  =  =. 

 

 איברים של שדה. b-ו aיהיו  (6
 כי: הוכיחו 

) . א 1) a a−  = − 

) .ב ) ( )a b a b ab− = − = − 

 

 מתקיים חוק הצמצום.  ,שבשדההוכיחו  (7
abכי  הוכיחו כלומר,  cb a c=  ,לכל  ,= ,a b c ,  בשדה( 0)b . 

 

0שלכל שלושה איברים בשדה הוכיחו  (8 , ,a b c, 

ax-כך ש ,xקיים בשדה איבר יחיד   b c+ =. 

 

x,ויהיו  ,שדה F נתון (9 y F, 0,1-כך שxy . 

1כי  ,בעזרת אקסיומות השדה ,הוכיחו 1 1 1( ) ( )x x y x x y x− − − −− = + −, 
 וכי שני האגפים של המשוואה לעיל מוגדרים היטב.

 

 .2Rעל   בכל אחד מהסעיפים הבאים מוגדרות  פעולות חיבור וכפל (10

 . א
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

a b c d a c b d

a b c d ac bd

+ = + +

=
 

 .ב
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( 2 , )

a b c d a c b d

a b c d ac bd ad bc

+ = + +

= + +
 

)האם  )2 , ,R +  ?שדה 

 

 הסעיפים הבאים:על ענו  (11

נתונה הקבוצה  . א : | , ( ) 0A f R R x f x= →  . 

 על קבוצה זו נגדיר פעולת חיבור ופעולת כפל באופן הבא: 
   ( )( ) ( ) ( ) , ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x f g x f x g x+ = +  =  

 מהווה שדה?  ,עם פעולות החיבור והכפל הנ"ל ,A האם הקבוצה

נתונה הקבוצה  .ב :B f R R= →. 

 על קבוצה זו נגדיר פעולת חיבור וכפל כמו בסעיף א'.
 מהווה שדה?  ,עם פעולות החיבור והכפל הנ"ל ,B האם הקבוצה

 

1
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 של איברים. סופישדה בעל מספר  F יהי (12

0aהראו שלכל איבר   ב -F, קיים k 1-כך ש ,טבעיF
ka =. 

 

נתון השדה  (13
7Z. 

 את פעולות החיבור והכפל בשדה.  וריאת כל איברי השדה והגד מורש . א

 בשדה. 5ולאיבר  3את האיבר הנגדי לאיבר   ומצא .ב

 בשדה. 5ולאיבר  4את האיבר ההופכי לאיבר   ומצא . ג

 

נתונה הקבוצה  (14 0,1, 2,..., 1pZ p= −, p .מספר ראשוני 

כאשר  | (mod )a x Z a x p=   ,ו-(mod )a b a b p=  . 

a,לכל  b פעולות חיבור וכפל באופן הבא: נגדיר  ,בקבוצה 

       ,a b a b a b a b = +  =   

)-שהוכיחו  ), ,pZ   .מהווה שדה 

 מהווה שדה. ,ראשוני p כאשר ,p כי קבוצת השאריות מודולוהוכיחו בקיצור, 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 הוכחה.שאלת  (1

 הוכחה.שאלת  (2

 הוכחה.שאלת  (3

 הוכחה.שאלת  (4

 הוכחה.שאלת  (5

 הוכחה.שאלת  (6

 הוכחה.שאלת  (7

 הוכחה.שאלת  (8

 הוכחה.שאלת  (9

 בשני הסעיפים הקבוצה איננה שדה. (10

 בשני הסעיפים הקבוצה איננה שדה. (11

 הוכחה.שאלת  (12

 הוכחה.שאלת א.  (13

 .2הוא  5והאיבר הנגדי לאיבר  , 4הוא   3האיבר הנגדי לאיבר ב. 

 .3הוא  5האיבר ההופכי לאיבר , ו2הוא  4האיבר ההופכי לאיבר  ג. 

 הוכחה.שאלת  (14

1

פרק 1שדות
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אלגברה לינארית א
פרק 2 - מספרים מרוכבים ופתרון משוואות פולינומיאליות

תוכן העניינים

1. מספרים מרוכבים - הכרות ותכונות בסיסיות י 8

2. הצמוד המרוכב י 10

3. הצגת מספר מרוכב בצורה קוטבית י 13

4. נוסחת דה-מואבר – חזקה ושורש של מספר מרוכב י 15

5. תרגול נוסף במספרים מרוכבים י 17

6. חילוק פולינומים י 20

7. פתרון משוואות פולינומיאליות ממעלה גבוהה י 21

8. שימושים של מספרים מרוכבים באלגברה לינארית י 22
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 ותכונות בסיסיות  כרותיה  –מספרים מרוכבים 

 שאלות

 :zאת  מצאו את המשוואות ופתרו  1-3בשאלות 

1) 2 9 0z + = 2) 2 4 5 0z z− + = 3) 2 6 13 0z z− + = 
 

 חשבו:  7-4בשאלות 

4) 6( 2)i 5) 5 13 2( )i i− 

6) (4 ) (2 10 )i i+ − + 7) ( 4 )(2 3 )i i− − − 

 

שני מספרים מרוכבים   נתונים (8
1 1 1z a b i= - ו +

2 2 2z a b i= +. 

ידוע כי  
1 2z z+ משי וכי  מ

1 2z z− .מדומה 

או קשר בין  מצ .א
1a ל -

2a   ובין
1z ל -

2z. 

ה  הראו כי המכפל .ב
1 2z z  .היא ממשית 

 

1יהיו   (9 2, ,..., nz z z .מספרים מרוכבים 

1כי   וח יהוכ  .א 2 1 2| | | | | |z z z z =  

1כי   וח יהוכ  .ב 2 1 2| ... | | | | | ... | |n nz z z z z z   =    

1כי   וח יהוכ  .ג 1| | | |n nz z= 

 

 מספר מרוכב.  zיהי   (10

11אם  : וח יהוכ  1z  אז =
1

z
z

 מספר ממשי.  +

 

 מספר מרוכב.  zיהי   (11
|: אם  וח יהוכ  1| | 1|z z+ =  מספר ממשי.  izאז   −

 

  

1

פרק 2מספרים מרוכבים ופתרון משוואות ...
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 תשובות סופיות

1) 3i 

2) 2 i 

3) 3 2i 

4) 8− 

5) 0 

6) 2 9i− 

7) 11 10i− + 

 שאלת הוכחה.  (8

 שאלת הוכחה.  (9

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

1

פרק 2מספרים מרוכבים ופתרון משוואות ...
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 הצמוד המרוכב 

 שאלות

zאת התוצאה בצורה  כתבו )חשבו  1-3שאלות ב x yi= + :) 

1) 
5

2 i+
 2) 

1

1 3

i

i

+

−
 3) 

2

1

1 ( 1)

i

i i
−

− +
 

 

 : zאת המספר המרוכב  מצאו ו 4-6בשאלות  את המשוואות פתרו  

4) 2 6 1z i z− = − 5) 5 10zz z i− = 6) 2(1 ) 2 1 0i z z i+ + − + = 
 

 (: משתנים מרוכבים w- ו zכאשר  פתרו את מערכת המשוואות הבאה ) (7

3 5 4

5 2 5 8

z iw i

iz w i

+ = −


− = +
 

 

 :את ערכי המספרים המרוכבים הבאים וחשב (8

5 .א 12i− 

8 .ב 6i+ 

 

 : את המשוואות הריבועיות הבאות  ורפת (9

) .א ) 21 2 1 0i z z i− − + + = 

) .ב ) ( )22 6 12 10 25 0i z i z i− + − + + − = 

 

 פתרו את המשוואות:   11-10בשאלות 

10) ( )2 2 1 6 15 0iz i z i− − + + = 

 

11) 2 6 0z iz− + = 

 

שהמספר הבא הוא מספר מדומה   וח יהוכ  (12
2 2

z z

z z
 .z{0}\כאשר  −

  

1
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0zנתון מספר מרוכב   (13   :המקיים| | 1z i− =. 
 הוכח:

 .א
2| | 2Im( )z z=     

 .ב

2z i

iz

−


 
 

המספר   (14
3 4i

a i

+

−
 טהור.הוא ממשי  

 .aמצאו את  

 

1ים  י מספרים מרוכבנתונים שנ (15 1 1z a b i= - ו +
2 2 2z a b i= +. 

1הראו כי כדי שתוצאת החילוק  

2

z

z
ה, צריך להתקיים  היה ממשית טהור ת 

1 1

2 2

a b

a b
=. 

 

  

1
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 תשובות סופיות

1) 2 i− 

2) 
1 2

5 5
i− + 

3) 
1

2
i− + 

4) 1 2z i= − + 

5) 1 2 , 4 2z i z i= + = + 

6) , 1z i z= = − 

7) 2 3 , 5z i w i= − = + 

)א.  (8 )3 2z i=  )ב.   − )3z i=  + 

1,2א.  (9 , 1z i=   .1,2ב 2 , 2 5z i i= − − − 

10) 
1 22 5 , 3z i z i= − − = 

11) 
1 23 , 2z i z i− = 

 ת הוכחה. שאל (12

 ת הוכחה. שאל (13

14) 
3

4
a = − 

 ת הוכחה. שאל (15

1
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 הצגת מספר מרוכב בצורה קוטבית

 שאלות

 בצורה קוטבית: 1-8בשאלות   את המספריםכתבו 

1) 1 3i+ 2) 1 i− − 3) 3 3i− − 4) 1 i− 

5) 1 i+ 6) 3 i− 7) 3i 8) 8− 

 

zנתון המספר המרוכב   (9 Rcis=. 
 את המספרים:  - ו Rהביעו באמצעות  

 z .א

 .ב
1

z
 

 −z .ג

 .ד
1

z
− 

 iz .ה

z .ו z 
 

 רים הבאים הם ממשיים טהורים:כי המספהראו   (10

z .א z+ 

z .ב z 

 .ג
z z

z z
+ 

 

 :הורים ט מדומים רים הבאים הם כי המספהראו   (11

2 .א 2z z− 

 .ב
1 1

z z
− 

 

 יחו:הוכ  (12

z .א iz z iz− = + 

 .ב
2

z z z = 

 

  

1
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 תשובות סופיות

1) 2 cos sin
3 3

i
  
+ 

 
 

2) 2 cos sin
4 4

i
  

+ 
 

 

3) 12 cos sin
6 6

i
  

+ 
 

 

4) 2 cos sin
4 4

i
  

+ 
 

 

5) 2 cos sin
4 4

i
  
+ 

 
 

6) 2 cos sin
6 6

i
  

+ 
 

 

7) 3 cos sin
2 2

i
  
+ 

 
 

8) ( )8 cos sini +  

)א.  (9 )cisR −   .ב( )
1

cis
R

−   .ג( )cis 180R + 

)ד.  )
1

cis 180
R

+   .ה( )cis 90R   2Rו.   +

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

 שאלת הוכחה.  (12

1
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 ושורש של מספר מרוכב  חזקה –מואבר -נוסחת דה

 שאלות

 חשבו:  6-1בשאלות 

1) 

10
1 1

2 2
i

 
+ 

 
 2) ( )

9

1 3i+ 3) 

100

2 2

2 2
i

 
+  

 
 

4) 6 8− 5) 5 1 6) 3 8− 

 
 

 את הזהויות הבאות:  וח יהוכ מואבר, -בעזרת משפט דה  (7
2 2

3

3

cos 2 cos sin

sin 2 2sin cos

cos3 4cos 3cos

sin 3 3sin 4sin

  

  

  

  

= −

=

= −

= −

 

 

  כי: וח יהוכ מואבר, -בעזרת משפט דה  (8

1
sin sin

2 2sin1 sin 2 ... sin
1

sin
2

n n

n

+

+ + + = . 

 

  

1
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 תשובות סופיות

1) 
1

32
i 

2) 92− 

3) 1− 

4) 
1

68 cos sin 0,1,2,3,4,5
6 6

i k
+  +  

+ = 
 

 

5) 
1

51 cos sin 0,1,2,3,4
5 5

i k
+  +  

+ = 
 

 

6) 
1

38 cos sin 0,1,2
3 3

i k
+  +  

+ = 
 

  

 שאלת הוכחה.  (7

 שאלת הוכחה.  (8

1
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 תרגול נוסף במספרים מרוכבים 

 שאלות

 ענו על הסעיפים הבאים:  (1

4את כל הפתרונות של המשוואה  מצאו  .א 2 1 0z z+ + =. 

6הוא פתרון של המשוואה מסעיף א אזי:   zכי אם  הראו   .ב 1z =. 
 

4נתונה המשוואה   (2 8 8 3z i= − −. 

 את פתרונות המשוואה הנתונה. מצאו  .א

כי החזקה השלישית של כל אחד מפתרונות הנתונה היא מספר  הוכיחו  .ב
 ממשי או מספר מדומה טהור. 

 

את המשוואה  פתרו   (3
4

1
z i

z i

+ 
= 

− 
. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (4

3zאת שלושת הפתרונות של המשוואה  מצאו  .א i=. 

 .iשמכפלת שלושת הפתרונות היא  הראו  .ב

שאם מעלים בריבוע פתרון כלשהו של המשוואה, התוצאה שווה  הראו  .ג
 שני הפתרונות האחרים.  למכפלת

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (5

5את המשוואה  פתרו   .א 16( 3 )z i= − −. 

 את מנת הסדרה. מצאו כי חמשת השורשים מהווים סדרה הנדסית, והוכיחו  .ב
 

2הערה: סדרה הנדסית היא סדרה מהצורה   1

1 1 1 1, , ,..., na a q a q a q  מנת הסדרה. qאשר כ ,−

 

נתון   (6
1 1

2 2
w i= +. 

3את פתרונות המשוואה  מצאו  .א 3z w=. 

 .3wכי מכפלת הפתרונות של המשוואה היא  הראו   .ב

  

1
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)3נתונה המשוואה   (7 1) 1z − =. 
 . 3שסכום שורשיה הוא  הוכיחו 

 

3נתונה המשוואה   (8 3z i= − +. 

את שורשי המשוואה:  מצאו  .א
3 2 1, ,z z z. 

3את הסכום  מצאו  .ב 3 3

1 2 3| | | | | |z z z+ +. 

)כי הסכום  הראו   .ג ) ( ) ( )
9 9 9

1 2 3z z z+  הוא מספר מדומה טהור.  +

 

2נתונה המשוואה   (9 2 2| | 2 18z z ti s+ −  , הוא מספר מרוכב z כאשר ,=

s ו -t ו  הם מספרים ממשיים שונים מאפס -
1z ,

2z  .הם פתרונות המשוואה 

 .t-ו s  את פתרונות המשוואה באמצעות  וע יהב .א

נתון   .ב
1 2 18z z i =  .t- ו s  את הפרמטריםמצאו . −

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (10

)את המשוואה  פתרו   .א )
2 2| | 0z i z z z z + + + + =. 

אחד מהפתרונות שמצאת בסעיף א הוא איבר אחרון בסדרה חשבונית,   .ב
 שכל איבריה שונים מאפס.

הפרש סדרה זו הוא  
1

16
1 i+. 

 ממשי. האיבר הראשון בסדרה הוא מספר  
 חשבו את האיבר הראשון בסדרה. 

 

1הערה: סדרה חשבונית היא סדרה מהצורה:  1 1 1, , 2 ,..., ( 1)a a d a d a n d+ + + − ,

 נקרא הפרש הסדרה. dכאשר 
 
 
 

 
 

 

 

  

1
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 תשובות סופיות

0א.  (1

1 2 3 460 , 240 , 120 , 300z cis z cis z cis z cis  = = =  הוכחה. שאלת  ב.  =

1א.  (2 2 3 41 3 , 3 , 1 3 , 3z i z i z i z i= + = − + = − − =  הוכחה. שאלת  ב.    −

3) 0 , 1 , 1z z z= = = − 

1 א. (4 2 3

1 1 1 1
3 , 3 ,

2 2 2 2
z i z i z i= + = − + = −   

 ג. שאלת הוכחה.  ב. שאלת הוכחה. 

2 א. (5 [30 ( 1)72 ] 1,2,3,4,5nz cis n n = + − 72q ב. = cis = 

1א.  (6 2 345 , 165 , 285z cis z cis z cis  = =  ב. שאלת הוכחה.  =

 שאלת הוכחה.  (7

3 א. (8 3 3

3 2 12 290 , 2 170 , 2 50z cis z cis z cis  = =  שאלת הוכחה.  ג.  6 ב. =

2 א. (9 23 , 3
3 3

t t
z s i z s i

s s
= − − = − 9 ב. − , 1t s= =  

1א.  (10 0z = ,2 0.5 0.5z i= − 1 ב. + 8.5a = − 

 

1
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 חילוק פולינומים

 שאלות

 : ים הבאיםיעד כמה שניתן את השברים האלגבר  מוצמצ

1) 
3 2 1

1

x x x

x

− + −

−
 2) 

4 3 2

2

4 6 31 99 10

10

x x x x

x x

+ + + +

− +
  

3) 
24 1

2

x x

x

+ −

−
 4) 

2 5 14

2

x x

x

− −

+
 

5) 
3 2 3 5

1

x x x

x

+ + −

−
 6) 

4 3 2 14 3

3

x x x x

x

+ − + −

+
 

7) 
3 24 9

3

x x

x

− +

−
 8) 

3 25 4 20

5

x x x

x

+ − −

+
 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 2 1x +  

2) 0 

3) 
17

4 9
2

x
x

+ +
−

 

4) 7x− 

5) 2 2 5x x+ + 

6) 3 22 5 1x x x− + − 

7) 2 3x x− − 

8) 2 4x − 

1

פרק 2מספרים מרוכבים ופתרון משוואות ...

20

20



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון   –כתב ופתר  

 

 פתרון משוואות פולינומיאליות ממעלה גבוהה

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ופתר

1) 4 3 23 15 19 30 0k k k k+ − − + = 

 

2) 3 22 3 20 0k k k+ − + = 

 

3) 5 4 3 23 2 2 3 1 0k k k k k+ + − − − = 

 

4) 3 26 12 8 0k k k− + − = 

 

5) 6 4 23 3 1 0k k k− + − = 

 

6) 3 2 1 0k k k− + − =  

 

7) 4 3 23 6 12 8 0k k k k− + − + = 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 2 3 41, 2, 3, 5k k k k= = − = = − 

2) 1 2,34, 1 2k k i= − =  

3) 1 2 3 4 51, 1, 1, 1, 1k k k k k= =− = − = − = − 

4) 1 2 32, 2, 2k k k= = = 

5) 1 2 3 4 5 61, 1, 1, 1 1 1k k k k k k= = − = = − = = − 

6) 1 2,31,k k i= =  

7) 1 2 3,41, 2, 2k k k i= = =  

1
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 שימושים של מספרים מרוכבים באלגברה לינארית

 שאלות

3)  נתון  1-4שאלות ב 2 ,4 ,1 6 ) , (5 ,2 3 ,7 2 )u i i i v i i i= − + = + − +. 
 : ומצא

4uא.  (1 v+  .2בi u v − 2) u v 

uא.  (3 u  .ב| |u  

4) | |v 
 

 , את מערכת המשוואות הבאה בשיטת גאוס ופתר  6-5בשאלות 

: F  השדהמעל 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 1 4

(1 ) 2

( 1 3 ) (3 ) (2 4 ) 5

z iz i z i

iz z i z i

i z i z i z i

+ + − = +

+ + + = +

− + + − + + = −

 , כאשר:

5) =F 
 

6) =F 

 

)האם   ובדק  7-8בשאלות  ) 1 2 3 2 1 3 1 1, , | ,W z z z z z z z z= = = + 

 : 3Cמרחב של  -תתהוא  

 .  מעל השדה הממשי (7

 

 .  מעל שדה המרוכבים (8
 

ם  הווקטוריהאם   ובדק 9-10בשאלות  (1, , 1), ( 1, 1, 2)i i i i− + − −, 

 :3C- ב  ליניארית תלויים  

 .  מעל (9

 

 .  מעל (10
  

1
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 וקטורים עצמיים. -ערכים עצמיים ו ו מצא 13-11עבור כל אחת מהמטריצות בשאלות  

 אותה.  נובמידה והמטריצה ניתנת ללכסון, לכס 

1P-, כך שPמטריצה הפיכה    וכלומר, מצא AP D−  מטריצה אלכסונית.  D, באשר  =

 . ופעם מעל     פעם מעל  ופתר

11) 
3 2

4 1
A

− 
=  

− 
 12) 

2 1

1 4
A

− 
=  
 

 

 

נתונה מטריצה   (13

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

− 
 

= − 
 − 

. 

 . של המטריצה עצמייםה וקטורים הועצמיים והערכים  את ה ומצא
  

1
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 תשובות סופיות 

17)א.  (1 7 ,2 13 ,11 26 )i i i− + )ב.  + 1 5 , 10 3 , 19)i i− + − + − 

20א.  (2 35i+    .66ב 

3) 66 

4) 92 

5) 
1 2 3( , , ) (2,3, 1)

F
z z z

=
= − 

6) 
1 2 3( , , ) (( 1 ) 1 ,3, )

F
z z z i t i t

=
= − + + + 

 כן  (7

 לא  (8

 . תלויים (9

 . בלתי תלויים (10

 , ולכן אין ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים. אין פתרונות מעל   (11

1: מעל   2x i=  ,1 2 1 , 2x i i= + = +v ,1 2 1 ,2x i i= − = −v, 

1 2 0

1 1 2

i
D

i

+ 
=  

− 
 ,

1 1

2 2

i i
A

+ − 
=  
 

 

3xערכים עצמיים:   (12 3, וקטורים עצמיים:  = 1,1x= = −v .לא ניתנת ללכסון . 

13) 1, 1 3x x i= =  ,1 1,1,1x= =v ,( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= +
= − + −v ,

( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= −
= + − −v 

1

פרק 2מספרים מרוכבים ופתרון משוואות ...
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אלגברה לינארית א
p פרק 3 - שדה השאריות מודולו

תוכן העניינים

1. שדה השאריות מודולו p י 25
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24
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 pשדה השאריות מודולו   –שדות 

 נתונה מערכת המשוואות (1
2 3

2 1

x y

x y

− =


+ = −
. 

 .שדה המספרים הממשיים  מעל  את המערכתפתרו  . א

 .7שדה השאריות  מעל  את המערכתפתרו  .ב

 .5שדה השאריות  מעל  את המערכתפתרו  . ג

 .3שדה השאריות  מעל  את המערכתפתרו  .ד

 

את המערכת  פתרו  (2

3 4 3

4 3 3 4

2 4 0

x y z

x y z

x z

+ + =


+ + =
 + =

5, מעל  {0,1,2,3,4}=. 

 

את המערכת  פתרו  (3

3 4 3

4 3 3 4

2 4 0

x y z

x y z

x z

+ + =


+ + =
 + =

3, מעל  {0,1,2}=. 

 

את המערכת  פתרו  (4
1 2 3

1 2 3

1 3

2 3 1

2 4 4 2

3 0

x x x

x x x

x x

+ + =


+ + =
 + =

 .5, מעל 

 

את המערכת  פתרו  (5

4 2 4 1

2 0

1

3 2 0

x y z t

x y z

y z t

x y z t

+ + + =


+ − =


+ + =
 + − − =

7 , מעל {0,1,2,3,4,5,6}=. 

 

נתונה מערכת המשוואות  (6

1

1

1

x ky z

x y kz

kx y z

+ + =


+ + =
 + + =

3  , מעל {0,1,2}=. 

 : למערכת ,kהפרמטר ערכים של  אילועבור מצאו 
 ג. אינסוף פתרונות   ב. אין פתרון  פתרון יחידא. 

 
  

1

p פרק 3שדה השאריות מודולו
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2נתונה מערכת המשוואות  (7 2

1

3 ( 3) 1

3 ( 3) 3

x y z

y k z k

x y k z

− + =


+ + = +
 − + + =

5  , מעל {0,1,2,3,4}=. 

 למערכת:  ,k ערכים של הפרמטר  אילועבור מצאו 
 ג. אינסוף פתרונות   ןב. אין פתרו  פתרון יחידא. 

 

נתונה המטריצה  (8
1 2

3 4
A

 
=  
 

 .5, מעל 

 .−1Aאת חשבו 

 

נתונה המטריצה  (9
5 2

7 3
A

 
=  
 

 .3, מעל 

 .−1Aאת חשבו 

 

2נתונה המטריצה  (10

1 1 1

5 7 3

3 1 3

A k

k

− 
 = − +
 

− + 

 .5, מעל 

 המטריצה הפיכה. ,kעבור אילו ערכים של הפרמטר מצאו 

 

 : 7נתונה הקבוצה הבאה מעל  (11

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,1,1,1,1 , 1, ,1,1,1 , 1,1, ,1,1 , 1,1,1, ,1 , 1,1,1,1, ,k k k k k 

 הקבוצה תלויה ליניארית, ,kהפרמטר של  עבור אילו ערכיםמצאו 
 תלויה ליניארית.- הקבוצה בלתי ,kועבור אילו ערכים של הפרמטר  

 

)במרחב   (12 )
4

5Z  5, מעל השדהZמרחבים, -, נגדיר שני תתיU ו-W : 

( ) 

( ) ( ) 

, , , | 3 4 0, 2 2 0

2,3,0,4 , 1,1,4,1

U x y z t x y z t x y t

W sp

= + + + = + + =

=
  

,בסיס לתתי המרחבים  מצאו  ,U W U W U W+ . 
 מה מספר האיברים בכל מרחב?

  

1

p פרק 3שדה השאריות מודולו
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הציגו דוגמה של העתקה ליניארית  (13   2 5 2 5:T M M→, 

 המקיימת את התנאים הבאים: 

1.    ( ) ( )0 Ker ImT T  

2.  ( ) ( )Ker ImT T 

3.  
1 0 3 4

2 3 1 1
T T
   

=   
   

 

 מספיק להגדיר את ההעתקה על הווקטורים של בסיס שתבחרו.
 

נתונה העתקה ליניארית  (14   2 5 3 5:T P P→, 

)המוגדרת על ידי   )( ) ( ) ( ) ( )( )33 0 2T p x x p x p x= + + +. 

 ,Tמצאו את המטריצה המייצגת את ההעתקה  . א

מהבסיס   2

1 1, ,E x x=  לבסיס 2 3

2 1, , ,E x x x= . 

)- מצאו בסיס ומימד ל .ב )Im T. 

)-כמה איברים יש ב )Im T ? 

)- מצאו בסיס ומימד ל . ג )Ker T. 

)-כמה איברים יש ב )Ker T ? 

 

  

1

p פרק 3שדה השאריות מודולו
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 תשובות סופיות 

)א.  (1 )1, )ב.   −1 )ג.  1,6( ) ( ) ( ) ( )2,1 , 4,0 , 0,2 , )ד.    3,3 )1,2 

2) ( )0,3,0 

3) ( )1, 2,1 

4) ( )0,3,0 

5) ( )1, 3, 2, 2− 

,0פתרון יחיד:  (6 2k k= 1kפתרונות:  9, = =. 
 אופציה של אינסוף פתרונות ואין אופציה של אין פתרון.אין 

,0פתרון יחיד:  (7 2, 4k k k= = 3kפתרונות:  5, = 1k, אין פתרון: = =. 
 אין אופציה של אינסוף פתרונות. 

8) 
1 3 1

4 2
A−  

=  
 

 

9) 
1 0 1

2 2
A−  

=  
 

 

10) 0, 2, 4k k k= = = 

,1עבור   (11 3k k=  , הווקטורים תלויים ליניארית, =

,0ועבור   2, 4, 5, 6k k k k k= = = =  תלויים ליניארית. - , הווקטורים בלתי=

12) ( ) ( ) 4,0,2,1 , 2,1,0,0UB  .25, מספר האיברים: =

( ) ( ) 1,1,4,1 , 0,1,2,2WB  .25, מספר האיברים: =

( ) ( ) ( ) 1,1,4,1 , 0,1,2,2 , 0,0,4,0U WB +  . 125, מספר האיברים: =

( ) 2,4,2,1U WB   .5, מספר האיברים: =

 ההעתקה הבאה:  (13

1 0 1 1

2 3 1 1
T
   

=   
   

 
3 4 1 1

1 1 1 1
T
   

=   
   

  

0 0 3 1

1 1 1 1
T
   

=   
   

  0 0 0 0

0 1 0 1
T
   

=   
   

 

א.  (14 

0 0 0

1 3 0

0 1 3

1 0 1

T

 
 
 =
 
 
 

ב.    3 2 3

Im , 2 , dimIm 2TB x x x x T= + + = ,25 ; 

ג.  29 3 , dim 1KerTB x x KerT= − + = ,5. 

1

p פרק 3שדה השאריות מודולו
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אלגברה לינארית א
פרק 4 - פתרון וחקירת מערכת משוואות ליניאריות

תוכן העניינים

1. פתרון מערכת משוואות ליניאריות י 29

2. חקירת מערכת משוואות לינאריות (עם פרמטר) י 34

3. פתרון וחקירת מערכת הומוגנית של משוואות לינאריות י 37

4. שימושים של מערכת משוואות לינאריות י 40

28

28
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 ת פתרון מערכת משוואות לינאריו

 שאלות 

 אילו מהמערכות הבאות הן מערכות שקולות:  ומצא  (1
 

 

 את המטריצות המתאימות למערכות המשוואות הבאות:  מורש (2
 

 
 ,בזו אחר זו ,את הפעולות הרשומות מתחתיה מטריצה  על כל  ובצע 5-3בשאלות 

 לימין ומלמעלה למטה(. )סדר הפעולות הוא משמאל את המטריצה המתקבלת וומצא

3) 

1 2 1 1

3 3 1 1 3

, 2

,

3 5 1 0

2 1 4 2

5 0 2 6

R R R R

R R R R R

 →

→ + 

− 
 
 
 − 

 4) 

2 2 2 2 1

2 3 3 3 2

4 ,

, 3

4 1 0 2

1 2 1 0

0 3 1 1

R R R R R

R R R R R

→ → +

 → −

 
 
−
 
 − 

 5) 

11 3 2 2 3

1 1 2

3 , 3

5 8

3 4 8 1

2 3 6 0

1 4 5 1

R R R R R R

R R R

+→ → +

→ −

− 
 

−
 
 − − 

 

 

 , איזה פעולה אלמנטרית אחת יש לבצע על המטריצה שמשמאל  ומצא (6
 כדי לקבל את המטריצה מימין: 

 . א
1 2 4 6 3 9

4 1 1 4 1 1

− −   
→   

   
 

 .ב

1 0 4 1 1 0 4 1

4 2 1 1 0 2 17 3

0 1 0 4 0 1 0 4

− −   
   

→ −
   
   
   

 

 . ג

1 0 1 0

0 1 4 2

4 4 4 4

   
   

→
   
   
   

 

  

 . א
10 11

2 2 0

x y

x y

+ =

− =
 .ב 

4 7

1

x y

x y

− = −

− = −
 . ג 

0

2 3

x y

x y

− =

+ =
 .ד 

2 4

3

x y

x y

+ =

+ =
 

 . א
10 11

2 2 0

3

x y

x

x y

+ =

− =

+ =

 .ב 
4 7

1

5

x y z

x y

x y z

− + = −

− = −

+ + =

 . ג 
2 3

0

x y z

x z

+ + =

− =
 .ד 

3

2 4

8

x

x y

z t

=

+ =

+ =

 

1
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 מדורגת את המטריצות הבאות לצורה  ואיהב 15-7בשאלות 
 (: קנונית מדורגתלצורה  גם –  13-ו 11, 9,  7 שאלותב)

7) 

1 2 3 2 4 1

2 5 8 1 6 4

1 4 7 5 2 8

− − 
 

− −
 
 − 

 8) 

3 6 3 6 5

2 4 1 2 3

1 2 1 2 1

− 
 

−
 
 − 

 

9) 

1 2 1 3

1 3 1 5

3 8 4 17

− 
 
 
 
 

 10) 

4 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 −
 

− 

 

11) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

 
 
 
 − −
 
− − − 

 12) 

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1

 
 
 
 
 
 

 

13) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

3 2 5 1 1

 
 
 
 − − −
 
− − − 
 − − − 

 14) 

1 3 2 2 3

1 4 3 4 2

2 3 1 2 9

1 3 0 2 1

2 5 3 2 1

1 5 6 6 3

− 
 

− 
 − −
 
 
 
  − 

 

15) 
1 1

1 2

2 1 3

F , F

i

i i

i i

+ 
 

+ 
 + + 

= =

 
 

 

 . ופעם מעל השדה  ה  לדרג את המטריצה פעם מעל השד יש 15בשאלה * 

  

1
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 :רוג( יו את מערכות המשוואות בשיטת גאוס )כלומר, על ידי דרפת 27-16בשאלות 

16) 
2 3 8

5 4 3

x y

x y

+ =

− = −
 17) 

4 8 20

3 6 15

x y

x y

+ =

+ =
 

18) 
8 4 10

6 3 1

x y

x y

− =

− + =
 19) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 5

3 2 2 5

10 6 2 32

x x x

x x x

x x x

− − =

− + =

− − =

 

20) 
2 3 11

2 3 5

3 2

x y z

x y z

x y z

+ + = −

+ − = −

+ − =

 21) 
2 3 3

4 6 16 8

3 2 17 1

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

22) 
3 2

2 1

2

x y

x y

x y

+ =

+ = −

− = −

 23) 
4 7 0

8 14 2

16 28 4

x y

x y

x y

− =

− =

− + =

 

24) 
3 2 1

9 6 3

6 4 2

x y

x y

x y

− =

− + = −

− =

 25) 
2 3 2 2

2 5 8 6 5

6 8 10 4 8

x y z t

x y z t

x y z t

+ − + =

+ − + =

+ − + =

 

26) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 4 13 3

3 2 5 2

2 2 3 4 0

x x x x

x x x x

x x x x

+ + − =

− + + =

+ + − =

 27) 

2 2 2

3 2 5

2 5 3 4

2 8 12 0

x y z

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − =

− + = −

+ + =

 

 

: F השדהמעל  ,ו את מערכת המשוואות הבאה בשיטת גאוסרפת (28

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 1 4

(1 ) 2

( 1 3 ) (3 ) (2 4 ) 5

z iz i z i

iz z i z i

i z i z i z i

+ + − = +

+ + + = +

− + + − + + = −

 

 F= . א

 F= .ב

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

 שקולות. ד -ב ו-ג שקולות, ו-א ו (1

א.  (2

1 10 11

2 0 2

1 1 3

 
 
 
 
 

ב.   

1 4 1 7

1 1 0 1

1 1 1 5

− − 
 

− −
 
 
 

ג.  
2 1 1 3

1 0 1 0

 
 

− 
 

ד.  

1 0 0 0 3

2 1 0 0 4

0 0 1 1 8

 
 
 
 
 

 

3) 

9 2 6 8

3 5 1 0

4 2 8 2

 
 

− 
 
 

 4) 

4 1 0 2

0 3 1 1

0 0 1 5

 
 

− 
 
 

 5) 

0 0 4 4

0 5 4 2

1 4 5 1

− 
 

− 
 − − 

 

א.  (6
1 1 22R R R→ ב.   +

2 2 14R R R→ ג.  −
2 2 12 4R R R→ + 

7) 

1 2 3 2 4 1

0 1 2 3 2 2

0 0 0 1 2 3

− − 
 

− −
 
 
 

-ו 

1 0 1 0 24 21

0 1 2 0 8 7

0 0 0 1 2 3

 
 

− − −
 
 
 

 

8) 

1 2 1 2 1

0 0 3 6 1

0 0 0 0 0

− 
 

−
 
 
 

  

9) 

1 2 1 3

0 1 2 2

0 0 3 4

− 
 
 
 
 

-ו 

17
3

2
3

4
3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 

− 
 
 

 

10) 

1 3 1 2

0 11 5 3

0 0 0 0

0 0 0 0

− 
 

−
 
 
 
 

  

11) 

1 2 1 3 5

0 1 1 5 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

 
 

− −
 
 
 
 

-ו  

1 0 1 0 0

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

− 
 
 
 
 
 

  

12) 

0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
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13) 

1 2 1 3 5

0 1 1 5 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 
 

− − 
 
 
 
 
 

-ו 

1 0 1 0 0

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− 
 
 
 
 
 
 
 

  

14) 

1 3 2 2 3

0 1 1 2 1

0 0 2 0 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− 
 

− − 
 −
 
 
 
  
 

 

15) 

1 1 1 1

1 2 , 0 0

0 0 0 0

F F

i i

i i

+ +   
   
+   

   
   

= =

 

16) ( ), (1, 2)x y = 17) ( ), (5 2 , )x y t t= − 18)  

19)  20) ( ) ( )1 2 3, , 1, 3, 2x x x = − −  

21) ( ) ( ), , 1 7 , 2 2 ,x y z t t t= − − + 22) ( ), ( 1,1)x y = − 

23)  24) ( )
1 2

, ,
3

t
x y t

+ 
=  
 

  

25) ( ) ( ), , , 2 ,1 2 2 , ,x y z t a b a b a b= − + + − 26)  

27) ( ) ( ), , 2,1, 1x y z = −  

א.  (28
1 2 3( , , ) (2,3, 1)

F
z z z

=
= ב .   −

1 2 3( , , ) (( 1 ) 1 ,3, )
F

z z z i t i t
=
= − + + + 
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 חקירת מערכת משוואות לינאריות )עם פרמטר(

 שאלות

 : )אם יש כאלה( יש למערכות kלאילו ערכי   ומצא  1-6בשאלות 
 . . אינסוף פתרונות3. אף פתרון.     2. פתרון יחיד.     1

1) 2 2

1

5 7 ( 3) 1

3 ( 3) 3

x y z

x y k z k

x y k z

− + =

− + + = +

− + + =

 2) 

1

1

1

x ky z

x y kz

kx y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

3) 

2 0

3 2

9 5 2

x ky z

x y kz

x ky z

+ + =

+ + =

+ + = −

 4) 

2

2 0

2 0

5 (1 ) 1

x y z

x y z

x k y k z

− + =

+ − =

+ − + =

 

5) 

2

1

( 2) 2

( 1) 9

kx y

k x ky

k z

− =

− + = −

− =

 6) 

3 2

4

3 (2 ) 0

x ky z

kx y z

x y k z

+ + =

− + =

+ + + =

 

 

 )אם יש כאלה( יש למערכות:  kלאילו ערכי   ומצא  7-9בשאלות 
 . אינסוף פתרונות. 3  . אף פתרון. 2  . פתרון יחיד. 1

7) 
2

2

2 3

( 3) 2 5

6 3 7 2

x ky

k x y k

x ky k

+ =

+ + = +

+ = +

 8) 
2

2 3 1

4 ( 5 ) 2

x y z

x k k y z k

− + =

+ − + =
 

9) 

3 4 2

2 1

8 3

2 6 2 0.5 1

x y z

kx y z

x y z k

x y z k

+ − =

− + = −

+ − =

+ − = +

  

 

 )אם יש כאלה( יש למערכות: bושל   aלאילו ערכים של    ומצא  10-12בשאלות 
 . פתרונות. אינסוף  3. אף פתרון.     2. פתרון יחיד.     1

10) 
2 4

7 10 16 7

2 3 1

x y z b

x y z

x ay z

+ − =

− + =

− + =

 11) 

2 4 1

2 4 4

2 4 0

2 6 2

x y az

x y z

x y z

x y z b

+ + = −

+ + = −

+ − =

+ + = −

 12) 
1

3 2 1

x y z t

ax y z t b

x y at a

+ − + =

+ + + =

+ + = +
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  נתונה מערכת המשוואות: (13

1

2 2

3

x az

y z

bx cy dz

+ =

+ =

+ + =

 

,תנאי עבור   ומצא .א , ,a b c d, .כך שלמערכת יהיה פתרון יחיד 

,תנאי עבור   ומצא .ב ,b c d,   כך שלכלa,  .למערכת יהיו אינסוף פתרונות 
 

2נתונה המערכת:     (14 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

+ − =


− + + = −
 − + + =

. 

 את המטריצה המתאימה למערכת המשוואות.  מורש .א

 את הצורה המדורגת של המטריצה מסעיף א.מו רש .ב

 יש למערכת:   kלאילו ערכי   ומצא .ג
 . אינסוף פתרונות. 3  . אף פתרון. 2  . פתרון יחיד. 1

 את הפתרון הכללי במקרה בו יש אינסוף פתרונות.  מורש .ד

0zיש למערכת פתרון שבו   kלאילו ערכי   ומצא .ה =. 

0zיש למערכת פתרון יחיד שבו   kלאילו ערכי   ומצא .ו =. 

,1)פתרון של המשוואה השלישית הוא   kעבור איזה ערך של  ומצא .ז 2,3) .
 . ור יהאם ייתכן שהפתרון הנ"ל הוא גם פתרון של כל המערכת? הסב 

 הוא הפתרון היחיד של המערכת.  k ,(1,0,0)ך של  לאיזה ער ומצא .ח

 

  מישורים:  3נתונות המשוואות של  (15

3 3

2 1

1

x my

mx y mz

x mz

+ =


+ − =
− + = −

. 

 שלושת המישורים:   m  עבור אילו ערכים של הקבוע וג מצא -בסעיפים א 
 נפגשים בנקודה אחת )מצא נקודה זו(.  .א
 לא נפגשים באף נקודה.  .ב
 משותפות )מצא נקודות אילו(.בעלי אינסוף נקודות  .ג
 המישורים מתלכדים או מקבילים?   3עבורו  mהאם קיים ערך של   .ד
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 תשובות סופיות 

1) 1 .1, 2k k  − 2  .1k = 3 .2k = − 

2) 1 .1, 2k k  − 2  .2k = − 3  .1k = 

3) 1 .4
71,k k −    2  .4

7k =   3  .1k = − 

4) 1 .1, 0.4k k  − 2  .1, 0.4k k= = − 

5) 1 .1, 2k k   −   2  .1, 2k k=  = − 

6) 1 .1, 3, 2k k k −  −    3  .1, 3, 2k k k= − = − =  

7) 1 .1k = − 2  .1k   3  .1k =  

8) 2 .3k =    3 .3k  

9) 1 .1k    2 .1k = 

10) 1 .2a  2 .2, 3a b=  − 3 .2, 3a b= = − 

11) 2 .2.5b    6אוa  −.  3 .6, 2.5a b= − = 

12) 2 .2, 2a b=    3 .2, 2a b= 2aאו   = . 

2abא. (13 c d+   .0 ב, 1.5, 3b c d= = = 

2א.  (14 2

1 1 1 1

3 7 1 1

4 6 2 4

k k

k

− 
 

− + −
 
 − + 

2ב.     2

2 2

1 1 1 1

0 10 4 4

0 0 2 4

k k

k k k

− 
 

− + −
 
 − + + − 

  

2.  1ג.  , 1k k  −  .2  .1k = −  3  .2k )ד.  = ) ( ), , 1 0.2 ,0.8 ,x y z t t t= + 

2kה.    =             .2וk = 2kז.            − 2k, לא.          ח.   = = − 

,0א.  (15 2,3m  2,3mב.  − = 0mג.  −  לא. ד.  =

1
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 תפתרון וחקירת מערכת הומוגנית של משוואות לינאריו

 שאלות 

את המערכת   פתרו (1

2

2 6

4 2 5 12

x y z

x y z

x y z

− + =


+ + =
 − + =

. 

 . של המערכת ההומוגנית המתאימה  את הפתרון קבעו ,על סמך הפתרון
 

את המערכת   פתרו (2

2

2 6

4

x y z

x y z

x y z

− + =


+ + =
 + + =

. 

 . המערכת ההומוגנית המתאימה של  את הפתרון קבעו ,על סמך הפתרון
 

: נתונה המערכת (3

1

2

2 3

x y

x y z k

x my z

− =

− + − =
 + + =

. 

 אינסוף פתרונות.   עבורם למערכת ההומוגנית המתאימה, mאת ערכי    מצאו . א

 פתרון. עבורם למערכת, k  את ערכי  מצאו ,א- ב נמצאש  mעבור ערך   .ב

m,י  עבור ערכ . ג k  הכללי את הפתרון מצאו ,בסעיפים הקודמים נמצאוש 
 מערכת את הפתרון הכללי של ה קבעוו  ,הנתונה המערכת של 

 ההומוגנית המתאימה. 

 

)נתון שהחמישייה  (4 )4 2 4, , 2, ,t s t s t s− + − מהווה פתרון כללי של מערכת  +

 מבין הטענות הבאות נכונות:  אילו  קבעו ליניארית נתונה.

 המערכת הנתונה היא מערכת הומוגנית.  . א

)החמישייה  .ב  היא פתרון פרטי של המערכת הנתונה. , 4,0,2,0,0(

)החמישייה  . ג )4,0,  היא פתרון של המערכת הנתונה. , 2,1,1

)ממשי, החמישייה  aלכל  .ד )4 ,0, 2 ,0,0a a .אינה פתרון של המערכת הנתונה 

)החמישייה  .ה )4 2 , ,0, ,t s t s t s− −  היא פתרון כללי של המערכת , +

 המתאימה.  ההומוגנית

)החמישייה  .ו )0,1,0,1,  היא פתרון פרטי של המערכת ההומוגנית המתאימה.  , 2

 . 2מספר המשוואות לאחר דירוג הוא  ,במערכת הנתונה .ז
  

1
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 נתונה המערכת ההומוגנית (5

3 0

2 0

0

x my

mx y mz

x mz

+ =


+ − =
− + =

. 

 אוסף הפתרונות של המערכת.  W יהי
 הוא:  W )אם בכלל( m עבור אילו ערכים של הקבוע

 נקודה זו(. ונקודה )מצא  . א
 ישר זה(. וישר )מצא .ב
 מישור זה(. ומישור )מצא . ג

 

נתונה המטריצה  (6

1 2 3 4

2

4

3

a b c
A

d e f

g h i

 
 
 =
 
 
− 

. 

 .Aאת הצורה המדורגת של  A'- נסמן ב
ל ההומוגנית המתאימה יש יותר משתנים חופשיים ממשתנים מ"ידוע כי במ

 תלויים. 
 .Aמצאו את  
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 תשובות סופיות 

)פתרון כללי של המערכת  (1 )3 1
2 24 , 2,t t t− − +. 

)וא פתרון כללי של המערכת ההומוגנית המתאימה ה )3 1
2 2, ,t t t− −. 

)  למערכת פתרון יחיד (2 , , ) (1,1, 2)x y z =. 

)  למערכת ההומוגנית המתאימה פתרון יחיד )0,0,0. 

3mא.  (3 = 2k  ב. − = )פתרון כללי של המערכת ג.  . − , , ) ( , 1, )x y z t t t= −. 

)וא פתרון כללי של המערכת ההומוגנית המתאימה ה , , )t t t. 

 הטענה לא נכונה.ג.  הטענה נכונה.ב.  הטענה לא נכונה.א.  (4
 הטענה לא נכונה.ו.  הטענה נכונה.ה.  הטענה לא נכונה.ד. 
 הטענה לא נכונה.ז. 

,0א.  (5 2,3m  ). הנקודה היא − , , ) (0,0,0)x y z =. 

0mב. אם  x(0,0,1)נקבל ישר   = t= 2. אםm=  2)נקבל ישר, 1,1)x t= −, 

3mאם      ,3)נקבל ישר   = 3,1)x t= −. 
 עבורם נקבל מישור. mאין ערכים של ג. 

6) 

1 2 3 4

2 4 6 8

4 8 12 16

3 6 9 12

A

 
 
 =
 
 
− − − − 
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 ת שימושים של מערכת משוואות לינאריו

 שאלות

 רשת זרימה המתארת את זרם התנועה )במכוניות לדקה(   שלהלןבאיור  (1
 של מספר רחובות בתל אביב. 

 את תבנית הזרימה הכללית של הרשת.  ומצא .א

 , את תבנית הזרימה הכללית של הרשת ומצא .ב
ידוע שהכביש שהזרם שלו   אם

4x  .סגור 

 

מהו הערך המינימלי של   .ג
1x, אם ידוע ש -

4 0x =? 

 
 

 

 הוף וחוק אוהם(:כ )חוקי קיר את הזרמים במעגלים החשמליים ומצא  3-2בשאלות 

2)  

 

3)  

 

 

 שאלות נוספות הנוגעות בנושא מערכת משוואות לינאריות. ו)דטרמיננטות( תמצא 3* בפרק 
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 תשובות סופיות 

א.  (1
3x ו-  

5x   .חופשיים
1 3 5100x x x= + −  ,

2 3 5100x x x= − +  ,
4 560x x= − . 

ב. 
3x  .חופשי

1 340x x= +  ,
2 3160x x= −  ,

4 0x = ,
5 60x  . 40ג.   .=

1א.  (2 2 3

255 97 158
, ,

317 317 317
I I I= = = 

3) 1 2 3

5 7 6
, ,

22 22 11
I I I= − = = 

1

פרק 4פתרון וחקירת מערכת משוואות לינ...

41

41



אלגברה לינארית א
פרק 5 - מטריצות

תוכן העניינים

1. מטריצות י 42

2. מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי-סימטריות י 47

3. המטריצה ההופכית י 48

4. דרגה של מטריצה י 55

5. מטריצה אלמנטרית י 59
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 מטריצות 

 שאלות 

4נתונות המטריצות הבאות:   (1 6 4 6 6 2 4 2 6 4, , , ,A B C D E    . 

 אילו מבין המטריצות הבאות מוגדרות.  וקבע
 את סדר המטריצה: מובמידה והמטריצה מוגדרת, רש

 

,את    ומצא (2 ,x y z:אם ידוע כי , 
2 3 2 2 2 5

2 5 2 8 4 3 12

x y x y z z

x y x y z z

+ − − +   
=   

− + − − −   
. 

 
נתונות המטריצות הבאות:  3-8בשאלות 

 

2 3

4 0 1 4 2
4 1 1 4 2

1 2 , , , 1 0 1 ,
0 2 4 1 5

1 1 4 2 10

4 1 1 1 0 0
1 0

1 0 1 , , 0 1 0
0 1

4 1 1 0 0 1

A B C D

E I I

   
      

= = = = −      −      −   

   
    

= − = =    
    −   

 

 )במידה וניתן(:  וחשב

E . א  (3 D+ 3 .בE D I− + 

32 .ד 5C . ג  4D EI+ 

4)  ( )22 2tr D E−  

4 . א  (5 TC A+ ב. 
1 1

2 4

TA C+ 

6)  2I BC  

7)  ( )Ttr C C  

8)  DABC  

 

A . א B+ ב. AB ג . AC D− ד. AE B− 

B .ה AB+ ו. ( )E B A+ ז. ( )TE A D+ ח. TE B 

) . ט )E AC י. ( )E B A−   

1

פרק 5מטריצות

42

42



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 .n ריבועית מסדרמטריצה  A  נתון כי (9
)נתון כי   )( ) 0A I A I− + = . 

Aהוכיחו או הפריכו:  I=   אוA I=− . 

 

2את כל המטריצות  נואפיי (10 2A   2שמקימות 4A I= −. 

 

טבעי מתקיים   nכי לכל  וחיהוכ (11
2 0 2 0

1 1 1 2 1

n n

n

  
=   

− −   
. 

 הערה: תרגיל זה מיועד רק למי שנדרש לדעת הוכחות באינדוקציה. 

 

ABיקראו מתחלפות אם  B-ו Aשתי מטריצות  (12 BA=. 
 הוכיחו או הפריכו על ידי דוגמה נגדית: 

מתחלפות עם המטריצה   B-ו Aאם המטריצות  . א
0 1

1 0

 
 
 

אז המטריצות  ,

A ו-B  .מתחלפות 

מתחלפת עם המטריצה  A אם המטריצה .ב
0 1

1 0

− 
 
 

TAאז  , A= −. 

 

 .nמטריצה ריבועית מסדר  Aתהי  (13

0TAAנתון כי    .=0A. הוכיחו כי  =

 מרוכבים? Aהאם הטענה נשארת נכונה אם איברי  
 אם כן, הוכיחו. אם לא, הביאו דוגמה נגדית. 

 

ABמטריצות ריבועיות המקיימות  B-ו A יהיו (14 BA= .)מטריצות מתחלפות( 

kטבעי מתקיים   k הוכיחו כי לכל . א kAB B A=. 

)טבעי מתקיים   kהוכיחו כי לכל  .ב )
k k kAB A B=. 

 

לפי נוסחת הבינום של ניוטון  (15
1

( )
n

n n k k

k

n
A B A B

k

−

=

 
+ =  

 
,   כאשר

, , ,A B n k . 

מטריצות ריבועיות  B-ו A האם נוסחת הבינום נשארת נכונה גם אם . א
 ?מסדר 

על מנת שנוסחת הבינום  ,B-ו A תנאי מספיק על המטריצות  ומצא .ב
 תהיה נכונה עבורן.

)את הפיתוח של    ומצא . ג )nA I+  ו- ( )nA I−, כאשר  A ו -I  ריבועיות מסדר

. 
 

  

1
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 את המונח מטריצה נילפוטנטית.  ימווהדג ורי. הגדא (16
 מטריצות מתחלפות ונילפוטנטיות. B-ו  A-נניח ש. ב

A-ו ABשגם המטריצות  וחיהוכ      B+  .נילפוטנטיות 

 

nתהי  (17 nA   :מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי min ,ija i j=. 

תהי 
n nB 

מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי:    
1 1

0
ij

i j n
b

else

+ = +
= 


. 

 בצורה מפורשת. B-ו A כתבו את המטריצות . א

Cמקיימת    Cהמטריצה   .ב A B= . 

1לכל  ijcומצאו נוסחה עבור   C חשבו את ,i j n . 

 

, כך שיתקיים Aמצאו מטריצה ממשית  (18
0 1 0 1

1 0 1 0

T

TA A A A
    

− = −    
− −    

. 

 

 

 

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

4א.  (1 6   .4ג.   לא.ב 2  .6ו.  לא. ה.   לא.ד 6  
6ז.  2   .6ט.   לא ח 4  .6י 6 

2) ( ) ( ), , 2,1, 1x y z = − 

א.  (3

5 5 3

0 0 0

8 3 9

 
 
 
 
 

ב.    

4 3 1

2 1 2

0 1 10

− − 
 
− 
 − − 

ג.   
5 20 10

20 5 25

 
 
 

 

ד.  

18 12 8

2 0 2

24 8 16

 
 
−
 
 
 

 

4) 230 

א.  (5

8 16

17 6

7 21

 
 
 
 
 

ב.    
2.25 1.5 0

1 1.25 1.75

 
 
 

 

6) 
8 17 13

8 2 10

 
 
− − − 

 

7) 63 

8) 

32 82 22

48 87 75

48 108 36

− − 
 
 
 − − 

 

 שאלת הוכחה. (9

10) 

2 4a
a

A c

c a

 +
− =

 
 − 

 

 שאלת הוכחה. (11
 שאלת הוכחה. (12
 שאלת הוכחה. (13
 שאלת הוכחה. (14
 הוכחה.א+ב. שאלת  (15

ג. 

1 2 1

1 2 1 1

( ) ...
0 1 2 1

( ) ... ( 1) ( 1)
0 1 2 1

n n n n

n n n n n n

n n n n n
A I A A A A I

n n

n n n n n
A I A A A A I

n n

− −

− − +

         
+ = + + + + +         

−         

         
− = − + − + − + −         

−         

  

 שאלת הוכחה. (16

1
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א.  (17

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1

1 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0

1 2 3 3 3 3 0 0 0 0 1 0 0

1 2 3 4 4 4 0 0 0 1 0 0 0

1 2 3 4 5 5 0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 1 0 0 0 0 0 0

A B

n

   
   
   
   
   

= =   
   
   
   
   
   

 

ב.   

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 1

3 3 3 3 2 1

min , 14 4 4 3 2 1

5 5 4 3 2 1

5 4 3 2 1

ijC c i n j

n

 
 
 
 
 

= = + − 
 
 
 
 
 

 

18) 
1 1

1 1
A

− 
=  
 

 

1

פרק 5מטריצות
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 סימטריות -מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי

 שאלות 

TAתיקרא סימטרית אם  Aמטריצה ריבועית  A=, סימטרית אם - ואנטיTA A= − . 

 מטריצה ריבועית.  A-ידוע ש (1
 :)אחד או יותר( מי מבין הבאים נכון

1. TAA  .סימטרית 

2. TA A+  .סימטרית 

3. TA A− סימטרית.- אנטי 

 

 סימטריות מאותו סדר.- אנטי B-ו A-ידוע ש (2
 מי מבין הבאים נכון:

1. BABABA סימטרית.- אנטי 

2. 2 2A B−  .סימטרית 

3. 2A B+  .סימטרית 

 

ABסימטריות מאותו סדר ונתון כי   B-ו A-ידוע ש (3 BA= − . 
 מי מבין הבאים נכון:

1. 3AB סימטרית- אנטי. 

2. 2AB  .סימטרית 

3. 2( )A B−  .סימטרית 

 

ABאנטי סימטרית מאותו סדר ונתון כי   B- סימטרית וA-ידוע ש (4 BA=. 
 :וחיהוכ

1. AB סימטרית.- אנטי 

2. AB B+ סימטרית.- אנטי 

 

,נתון:  (5 ,A B AB .סימטריות מאותו סדר 

4כי   וחיהוכ 4 4 4A B B A=. 
 

 תשובות סופיות 

1) 1,2,3 
2) 2 
3) 1,2,3 
 הוכחה.שאלת  (4
 הוכחה.שאלת  (5

1

פרק 5מטריצות
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 המטריצה ההופכית 

 שאלות 

 את ההפוכה של כל מטריצה.  ומצא 9-1בשאלות 
 על ידי כפל מטריצות מתאים. ותאת התשוב ובדק

1) 
1 2

3 4

 
 
 

 2) 
5 2

7 3

 
 
 

 3) 
4 1.5

2 1

 
 
 

 

4) 

1 0 2

4 1 8

2 1 3

 
 

−
 
 
 

 5) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

 
 

−
 
 
 

 6) 

2 1 1

3 2 2

5 3 4

− 
 

− 
 − 

 

7) 

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

 
 
 
 
 
 

 8) 

1 4 2 4

1 2 1 0

0 1 1 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 
 

− − 

 9) 

1 1 0 1

4 2 2 3

2 1 2 1

4 0 2 2

 
 
 
 − −
 

− 

 

 

2המטריצה  kעבור אילו ערכים של הקבוע  (10

1 1 1

5 7 3

3 1 3

k

k

− 
 

− +
 
 − + 

 ? הפיכה 

 

 המטריצה kעבור אילו ערכים של הקבוע  (11

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

 
 
 
 
 
 
 
 

 ?הפיכה איננה 

 

 :X  את צווחל ,nהן הפיכות מסדר  21-41בשאלות  שהמטריצות וחיהנ

AXC . א  (12 D= 1 .ב 1A XC A DC− 1 . ג =− TP X P A− = 

1 . א  (13 2( )C A X D I− −+ 1 .ב = 1( )A AX X C− −− = 

14)      1T T TABC X BA C AB− =  

 

נתון  (15
1 2

4 9
B

 
=  
 

. 

)אם ידוע כי   ,Xאת  וחשב )
12 2B X B B I
−
= +. 

1
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1נתון  (16

1 0 2

4 1 8

2 1 3

B−

 
 

= −
 
 
 

1TBYBאם ידוע כי   ,Yאת    וחשב . B B−= +. 

 

1נתון  (17
2 3

4 7
A−  

=  
 

. 

) בנוסף כי: אם נתון ,Bאת  וחשב ) ( )
2 2

5 2 7TA B I A A
− −

+ =. 

 
 על הסעיפים הבאים: וענ (18

2המקיימת   מטריצה ריבועית Aנתון:  . א 5 2 0A A I− − =. 

 .I-ו Aבמונחי  −1Aאת   והפיכה ובטא  A  כי וחיהוכ

)המקיימת   מטריצה ריבועית Aנתון:  .ב 3 )( 2 ) 0A I A I− + = . 

 .I-ו Aבמונחי  −1Aאת   והפיכה ובטא  A  כי וחיהוכ

 

3  ן כינתו (19 2( ) 4 20 48p x x x x= − − + ,

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= − 
 − − 

. 

)את  וחשב . א )p A. 

 ,הפיכה A-ש וחיהוכ  ,)ולא בדרך אחרת(סעיף א בעזרת תוצאת  .ב

 בלבד. I-ו Aבעזרת  −1Aאת  וובטא
 

4מטריצה ריבועית המקיימת  A  כי נתון (20 0A =. 

 לא הפיכה.Aכי   וחיהוכ . א

Iכי המטריצה  וחיהוכ .ב A− את ההופכית שלה.  וומצא ,הפיכה 
 

  כי נתון (21
1

1

P AP B

Q BQ C

−

−

 =


=
 . 

1D-כך ש  ,Dכי קיימת מטריצה הפיכה  וחיהוכ AD C− =. 
 

 שכל המטריצות הנתונות ריבועיות, מאותו סדר והפיכות. וחי* הנ
 ניתן לנסח את השאלה כך: ,דמיון מטריצות* לסטודנטים המכירים את המושג *

 .C-דומה ל Aאז   ,C-דומה ל B-ו B-דומה ל A: אם וחיהוכ
 )כלומר יחס הדמיון הוא יחס טרנזיטיבי(

 

 

 . שאלות נוספות הנוגעות למטריצה ההפוכה ו)דטרמיננטות( תמצא 3בפרק  הערה: 

  

1
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A,תהיינה  (22 B  2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 
 כל אחת מהטענות הבאות:  יכואו הפר וחיהוכ

AB . א BA=. 

2אם  .ב

nA AB I−  הפיכה.  Bאז בהכרח  , =

2אם  . ג

nA AB I−  הפיכה.  Aאז בהכרח  , =

)אם  .ד )
100

AB I= ,  אז בהכרח( )
100

BA I= . 

)אם  .ה )
100

0AB )אז בהכרח  , = )
101

0BA =. 

 

A,תהיינה  (23 B   מטריצות מסדרn n  2, עבורןA AB I+ =. 

AB-הוכיחו ש . א BA=. 

2B-אם נתון בנוסף ש .ב BA+  ,היא מטריצת האפס 
 היא מטריצת האפס.  Bהוכיחו שגם 

 
A,תהיינה  (24 B.מטריצות כלשהן 

 את הטענות הבאות:  יכואו הפר וחיהוכ

ABאם  . א I=  1אזB A−=. 

A,היא מטריצה ריבועית, אזי ABאם המכפלה  .ב B.מטריצות ריבועיות 

A,היא מטריצה הפיכה, אזי ABאם המכפלה  . ג B .מטריצות ריבועיות 

 לא הפיכה. ABהמכפלה   .ד

 מטריצה ריבועית. Bמוגדרת, אזי ABמטריצה ריבועית והמכפלה  Aאם  .ה

 

2Aתיקרא אידמפוטנטית אם   Aמטריצה ריבועית  (25 A=. 
 :וחיהוכ

Aלמעט המקרה בו   . א I= .מטריצה אידמפוטנטית היא לא הפיכה , 

יחידה נקבל מטריצה ה אם נחסר מטריצה אידמפוטנטית ממטריצת  .ב
 אידמפוטנטית. 

 ,2מסדר  תמטריצה אידמפוטנטית ריבועי Aאם  . ג
) אז ) 1tr A  מטריצה אלכסונית.   A-או ש =

  nAאידמפוטנטית   A .ד A=,  לכלn  .טבעי 

 

)נתונה  (26 ), , ,

a b c d

b a d c
a b c d M

c d a b

d c b a

 
 
− −

  =
 − −
 
− − 

. 

,מצאו תנאי על הקבועים  , ,a b c d כך ש-M  1תהיה הפיכה ומצאו אתM − 

 מקרה זה.ב
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נתון כי   (27
11 12 13

21 22 23

31 32 33

A

  

  

  

 
 

=  
 
 

 הפיכה. 

 את מספר הפתרונות של המערכת. לגבי כל אחת מהמערכות הבאות קבע 

 . א
11 12 13

21 22 23

31 32 33

x y

x y

x y

  

  

  

+ =

+ =

+ =

  

 .ב
11 12 13

21 22 23

31 32 33

0

4 1

3 4

x y z w

x y z w

x y z w

  

  

  

+ + + =

+ + − =

+ + + = −

 

 . ג
11 21 31

12 22 32

13 23 33

3

1

1

x y z

x y z

x y z

  

  

  

+ + =

+ + =

+ + =

  

 

A,תהיינה  (28 B   מטריצות מסדרn n. 
 הוכיחו:

2BAאם  . א I A= 2Bוגם  − AB= 0Bאז  ,− =. 

2אם  .ב 2A I=,  אזA I+ ו-A I−  .הפיכות 
 

A,תהיינה  (29 B   מטריצות מסדרn nכך ש ,-( ) 2 31 2B A B= וגם  −

( ) 3 22 3B AB I+ =. 

 .Bבאמצעות   −1B-ו −1Aהפיכות, ובטאו את  B-ו A-הוכיחו ש
 

A,תהיינה  (30 B   מטריצות מסדרn n2-, כך שBA I B+ =. 

 הפיכה. B-הוכיחו ש . א
 סימטרית.  B-ידוע ש .ב

 סימטרית.   A  הוכיחו כי
 

0nA- טבעי כך ש n )כלומר, קיים מטריצה נילפוטנטית Aתהי   (31 =.) 
 לא הפיכה. A  הוכיחו כי . א
Iהוכיחו כי    .ב A− ו-I A+  .הפיכות 

2נגדיר:  . ג 31 1 1 1
... ...

1! 2! 3! !

A ne I A A A A
n

= + + + + + +. 

Aeהוכיחו: אם  I=   0אזA=. 
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 .n, מסדר B-ו A נות שתי מטריצות,נתו (32
 סמנו את הטענה שנכונה בהכרח: 

 רגת קנונית. יש אותה צורה מדו TA-ול A- ל . א

A,אם  .ב B  מדורגות קנונית, אזA B+  .מדורגת קנונית 

A,אם  . ג B  מדורגות קנונית, אזA B−  .מדורגת קנונית 

בצורה  אפסים, אז גם  שורת  יש Bאם בצורה המדורגת קנונית של  .ד
 . אפסיםשורת  יש ABהמדורגת קנונית של 
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 תשובות סופיות 

1) 
2 1

1.5 0.5

 
 

− 
 2) 

3 2

7 5

− 
 
− 

 3) 
1 1.5

2 4

− 
 
− 

 

4) 

11 2 2

4 1 0

6 1 1

− 
 

− 
 − − 

 5) 

8 1 3

5 1 2

10 1 4

− − 
 
−

 
 − 

  

6) 

2 1 0

2 3 1

1 1 1

− 
 

− 
 − − 

 7) 
1 1
2 2

1 1
3 3

1 1
4 4

1 0 0 0

0 0

0 0

0 0

 
 
− 
 −
 

− 

  

8) 

7 10 20 4

2 3 6 1

3 5 8 2

1 2 3 1

− − 
 
− −
 
 − −
 
− − 

 9) 

7 2 3 1

10 3 5 2

10 3 4 1.5

4 1 2 1

− − 
 
− −
 
 − −
 

− − 

  

10) 1, 2k k  − 11) 1, 4k k= = −  

1 א.  (12 1A DC− ). ג   D.  ב  − )1
T

T TP A P− 

2CDא.  (13 A−    .ב( )
1

1A C A
−

−+ 

14) 1( )T T TBA C B BC− 15) 
5 1

4
2 1

X
− 

=  
− 

 

16) 

22 86 38

64 246 114

60 238 100

Y

 
 

=  
 
 

 17) 
264 4501

448 768245
B

 
=  

 
 

1א.  (18 0.5 2.5A A I− = 1ב.    − 1 1
6 6

A A I− = − 

 א. (19

0 0 0

( ) 0 0 0

0 0 0

f B

 
 

=
 
 
 

1ב.     21 1 5

48 12 12
B B B I− = − + + 

1ב.     הוכחה.שאלת א.  (20 2 3( )I A I A A A−− = + + + 

 הוכחה.שאלת  (21
 הוכחה.שאלת  (22
 הוכחה.שאלת  (23
 הוכחה.שאלת  (24
 הוכחה.שאלת  (25

26) ( )
( )

1

2 2 2 2

1
( , , , ) (0,0,0,0) Ta b c d M M

a b c d

− =
+ + +
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 ג. פתרון יחיד. ב. אינסוף פתרונות.  א. אין פתרון. (27
 שאלת הוכחה. (28
 שאלת הוכחה. (29
 שאלת הוכחה. (30
 שאלת הוכחה. (31
 ד (32
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 דרגה של מטריצה

 שאלות

)את המשפט    ואמת (1 ) ( )Trank A rank A=, 

  על המטריצה

1 2 3 4 10

5 6 7 8 14

6 8 10 12 24

3 2 1 0 6

A

 
 
 =
 
 

− 

. 

 

)את המשפט    ואמת (2 )  min ( ), ( )rank AB rank A rank B, 

  עבור

1 2 3 4 1 2 3

5 6 7 8 4 5 6

6 8 10 12 7 8 9

3 2 1 0 1 1 1

A B

   
   
   = =
   
   
   

. 

 

נתונה המטריצה   (3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4 1

0 0 0 10

k

k
A

k

k

− 
 

−
 =
 −
 

− 

. 

)את   וחשב )rank A. 

 

1nריבועית מסדר   ה מטריצ Aנתון כי   (4 . 
 : יכואו הפר וח יהוכ 

) .א ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

) .ב ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

 

A,נתון כי   (5 B   1מטריצות ריבועיות מסדרn . 
 : יכואו הפר וח יהוכ 

)אם  .א ) ( )rank A rank AB=,   אז בהכרחB  .הפיכה 

)- ייתכן ש .ב ) ( ).rank A rank AB 

)אם  .ג ) ( )rank A rank B ,  אז( ) ( ).rank AB rank B 
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נתון   (6

1 2 3 1 2 3

0 0 1 , 0 4 5

0 0 4 0 0 1

A B

−   
   

= − =
   
   
   

. 

)את   וחשב .א ) ( ),rank A rank B . 

)את   וחשב .ב )10 14rank B A. 

 

A,נניח כי   (7 B שתי מטריצות ריבועיות מסדר  n. 

2הוכיחו כי   ( ) ( )
A A

rank rank A rank B
A B

 
 + 

 
. 

 

8תהי   (8 7xA כך ש ,מטריצה -( ) 3rank A =. 

1מטריצות   3כי קיימות   וח יהוכ  2 3, ,A A A,   1שלכל אחת מהן דרגה, 

1- כך ש 2 3A A A A= + +. 

 מטריצות.  3- הראו כי לא ניתן לקבל זאת עם פחות מ

 .kשדרגתה   mxnר  הכלילו את תוצאת התרגיל למטריצה מסד
 

3נתונות שתי מטריצות   (9 5 5 3,A B . 

 את הטענות הבאות: יכו או הפר וח יהוכ 

) .א ) ( )rank AB rank BA= 

) .ב ) ( )rank AB rank BA 

 לא הפיכה. BAהמטריצה  .ג
 

mמטריצה מסדר   Aתהי   (10 n  ותהי ,B   מטריצה מסדרn m. 
 :וח יהוכ 

mAB אם .א I=   אז( ) ( )rank A rank B m= =. 

nBA אם .ב I=   אז( ) ( )rank A rank B n= =. 

mAB אם .ג I=  וגםnBA I= בהכרח אז  m n=. 

Tלא ריבועית אז לא ייתכן שגם    A אם .ד

mAA I=  וגםT

nA A I=. 

 
1נתונים   Fבשדה   (11 2, ,..., ma a a ,1- ו איברים, שלא כולם אפס 2, ,..., nb b b   ,איברים

 שלא כולם אפס.

)קבעו מהי דרגתה של המטריצה   )1
1

i mij
j n

M m  
 

ij, כאשר  = i jm a b=. 
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1תהי   (12 ,( )ij i j nA a  =   :2מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי 2

ij i ja b b= −, 

כאשר  
1 2, ,..., nb b b  3  -מספרים ממשיים שונים וn . 

 שהמטריצה לא הפיכה.  וח יהוכ  .א
2n- נכונה אם נשנה את הנתון ל  תישארהאם הטענה  .ב ? 

 . יכואו הפר וח יהוכ 
 

A,תהיינה   (13 B   מסדר  מטריצות מעל ,m n  כך שלכל ,nx  ,0x , 

Axמתקיים   Bx. 

Aמה הדרגה של המטריצה  B−? 
 

A,תהיינה   (14 B  מטריצות מסדרn n. 

)נתון שכל פתרון של המערכת   .א ) 0AB x , הוא פתרון של המערכת  =

0Ax =. 

 .Aשווה לדרגה של   ABהוכיחו שהדרגה של  

)אז   ,הפיכה A  הוכיחו: אם .ב ) ( )AB A =. 

)הוכיחו שאם   .ג ) ( )AB A , ז  אA  .לא הפיכה 

 
nמטריצה מסדר   Aתהי   (15 n. 

)הוכיחו כי   .א ) ( )2P A P A. 

)נתון כי   .ב ) ( )2A A . 

0Av- , כך שnvהוכיחו שקיים     2וגם 0A v =. 
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 תשובות סופיות 

 הוכחה. שאלת  (1
 הוכחה. שאלת  (2
1kאם  (3 )אז   ,= ) 2rank A ,4אם . = 10k k= )אז  ,= ) 3rank A =. 

1,4,10kאם     ( ) 4rank A =. 

 ב. הטענה נכונה.  א. הטענה אינה נכונה.  (4
 . ב. הטענה אינה נכונה  נכונה. א. הטענה אינה   (5

 .ג. הטענה אינה נכונה

)א.  (6 ) 3rank B = ,( ) 2rank A ) ב.  .= )10 14 2rank B A = 

 הוכחה. שאלת  (7
 הוכחה. שאלת  (8
 הוכחה. שאלת  (9

 הוכחה. שאלת  (10
11) 1 
 הוכחה. שאלת  (12

13) n 
 הוכחה. שאלת  (14
 הוכחה. שאלת  (15

1
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 מטריצה אלמנטרית 

 שאלות 

את המטריצה   רשמו (1
1 2

3 4
A

 
=  
 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

את המטריצה   רשמו (2
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

− − 
 

= − − 
 − − 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

 ד. -כל אחד מסעיפים א יכואו הפר וחיהוכ (3
 ע"י סדרת פעולות דירוג. A- מתקבלת מ  B- ומטריצה ריבועית,  Aנתון כי  

 ע"י הפעלת אותה סדרה של פעולות תתקבל גם:          

 .2A- מ 2B . א

 .2A- מ BA .ב

 .BA- מ 2B . ג

 .AB- מ 2B .ד

 

]3תהי  (4 ]A M R,  איברי  , סכום 4כך שסכום איברי השורה הראשונה שלה הוא

 .10וסכום איברי השורה השלישית שלה הוא  1השורה השנייה שלה הוא 

2נגדיר את המטריצות האלמנטריות   1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 , 0 1 0

0 3 1 4 0 1

E E

   
   

= =
   
   −   

. 

למה שווה סכום איברי השורה השלישית במטריצה 
2 1E E A? 

 בשתי דרכים: ורפת
 האלמנטרית. בעזרת תכונות המטריצה  – דרך א' 
 בעזרת כפל מטריצות.  –דרך ב'  
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 תשובות סופיות 

1) 

1 2 3

1 0 1 1 1 0 1 2

3 1 0 1 0 2 3 4

e e e A

−     
=     

−     
 

2) 1 2 3 4

5 6

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

3 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1

0 0 1 2 0 1 0 1 1 0 0 1

1 0 1 1 1 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

e e e e

e e

    
    

− •
    
    
    

  
  
• −
  
  
  

7 8

1 0 0

1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

e e

A

  
  

=
  
  −  

 

 הוכחה.שאלת  (3

4) 3− 

1
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 לפי הגדרה ולפי דירוג  החישוב דטרמיננט

 שאלות

 )פיתוח לפי שורה/עמודה(:  את הדטרמיננטה על ידי הורדת סדר חשבו 5-1 בשאלות 

א.  (1
a b

c d
ב.   

5 2

7 3−
ג.    

4 1.5

2 1

−

−
 

 

א.  (2

1 0 2

4 1 8

2 0 3

ב.   

2 1 1

0 2 1

1 0 0

ג.    −

2 1 1

3 2 5

0 2 0

− 

 

א.  (3

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

ב.   

1 0 2 5

2 0 6 0

5 3 7 4

2 0 5 44

− −

−
ג.   

4 0 0 5

1 7 2 4

4 0 0 0

1 4 1 1−

 

 

4) 

1 9 8 3 4

3 0 5 0 2

2 4 1 0 3

4 1 7 0 2

0 0 1 0 0

−

− 

 

5) 

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 1 5 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

−

−

− − −

 

 

 את הדטרמיננטה של המטריצות על ידי דירוג. חשבו 7-6בשאלות 

א.  (6

1 3 0 2

2 5 7 4

3 5 2 1

2 2 2 1

− −

−

ב.  

1 3 3 4

0 1 2 5

2 5 4 3

1 2 1 1

−

−

−

− − − −

ג.   

1 1 3 0

1 0 2 4

1 2 8 5

3 1 2 3

− −

−

− −

 

  

1

פרק 6דטרמיננטות

61

61



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון   –כתב ופתר  
 

א.  (7

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

2 6 2 3 9

3 7 3 8 7

3 5 5 2 7

− −

− − −

− −

− −

ב.   

1 2 1 0 2

3 4 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 3 1 0

0 0 5 2 7

− −

− − −

−

 

ג. 

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 0 4 1

0 0 0 2 7

− −

− − −

 

 

 ודירוג: את הדטרמיננטה על ידי שילוב של הורדת סדר  חשבו 10-8בשאלות 

8) 

2 5 3 1

3 0 1 3

6 0 4 9

6 15 7 2

− −

−

− −

− −

 

 

9) 

1 2 3 0

3 4 3 0

5 4 6 6

3 4 7 3

−

 

 

10) 

2 5 4 1

6 12 10 3

6 2 4 0

6 7 7 0

− −

−

 

 

 ללא חישוב, שהדטרמיננטה של המטריצות שווה אפס:, והרא   12-11בשאלות 

א.  (11

1 0 2

7 0 12

3 0 2

ב.   

1 2 3

4 5 6

5 7 9

 ג.  

12 15 18

13 16 19

14 17 20
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א.  (12

1 1 1

y z z x y x

x y z

+ + +

ב.   
a a x a y

b b x b y

c c x c y

+ +

+ +

+ +

 

ג. 

2 2

2 2

2 2

sin cos 1

sin cos 1

sin cos 1 1

x x

y y

z

ד.   

3 1 4 5 0 1 12

14 4 1 4 1 8 4

3 5 2 0 4 1 3

4 2 1 1 0 6 6

21 2 3 4 5 6 1

2 5 7 4 2.5 1 1.5

11 2 6 9 1 3 4

− −

− −

− − −

− −

−

− − − −

− − −

 

 

4נתון כי:    13-15בשאלות 

a b c

d e f

g h i

=. 

 : חשבו

13) 

2

2

2

a g d d

b h e e

c i f f

+

+

+

 

 

14) 

2 3 2 4

2 3 2 4

2 3 2 4

a d d g a

b e e h b

c f f i c

− +

− +

− +

 

 

15) 

0 3 3 3

0 3 3 3

0 3 3 3

1 0 0 0

g d a a d

h e b b e

i f c c f

+ +

+ +

+ +
 

 

כי:   הוכיחו (16

2

2

2

1

1 ( )( )( )

1

a a

b b b a c a c b

c c

= − − −. 
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כי:   הוכיחו (17

2 3

2 3

2 3

2 3

1

1
( )( )( )( )( )( )

1

1

x x x

y y y
y x z x t x z y t y t z

z z z

t t t

= − − − − − −. 

 

:  חשבו (18

1 1 1 1

1 1 1 1

det 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

. 

 
 ענו על הסעיפים הבאים:  (19

הנבדלות ביניהן רק   n  מסדר B- ו A  נתונות שתי מטריצות ריבועיות .א
k(1- בשורה ה )k n . 

  ,k- אך נבדלת מהן בשורה ה B- ו A  מטריצה הזהה למטריצות Cתהי  
 .B  של k- והשורה ה  A  של k- שם היא שווה לסכום השורה ה

|כי   וח יהוכ  | | | | |A B C+ =. 

  חשבו: .ב

2 1 2 1 1 3 1

a b c d e a b c d e

f g h i j f g h i j

k l m n o k l m n o

p q r s t p q r s t

a b x y a b c d x e y

+

+ − − − − − −

. 
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 תשובות סופיות 

adא.  (1 bc−  .1ג.   29ב− 

  −14ג.  −3ב.   −1א.  (2

  −300ג.  234ב.   24א.  (3
4) 9 
5) 6 
 3ג.   0ב.   0א.  (6
 104ג.   44ב.   24א.  (7
8) 120 
9) 114 

10) 6 
 www.GooL.co.ilפתרונות באתר:  (11

 פתרונות באתר.  (12

13) 8− 

14) 16 

15) 9 

 הוכחה. שאלת  (16

 הוכחה. שאלת  (17

18) ( ) ( )
4

1 4k k− + 

 0ב.  א. שאלת הוכחה.  (19

1
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 כלל קרמר

 שאלות 

 את מערכות המשוואות בעזרת כלל קרמר:  ורפת 3-1בשאלות 

1) 
2 5

3 4 11

x y

x y

+ =

+ =
 2) 

3

4 8 21

2 3 8

x z

x y z

x z

+ =

+ + =

+ =

 3) 

2 5 8

2 6 8

5 3 7 4 5

2 5 44 51

x z t

x y

x y z t

x y z

+ + =

− − = −

+ − + =

+ + =

 

 

נתונה מערכת המשוואות:   (4

1

1

1

1

, 1

kx y z t r

x ky z t r

x y kz t r

x y z kt r

x y z t kr

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

.   

 למערכת פתרון יחיד? kעבור איזה ערך של   . א

למערכת פתרון יחיד שבו   kעבור איזה ערך של   .ב
1

2
x =? 

עבורו למערכת פתרון יחיד שבו    kהאם קיים   . ג
1

5
x =? 

- מתקיים ש  אז בהכרח ,פתרון יחידשאם למערכת   וחיהוכ .ד
x y z t r= = = =. 

 

A,יהיו  (5 B  מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 האם היא נכונה או לא.  ועבור כל אחת מהטענות הבאות קבע 

0Axאם למערכת ההומוגנית  . א 2-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית  .ב ) 0tA A x |קיים פתרון יחיד, אז  = | 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית  . ג ) 0AB x |-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = | 0A =. 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1, 2x y= = 

2) 1, 1, 2x y z= = = 

3) 1x y z t= = = = 

,1א.  (4 4k k  2kב.    − =  . ד. הוכחה  ג. לא.  −

 . ג. לא נכונה   ב. לא נכונה.  א. לא נכונה. (5

1
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 צמודה קלאסית ומטריצה הפוכה  מטריצה

 שאלות

)את הצמודה הקלסית  חשבו  1-3 בשאלות  )adj A,   1ובעזרתה אתA− : 

1) 
1 2

3 4
A

 
=  
 

 2) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

A

 
 

= − 
 
 

 3) 

1 0 1 0

0 1 0 0

1 0 1 1

0 0 1 1

A

 
 

=  
 
 

 

 

נתון:  (4

9 26 1 14 10

13 7 87 4 0

71 35 3 0 0

17 2 0 0 0

2 0 0 0 0

A

− − 
 

− 
 =
 
 
 
 

 . 

):  וחשב .א )
1,5

adjA. 

):  וחשב .ב )1

1,5
A−. 

 

 כל איברי  אשר כ ,1- ווה לש Aהוכיחו שהדטרמיננטה של מטריצה הפיכה  א.  (5

     A 1- וA− .הם מספרים שלמים 
|שאם  הוכיחו ב.  | 1A  הם מספרים שלמים,  Aוכל איברי   =

 מספרים שלמים.הם  גם  −1Aאזי כל איברי      
 

 מטריצה משולשית תחתונה והפיכה. A- נתון ש (6

 משולשית תחתונה.  −1A- שהוכיחו 

 

 הפיכה. A- נתון ש (7

)שגם  הוכיחו  )adj A   וגםTA.הפיכות 
 

A,  כי נתון (8 B ו  הפיכות -,C D  .לא הפיכות 
 ? האם המטריצות הבאות הפיכות

C .א D+ ב. A B+ ג. AD ד. CD ה. AB 

 

1
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2עבורם המטריצה   kאת ערכי   ומצא (9

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 4 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

k

k k k k

 
 
 
 − +
 

− 
 − − − 

 . לא הפיכה 

 

A,- ידוע ש (10 B 0- מטריצות ריבועיות מאותו סדר וB . 
 כל אחת מהטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

0ABאם  .א  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ב  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ג |אז   ,= | 0A =. 

0ABאם  .ד |אז   ,= | 0A =. 
 

נתונות שתי מטריצות   (11
3 5 5 3,A B 

. 

 את הטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

| .א | | |AB BA=  

) .ב ) ( )adj AB adj BA  
 

מתקבלת ממטריצה   Bאם  (12
3 3A 

 , 4- ב על ידי כפל העמודה הראשונה 

|אז  ( ) |adj A B שווה ל: 

3 .א 34 | |A 

3 .ב 34 | |B 

34 .ג | |B 

34 .ד | |A 

 

)נתונה מטריצה ריבועית   (13 )ijA a=   3מסדרn    1המקיימתija i j= + −. 

 כל אחת מהטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

| .א | 4A = 

 הפיכה.  A .ב

) .ג ) 0adj A = 

| .ד | 0A = 

  

1
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 , אז:Aהיא הצורה המדורגת של מטריצה ריבועית   Gאם  (14

)בהכרח   .א ) ( )det detA G=   וגם( ) ( )adj A adj G=. 

)בהכרח   .ב ) ( )det detA G= אך ייתכן ש ,( ) ( )adj A adj G. 

)- ייתכן ש .ג ) ( )det detA G  אך בהכרח ,( ) ( )adj A adj G=. 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ד

 

)תהי   (15 )ijA a=   2מטריצה ריבועית מסדרn , כך ש-1ij

i i j
a

i j

=
=


. 

1לכל   ,i j n , :אז בהכרח מתקיים 

! .א 1A n= − 

 הפיכה.  A .ב

) .ג )adj A  .לא הפיכה 

4nאם  .ד )אז   ,= ) 214Adj A . 

 
4nמטריצה ריבועית מסדר   Aתהי   (16 . 

 כל אחת מהטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

)אם  .א ) 2rank A n= ), אז בהכרח  − ) 0adj A =. 

)סימטרית, אז בהכרח  -אנטיAאם  .ב )adj A סימטרית. - אנטי 

)אם  .ג ) 0adj A  .=0A, אז בהכרח  =

 
17) A   ,מטריצה ריבועיתB מתקבלת מ -A   4ע"י הכפלת השורה הראשונה פי, 

 ע"י:  adjA- מתקבלת מ  adjBאז 

 . 4הכפלת השורה הראשונה פי  .א

 . 4הכפלת כל שורה פרט לראשונה פי  .ב

 . 4הכפלת העמודה הראשונה פי  .ג

 . 4הכפלת כל עמודה פרט לראשונה פי  .ד

 תשובה אינה נכונה. אף  .ה
 

)המקיימת    5מטריצה ריבועית מסדר  Aתהי   (18 )( 1 )Adj i A i− + =. 

)detחשבו   )A. 
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 .nמטריצה ריבועית מסדר   Aנתון כי   (19
 את הטענות הבאות: הוכיחו 

) הפיכה   A .א )Adj A .הפיכה 

) .ב ) ( )
11 ( )Adj A Adj A
−− = 

)1 .ג ) | |nAdj A A −= 
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 תשובות סופיות 

1) 1
4 2 2 1

( ) ,
3 1 1.5 0.5

adj A A−
− −   

= =   
− −   

  

2) 1

8 1 3

( ) 5 1 2

10 1 4

adj A A−

− − 
 

= = −
 
 − 

 

3) ( ) 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0 0
,

1 0 1 1 1 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1 0

adj A A−

− −   
   −

= =   − − −
   

− −   

 

 0.5 ב.  240 א.  (4

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 ג. לא הפיכה.  ב. לא ניתן לדעת.  לא ניתן לדעת.  .א (8

 ה. הפיכה.   ד. לא הפיכה. 

0kאם ורק אם   (9 =. 

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

 ד (12

 שאלת הוכחה.  (13

 ד (14

 ד (15

 שאלת הוכחה.  (16

 ד (17

18) 
5

22
−

 

 שאלת הוכחה.  (19

1
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 שימושי הדטרמיננטה

 שאלות 

 :שקדקודיהאת שטח המקבילית  וחשבא.    (1
  1 .(0,0), (5,2) , (6,5) , (11,6)  2 .( 1,0) , (0,5) , (1, 4) , (2,1)− − 

,(0,0,0): שקדקודיואת נפח המקבילון  וחשב .ב (1,0, 2), (1,2,4), (7,1,0)−. 

,3,3)משוואת מישור העובר דרך הנקודות:    ומצא . ג 2), ( 1,3,1), (1,1, 1)− − −. 

,1): שקדקודיואת שטח המשולש  וחשב .ד 2), (3, 4), (5,8). 

 
 להשתמש בדטרמיננטות.  יש: בכל אחד מהסעיפים בתרגיל זה הערה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות 

3ג.   22ב.  14. 2א.  . 13 .1א. (1 4 2 0x y z− + +  2ד.       =
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 nחישוב דטרמיננטה כללית מסדר 

 שאלות

 ענו על הסעיפים הבאים:  (1
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   .א )n n ijA a הנתונה ע"י:  =

 

1

1 ,

1 ,

0

ij

i j n

a i n j n
a

a j n i n

else

= 


  =
= 

  =


. 

עבור אילו ערכים של המספרים הממשיים   .ב
0 1,..., na a −

הבאה  , המטריצה  

:  הפיכה

0 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1

n

A

a a a −

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

? 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (2 )n n ijA a י: ל ידהנתונה ע=

1

1,

0

ij

j i j

a n i j n

else

= +


= = =



. 

 ?n-עבורו דרגת המטריצה קטנה מ n  האם קיים ערך של
 

|את  חשבו  (3 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=   :נתונה על ידי

1 1

0 1
ij

i j

i j
a

j i j

j i j

= =


= 
= 


− 

. 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (4 )n n ijA a |הנתונה ע"י:   = |ija i j= −. 

 

|את  חשבו  (5 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=   :נתונה על ידיij

a i j
a

b i j

=
= 


. 

  

1
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1n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (6 :

1 2 2 2 2

4 2 4 4 4

6 6 3 6 6

8 8 8 4 8

2 2 2 2n n n n n

−

−

−

−

−

. 

 
|את  חשבו  (7 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=  :נתונה על ידי 

 .א min ,ija i j= 

 .ב ,ija Max i j= 

 

)המטריצה   (8 )ijA a=  :נתונה על ידי
 min 3( 1),3( 1) 1 ,

1 1 1
ij

i j i j n
a

i or j

− −  
= 

= =
. 

|את  חשבו  |A. 
 

)המטריצה   (9 )ijA a=  :נתונה על ידי
 min ( 1), ( 1) 1 ,

1 1 1
ij

k i k j i j n
a

i or j

− −  
= 

= =
. 

|את  חשבו  |A עבור אילו ערכים של הקבוע  מצאו וk  .המטריצה הפיכה 
 

3n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (10 : 

0 1 1 1 1

0 1 0

1 2 , 1 1 0

1 2 , 1 1 0

1 0

ij

i j x x x

i n j x x x
a

j n i x x

x else x x

x x x

 = 
 

  = =    =   

. 

 

)תהי   (11 )ijA a=   :מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי
1

ij

ij i j
a

ij i j


= 

+ =
. 

|את  חשבו  |n n nD A =. 
 עצמיים. הערה: נפתור תרגיל זה בדרך אחרת בפרק על ערכים עצמיים ווקטורים 
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)המטריצה   (12 )ijA a=  :1נתונה על ידי

1

ij

a i j

a b i j

c j i

=


= = +
 = +

. 

|נוסחת נסיגה לחישוב  מצאו   .א |n n nD A =. 

,3הניחו כי   .ב 1, 2a b c= =  וחשבו:  =
 . ביטוי סגור עבור הדטרמיננטה.1
20n. את הדטרמיננטה עבור 2 = . 

 

nנתונה מטריצה   (13 nA . 

 במטריצה זו מבצעים את פעולות השורה הבאות:
מחליפים בין השורה הראשונה לשורה האחרונה, בין השורה השנייה לשורה  

 שורות. הלפני אחרונה וכך הלאה, עד שלא ניתן יותר להחליף 
 .Bבסוף התהליך מקבלים מטריצה  

|את  חשבו  |B   במונחי| |A . 
 

את  חשבו  (14

1

1

0

0
n

n n

D



2nכאשר   =   .טבעי 

הערה:  
1 1

0
ij

i j n
d

else

+ = +
= 


. 

 

את  חשבו  (15

1

2
det

2

2

n

n n

D

n


 
 
 =
 
 
 

2nכאשר      .טבעי 

הערה:  
1

2
ij

i i j n
d

else

+ = +
= 


. 

 

detn  אתחשבו  (16

n n

b

b
D

b

a

a


 
 
 =
 
 
 

2nכאשר      .טבעי 

הערה:  
1

ij

b i j n
d

a else

+ = +
= 


. 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (17 )n n ijA a הנתונה ע"י:   =

 min , 1ija i n j= − +. 

1
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2n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (18  

1 2

1 1

1 2 1

2 1

1 2 1

n n

n n

n n

n

n n

a a a x

a a x a

a a a a

a x a a

a a a a

−

−

−

−

. 
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 תשובות סופיות

) א. (1 ) 2| | 1A a n a= − הפיכה אם ורק אם   Aב.  −
0 0a . 

)1א.  (2 1) !n n+−   .ב. לא 

3) | | !A n=  

4) 1 2| | ( 1) ( 1)2n nA n+ −= − − 

5) 2| | ( ) [ ( 1) ]nA a b a n b−= − + − 

6) 1( 3) (2 3) !n n n−− − 

|א.  (7 | 1A |1ב.  = | ( 1)nA n+= − 

8) 2| | 2 3nA −=  

9) 2| | ( 1) nA k k −= −  1המטריצה הפיכה אם ורק אם  וk    0וגםk =. 

10) 1 2| | ( 1) ( 1)n nA x n− −= − − 

11) 
1

1 ( 1)(2 1)
6

nD n n n= + + + 

2א.  (12 3

1 1 2 3, , 2n n nD aD bcD D a bc D a abc− −= − = − = − 

12.  1ב. 1n

nD += 21.  2ב. −

20 2 1D = − 

13) 
2

1

2

( 1) | | even
| |

( 1) | | odd

n

n

A n
B

A n
−


−

= 
 −

 

14) 
2

1

2

( 1)

( 1)

n

n n

n even
D

n odd
−


−

= 
 −

 

15) 

2

2

1

2

( 1) 2( 2)!

( 1) 2( 2)!

n

n n

n n even
D

n n odd

+

+


− −

= 
 − −

 

16) 
 

 

12

1

12

( 1) ( ) ( 1)

( 1) ( ) ( 1)

n

n

n n

n

b a b n a n even
D

b a b n a n odd

−

−

−


− − + −

= 
 − − + −

  

17) 

1

2

2
1

2

( 1)

( 1)

n

n n
n

n odd
D

n even

−

−
+ −


−

= 
 −

 

18) 
2

1 2 1

1

2
1 2 1

( 1) ( )( ) ... ( )

( 1) ( )( ) ... ( )

n

n n

n n

n n

a x a x a x a n even
D

a x a x a x a n odd

−

−

−


− − −   −

= 
 − − −   −

 

1
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 ת חישוב דטרמיננטה לפי משפטי דטרמיננטו

 שאלות

|,  3מטריצות מסדר   B- ו A  ן כינתו 1-2בשאלות  | 4 , | | 2A B= =. 
 : חשבו

1א.  (1 TABA B−   .2ב 3| 4 |A B 

 

2א.  (2 3| |TA B A−−   .2ב| 2 |TA A adjB− 

 

)1נתון:   (3 )PQ APQ B− =. 

|:  הוכיחו | | |A B=. 

 

2- כך ש ,4מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A  :ןנתו  (4 3 0AB I+ =, | | 2A =. 

|את   חשבו |B. 

 

2- כך ש ,3מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A:  ןנתו  (5 13 0 , 2 0A B B A−+ = − =. 

|את   חשבו |, | |A B. 

 

1  .1: הוכיחו (6 1
| |

| |
A

A

− =  2. ( ) 1| |nnxnadj A A −=. 

 

 . זוגי-סימטרית מסדר אי- מטריצה אנטי Aנתון כי   (7

|- ש הוכיחו | 0A =. 

 

|,   nמטריצה מסדר   A :ןנתו  (8 | 128A =, 22 TAB B A=ו , -B הפיכה . 
 .nאת   ומצא

 

) :ןנתו  (9 ) ( )
1

det 2, det
3

nxn nxnA B= =. 

21 :חשבו
det

3

n nB A−. 

 

1
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נתון   (10

a b c d

b a d c
M

c d a b

d c b a

 
 
− −

 =
 − −
 
− − 

. 

)הוכיחו כי   )
2

2 2 2 2det( )M a b c d= + + +. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות תשובות 

ב.     4 א. (1
132 

 −112 .ב  −8 .א (2

 הוכחה. שאלת  (3

4) 
81

32
 

5) | | 18, | | 2 / 3A B= = − 

 הוכחה. שאלת  (6

 הוכחה. שאלת  (7

8) 7  

9) 4n 

 שאלת הוכחה.  (10

1
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 מרחבים- ותת מרחבים 

 ןסימו

nR-  ם הממשיים ממימדהווקטורישל כל  הווקטוריהמרחב  n   מעל השדה הממשיR. 

 nM R -  של כל המטריצות הריבועיות מסדר  הווקטוריהמרחבn  מעל השדה הממשיR. 

 nP R-  לשל כל הפולינומים ממעלה קטנה או שווה  הווקטוריהמרחב-n   מעל השדהR . 

 F R-  של כל הפונקציות הממשיות  הווקטוריהמרחב( ):f R R→  מעל השדהR. 

 

 

 שאלות 

 : 3Rמרחב של  -תת Wהאם בדקו  1-7בשאלות 

1) {( , , ) | 0}W a b c a b c= + + = 

 

2) {( , , ) | }W a b c a c= = 

 

3) {( , , ) | 3 }W a b c a b= = 

 

4) {( , , ) | }W a b c a b c=   

 

5) 2{( , , ) | }W a b c a c= = 
 

6) {( , , ) | }W a b c c b b a= − = − 

 מהווים סדרה חשבונית.  c-ו a ,b ,כלומר
 

7) 2{( , , ) | , }W a b c b a q c a q= =  =  

 מהווים סדרה הנדסית.  c-ו a ,b ,כלומר
  

1

פרק 7מרחבים וקטורים

80

80



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

מרחב של  -תת Wהאם בדקו  8-15 בשאלות nM R : 

8) W  ,מורכב מן המטריצות הסימטריות. כלומר{ | }TW A A A= =. 
 

9) W  מורכב מכל המטריצות המתחלפות בכפל עם מטריצה נתונהB. 
}כלומר,  | }W A AB BA= =. 

 
10) W  .מורכב מכל המטריצות שהדטרמיננטה שלהן אפס 

} כלומר, | | | 0}W A A= =. 
 

11) W 2 ששוות לריבוע שלהן. כלומר,  מורכב מכל המטריצות{ | }W A A A= =. 
 

12) W  .מורכב מכל המטריצות שהן משולשות עליונות 
 

13) W  מורכב מכל המטריצות שמכפלתן במטריצה נתונהB  .הוא אפס 
} כלומר, | 0}W A AB= =. 

 
14) W קבה שלהן אפס. כלומר, מורכב מכל המטריצות שהע{ | ( ) 0}W A tr A= =. 

 
15) W  .מורכב מכל המטריצות שבהן סכום כל שורה הוא אפס 

 

 

מרחב של - תתהוא  Wהאם בדקו  16-21 בשאלות nP R: 

16) W  כשורש. כלומר,  4מורכב מכל הפולינומים בעלי{ ( ) | (4) 0}W p x p= =. 
 

17) W  .מורכב מכל הפולינומים בעלי מקדמים שלמים 
 

18) W   4מורכב מכל הפולינומים בעלי מעלה. 
}כלומר,  ( ) | deg( ) 4}W p x p= . 

 
19) W   מורכב מכל הפולינומים בעלי חזקות זוגיות בלבד שלx. 

 
20) W  מורכב מכל הפולינומים ממעלהn,  4כאשר 7n . 

 

21) { ( ) | (0) 1}W p x p= = 
  

1
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מרחב של - תתהוא  Wהאם בדקו  22-30בשאלות  F R: 

22) W  .מורכב מכל הפונקציות הזוגיות 
}ממשי  xכלומר, לכל  ( ) | ( ) ( )}W f x f x f x= − = . 

 
23) W  .מורכב מכל הפונקציות החסומות 

}ממשי  xכלומר, לכל  ( ) | ( ) }W f x f x M=  . 

 
24) W  .מורכב מכל הפונקציות הרציפות 

 
25) W  .מורכב מכל הפונקציות הגזירות 

 
26) W  .מורכב מכל הפונקציות הקבועות 

 

27) 
1

0

( ) | ( ) 4W f x f x dx
  

= = 
  

 הנח ש(-f [0,1]-אינטגרבילית ב.) 

 

28)  ( ) | '( ) 0W f x f x=  (. xגזירה לכל   f-)הנח ש =

 

29)  ( ) | '( ) 1W f x f x=  (. xגזירה לכל   f-)הנח ש =

 

30)  ( ) | ( ) ( 1)W f x f x f x= = + 

 

)האם בדקו  (31 ) 1 2 3 2 1 3 1 1, , | ,W z z z z z z z z= = =  : 3Cמרחב של  -תת הוא  +

 .  מעל השדה הממשי . א

 .  מעל שדה המרוכבים .ב
 

נתונה המטריצה  (32

0 0 0 1 1

0 0 0 1 3

0 0 0 1 1

1 1 1 1 1

1 3 1 1 1

A

 
 

− 
 = −
 

− − − 
 − 

. 

Axכך שלמערכת , b  וקטור ומצא . א b= .אין פתרון 
Axכך שלמערכת  , b קטוריםומהי קבוצת כל הו .ב b= ?אין פתרון 

 ?5Rמרחב של - האם הקבוצה מסעיף ב' מהווה תת  . ג
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 .F מעל שדה ,4-מרחב הפולינומים ממעלה קטנה או שווה ל V יהי (33

 עבורו הקבוצה, k מצאו תנאי על . א | (0) (1) (2)W p V p p p k=  = = = ,

 .V  מרחב של- הינה תת
 . W שפורשים את, V- פולינומים ממצאו קבוצה סופית של  .ב

 
 .'בסיס ומימד למרחב הפתרונות של מערכת משוואות הומוגנית'קודם על הנושא  ורהערה: לפתרון סעיף זה עב

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 לא  (5 לא  (4 כן (3 כן (2 כן (1

 לא  (10 כן (9 כן (8 לא  (7 כן (6

 כן (15 כן (14 כן (13 כן (12 לא  (11

 לא  (20 כן (19 כן (18 לא  (17 כן (16

 כן (25 כן (24 כן (23 כן (22 לא  (21

 כן (30 לא  (29 כן (28 לא  (27 כן (26

    ב. לא א. כן (31

u(1,0,0,0,0)א.  (32 = 
 ג. לא.  

ב.   1 2 3 4 5 1 2 3( , , , , ) | 2 0B b b b b b b b b= − + +  

0kא.  (33 ב.   = 2 3 2 42 3 ,6 7W span x x x x x x= − + − + 
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 ליניאריתתלות ו  פרישה ליניארית צירופים לינאריים, 

 שאלות 

      ם הבאים:  הווקטורינתונים  7-1 בשאלות

  1 2 3 4(4,1,1,5), (0,11, 5,3), (2, 5,3,1), (1,3, 1,2)u u u u= = − = − = − 

 

 ?4uהוא צירוף לינארי של  1u. האם  א (1

}4-שייך ל 1uהאם ב.  }Sp u? 

האם הקבוצה ג.  1 4,u u  ליניאריתתלויה ? 

 

 ?2u-ו 1uהוא צירוף לינארי של  3u. האם  א (2

. האם ב
3u שייך ל-

1 2{ , }Sp u u? 

. האם הקבוצה ג 1 2 3, ,u u u  ליניאריתתלויה ? 

 ם האחרים. הווקטוריכצירוף לינארי של  כל וקטור בקבוצהרשמו  ,במידה וכן    
 

 ?2u-ו 1uהוא צירוף לינארי של  4u. האם  א (3

1-שייך ל 4u. האם ב 2{ , }Sp u u? 

. האם הקבוצה ג 1 2 4, ,u u u ליניארית תלויה ? 

 ם האחרים. הווקטוריכל וקטור בקבוצה כצירוף לינארי של רשמו  ,במידה וכן    
 

,4,12)נתון  (4 , 2 )v k k= −. 

 vקטור ועל מנת שהו ,kמה צריך להיות ערכו של א. 

 ?2u-ו 1uיהיה צירוף לינארי של  

 v שהווקטורעל מנת  ,kמה צריך להיות ערכו של ב. 

1-ל יהיה שייך   2{ , }Sp u u? 

על מנת שהקבוצה  ,kמה צריך להיות ערכו של ג.  1 2, ,u u v 

 ?ליניארית תהיה תלויה  

 

)נתון  (5 , , , )v a b c d=. 

,מה התנאים על  א.  , ,a b c d,  שהווקטורעל מנת v 

 ?2u-ו 1uיהיה צירוף לינארי של  

,מה התנאים על ב.  , ,a b c d,  שהווקטורעל מנת v 1-יהיה שייך ל 2{ , }Sp u u? 

,מה התנאים על ג.  , ,a b c d,  על מנת שהקבוצה 1 2, ,u u v 

 ?ליניארית  תלויה תהיה 

 

1

פרק 7מרחבים וקטורים

84

84



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר וידאו היכנסו ללפתרון מלא בסרטוני  

  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

) הווקטוראת  ועיהב (6 )10,8,0,14v כצירוף לינארי של  =
1u, 

2u 3-וu. 

 ? בכמה אופנים ניתן לעשות זאת

 

) הווקטוראת  ועיהב (7 )7,10, 2,11v =  . 4u-ו 1u, 2u,  3uכצירוף לינארי של  −

 ? בכמה אופנים ניתן לעשות זאת
 

 נתונות המטריצות הבאות:  (8

    
4 1 0 11 2 5 1 3

, , ,
1 5 5 3 3 1 1 2

A B C D
−       

= = = =       
− −       

 

מעל   ליניארית האם המטריצות תלויות  וקבד . א
2[ ]M R. 

כל אחת מהמטריצות כצירוף לינארי  רשמו  ,במידה והמטריצות תלויות .ב
 של יתר המטריצות. 

- שייכת ל Aהאם המטריצה  . ג ,Sp B C? 

 

נתונים הפולינומים הבאים:  (9
2 3 2 3

1 2

2 3 2 3

3 4

( ) 4 5 , ( ) 11 5 3 ,

( ) 2 5 3 , ( ) 1 3 2

p x x x x p x x x x

p x x x x P x x x x

= + + + = − +

= − + + = + − +
. 

]3מעל   ליניארית האם הפולינומים תלויים  וקבד . א ]P R. 

כל פולינום כצירוף לינארי רשמו  ליניארית,במידה והפולינומים תלויים  .ב
 שאר הפולינומים.  של

- שייך ל 2pהאם הפולינום  . ג 1 4,Sp p p? 

 

,איזה ערכים של   בורע (10 ,a b c, ליניארית:ם הבאים תלויים הווקטורי 

       ( ,2,4),(2.4, ,2),( , ,6),( ,2, )c a c b b a 

 

ם הווקטורינתון כי קבוצת  11-13בשאלות  , ,u v w  ב ליניארית  תלויהבלתי-[ ]V F. 

 , ליניאריתהאם הקבוצות הבאות תלויות  וקבד
 ם האחרים:הווקטורישל   כל וקטור כצירוףרשמו כן  ובמידה ו

11)  , , 2u v u w u v w− − + − 

 

12)  2 3 , 4 5 6 ,7 8 9u v w u v w u v w+ + + + + + 

 

13)  , ,u v v w w+ + 
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ם  הווקטוריהאם  וקבד 14-15בשאלות  (1, , 1), ( 1, 1, 2)i i i i− + − −, 

 : 3C-ב ליניארית תלויים 

 .  מעל (14

 

 .  מעל (15

 

V-נתבונן ב (16 R= כמרחב וקטורי מעל השדה Q. 

הוכיחו כי הקבוצה  1, 2,  .Q כשהוא מרחב וקטורי מעל, R-היא בת"ל ב 3

 

mתהי  (17 nA  1שעמודותיה  ,מטריצה 2, ,... nA A A. 

 הוכיחו את הטענה הבאה:

Axלמערכת   b= יש פתרון אם ורק אם  1 2, ,..., nb span A A A. 

 

 :4Rקבוצות של  - תת  3 להלן (18

      

 

 

 

(1, 2, 2,1), (1,1, 1, 1), (0,0,1,1)

(1,1,0,0), (1, 2,1,0), (1,3,3,1)

(2,3,1,0), (1, 2,1,0), (1, 4,3,1)

U span

W span

V span

= − −

=

=

  

Uהאם  . א W=? 

Uהאם   .ב V=? 
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 תשובות סופיות 

 ג. לא.   ב. לא.  א. לא.  (1

1ג. כן,   ב. כן.  א. כן. (2 3 2 2 1 32 , 2u u u u u u= + = −. 

1ג. כן,   ב. כן.  א. כן. (3 4 2 2 4 14 , 4u u u u u u= − = −. 

4kא+ב+ג.   (4 = − 

5) 5 3 , 4 13 , 7 , 7a t s b t s c s d t= + = − = = 

6) 1 2 32v u u u= +  .אינסוף,  +

7) 1 2

7 3

4 4
v u u=  . אינסוף, +

2Aכן. ג.   המטריצות תלויות. א.  (8 B C= + 
2ב.   , 2 , 0.5 0.5 , 0.25 0.25A B C B A C C A B D A B= + = − = − = + 

2ג.   א. הפולינומים תלויים.  (9 4 14p p p= − 

1ב.   2 3 2 1 3 3 1 2 4 1 22 , 2 , 0.5 0.5 , 0.25 0.25p p p p p p p p p p p p= + = − = − = + 

,לכל ערך של  (10 ,a b c. 

2הווקטורים תלויים ליניארית, ומתקיים:   (11 , 0.5 0.5 , 2x y z y x z z y x= − = + = −. 

2הווקטורים תלויים ליניארית, ומתקיים:   (12 , 0.5 0.5 , 2x y z y x z z y x= − = + = −. 

 בלתי תלויים ליניארית.  (13
 תלויים.  (14
 בלתי תלויים ליניארית.  (15
 הוכחה.שאלת  (16
 הוכחה.שאלת  (17
 לא.ב.   כן.א.  (18
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 , דרגה של מטריצהבסיס ומימד

 שאלות 

 :3R- לאם הקבוצות הבאות הן בסיס בדקו  (1

,(1,0,1)} . א (0,0,1)} 

,(1,1,2)} .ב (1,2,3), (3,3,4), (2,2,1)} 

,(1,2,3)} . ג (4,5,6), (7,8,9)} 

 

2- לאם הקבוצות הבאות הן בסיס בדקו  (2 2[ ]xM R: 

 . א
1 2 5 6 9 1

, ,
3 4 7 8 2 3

      
      
      

 

 .ב
1 2 5 6 9 1 5 6 5 16

, , , ,
3 4 7 8 2 3 7 2 7 8

          
          
          

 

 . ג
1 1 0 1 0 0 0 0

, , ,
1 1 1 1 1 1 0 1

        
        
        

 

 

2- לאם הקבוצות הבאות הן בסיס בדקו  (3 ( )P R: 

1}2 . א , 2 3}x x x+ + + 

2 .ב 2 2{1 , 2 3,2 4 , }x x x x x x x+ + + + − 

2 . ג 2 2{1 2 3 , 4 5 6 ,7 8 10 }x x x x x x+ + + + + + 

 

3R :-נתונה קבוצת וקטורים ב (4 (1,2,3), (4,5,6), (7,8,9),(2,3,4)T =. 

 ?3R- לבסיס  Tהאם  . א

 ,שהיא קבוצה מקסימלית של וקטורים ,T'קבוצה מצאו   .ב
 . T-ליניארית בבלתי תלויה 

 .3R לבסיס של T'את  ימוהשל . ג
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 מציאת בסיס וממד למרחב פתרונות של מערכת משוואות הומוגנית 

 הומוגניות: מערכות של משוואות  3להלן  (5

1 .

2 0

3 7 4 0

5 3 15 6 0

x y z w

x y z w

x y z w

+ − + =


− + + =
− + − − =

  2  .

0

2 0

3 3 0

x y z w

x z w

x y z w

− + + =


+ − =
 + + − =

 3 .
0

2 2 2 2 0

x y z w

x y z w

− + + =


− + + =
 

 . 1את המרחב הנפרש ע"י מערכת המשוואות  W- בנסמן 
 . 2י מערכת המשוואות "את המרחב הנפרש ע U- בנסמן 

 . 3י מערכת המשוואות "את המרחב הנפרש ע V- בנסמן 
 .V-ו W ,U- לבסיס וממד מצאו 

 

נתון  (6 4( , , , ) | ,U a b c d R a c b d=  = =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

נתון  (7 4( , , , ) | ,U a b c d R c a b d b c=  = + = +. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

נתון  (8 4 | (1, 1,1, 1) 0U v R v=   − − =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

נתון  (9 2 2[ ] | T

xU A M R A A=  =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 

 

2 נתון (10 2

1 1 0 0
[ ]

1 1 0 0
xU A M R A

 −    
=   =    

     

. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 

 

 נתון (11 3( ) [ ] (1) 0|U p x P R p=  =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
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 מרחב -תתמציאת בסיס וממד ל

     :4R שני תתי מרחבים של המרחבלהלן  (12

    
 

 

(1,1, 1,2), (3, 1,7,4), ( 5,3, 15, 6)

(1, 1,1,1), (1,0,2, 1), (1,1,3, 3), (5,1,5,8)

U span

V span

= − − − − −

= − − −
 

   .U- ל ממד ומשוואות  , בסיסמצאו  . א

   .V- ל ממד ומשוואות  , בסיסמצאו  .ב

 

2  מרחב של המרחב- תת להלן  (13 2[ ]xM R: 

      
1 1 4 1 2 1

, ,
1 2 1 1 1 3

U span
 −      

=       
− − −      

 

 .U- לבסיס וממד מצאו 

 

]3  מרחב של המרחב- תת להלן  (14 ]P R: 

    2 3 2 3 2 31 2 ,4 ,2 3U span x x x x x x x x x= + − + + − + − + − 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

 מטריצה מציאת בסיס וממד למרחב שורה ומרחב עמודה של מטריצה, דרגת 

 של המטריצה,  בסיס וממד למרחב השורה ומרחב העמודהמצאו  16-15בשאלות 
 : (rank) את דרגת המטריצה נווציי

15) 

4 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 −
 

− 

 

 

16) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

 
 
 
 − −
 
− − − 
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 תשובות סופיות 

 לא. ג.   לא.ב.   לא. א.  (1
 ג. כן.  ב. לא.  א. לא.  (2
 ג. כן.  ב. לא.  א. לא.  (3

)ב.    א. לא.  (4 ) ( ) ' 1,2,3 , 4,5,6T )ג.   = ) ( ) ( ) ' 1,2,3 , 4,5,6 , 0,0,1T = 

)בסיס:   - Wא.  (5 ) ( ) 1.5,2.5,1,0 , 1.5, 0.5,0,1− −  . 2, ממד: −

       U -  :בסיס( ) ( ) 2, 1,1,0 , 1,2,0,1−  . 2, ממד: −

      V -  :בסיס( ) ( ) ( ) 1,0,0,1 , 1,0,1,0 , 1,1,0,0−  . 3, ממד: −

)בסיס:   (6 ) ( ) 0,1,0,1 ,  .2, ממד: 1,0,1,0

)בסיס:   (7 ) ( ) 1,1,0,1 , 2, 1,1,0−  .2, ממד: −

)בסיס:   (8 ) ( ) ( ) 1,0,0,1 , 1,0,1,0 ,  .3, ממד: −1,1,0,0

בסיס:   (9
0 0 0 1 1 0

, ,
0 1 1 0 0 0

      
      
      

 .3, ממד: 

בסיס:   (10
0 0

0 0

  
  
  

 .0, ממד: 

)בסיס:   (11 ) ( ) ( )( ) 3 2

1 2 31 , 1 , 1p x x p x x p x x= − + = − + = −  .3, ממד: +

)א. בסיס:   (12 ) ( ) 1,1, 1,2 , 0, 4,10, 2− −  . 2, ממד: −

)ב. בסיס:  ) ( ) ( ) 1, 1,1,1 , 0, 1,1, 2 , 0,0, 2,5− − −  . 3, ממד: −

בסיס:   (13
1 1 0 3

,
1 2 3 7

 −   
    
− −    

 .2, ממד: 

בסיס:   (14 2 3 2 31 2 , 3 3 7x x x x x x+ − + − +  .2, ממד: −

)מרחב שורה: בסיס:   (15 ) ( ) 4,1,1,5 , 0,11,  . 2, ממד: −5,3

מרחב עמודה: בסיס:  

4 0

0 4
,

2 2

1 1

    
    
     
   − 
        

 . 2, דרגה: 2, ממד: 

)מרחב שורה: בסיס:   (16 ) ( ) ( ) 1,2,1,3,5 , 0,11, 5, 4 , 0,0,0,1,1−  . 3 , ממד:−

מרחב עמודה: בסיס:  

1 0 0

2 1 0
, ,

1 3 16

2 7 37

      
      
       
     − − 
      −      

 . 3, דרגה: 3, ממד: 
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 מחבים-חיתוך, סכום וסכום ישר של תת 

 שאלות 

מערכות של משוואות לינאריות הומוגניות:  3 להלן (1

2 0 0
0

1) 3 7 4 0 2) 2 0 3)
2 2 2 2 0

5 3 15 6 0 3 3 0

x y z w x y z w
x y z w

x y z w x z w
x y z w

x y z w x y z w

+ − + = − + + = 
− + + = 

− + + = + − =  
− + + = − + − − = + + − = 

 

,- נסמן ב ,V U W  בהתאמה.  3-ו 2,1את המרחבים הנפרשים ע"י פתרון המערכות 

 .V-ו U ,W- בסיס וממד למצאו  . א
U- בסיס וממד למצאו  .ב V+. 
U- בסיס וממד למצאו  . ג V. 

 

:4Rשל המרחב  מרחבים- תתשני להלן  (2

 

 

(1,1, 1,2), (3, 1,7,4), ( 5,3, 15, 6)

(1, 1,1,1), (1,0,2, 1), (1,1,3, 3), (5,1,5,8)

U sp

V sp

= − − − − −

= − − −
 

 .U- בסיס, ממד ומשוואות ל מצאו  . א
 .V- בסיס, ממד ומשוואות ל מצאו  .ב
U- בסיס וממד למצאו  . ג V+ . 
U- בסיס וממד למצאו  .ד V ( פתרו)בשתי דרכים שונות. 

4Uהאם  .ה V R+ =? 

4Uהאם  .ו V R =? 
 

]3מרחבים של המרחב - תתשני להלן  (3 ]P R: 

 

 

2 3 2 3 2 3

2 3 2 3 2 3 2 3

1 2 ,3 7 4 , 5 3 15 6

1 ,1 2 ,1 3 3 ,5 5 8

U sp x x x x x x x x x

V sp x x x x x x x x x x x

= + − + − + + − + − −

= − + + + − + + − + + +
 

U- בסיס וממד למצאו  . א V+. 
U- בסיס וממד למצאו  .ב V. 

 

]3מרחבים של המרחב - תתשני להלן  (4 ]P R:

 

 

3 2 3 2 3

3

1 ,1 2 2 , 1 2 3 2

( ) [ ] (1) ( 1) 0

U sp x x x x x x x x

V p x P R p p

= + + + + + − + + +

=  = − =
 

U- בסיס וממד למצאו  . א V+. 
U- בסיס וממד למצאו  .ב V. 
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]3מרחבים של המרחב - שני תתלהלן  (5 ]P R :
 

 

2 3

3

1 , ,1

( ) [ ] '(0) 0

U sp x x x x

V p x P R p

= + + +

=  =
 

U- בסיס וממד למצאו  V. 
 

]2מרחבים של המרחב - שני תתלהלן  (6 ]M R

3 5 3
, ,

7 15 2 4 6

1 1 1 0 1 1 5 1
, , ,

1 1 2 1 3 3 5 8

x y z x y z
U x y z R

x y z x y z

W sp

 + − − + 
=   − + − + −  

 −       
=         − −        

 

 .W- ול U- בסיס וממד למצאו  . א

U- בסיס וממד למצאו  .ב W+. 

U- בסיס וממד למצאו  . ג W. 
 את משפט הממד עבור תרגיל זה. ואשר .ד

 

]2מרחבים של המרחב - שני תתלהלן  (7 ]V M R=:

  1 1
| , | 0

1 1
TU A V A A W A V A

  
=  = − =  =  − −  

 

 .W- ול U- בסיס וממד למצאו  . א

U- בסיס וממד למצאו  .ב W+. 

U- בסיס וממד למצאו  . ג W. 

Uהאם  .ד W V+ =? 
Uהאם  .ה W V =? 

 

]3מרחבים של המרחב - שני תתלהלן  (8 ]V M R=: 

{A  משולשית עליונה | , { |TU A V A A W A V=  = =  

 .U- בסיס וממד למצאו  . א

 .W- בסיס וממד למצאו  .ב

U- בסיס וממד למצאו  . ג W+. 

U- בסיס וממד למצאו  .ד W. 

U .ה W V = 
 

 .3Rשל   2מרחבים מממד -שני תת  W-ו U יהיו (9
)dimכי   וחיהוכ ) 0U W . 

  

1

פרק 7מרחבים וקטורים

93

93



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

 . 10מרחב וקטורי ממימד  Vיהי  (10
 . 9ממימד  V מרחבים שונים של-שני תת  W-ו U יהיו

U   כי וחיהוכ . א W V+ =. 

)  וחשב .ב )dim U W . 

 
 . 10מרחב וקטורי ממימד  Vיהי  (11

 . 7ממימד  Vמרחבים שונים של -שני תת  W-ו U יהיו
Uאת המימדים האפשריים של מצאו   W ו-U W+. 

 
 .7מרחב וקטורי ממימד  Vיהי  (12

)-כך ש ,Vמרחבים של -שני תת  W-ו U יהיו ) dim 4, dim 5U W U W = = . 

Uהאפשריים של  את המימדיםמצאו   W ו-U W+. 

 

F  .,Aמרחב וקטורי מעל שדה  Vיהי  (13 B V  . 

 :נגדיר | ,A B a b a A b B+ = +  . 

 :וכיאו הפר וחיהוכ

) . א ) ( ) ( )sp A B sp A sp B+ =  

) .ב ) ( ) ( )sp A B sp A sp B =  

) . ג ) ( ) ( )sp A B sp A sp B = + 

) .ד ) ( ) ( )sp A B sp A sp B+ = + 

) .ה ) ( ) ( )sp A B sp A sp B =  
 

המוגדרים על ידי:, 3Rמרחבים של - תת W-ו U יהיו (14

   ( , , ) | , (0, , )U a b c a b c W b c= = = =. 

3Uכי   וחיהוכ W R =. 
 

]יהי  (15 ]nV M R=. 

 המכיל את כל המטריצות הסימטריות.  Vשל   מרחב-תת Uיהי  . א
 סימטריות.-צות האנטי המכיל את כל המטרי Vשל   מרחב-תת Wיהי 
Uכי   וחיהוכ W V =. 

 המשולשות העליונות.  המכיל את כל המטריצות Vשל   מרחב-תת Uיהי  .ב
 התחתונות.  המכיל את כל המטריצות המשולשות Vשל   מרחב-תת Wיהי 
Uכי   וחיהוכ W V . 
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 תשובות סופיות 

 א. (1 ( 1.5, 2.5,1,0), ( 1.5, 0.5,0,1) , dim 2WB W= − − − =

 ( 2, 1,1,0), (1, 2,0,1) , dim 2U UB = − − =

 ( 1,0,0,1), ( 1,0,1,0), (1,1,0,0) , dim 3VB V= − − = 

ב.   (0,0, 1,1), (0,1,1,0), (1,1,0,0) dim( ) 3U VB U V+ = − + = 

ג.   ( )( 2, 1,1,0), (1, 2,0,1) , dim 2U VB U V = − −  = 

א.  (2 (1,1, 1, 2), (0, 2, 5,1) , dim 2UB U= − − = ,
3 5 2 0

3 2 0

x y z

x y t

− + + =

− − + =

  

ב. (1, 1,1,1), (0,1,1, 2), (0,0, 2, 5) , dim 3VB V= − − − = ,8 5 2 0x y z t− − + + =   

 ג. (1,1, 1, 2), (0, 4,10, 2), (0,0,1,0), (0,0,0,1) , dim( ) 4U VB U V+ = − − − + = 

  ד. (5,1,5,8) , dim( ) 1U VB U V =   . ו. לא  ה.  כן.   =

 א. (3  ( )2 3 2 3 2 31 2 ,2 5 , , , dim 4U V sp x x x x x x x x U V+ = + − + − + + = 

ב.   2 35 5 8 , dim( ) 1U VB x x x U V = + + +  = 

א.  (4 3 2 3 2 31 , , 2 , dim( ) 3U VB x x x x x x x U V+ = + + + + + + = 

ב. 21 , dim( ) 1U VB x U V = − +  = 

5)  2 31 ,1 , dim( ) 2U VB x x U V = − + +  = 

 א. (6
1 1 0 4

, , dim( ) 2
1 2 10 2UB U

 −   
= =    − −    

 

1 1 0 1 0 0
, , , dim( ) 3

1 1 1 2 6 15WB W
 −     

= =      − −      
 

  ב.
1 1 0 2 0 0 0 0

, , , , dim( ) 4
1 2 5 1 1 0 0 1U WB U W+

        
= + =        − −        

 

 ג.
5 1

, dim( ) 1
5 8U WB U W

  
=  =  

  
 

 . סרטוןד. ראו ב
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א.  (7
0 1 0 0 1 1

, dim 1, , , dim 2
1 0 1 1 0 0U WB U B W

   −     
= = = =        

        
  

)ב.   )
0 1 0 0 1 1

, , , dim 3
1 0 1 1 0 0U WB U W+

 −     
= + =      

      
  

ג. 
0 0

, dim( ) 0
0 0U WB U W

  
=  =  

  
 

 ה. לא.   ד. לא.

א.  (8

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 1 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0 , 0 0 1 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

dim 6

UB

U

            
            =  
                        

=

 

ב.  

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 1 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

dim 6

WB

W

            
            =  
                        

=

 

ג. 

( )

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 1 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0 , 0 0 1 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

dim 9

U WB

U W

+

            
            
            
           

=  
      
      
            

+ =

 

)ד.   )
1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0 , dim 3

0 0 0 0 0 0 0 0 1
U WB U W

      
      =  = 
            

 

 ה. לא. 
 הוכחה.שאלת  (9

 8ב.  הוכחה.שאלת א.  (10

11) ( )dim 4,5,6 7U W or = ,( )dim 8, 9 10U W or+ =   

12) ( )dim 6 7U W or+ = ,( )dim 2,3 4U W or = 

 הוכחה.שאלת  (13

 הוכחה.שאלת  (14

 הוכחה.שאלת  (15
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 ומטריצת מעבר מבסיס לבסיס  וקטור קואורדינטות 

       : 3Rנתונים שני בסיסים של   (1

   
1 2{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , { (1,0,1),(0,1,1), (0,0,1) }B B= = 

 .1Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   . א

- וקטור זה בסמנו  
1B

v . 

 .2Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   .ב

- וקטור זה בסמנו  
2B

v . 

מטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   . ג
1B   2לבסיסB. 

2-מטריצה זו בסמנו 

1

B

B
M  . 

מטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   .ד
2B   לבסיס

1B. 

2-מטריצה זו בסמנו 

1

B

B
M  . 

 את הטענות הבאות:  ואשר .ה

1. 1

2 1 2

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B
 = 

2. 2

1 2 1

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B
 = 

3. ( )
1

2 1

1 2

[ ] [ ]
B B

M M
B B

−

= 

 

]2נתונים שני בסיסים של   (2 ]P R: 
2 2 2 2

1 2{1 , , } , { 1 , , }B x x x x B x x x x= + + = + +. 

 .1Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   . א

- וקטור זה בסמנו  
1B

v . 

 .2Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   .ב

- וקטור זה בסמנו  
2B

v . 

מטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   . ג
1B   2לבסיסB. 

2-מטריצה זו בסמנו 

1

B

B
M  . 
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נתונים שני בסיסים של   (3
2[ ]M R: 

1 1 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 1 0 1 1 0 1

1 0 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 0 0 1 0 0 1

B

E

        
=         

        

        
=         

        

 

 .Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   . א

- וקטור זה בסמנו  
B

v . 

 .Eאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   .ב

- וקטור זה בסמנו  
E

v . 

 .Eלבסיס   Bמטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   . ג

-מטריצה זו בסמנו 
E

B
M  . 

 

 . V בסיס של B מרחב וקטורי ויהי V יהי (4

 קטוריםוכי הו וחיהוכ 1 2, ,..., mu u u  ,בת"ל 

 ,הקואורדינטות שלהםוקטורי  אם ורק אם  

B,   לפי הבסיס 1 2[ ],[ ],...,[ ]mu u u, .הם בת"ל 

 כיצד השתמשנו בטענה זו רבות במהלך הקורס.  וריהסב
 

 

 

 תשובות סופיות 

)א.  (1 ), ,x y x z z− )ב.    − ), ,x y z x y− 2ג.   −

1

1 0 0

2 0 1

1 1 1

B

B
M

 
 

  = − −   
 
 

 

1ד.  

2

1 0 0

1 1 1

2 1 0

B

B
M

 
 

  =   
 − − 

 ה. הוכחה.  

)א.  (2 ), ,a b a c c− )ב.   − ), ,a b c a b− 2ג.   −

1

1 0 0

2 0 1

1 1 1

B

B
M

 
 

  = − −   
 
 

 

)א.  (3 ), , ,x y x z y x t z y x− − + − + )ב.   − ), , ,x y z t  .ג

1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1

 
 
−
 
 −
 
− − 

 

 שאלת הוכחה. (4

1
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 העתקות לינאריות 

 שאלות 

 : אם היא העתקה לינארית , עבור כל אחת מההעתקות,ו, קבע15-1בשאלות 

1) 2 2( , ) ( , ) ; :T x y x y x y T R R= + − →  

 

2) 3 3( , , ) ( 2 , 2 ,2 2 3 ) ; :T x y z x y z x y z x y z T R R= + − + + + − → 

 

3) 3 2( , , ) (2 ,| |) ; :T x y z x z y T R R= + → 

 

4) 2 3( , ) ( , , ) ; :T x y xy y z T R R= → 

 

5) 3 3( , , ) ( 1, , ) ; :T x y z x x y y z T R R= + + + →  

 

6) ( )[ ] ( ) ; : [ ] [ ]n n nB M R T A BA AB T M R M R = + → 

 

7) ( ) ; : [ ] [ ]T

n nT A A A T M R M R= + → 

 

8) ( ) | | ; : [ ] [ ]n nT A A I T M R M R=  → 

 

9) ( ) ; : [ ] [ ]T

n nT A A A T M R M R=  → 

 

10) 1( ) ; : [ ] [ ]n nT A A T M R M R−= → 

 

11) 2 3 2

3 2( ) ; : [ ] [ ]T a bx cx dx a bx cx T P R P R+ + + = + + → 

 

12) ( )( ) ( 1) ; : [ ] [ ]n nT p x p x T P R P R= + → 

 

13) ( )( ) '( ) ''( ) ; : [ ] [ ]n nT p x p x p x T P R P R= + → 

 

14) ( ) 2

2( ) ( ) ; : [ ] [ ]n nT p x p x T P R P R= → 

 

15) ( ) ( ), ; : [ ] [ ]F C F R T z z T C F C F= = = →  

1
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ההעתקה הבאה תהיה לינארית: ,)אם יש כזה( mעבור איזה ערך של הקבוע  (16

( )2 2 2 2 2( , ) , ; :m mT x y m x y x T R R= + →? 

 

 האם קיימת העתקה לינארית המקיימת את הנתון.  ו, קבע20-17בשאלות 
 מדוע.  והאם היא יחידה. אם לא, נמק ואת ההעתקה וקבע ואם כן, מצא 

17) 3 3:T R R→ (1,1,0)- כך ש (1,2,3) , (0,1,1) (4,5,6) , (0,0,1) (7,8,9)T T T= = =. 

 

18) 3 3:T R R→ (1,0,1)- כך ש (1,1,0) , (0,1,1) (1,2,1) , (0,0,1) (0,1,1)T T T= = =. 
 

19) 4 3:T R R→ כך ש - 
(1,2, 1,0) (0,1, 1) , ( 1,0,1,1) (1,0,0) , (0,4,0,2) (2,2, 2)T T T− = − − = = −. 

 

20) 2 2: [ ] [ ]T P R P R→ כך ש-  ( ) ( ) ( )2 21 4, 4 , 1 1T T x x x T x x= + = − = +. 

 

3נתונה העתקה לינארית  (21 3:T R R→ ,:המקיימת    
1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1,0,0) ( , , )

(0,1,0) ( , , )

(0,0,1) ( , , )

T a a a

T b b b

T c c c

=

=

=

. 

   שנוסחת ההעתקה נתונה על ידי וחיהוכ . א
1 1 1

2 2 2

3 3 3

x a b c x

T y a b c y

z a b c z

    
    

=
    
    
    

. 

:טענה דומה לטענה מסעיף א' עבור   וחיוהוכ ונסח .ב n mT R R→. 

 

T:נתונה העתקה לינארית  (22 V V→. 
 :יכואו הפר וחיהוכ

 אם . א 1 2( ), ( ),..., ( )kT v T v T v   קבוצה בת"ל, אז 1 2, ,..., kv v v  .קבוצה בת"ל 

אם  .ב 1 2, ,..., kv v v   קבוצה בת"ל, אז 1 2( ), ( ),..., ( )kT v T v T v  .קבוצה בת"ל 

 
 

 תשובות סופיות 

 לא  (5 לא  (4 לא  (3 כן (2 כן (1

 לא  (10 לא  (9 לא  (8 כן (7 כן (6

 לא  (15 לא  (14 כן (13 כן (12 כן (11

 כן (20 כן (19 כן (18 כן (17 כן (16

  הוכחה.שאלת  (22 הוכחה.שאלת  (21
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 של העתקות לינאריות  תמונהו  גרעין

 : ומצא ,6-1בשאלות  עבור כל אחת מההעתקות 

 .מד לגרעיןי בסיס ומ . א

 . מד לתמונהי בסיס ומ .ב

1) 4 3( , , , ) ( , 4 ,4 4 ) , :T x y z t x y y z t x y z t T R R= + − + + + − → 

 

2) 3 4( , , ) ( 4 , , , 4 ) , :T x y z x y z x y y z x z T R R= − − + − + → 

 

3) 4 3

1 2 3 1

( , , , ) 1 3 5 2 , :

2 6 10 4

x

y
T x y z t T R R

z

t

 
  
  = − →
  
 −   

 

 

 

4) 
2 2

1 2 1 2
( ) , : [ ] [ ]

0 3 0 3
T A A A T M R M R

   
=  −  →   

   
 

 

5) ( ) 2 2( ) ( 1) ( 4) , : [ ] [ ]T p x p x p x T P R P R= + − + → 

 

6) ( ) 3 3( ) '( ) , : [ ] [ ]D p x p x D P R P R= → 

 

3העתקה לינארית מצאו  (7 3:T R R→ , 

:אשר תמונתה נפרשת על ידי (4,1, 4), ( 1, 4,1)−. 

 

4העתקה לינארית מצאו  (8 3:T R R→ , 

 :אשר הגרעין שלה נפרש על ידי (0,1,1,1) , (1, 2,3, 4). 

 

T:נתונה העתקה לינארית  V U→. 

)כי אם  וחיהוכ (9 ) ( )dim Im dim KerT T= של   אז הממדV .זוגי 

 
 :וכיאו הפר וחיהוכ (10

5קימת העתקה לינארית  . א 5:T R R→   שעבורה( ) ( )Ker ImT T=. 

4קימת העתקה לינארית  .ב 4:T R R→   שעבורה( ) ( )Ker ImT T=. 
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T:ידוע שהעתקה לינארית  (11 V W→, 

)מקיימת:  ) ( ) ( )dim Im dim Ker , dim 4T T W= =. 

 ?V מי מבין הבאים יכול להיות הממד של

 10 . א

 9 .ב

 7 . ג

 6 .ד

 כל התשובות לא נכונות. .ה

 
 :וכיאו הפר וחיהוכ (12

T:לכל העתקה לינארית  . א V V→   מתקיים( ) ( )2Im ImT T. 

T:לכל העתקה לינארית  .ב V V→  :שמקיימת

( ) ( ) ( ) ( )2 2Im Im , Ker KerT T T T= 2Tמתקיים    ,= T=. 

T:לכל העתקה לינארית  . ג V V→,   המקיימת( ) ( )Im KerT T, 

0Tאז בהכרח   . 

 

מטריצה   (13
m nA 

)מגדירה העתקה   ) ; : n mT x Ax T R R= →, 

Tואילו 

n mA    מגדירה העתקה( ) ; :T m nS y A y S R R= →. 

)כי   והרא ) ( )( )Im KerT S
⊥

=. 
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 תשובות סופיות 

)בסיס:   –גרעין  (1 ) 0,0,1,  . 3, מימד: 3כל בסיס של  –. תמונה 1, מימד: 4

)בסיס:   –גרעין  (2 ) 0,0,0 :0, מימד. 

)בסיס:   –תמונה  ) ( ) ( ) 1,1,0,1 , 0,5,1,4 , 0,0,  .3, מימד: −6,21

)בסיס:   –גרעין  (3 ) ( ) 7,3,0,1 , 1, 2,1,0−  .2, מימד: −

)בסיס:   –תמונה  ) ( ) 1,1, 2 , 0,1,  .2, מימד: 2

בסיס:   –גרעין  (4
1 1 1 0

,
0 0 0 1

 −    
    
    

 .2, מימד: 

בסיס:   –תמונה 
0 1 1 0

,
0 0 1 1

    
    

−    
 .2, מימד: 

)בסיס:  –גרעין  (5 ) 1p x  .1, מימד: =

)בסיס:   –תמונה  ) ( ) 2 5 , 1p x x p x= +  .2, מימד: =

)בסיס:  –גרעין  (6 ) 1p x  .1, מימד: =

)בסיס:   –תמונה  ) ( ) ( ) 2 , , 1p x x p x x p x= =  .3, מימד: =

7) 

4 1 1

1 4 1

4 1 1

x x

T y y

z z

− −    
    

=
    
    
    

 

8) ( ) ( ), , , , 2 ,0T x y z t x y z x y t= − − + − − + 

 הוכחה.שאלת  (9

 לא.  (10

 הוכחה.שאלת  (11

 הוכחה.שאלת  (12

 הוכחה.שאלת  (13

1
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 חד ערכיות ועל, איזומורפיזם-העתקות לינאריות חד

 שאלות 

 , עלהאם היא  1, חח"עהאם היא  וקבע, 1-4בשאלות  עבור כל אחת מההעתקות 

 .העתקה הפוכהוהאם קיימת  איזומורפיזם האם היא

 אותה.  וכמו כן, במידה וקיימת העתקה הפוכה, מצא

1) 3 3( , , ) ( , , ) , :T x y z x y z y z z x T R R= − + + − → 

 

2) 3 3( , , ) ( , , 2 ) , :T x y z x y z y z x z T R R= − + + + → 

 

3) 2 3

2( ) ( , , 2 ) , : [ ]T a bx cx a b c a b b c T P R R+ + = + + − − → 

 

4) 2 3

2 3( ) ( ) , : [ ] [ ]
a b

T a b c d x a c x dx T M R P R
c d

 
= − + + + − + → 

 
 

 

4חד ערכית -האם תיתכן העתקה חד  (5 3:T R R→? 

 

T:נתונה העתקה לינארית  (6 U V→. 
 : וחיהוכ

)אם  . א ) ( )dim dimU V,  אזT .לא על 

)אם  .ב ) ( )dim dimU V,  אזT  .לא חח"ע 

)אם  . ג ) ( )dim dimU V=,  אזT  חח"עT   .על 

 

T:נתונה העתקה לינארית  (7 V W→. 
 :וכיאו הפר וחיהוכ

)אם  . א )dim Ker 0T ,  אז ההעתקהT .אינה על 

)אם  .ב )dim Ker 0T )-ו = ) ( )dim dimV W,  אז ההעתקהT  .היא על 

)אם  . ג )dim Ker 0T )-ו = ) ( )dim dimV W,  אז ההעתקהT  .היא על 

)אם  .ד ) ( )dim dimV W,  אז ההעתקהT .חח"ע 

  

 
 סינגולרית.-הערה: העתקה חח"ע נקראת גם לא 1

1
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T:נתונה העתקה לינארית  (8 V W→ ; 1,..., nv v  בסיס שלV. 

 הוכח או הפרך:

)אם  . א ) ( )dim dimV W  ואם
1( ) 0T v  חח"ע.  Tאז ייתכן מקרה שבו   ,=

)אם  .ב ) ( )dim dimV W,  הקבוצה 1( ),..., ( )nT v T v .בת"ל 

 

T:נתונה העתקה לינארית  (9 V W→. 

 1 2, ..., nv v v קבוצה בת"ל ב-V. 

 :וכיאו הפר וחיהוכ

 אז הקבוצה ,חח"ע T אם . א 1 2( ), ( ),..., ( )nT v T v T v בת"ל ב-W. 

 אם הקבוצה  .ב 1 2( ), ( ),..., ( )nT v T v T v בת"ל ב-W, אז T  .חח"ע 

 

:נתונה העתקה לינארית  (10 n mT R R→. 
 :וכיאו הפר וחיהוכ

mהיא איזומורפיזם אז  T אם . א n=. 

mאם  .ב n,  אזT  .חח"ע 

)אם  . ג )T v Av=  לכלv ,אז למטריצה  A יש  n שורות ו-m  .עמודות 

 

T:נתונה העתקה לינארית  (11 V V→,  המקיימת( ) ( )Im KerT T=. 

 :וכיאו הפר וחיהוכ

V{0}על, אז בהכרח   T אם . א = . 

V{0}אז בהכרח   ,חח"ע T אם .ב =. 

 היא איזומורפיזם. T . ג

 היא העתקת האפס.  T .ד

 

:נתונה העתקה לינארית  (12 n mT R R→,  ונתונה מטריצהm nA , 

)-כך ש )T v Av=,   לכלnv R. 
 :וכיאו הפר וחיהוכ

)אם  . א )Kerv T,  אזrowsp( )v A . 

)rowspאם  .ב )v A,  אז( )Kerv T. 

)colspאם  . ג )v A,  אז( )Imv T. 

)אם  .ד )  Ker 0T nאז  ,= m. 
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:נתונה העתקה לינארית  (13 n nT R R→,  ונתונה מטריצהA, 

)-כך ש )T v Av=,   לכלnv R. 
 את הטענות הבאות:  וחיהוכ

)אם  . א )rank A n= ,אז T  .חח"ע 

)אם  .ב )rank A n=,  אזT .על 

)2אם  . ג ) 0T v )אז  ,= ) ( )Im KerT T. 

)2אם  .ד ) 0T v )אז  ,= )rank
2

n
A . 

 

נתונה העתקה לינארית  (14
3: [ ]T P R R→,  המוגדרת על ידי( ( )) (1)T p x p=. 

 את הגרעין והתמונה של ההעתקה.   ומצא . א

 האם ההעתקה היא חח"ע/על.  וקבע .ב

:על הסעיפים הקודמים עבור   וענ . ג [ ]nT P R R→. 

 

:נתונה העתקה לינארית  (15 [ ] [ ]n nT M R M R→,  המוגדרת על ידי( ) TT A A=. 

 את הגרעין והתמונה של ההעתקה.   ומצא . א

 האם ההעתקה היא חח"ע/על.  וקבע .ב

 .T את ההעתקה ההפוכה של  ומצא . ג
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 תשובות סופיות 

 חח"ע, על, איזומורפיזם ויש לה העתקה הפיכה: (1

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
, , 2 , 2 ,

3 3 3
T x y z x y z y z x z x y−  

= + − − − + + 
 

 

 לא חח"ע ולא על, ולכן לא איזומורפיזם ואין לה העתקה הפיכה. (2

 חח"ע, על, איזומורפיזם ויש לה העתקה הפיכה: (3

( ) ( ) ( )1 2, , 0.4 0.6 0.2 0.4 0.4 0.2 0.4 0.2 0.2T a b c a b c a b c x c b a x− = + + + − + + + − − + 

 הפיכה:חח"ע, על, איזומורפיזם ויש לה העתקה  (4

( )1 2 3
b c d a b c d

T a bx cx dx
b d d

−
+ − − + + − 

+ + + =  
− 

 

 לא.  (5

 הוכחה.שאלת  (6

 הוכחה.שאלת  (7

 הוכחה.שאלת  (8

 הוכחה.שאלת  (9

 הוכחה.שאלת  (10

 הוכחה.שאלת  (11

 הוכחה.שאלת  (12

 הוכחה.שאלת  (13

)א.  (14 )   ( )2 3Ker 1 , 1 , 1 , dimKer 3T span x x x T= − + − + − + = 

( )   ( )Im 1 , dim Im 1T span T= = 

 ב. לא חח"ע, כן על.

ג. 
( )   ( )

( )   ( )

2Ker 1 , 1 ,..., 1 , dim Ker

Im 1 , dim Im 1

nT span x x x T n

T span T

= − + − + − + =

= =
 

 לא חח"ע, כן על.

)א.  (15 ) ( )

0 0

Ker , Im [ ]

0 0

nT T M R

  
  

= =  
  
  

  

)1ג.   ב. חח"ע ועל. ) TT A A− = 

1
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 פעולות עם העתקות לינאריות

 שאלות 

3תהיינה , 1-9בשאלות  2:S R R→ 3-ו 3:T R R→ העתקות לינאריות המוגדרות 

)על ידי:  , , ) ( ,4 , 4 ) , ( , , ) ( , )T x y z x x y x y z S x y z x z y= − + − = −. 

 

 נוסחאות )אם יש( המגדירות את:  ומצא

1) S T+ 2) 4S 3) 4 10S T− 4) TS 5) ST 
     

6) 2T 7) 1T − 8) 2T − 9) 2S  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 לא ניתן להגדיר. (1

2) ( )4 4 ,S x z y= − 

 לא ניתן להגדיר. (3

 לא ניתן להגדיר. (4

5) ( ) ( ) 2 3, , 4 , 4 ; :St x y z z y x y ST= − − → 

6) ( ) ( )2 , , , ,16 8T x y z x y x y z= − + 

7) ( ) ( )1 , , , 4 , ,17 4T x y z x x y x y z− = − − − 

8) ( ) ( )2 , , , , 16 8T x y z x y x y z− = − + + 

 לא ניתן להגדיר. (9

1
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1. מטריצה שמייצגת העתקה י 109
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 מטריצה שמייצגת העתקה 

 : הערה
 ביחס לבסיס  וקטור קואורדינטותכבסיס לפרק זה יש להכיר את המושגים 

 (.סוף הפרק מרחבים וקטוריםמבסיס לבסיס ) מעבר מטריצתו
 בכך. תשאלה הראשונה עוסק ה ,לפיכך

 

 שאלות 

:3Rנתונים שני בסיסים של   (1

1 2{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , { (1,0,1),(0,1,1), (0,0,1) }B B= = 

 .1Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   . א

- וקטור זה בסמנו  
1B

v . 

 .2Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   .ב

- וקטור זה בסמנו  
2B

v . 

 .2Bלבסיס   1Bמטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   . ג

2- מטריצה זו בסמנו 

1

B

B
M  . 

 .1Bלבסיס   2Bמטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   .ד

1- מטריצה זו בסמנו 

2

B

B
M  . 

 את הטענות הבאות:  ואשר .ה

1. 1

2 1 2

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B

 = 

2. 2

1 2 1

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B

 = 

3. ( )
1

2 1

1 2

[ ] [ ]
B B

M M
B B

−

= 

  

1
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3 :נתונה העתקה לינארית  (2 3( , , ) ( , , ) , :T x y z x y y z z x T R R= + + − →.  

:3Rנתונים שני בסיסים של  

1 2{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , {(1,0,1),(0,1,1), (0,0,1)}B B= = 

 . 1Bאת המטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס מצאו   . א

- מטריצה זו בסמנו 
1B

T  . 

 . 2Bאת המטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס מצאו   .ב

- מטריצה זו בסמנו 
2B

T  . 

 : את הטענות הבאות ואשר . ג

1.  
1 1 1

[ ] [ ] [ ( )]T v T v
B B B
 = 

2. 
2 2 2

[ ] [ ] [ ( )]T v T v
B B B
 = 

3. 
1 2

1 2

2 1
B B

B B

B B
T TM M              = 

 ?האם ההעתקה הפיכה .ד

 את הדטרמיננטה והעקבה של ההעתקה. חשבו  .ה

 וקטורים עצמיים עבור ההעתקה. -ערכים עצמיים ומצאו  .ו

 ללכסון? האם ההעתקה ניתנת  .ז

 

3נתונה העתקה ליניארית  (3 3:T R R→. 

)ידוע שהמטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס  ) ( ) ( ) 1,0,1 , 0,1,1 , 0,0,1B =, 

היא 
1 1 0

1 2 1

2 2 0
B

T
 
   =   − − 

. 

 .שונות בשתי דרכיםפתרו מהי נוסחת ההעתקה? 

 

 .3Rאופרטור לינארי על  Tיהי ו ,3Rשני בסיסים של המרחב  2B- ו 1Bיהיו  (4

2נתון כי: 

1

1 9 6

1 6 4

1 5 2

B

B
M

− − 
   = −   − 

-ו 
1

29 45 6

20 31 4

13 19 1
B

T
− − 
 = −  
 − 

. 

1את חשבו 

2

B

B
M   ואת  

2B
T  . 

  

1
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 ה: תקאת המטריצה שמייצגת את ההעמצאו   (5

2 2

1 2
( ) , : [ ] [ ]

3 4
T A A T M R M R

 
= → 
 

, 

1לפי הבסיס:  1 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 1 0 1 1 0 1
B

        
=         

        
. 

 

)את המטריצה שמייצגת את ההעתקה מצאו   (6 ) 4 3( ) '( ), : [ ] [ ]D p x p x D P R P R= →, 

 . 4-הפולינומים ממעלה קטנה או שווה ללפי הבסיס הסטנדרטי של 

 

2נתונה העתקה לינארית  (7 2: [ ] [ ]T M R M R→. 

 ידוע שהמטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס הסטנדרטי 

  :היא 

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

E
T

 
 

=  
 
 

. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

2נתונה העתקה לינארית  (8 2: [ ] [ ]T P R P R→. 

 , לפי הבסיס הסטנדרטי ,המייצגת את ההעתקהנתון כי המטריצה 

  :היא 
1 1 1

0 1 2

0 0 1
E

T
 
 =
 
 

. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

2נתונה העתקה לינארית  (9 2: [ ] [ ]T P R P R→. 

לפי הבסיס   ,נתון כי המטריצה המייצגת את ההעתקה 21,1 ,B x x x= − +, 

  :היא 
1 0 1

0 1 1

2 1 3
B

T
 
 = − −
 
 

. 

)את  מצאו  כלומר, את נוסחת ההעתקה. מצאו א.  )( )T p x. 

 בשתי דרכים שונות. פתרו *      

) את מצאו ב.  )2 ( )T p x. 

 

:תהי  (10 n nT  מטריצה ממשית,  Aהעתקה לינארית, ותהי  →

) שמתקיים כך )T v Av=   לכלnv. 

)-ו n- בסיס ל  Bנתון כי  )rank A n=. 

]כי  הוכיחו  ]BT  .הפיכה 

1
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נתונה העתקה לינארית  (11
3 3: [ ] [ ]T P R P R→. 

 ידוע שהמטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס הסטנדרטי 

היא  

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

E
T

 
 

=  
 
 

. 

 גרעין ותמונה של ההעתקה. מצאו  . א

 את נוסחת ההעתקה. מצאו   .ב
 

2נתונה העתקה לינארית  (12 2: [ ] [ ]T M R M R→. 

 ,בבסיס הסטנדרטי ,ידוע שהמטריצה שמייצגת את ההעתקה

היא  

1 2 3 0

4 5 6 0

7 8 9 0

0 0 0 0

E
T

 
 

=  
 
 

. 

 גרעין ותמונה של ההעתקה. מצאו  . א

 את העקבה, הדטרמיננטה והדרגה של ההעתקה. חשבו  .ב

 את נוסחת ההעתקה. מצאו   . ג
 

2: נתונה העתקה לינארית  (13

2 2( ) ; : [ ] [ ]T a bx cx b cx T P R P R+ + = + →. 

 העתקה נילפוטנטית.  T-שהוכיחו 

 

]2יהי  (14 ]V x=  ומטה מעל  2מרחב הפולינומים ממעלה. 

נתון הבסיס  21, ,B x x=,  ונתונה ההעתקה הלינארית

( )( ) ''( ) '( ) ; :T p x xp x p x T V V= − →. 

]מצאו את המטריצה המייצגת   . א ]BT. 

)מצאו בסיס וממד עבור  .ב ) ( )Im , KerT T. 

 יצגת למציאת הגרעיןיזה לא נשתמש במטריצה המסעיף בפתרון  :הערה
 נוסחת ההעתקה כבר נתונה בתרגיל. והיות  ,והתמונה 

  

1
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,נתונות שתי העתקות לינאריות  (15 :S T V V→ . 

}יהי  , , }B u v w= בסיס ל-V . 

  נתון כי:

( ) ( )

( ) , ( )

( ) ( )

S u u v T u u v

S v v w T v v w

S w w u T w w u

= + = − 
 

= + = − 
 = + = − 

. 

)כי:  הוכיחו  . א )   ( )  Ker 0 , Ker 0T S =. 

 עבור כל אחת מההעתקות קבע האם היא חח"ע ו/או על.  .ב

האם   וקבע . ג ( ), ( ), ( )T u T v T w    פורשת אתV. 

האם   וקבע .ד ( ), ( ), ( )S u S v S w    פורשת אתV. 

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

) א. (1 ), ,x y x z z− )ב.    − ), ,x y z x y− 2 ג. −

1

1 0 0

2 0 1

1 1 1

B

B
M

 
   = − −   
 

 

1ד.  

2

1 0 0

1 1 1

2 1 0

B

B
M

 
   =   − − 

 הוכחה.שאלת ה.   

א.  (2
1

2 1 1

0 0 0

1 0 1
B

T
 
 =  
 − 

  ב.  
2

1 1 0

1 2 1

2 2 0
B

T
 
 =  
 − − 

 .ג. הוכחה 

 . 3, העקבה: 0ה. הדטרמיננטה:      לא.ד. 

)הו"ע שלו: ע"ע יחיד;   0ו.  )1,  לא. ז.  .−1,1

3) ( ) ( ), , , ,T x y z x y y z z x= + + − 

4) 
2

1

2

2 3 0 1 0 0

0.5 1 0.5 , 0.5 0.5 1

0.25 1 0.75 0.75 2.75 0.5
B

B

B
TM

   
     = − − = −       − − −   

 

5)  

1 2 2 0

0 1 0 2

3 5 4 2

0 2 0 6

B
T

 
 −

=  −
 

− 

 6)  

0 1 0 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3 0

0 0 0 0 4

0 0 0 0 0

E
T

 
 
 =
 
 
 
 

 

7) 
1 1

1 1

x y x y
T

z t z t
    

=    
    

 

8) ( ) 2 2( ) ( 1) ; : [ ] [ ]T p x p x T P R P R= + → 

) א. (9 )2 2( 2 2 ) (2 4 ) (2 2 )T a bx cx a b c a c x a b c x+ + = + − + + + + + 

2ב. 2 2( ) ( 2 )1 (10 8 4 ) (8 6 4 )T a bx cx a c a b c x a b c x+ + = + + + + + + + 

 הוכחה.שאלת  (10

)א.  (11 )   ( )  3 2 2 3Ker , 1 , Im 1 ,T sp x x x T sp x x x= − + − + = + + 

)  ב. ) ( )2 3 2 3
( ) 1 ( ) ( ) ( )T a bx cx b d a c x b d xdx a c x+ + = + + + + ++ + + 

)א.  (12 ) ( )
1 2 0 0 1 4 0 1

Ker , , Im ,
1 0 0 1 7 0 2 0

T sp T sp
   −       

= =          
          

 

)ב.   ) ( ) ( )tr 15 , det 0 , rank 2T T T= = = 

 הוכחה.שאלת  (13

א.   (14

0 1 0

[ ] 0 0 0

0 0 0

BT

− 
 

=
 
 
 

ב.      
( )   ( )( )

( )   ( )( )

Im

2

Ker

1 , dim Im 1

1, , dim Ker 2

T

T

B T

B x T

= =

= =
  

 הוכחה.שאלת  (15
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 מטריצה שמייצגת העתקה מבסיס לבסיס 

 שאלות 

 , את המטריצה המייצגת של כל אחת מההעתקות הלינאריות הבאותמצאו   (1

 :nRהסטנדרטיים של ביחס לבסיסים  

2 . א 3( , ) ( , , ) , :T x y x y y x T R R= + − → 

4 .ב 2( , , , ) (4 , 4 ) , :T x y z t x y z t x y z t T R R= − − + + + + → 

 

4 נתונה העתקה לינארית  (2 2( , , , ) ( , ) ; :T x y z t x y z t T R R= + + → 

 4Rאת המטריצה שמייצגת את ההעתקה מהבסיס הסטנדרטי של מצאו  

 .2Rלבסיס הסטנדרטי של 
 

3תהי  (3 2:T R R→ העתקה לינארית המוגדרת על ידי: 

( , , ) (4 , )T x y z x y z x y z= + − − + 

מהבסיס  Tאת המטריצה המייצגת את ההעתקה חשבו 

 1 (1,1,0), (0,1,1), (0,0,1)B לבסיס  ,3Rשל  = 2 (1, 4), (1,5)B  .2Rשל   =

2את   ,כלומר

1

B

B
T  . 

 

3עבור העתקה לינארית  (4 2:T R R→ מתקיים :  2

1

1 2 3

4 5 6

B

B
T

 
=  
 

, 

כאשר:    1 2(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) , (1,0), (0,1)B B= = 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

3עבור העתקה לינארית  (5 2:T R R→ מתקיים:    2

1

2 1 1

0 0 1

B

B
T

− 
=  
 

 

כאשר    1 2(1,1,1), (1,0,1), (0,0,1) , (1,1), (1, 2)B B= =. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

3נתונה העתקה לינארית  (6 2: [ ] [ ]T P R P R→. 

]3מהבסיס הסטנדרטי של  ,Tהמטריצה שמייצגת את ההעתקה  ]P R 

]2לבסיס הסטנדרטי של  ]P R,  נתונה על ידי:
0 1 2 0

0 0 2 6

0 0 0 3

[ ]T
 
 =
 
 

. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
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3נתונה העתקה לינארית  (7

2: [ ]T P R R→, צגת יאשר המטריצה המי 

היא: סטנדרטי לבסיס סטנדרטי  אותה מבסיס
1 1 0

[ ] 0 1 1

0 0 1

T
 
 =
 
 

. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

2נתונה העתקה לינארית  (8 3: [ ] [ ]T M R P R→ , שהמטריצה המייצגת אותה 

:  מבסיס סטנדרטי לבסיס סטנדרטי היא

1 1 0 0

0 0 1 1
[ ]

1 0 1 0

0 0 0 1

T

− 
 

=  −
 
 

. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

T:תהי  (9 V V→ כך ש  ,העתקה לינארית-( )dim V n=, 

2ויהיו  1,B B סדורים של  בסיסיםV.  הפריכו:או הוכיחו 

 . א  1

1

B

nB
T I= 

אז בהכרח   ,העתקת זהות T אם .ב  1

1

B

nB
T I=. 

אז בהכרח   ,העתקת זהות T אם . ג   1 2

2 1

B B

nB B
T T I=. 

 

3נתונה העתקה לינארית  (10

2: [ ]T P R R→ :המוגדרת על ידי 

( ) ( )2 , ,T a bx cx a b b c c+ + = + +  

 את המטריצה שמייצגת את ההעתקה מבסיס לבסיס. מצאו   . א
 )הבסיסים סטנדרטים( 

)1את חשבו שההעתקה הפיכה והוכיחו  .ב , , )T a b c−. 

)את חשבו  . ג )4 2T a bx cx+ +. 

 

2נתונה העתקה לינארית  (11 3: [ ] [ ]T M R P R→ ,:המוגדרת על ידי 

( ) ( ) ( ) 2 3a b
T a b c d x a c x dx

c d
 

= − + + + − + 
 

 

 את המטריצה שמייצגת את ההעתקה מבסיס לבסיס. מצאו   . א
 )הבסיסים סטנדרטים( 

)את חשבו שההעתקה הפיכה והוכיחו  .ב )1 2 3T a bx cx dx− + + +. 

 

 עבור ההעתקות:  ,TSואת   STאת חשבו  (12
2 3

2 2

2

( , ) ( , , ) ; :

( ) ( , ) ; : [ ]

S x y x y x y y S R R

T a bx cx a b b c T P R R

= − + →

+ + = + − →
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 שובות סופיות ת

א.  (1 
1 1

0 1

1 0

T
 
 =
 − 

ב.    
4 1 1 1

1 1 4 1
T

− − 
=  
 

 

2)  
1 1 0 0

0 0 1 1
T

 
=  
 

 

3)  
25 0 6

20 0 5
T

− 
=  − 

 

4) ( , , ) ( 2 3 ,4 5 6 )T x y z x y z x y z= + + + + 

5) ( , , ) ( , )T x y z x y y z= + + 

6) ( )2 3 2
( 2 )1 (2 6 ) (3 )T a bx cx b c c d x d xdx+ + = + + + ++ 

7) ( )2 ( , , )T a bx cx a b b c c+ + = + + 

8) 2 3
( ) ( ) ( )

a b
T a b c d x a c x

c d
dx= − + + + −

 
+ 

 
 

 .הוכחהשאלת  (9

א.  (10
1 1 0

0 1 1

0 0 1

 
 
 
 

1  ב.  2( , , ) ( )1 ( )T a b c a b c b c x cx− = − + + − + 

 . ג. לא ניתן

. א (11

1 1 0 0

0 0 1 1

1 0 1 0

0 0 0 1

− 
 
 −
 
 

 

1ב.   2 3( )
b c d a b c d

T a bx cx dx
b d d

− + − − + + − 
+ + + =  − 

 

12) ( )2
( , 2 , )ST a bx cx a c a b c b c+ + = + + − − 
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 וקטורים

 .uu,:  הם סימונים מקובלים נוספים .uכך   uקטור ונסמן את הו :ת סימוןהער

|נסמן כך   uקטור ו את גודל הו   |u סימון מקובל נוסף הוא .|| ||u. 
 וקטור.ווקטור וגם הנורמה של הוגודל וקטור נקרא גם אורך ה  

 שאלות 

,P,Qוקטורים ואת נוסחת כל אחד מהרשמו  (1 R,S  .שבאיור 
 שאורך ורוחב כל משבצת באיור הוא יחידה אחת. הניחו 

 
 

 , נתונה מקביליתהבא בשרטוט  (2
 ששיעורי שלושה מקדקודיה נתונים.

 .Dאת שיעורי הקדקוד מצאו  
 רמז: היעזר בנוסחת אמצע קטע. 

 

 במערכת הצירים. מצוינותנתונה תיבה שמידותיה  (3
 . על פי השרטוט uמהו הווקטור מצאו  

 

 

 

 

 נתון משולש ששיעורי קדקודיו נתונים. הבא בשרטוט (4
 . את שיעורי מפגש התיכונים במשולשמצאו  

  

 

 

 

  

8    

11 

10 
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 על הסעיפים הבאים )אין קשר בין הסעיפים(:ענו  (5

)אם נתונות הנקודות  ,EFאת הווקטור מצאו   . א )E 2,0, )-ו  −3 )F 7, 1, 3− −. 

)אם נתונה הנקודה ,Nאת שיעורי הנקודה מצאו   .ב )M 0, 4,1−  

)והווקטור  )MN 1, 1,9= − −. 

 

 במערכת הצירים שלפניך. מצוינותנתונה תיבה שמידותיה  (6
 .vומהו הווקטור   uמהו הווקטור מצאו  

 

 

 

u- אם נתון ש ,z-ו x  ,yאת  מצאו   (7 v=,   4)כאשר, 1,2)u = −,
( 2, 1, 3)v z y x= − + −. 

 

נתונות הנקודות הבאות:  (8

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A 1,0, 2  , B 3,7, 4  , C 6,9,0  , D 7, 4,10  , E 9,11, 4−. 

ABכי: הראו  . א DE=. 

ADהאם ניתן לומר כי גם   .ב BC= .נמק ? 
 

 , בשרטוט נתונה מקבילית (9
  ששיעורי שלושה מקדקודיה נתונים.

 .Dאת שיעורי הקדקוד מצאו  
 אין להיעזר בפתרון בנוסחת אמצע קטע.* 

 
  

4  

7 

6 
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)וקטורים: ונתונים ה 10-16 בשאלות 3,1, 4)u = −   ,(4, 2, 6)v = − −  ,(2,6, 5)w = −. 

 את משמעות התוצאות מבחינה גיאומטרית. הסבירו  16 ,14 ,13 שאלות* ב

 חשבו: (10

3 . ג −0.5v .ב 2u . א 2u v− 

 

 חשבו: (11

0.25 . א 0.5v u− 0.5 .ב 2v u w− + 

 

12) 2 4v u w− + 
 

13) / | |u u 

 

14) d( , )u v 

 

15) 2v u w v +  

 

16) proj( , )u v 
 
 

,C(3נתונות הנקודות:   17-19בשאלות  1,2) , B(4,2, 1) , A(1, 3,0)− − − , 
 וקטורים:ואת הויש למצוא  

17) AC AB+ 

 

18) 2 4AC AB− 

 

19) 2AC AB BC+ − 

 

: ABCDנתונים ארבעת קדקודי המרובע  (20

( ) ( ) ( ) ( )A 4,2,1  , B 0,2, 1  , C 3, 5,0  , D 7, 5,2− − − − − −. 

 כי המרובע הוא מקבילית. הוכיחו 
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: ABCDתונים ארבעת קדקודי המרובע נ (21

( ) ( ) ( ) ( )A 1, 2,0  , B 2,5,3  , C 1,8, 4  , D 4,3, 1− − −. 

 כי המרובע הוא טרפז. הוכיחו  . א

 ?האם הטרפז שווה שוקיים .ב
 

 :, כאשרv-ו uאת הזווית שבין הווקטורים  חשבו  (22

) . א ) ( )2, 2,5  , 4,0,1u v= − = 

) .ב ) ( )6, 3,1  , 2,5,3u v= − = 

) . ג ) ( )2,1,3  , 4, 2, 6u v= − = − − 

 

 שקדקודיו הם:,  ABCאת שטחו של משולש מצאו   (23

( ) ( ) ( )A 3, 2,1  , B 0,3, 2  , C 5, 1,0− −. 

 

)נתונים הווקטורים:  (24 ) ( )2, 1,0  , 5,0,3u v= − =. 

 , 0היא  v-ומכפלתו ב 0היא  u-שמכפלתו ב ,wוקטור  מצאו 

 .70אם ידוע שגודלו הוא

 

,3)  םהווקטורימצאו וקטור שמאונך לשני  (25 ,1)- ו(2,1 1, 2)−, 

 .3הוא  (1,1,0) קטורוושמרחקו מהו
 

 על שני הסעיפים הבאים: נו ע (26

|כי  הוכיחו  . א | | |u v u v u v⊥  + = −. 
 .מהו הפירוש הגיאומטרי של תכונה זו במישורהסבירו 

2כי  הוכיחו  . ב 2 2| | | | | |u v u v u v⊥  + = +. 
 הגיאומטרי של תכונה זו במישור.מהו הפירוש הסבירו 

 
 על חמשת הסעיפים הבאים: ענו  (27

2כי  הוכיחו  . א 2 2| | | | 2 | |u v u u v v+ = +  +. 

2כי  הוכיחו  .ב 2 2| | | | 2 | |u v u u v v− = −  +. 

2כי  הוכיחו  . ג 2( )( ) | | | |u v u v u v− + = −. 

2כי  הוכיחו  .ד 2 2 2| | | | 2 | | 2 | |u v u v u v+ + − = +. 

 פירוש גיאומטרי לתוצאה במישור.נו ת

)כי  הוכיחו  .ה )2 21
| | | |

4
u v u v u v+ − − = . 

1

פרק 10וקטורים גיאומטרים

121

121



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

,יהיו  (28 nu v אורתוגונליים זה לזה ובעלי אותה נורמה0-וקטורים שונים מ ,. 

2  נגדיר , 3a u v b u v= − = + . 

 ?-ל שווה cosאז  ,b- ל aהיא הזווית בין   אם 

 

1יהיו  (29 2, nw w  אורתוגונליים זה לזה ובעלי נורמה0-וקטורים שונים מ , k. 

1יהי  2

3

4
v w w= - וקטור שמרחקו מ  +

22w שווה למרחקו מ -
1w. 

- מ vמהו המרחק של 
1w? 

 

,יהיו  (30 nu v   2וקטורי יחידה המקיימיםu v− =. 

 הם בהכרח כפולה בסקלר אחד של השני. v-ו u-ש וחיהוכ
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 תשובות סופיות 

1) ( ) ( ) ( ) ( )P 4,0,7 , Q 2,1,3 , R 6,4,0 , S 2,4,0= = − = = − 

2) ( )D 6, 8,1= − 

3) ( )4,11,5u = 

4) ( )M 7,1,2= 

)א.  (5 )EF 5, 1,0= )ב.   − )N 1, 5,10= − − 

6) ( ) ( )0, 7,6 , 4,7,6u v= − = − 

,6א.  (7 2, 5z y x= = − = 

 לא.ב.  הוכחה.א.  (8

9) ( )D 6, 8,1= − 

)א.  (10 )6, )ב.   −2,8 )ג.  −2,1,3( )17,7, 24− 

). א (11 )2.5, 1, 3.5− ).  ב − )9.5,9.5, 18− 

12) ( )19,19, 36− 

13) 
3 1 4

, ,
20 20 20

− 
 
 

 

14) 158 

15)  14 

16) *u 

17) ( )5,7,1 

18) ( )8, 16,8− − 

19) ( )8,12,0 

 הוכחה.שאלת  (20

 ב. כן.  הוכחה. שאלת א. (21

97.277א.  (22 =     .90ב =    .180ג =  

23) ABC 10.173S  יח"ש. =

24) ( )3, 6,5− − 

25) 
1 1 1 1 1 1

, , , ,
3 3 3 3 3 3

v or v
   

= − − = −   
   

 

 הוכחה.שאלת  (26

 הוכחה.שאלת  (27

28) 
1

50
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29) 
5

4
k 

 שאלת הוכחה. (30

1
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 מכפלה וקטורית ומכפלה מעורבת 

 שאלות 

 נתון:  (1

1 0 0

0 , 1 , 1

1 1 0

u v w

     
     

= = =
     
     
     

. 

) חשבו: )u v w . 

 

)שקדקודיו:  ,שטח המשולשאת חשבו  (2 ) )A 8, 2,3 ,  B 4, 1, 4( ) (2 ,  C 8,0,− −. 

 

,נתונים שלושה וקטורים  (3 ,u v w  .במרחב 

,0ידוע כי:     0, | | 0u v u w u =  =  . 

0vכי:  הוכיחו  w =. 
 

u,נתונים שני וקטורים  (4 v .במרחב 

|,ידוע כי:   | 1, | | 4u v u v⊥ = =. 

) חשבו: ) ( )u v u v+  −. 

 

נתון  (5

1 4 7

2 , 5 , 8

3 6 10

u v w

     
     

= = =
     
     
     

. 

 חשבו:

) . א )u v w  ב. ( )v w u  ג . ( )u v w  

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (6

A(1,1,1)את נפח המקבילון שקדקודיו חשבו  . א ,B(2,2,2) ,C(3,0,2) ,D(4,1,1). 

A(1,1,1)את נפח הפירמידה שקדקודיה חשבו  .ב ,B(2,2,2) ,C(3,0,2) ,D(4,1,1). 
 

A(2,2,5)את נפח הפירמידה שקדקודיה חשבו  (7 ,B(1, 1, 4) ,C(3,3,10) ,D(8,6,3)− −. 
 

1
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 . a,b,cנתון מקבילון הבנוי על וקטורים  (8

a,aוקטורים  והבנוי על ה ,כי נפח המקבילוןהוכיחו  -b,a + b - 4c, 
 מנפח המקבילון הנתון.  4שווה לפי 

 

,נתונים שלושה וקטורים  (9 ,u v w  .במרחב 

כי  הוכיחו  ( ) ( ) ( ) 2 ( )u v v w u w w u v+  + + =  . 

 

,נתונים שלושה וקטורים  (10 ,u v w במרחב . 

)ידוע כי:   ) 4u v w  =. 
  חשבו:

) . א )u w v  

) .ב )v w u  

) . ג )w u v  

) .ד )v u w  
 

 במרחב.  a,b,cנתונים שלושה וקטורים  (11

מהי הנוסחה עבור   a b c? 
 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 

1

0

1

− 
 
 
 − 

 

2) 22.5S = 

 הוכחה.שאלת  (3

4) 8 

 −3ג.   −3ב.    −3א.  (5

 1ב.   −6א.  (6

7) 
1

9
3

 

 הוכחה.שאלת  (8

 הוכחה.שאלת  (9

 4ד.   4ג.   4ב.   −4א.  (10

 אין לו נוסחה. (11

1
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 שימושי מכפלה וקטורית לגיאומטריה אנליטית במרחב

 שאלות 

 :שהנקודות הבאות נמצאות על מישור אחד וחיהוכ (1
A (1,2,1) , B(1,1,1) , C (2,1,2) , D(2,2,2)= =. 

 

)את מרחק הנקודה   ומצא (2 )A 3, 2,1− 

:מהישר ( 10,8, 8) (2, 1,2)L t− − + − . 
  

 נתונים שני ישרים: (3

1 2

2 4
: 3 , : 7 5, 3

2 3

x z
L y L x y z

− −
= − = + = − = 

 שהישרים מצטלבים. וחיהוכ . א

 את המרחק בין הישרים.  ומצא .ב
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 הוכחה.שאלת  (1

2) 26 

 5.7735ב.    הוכחה.שאלת א.  (3

1
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אלגברה לינארית א
פרק 11 - וקטורים אלגברים - גיאומטריה אנליטית במרחב

תוכן העניינים

1. הצגה פרמטרית של ישר י 128

2. מצב הדדי בין ישרים י 131

3. הצגה פרמטרית של מישור י 133

4. משוואת מישור י 134

5. מעברים בין הצגה פרמטרית של מישור ומשוואת מישור י 135

6. מישורים המקבילים לצירים י 136

7. מצב הדדי בין ישר ומישור י 137

8. מצב הדדי בין מישורים י 138

9. ישר חיתוך בין מישורים י 139

10. חישובי זוויות שונות  י (ללא ספר)

11. זווית בין שני ישרים י 140

12. זווית בין ישר ומישור י 141

13. זווית בין שני מישורים י 142

14. חישובי מרחקים  י (ללא ספר)

15. מרחק בין שתי נקודות במרחב י 143

16. מרחק בין נקודה לישר י 144

17. מרחק בין נקודה למישור י 145

18. מרחק בין ישרים מקבילים י 146

19. מרחק בין ישר למישור י 147

20. מרחק בין מישורים מקבילים י 148

21. מרחק בין ישרים מצטלבים י 149

22. סיכום מרחקים  י (ללא ספר)

23. שאלות מסכמות י 150
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 בסוף חוברת העבודה תוכלו למצוא סיכום מלא ומפורט של הנוסחאות. 

 הצגה פרמטרית של ישר

 שאלות 

)האם הנקודה  (1 )A )  נמצאת על הישר 7,0,3 ) ( ) : 4,3,0 1, 1,1x t= + −? 

 

) האם הנקודה (2 )B 4, 2, 10− )  נמצאת על הישר − ) : 2, 1,5x t= −? 

 

)את הצגתו הפרמטרית של ישר במישור שעובר בנקודות מצאו   (3 )A 5, 2− )-ו − )B 1,6. 

 

)את הצגתו הפרמטרית של ישר במרחב שעובר בנקודות מצאו   (4 )C 3,0, )-ו −2 )D 4,1,1. 

 

) הצגתו הפרמטרית של ישר במרחב שעובר בנקודהאת מצאו   (5 )G 2, 7,1−   

)  ומקביל לישר ) ( ) : 0,3, 1 4, 2,1x t= − + −. 

 

)במרחב הצגה פרמטרית של ישר העובר דרך הנקודה  מצאו  (6 )1, 2,3  

)ומאונך לישר:  ) ( ) : 1, 2,0 1, 2,4x s= + −. 

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (7

)נתונה הצגה פרמטרית של ישר:  . א ) ( ) : 1, 2,3 4,5,6x t= +. 

 .z-ו x ,yאת ההצגה בעזרת הקואורדינאטות כתבו 

1נתונה הצגה של ישר בעזרת קואורדינאטות:   .ב 2  , 10 , 4x t y z t= + = = −. 
 את ההצגה הפרמטרית שלו.  כתבו 

 

 במרחב. y-את הצגתו הפרמטרית של ציר המצאו   (8

 

) את הצגתו הפרמטרית של ישר במרחב שעובר בנקודהמצאו   (9 )M 3, 1, 4−   

 .z-ומקביל לציר ה

 

) את נקודת החיתוך של הישר מצאו   (10 ) ( ) : 1, 2,6 2,1, 2x t= − + עם המישור − xy. 

  

1
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,1)ישר עובר בנקודה  (11 1, ,4,10)וכיוונו  −(4 2). 
 מי מבין הבאים מתאר את משוואת הישר:

,1) . א 1, 4) (4,10,2)x t= − +  

(3,4,5) .ב (4,10,2)x t= + 

,1) . ג 1,4) (2,5,1)x t= − + 

(5,9,6) .ד (8,20,4)x t= + 
 כל התשובות נכונות. .ה

 
,1)ישר עובר דרך הנקודות  (12 1, 2)A  .B(4,0,1)  -ו −

 את הישר בארבע דרכים שונות:  ותאר
 משוואה וקטורית אחת. . א
 משוואות )נק' כללית(.  3הצגה פרמטרית של  .ב
 אלגברית.הצגה  . ג
 כקו חיתוך של שני מישורים. .ד

 
 : כל אחד מהישרים הבאים בעזרת משוואה וקטורית אחת  וגיהצ (13

 . א

1 4

: 2

2 10

x t

y t

z t

= −


=
 = +

 

 .ב

1

: 4

10

x t

y

z t

= +


=
 =

 

 . ג
1

: 1 4
2

x
y z

−
= + = − 

: .ד 1 10, 4x y z− = + = 

 .ה
1

:
2 3 3

x y z

x y z

− + =


− + =
 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

 כן. (1

 לא.   (2

3) ( ) ( ) : 5, 2 6,8x t= − − + 

4) ( ) ( ) : 4,1,1 1,1,3x t= + 

5) ( ) ( ) : 2, 7,1 4,2,1x s= − + − 

6) ( ) ( ) : 1, 2,3 2,1,0x t= + 

1א.  (7 4  , 2 5  , 3 6x t y t z t= + = + = )ב.   + ) ( ) : 1,10, 4 2,0, 1x t= + − 

8) ( ) : 0,1,0x t= 

9) ( ) ( ) : 3, 1, 4 0,0,1x t= − + 

10) ( )7, 5,0− 

 ה (11

:א.  (12 (1, 1,2) (3,1, 1)x t= − +  ב.    −

1 3

: 1

2

x t

y t

z t

= +


= − +
 = −

 

ג. 
1

: 1 2
3

x
y z

−
= + = ד.    −

3 4
:

1

x y

y z

− =


+ =
 

)א.  (13 ) ( )1,0, 2 4, 2,10x t= + (1,4,0)ב.    − (1,0,10)x t= + 

,1)ג.  1,4) (2,1,1)x t= − )ד.    + , , ) (1, 10,4) (1,1,0)x y z t= − + 

)ה.  , , ) (2,1,0) ( 2, 1,1)x y z t= + − − 

1
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 מצב הדדי בין ישרים 

 שאלות 

 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   (1
 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים

( ) ( ) ( ) ( )1 2 : 2, 3,0 5, 1,2  ,  : 12, 5,4 10,2, 4x t x s= − + − = − + − − 

 

 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   (2
 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים

( ) ( ) ( ) ( )3 4 : 0,1, 7 2,1,1  ,  : 2,0, 6 6, 3, 3x t x s= − + − = − + − − 

 

 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   (3
 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים

( ) ( ) ( ) ( )5 6 : 3,5,1 4,0, 1  ,  : 1,7, 4 1,1,2x t x s= − + − = − + − 

 

 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   (4
 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים

( ) ( ) ( ) ( )7 8 : 3,0,0 2, 2,5  ,  : 0,1, 5 3,1, 2x t x s= + − = − + − 

 

 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   (5
גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים

 
( ) ( ) ( )9 10 : 4,1, 1 3,0, 1  ,  : 6,0, 2x t x s= − − + − = −

 
 

 

 את המצב ההדדי בין הישרים הבאים. מצאו   (6
 גם את נקודת החיתוך ביניהם.מצאו  ,אם הם נחתכים

( ) ( ) ( ) ( )11 12 : 2,8, 1 1,0,0  ,  : 5,8, 2 2,0, 1x t x s= − + = − + − 

 

:שבעבורו הישרים , kר ערכו של הפרמטאת מצאו   (7
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 : 1,1 ,6 1, 2,2  ,  : 1,7, 1 , 2, 6x k k t x k k s k k= + − + − = − − + − + − 

 . מקבילים . א

 . מתלכדים .ב
 

) נתונות הנקודות (8 ) ( ) ( ) ( )A 3, 1,5  , B , 1,3  , C 6,3, 1  , D 2,3,k k− − − − −. 

הישרים   ,kכי לכל ערך של  הראו 
AB

- ו 
CD

 מצטלבים.   

1
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 תשובות סופיות 

 מתלכדים.    (1

 מקבילים.     (2

)נחתכים, (3 )1,5,0 . 

 מצטלבים.    (4

 מקבילים.    (5

)נחתכים,  (6 )1,8, 1−    . 

2kא.  (7 2kב.   .    = = −  . 

 הוכחה.שאלת  (8

1
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 הצגה פרמטרית של מישור

 שאלות 

  :ותהבא את הצגתו הפרמטרית של מישור שעובר בנקודות  ומצא (1

( ) ( ) ( )A 1, 4,0  , B 3,6,2  , C 0, 3,1− −. 

 

) את הצגתו הפרמטרית של מישור שעובר בנקודה  ומצא (2 )Q 6,7, 1−  , 

)  ומכיל את הישר ) ( ) : 2, 2,5 1,0, 4x t= − − + − . 

 

) ישרים:נתונים שני  (3 ) ( ) ( ) ( )1 2 : 0,1, 1 1,9, 3  ,  : 2,16,11 0,1, 6x t x s= − + − = + −. 

 הצגה פרמטרית של המישור המכיל אותם.  ושהישרים נחתכים ומצא והרא

 

) את הצגתו הפרמטרית של מישור שעובר בנקודה  ומצא (4 )D 5, 2, 1− − 

 .x-ומכיל את ציר ה

 

את הצגתו הפרמטרית של המישור   ומצא (5 xz. 

 

במערכת  מצוינותנתונה תיבה שמידותיה  (6
 .שלהלןהצירים 

את הצגתו הפרמטרית של המישור   ומצא
 . המקווקו

 

 
 
 

 תשובות סופיות 

1) ( ) ( ) ( ) : 1, 4,0 2,10,2 1,1,1x t s = − + + − 

2) ( ) ( ) ( ) : 2, 2,5 1,0, 4 8,9, 6x t s = − − + − + − 

3) ( ) ( ) ( ) : 0,1, 1 1,9, 3 0,1, 6x t s = − + − + − 

4) ( ) ( ) : 1,0,0 5, 2, 1x t s = + − − 

5) ( ) ( ) : 1,0,0 0,0,1x t s = + 

6) ( ) ( ) ( ) : 7,0,0 0,0,9 7,12,0x t s = + + − 
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 משוואת מישור

 שאלות 

2 :   האם הנקודות הבאות נמצאות על המישור וקבע (1 3 6 0x y z − + − = : 

) . א )D 5,7,1 

) .ב )E 2, 1,1− 

 

)  שבעבורו הנקודה kאת ערכו של    ומצא (2 )A 1, , 1k  נמצאת על  −

) המישור ) : 2 1 7 0kx y k z − + + + =. 

 

3 :   נתונה משוואת מישור (3 2 9 0x y z + − − =. 
 את נקודות החיתוך של המישור עם שלושת הצירים.  ומצא

 

4 :   נתונה משוואת מישור (4 2 8 0x y z + − + =. 

הצגה פרמטרית של הישר שהמישור חותך מהמישור  ומצא yz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   תשובות סופיות

 א. על המישור.   ב. לא על המישור. (1

2) 3k = 

3) ( ) ( )
1

3,0,0  , 0, 4 ,0  , 0,0, 9
2

 
− 

 
 

4) ( ) ( ) : 0, 8,0 0, 2,1x t= − + 

1
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 מעבר בין הצגה פרמטרית של מישור ומשוואת מישור

 שאלות 

2 :   נתונה משוואת מישור: (1 3 12 0x z + − =. 
 הצגה פרמטרית של המישור. בוכת

 

) נתונה הצגה פרמטרית של מישור: (2 ) ( ) ( ) : 2, 5,0 1,0,2 0, 1,3x t s = − + + −. 

 את משוואת המישור.  ומצא

 

) מישור:נתונה הצגה פרמטרית של  (3 ) ( ) : 2, 2,1 3,1,0x t s = − +. 

 את משוואת המישור.  ומצא

 

) עובר בנקודות: המישור  (4 ) ( ) ( )A 1,0, 3  , B 2,0,0  , C 4, 1,0− −. 

 את משוואת המישור.  ומצא

 

 יפים הבאים:על הסע וענ (5

)לפניך הנקודות הבאות:  . א ) ( ) ( )2,0,5  , 0,1, 2  , 1,1,0−. 

 ,נמצאות על ישר אחדששלוש הנקודות אינן  והרא .1
 הצגה פרמטרית של המישור הנקבע על ידן. וומצא

 את משוואת המישור העובר דרך שלוש הנקודות הנ"ל.  ומצא .2

 שתי נקודות נוספות הנמצאות על המישור שמצאת בסעיף א'. ומצא .ב

)האם הנקודה  . ג )4,  בסעיף א'?   נמצאנמצאת על המישור ש 2,1

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
( ) ( ) ( ) : 0,0, 4 0,1,0 6,0, 4x t s = + + −

 
2)  : 2 3 19 0x y z − + + + = 

3)  : 3 8 0x y z − + = 

4)  : 3 6 6 0x y z + − − = 

). 1א.  (5 ) ( ) ( ) : 1,1,0 1,0, 2 1, 1,5x t s = + − − + −   2  .2 3 1 0x y z− + + − =    

)ב. למשל:   ) ( )0.5,0,0  ג. לא.   −0,0,1 , 

1

פרק 11וקטורים אלגברים - גיאומטריה אנ...

135

135



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 מישורים המקבילים לצירים

 שאלות 

) מישור הנתונה משוואת  (1 ) ( )2 2 : 2 2 3 3 1 0k x k k y z k + + − − − + − =. 

 )ולא מכיל אותו(?  y-המישור מקביל לציר ה kלאיזה ערך של 

 

0x , 0 , 0פאותיו של טטראדר נמצאות על המישורים  (2 y z= = =  

3 -ו 2 6 0x y z+ + − =. 
 את נפח הטטראדר.  ומצא

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 תשובות סופיות 

1) 3k = 

 יח"נ. 6 (2

1
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 הדדי בין ישר ומישורמצב 

)  מישורהישר והנתונים  (1 ) ( ) : 2 3 6 0 ,  : 5,0,1 4,1, 2x y z x t − − + = = + −. 

 את המצב ההדדי שביניהם. וקבע
 גם את נקודת החיתוך.  ות המישור מצאאם הישר חותך א

 

)  מישורהישר והנתונים  (2 ) ( ) : 3 2 11 0 ,  : 2, 1,6 1,1,2x y z x t − + − = = − + −. 

 את המצב ההדדי שביניהם.  וקבע
 גם את נקודת החיתוך.  ות המישור מצאאם הישר חותך א

 

)  מישורהישר והנתונים  (3 ) ( ) : 2 6 11 0 ,  : 6,1,0 3,0, 1x y z x t + + + = = − + −. 

 את המצב ההדדי שביניהם. וקבע
 גם את נקודת החיתוך.  ות המישור מצאאם הישר חותך א

 

)  מישורהישר והנתונים  (4 ) ( ) : 2 4 0 ,  : 1, ,3 4,1 ,0x y z x a t b − + − = = + −. 

 עבורם הישר מוכל במישור., b-ו aאת ערכי    ומצא
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

)הישר חותך,  (1 )1, 1,3−. 

 מקבילים.  (2

 הישר מוכל. (3

4) 1 , 7a b= = − 

1
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 מצב הדדי בין מישורים 

 שאלות 

 .ביניהםאת המצב ההדדי קבעו שני מישורים. נתונים בכל סעיף  (1

 . א
1 2 : 2 4 5 0 ,  : 4 2 8 10 0x y z x y z − + − = − + − = 

 .ב
3 4 : 3 1 0 ,  : 3 9 3 8 0x y z x y z + − + = + − − = 

 . ג
5 6 : 5 2 2 3 0 ,  : 2 3 5 0x y z x y z − − + = + + − = 

 

 נתונים שני מישורים (2

( )2 2

1 2 : 2 2 1 0 ,  : 4 12 4 2 0x k k y z x y z k + + − + = + − + − = 

 עבורם המישורים:  kאת ערכי    ומצא

 ג. מתלכדים  ב. מקבילים   נחתכים  . א
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 ג. נחתכים.      ב. מקבילים.     א. מתלכדים.    (1

,2א.  (2 3k  3kב.        − = 2kג.       − = 

1
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 חיתוך בין מישוריםישר 

 שאלות 

 נתונים שני מישורים נחתכים: (1
1 2 : 4 2 2 0 ,  : 2 10 0x y z x y z + − + = − + + =. 

 הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים.  ומצא

 

 נתונים שני מישורים נחתכים: (2
3 4 : 8 2 3 2 0 ,  : 2 3 4 0x y z x y z + − + = − + + =. 

 המישורים.הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין  ומצא

 

 נתונים שני מישורים נחתכים: (3
5 6 : 3 3 2 0 ,  : 5 2 20 0x y z x z − + + = − + =. 

 .הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים ומצא

 

 נחתכים:תונים שני מישורים נ (4
7 8 : 2 6 0 ,  : 2 0x y z z − − + = − =. 

 הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים. ומצא

 

6 : הצגה פרמטרית של ישר החיתוך של המישור   ומצא (5 5 18 0x y z − + + =  

עם המישור  xz. 

 

 נתונים שני מישורים: (6
1 2 : 3 2 1 0 ,  : 4 6 0x y z x y z − + − = + − − =. 

 הצגה פרמטרית של ישר המקביל לשני המישורים ועובר בראשית.                  ומצא
 

 

 
 

 

 תשובות סופיות 

1) ( ) ( ) : 2,6,0 2,16,12x t= − + 

2) ( ) ( ) : 0, 2, 2 1, 2, 4x t= + 

3) ( )
1

 : 0,4,10 4,7 ,10
3

x t
 

= +  
 

 

4) ( ) ( ) : 0, 2, 2 4,2,0x t= + 

5) ( ) ( ) : 3,0,0 3,0, 18x t= − + − 

6) ( ) : 1,9,13x t= 

1
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 זווית בין שני ישרים 

 שאלות 

 הישרים הבאים:זוגות את הזווית שבין   ומצא (1

) . א ) ( ) ( )1 2 : 4,0,0 6,8,1  ,  : 4, 2, 4x t x s= + = − − 

) .ב ) ( ) ( ) ( )1 2 : 10,17, 18 3,0, 6  ,  : 6,5, 4 0, 4,0x t x s= − + − = + 

 

)את הזווית שבין ישר העובר דרך הנקודות   ומצא (2 ) ( )A 3, 4,6  , B 6,0, וישר   −2

) העובר דרך הנקודות ) ( )C 6,5,1  , D 1, 4,  וקבע מה המצב ההדדי ביניהם. −2

 

)נתונות הנקודות  (3 ) ( ) ( )A 1, 3,0  , B 4,2, 1  , C 3, 1,2− − −. 

 הצגה פרמטרית של ישר במרחב העובר דרך הנקודות:  ומצא . א

1. A ו-B . 

2. B ו-C . 

3. A ו-C . 

)מי מבין הנקודות  .ב )D 4, 2, )-ו −1 )E 7,7,  ABנמצאת על הישר  −3

 שמצאת בסעיף הקודם?

 . BCוהישר  ABאת הזווית שבין הישר  וחשב . ג

 

3נתון מישור שמשוואתו:  (4 4 6 0x y− + ). הנקודות = ) ( )A ,6,1  , B 2, , 1x y− − 

נמצאת על מישור   Cנמצאות על המישור והנקודה  yz  :ומקיימת
C 11z =. 

 אם ידוע כי קוסינוס הזווית שבין הישרים  ,Cאת שיעורי הנקודה   ומצא

 AB ו-AC 13 הוא

76
. 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 90ב.    78.521א.  (1

2) 63.37 מצטלבים. . הישרים 

). 1א.  (3 ) ( ) : 1, 3,0 3,5, 1x t= − + ). 2א.   − ) ( ) : 4, 2, 1 1, 3,3x t= − + − − 

). 3א.  ) ( ) : 1, 3,0 2,2,2x t= −  .35.477ג.   . Dב. הנקודה   +

4) ( )C 0, )או  2,11 )C 0, 28.45,11 

1
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 זווית בין ישר ומישור

 שאלות 

 את הזווית שבין הישר והמישור הבאים:  ומצא (1

( ) ( ) : 2,0,5 2,1,2  ,  : 3 2 2 9 0x t x y z= − + − − + + =. 

 

)ות הנקודות נתונ (2 ) ( ) ( ) ( )A 1, 1,2  , B 0,2, 1  , C 1,2,5  , D 7,3, 1− − − −. 

 . ABCובין המישור  D- ו Aאת הזווית בין הישר העובר בנקודות   ומצא

 

2שלה  ABC, שמשוואת הבסיס SABCה פירמידה משולשת נתונ (3 2 6 0x y z+ − − =  ,

)קדקוד הפירמידה הוא ו )S 3,1, 2−. 

 לבסיס הפירמידה,  SBאת הזווית בין המקצוע הצדדי   ומצא
1B מקיימים Bאם נתון כי שיעורי הקדקוד  Bx z= = −. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 18.87 

2) 44.83 

3) 14.9 

1
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 זווית בין שני מישורים 

 שאלות 

 את הזווית שבין המישורים הבאים:  ומצא (1
1  : 4 3 12 0x y z + + − = 

-ו
2  : 4 7 5 3 0x y z − + + = . 

 

, שקדקודיה הם: ABCDה פירמידה משולשת נתונ (2

( ) ( ) ( ) ( )A 0,2, 5  , B 3, 1,1  , C 7, 1, 5  , D 3,2,0− − − −. 

 . ABCלבסיס הפירמידה  ABDאת הזווית בין הפאה הצדדית   ומצא

 

3את הזווית בין מישור שמשוואתו    ומצא (3 5 4 0x y z+ − + למישור   = xz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 90 

2) 87.539 

3) 32.312 

1
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 במרחב מרחק בין שתי נקודות

 שאלה 

) נתונות הנקודות (1 )A 2,4, 5− ,( )B 0, )-ו −2,6 )C , 1,13− −k k    . 

AB-, כך ש שוקיים יהיה שווה ABCהמשולש  עבורם k ערכי ומצא AC= . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

1) 8k 12kאו  = =. 

1
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 מרחק בין נקודה לישר

 שאלות 

) את המרחק שבין הנקודה  ומצא (1 )A 13, 1, 19− )  לישר − ) : 2,0, 7x t= −. 

 

)נתונות הנקודות  (2 ) ( ) ( )A 1,6, 1  , B 2, 1,0  , C 6, 4,0− − −
 

 . 

 . ABC את שטח המשולש וחשב

 

) על הישר (3 ) ( ) : 5, 2,0 0,1, 1x t= − +  . ABCDשל ריבוע  ABמונחת הצלע   −

)אחד מקודקודי הריבוע הוא  )D 5,4, 2. 

 )שתי אפשרויות(.  Bדקוד את שיעורי הק  ומצא
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 54 

 יח"ש. 12.75 (2

3) ( )B 5, 4, ) או −6 )B 5, 4, 2−. 

1
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 מרחק בין נקודה למישור

 שאלות 

4 את מרחקו של המישור  ומצא (1 2 4 15 0x y z− − +  מראשית הצירים. =

 

)  משוואת מישור המאונך לישר  ומצא (2 ) ( ) : 1, 8,3 3, 2,1x t= − + −   

)מהנקודה  14ונמצא במרחק  )A 4,5, 9−. 

 

) נתונים ישר ומישור (3 ) ( ) : 7,19, 3 3,14, 4  ,  : 2 4 4 15 0x t x y z= − + − + − + =. 
 .6.5את הנקודות שעל הישר שמרחקן מהמישור הוא   ומצא

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1

2
2

 

2)  : 3 2 21 0x y z − + + 3 : או  = 2 7 0x y z − + − =. 

3) ( )או  4,5,1( )1, 9,5−. 

1
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 מרחק בין ישרים מקבילים

 שאלות 

)ות הנקודות נתונ (1 ) ( ) ( ) ( )A 15,0, 4  , B 12, 5, 2  , C 6,1, 4  , D 12,11, 8− − −. 

   B-ו Aאת המצב ההדדי בין הישר העובר בנקודות   ומצא . א
 . D-ו Cובין הישר העובר בנקודות 

 את המרחק בין הישרים מסעיף א'.  ומצא .ב

 

 צלעות של מרובע מונחות על הישרים:  4 (2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

3 4

: 2,0, 1  + 1, 2,1    ,  : 8, 1,19  + 4,1,6  

: 2,7, 11  + 2,4, 2   ,  : 2,1,5  + 4, 1, 6  

l x t l x s

l x r l x q

= − − = − − −

= − − − − = − − −
    

 . כי המרובע הוא מלבן וחיהוכ . א

 . את שטח המלבן  ומצא .ב
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 יח"א.  76ב.    א. מקבילים.  (1

 יח"ש.  824ב.   הוכחה.שאלת א.  (2

1
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 מרחק בין ישר למישור

 שאלות 

4 מישור הה משוואת נתונ (1 6 0x z− + =. 

 ובין המישור הנתון.  y- את המצב ההדדי בין ציר ה  ומצא . א

 ובין המישור הנתון. y-את המרחק בין ציר ה  ומצא .ב

 

)ומישורנתונים ישר  (2 ) ( ): 1, 1,5  + 4, 2, 3   , : 3 12 4 10 0 l x k t x y z k= − − − + − + − =. 

 שהישר מקביל למישור או מוכל בו.   וחיהוכ . א

 .1שעבורו המרחק בין הישר למישור הוא  kאת ערכו של הפרמטר   ומצא .ב
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

  ב. א. הישר מקביל למישור. (1
6

17
 

2,4kב.   הוכחה.    תשאל א.  (2 = 
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 מרחק בין מישורים מקבילים

 שאלות 

3 :   נתונה משוואת מישור: (1 4 5 10 0x y z − + − =. 

 ממנו. 8משוואת מישור המקביל למישור הנתון והנמצא במרחק   ומצא

 

1  נתונים שני מישורים מקבילים: (2 2 : 2 2 6 0 ,  : 2 2 12 0x y z x y z − − + = − − − =. 

המישור המקביל לשני המישורים הנתונים והנמצא במרחק את משוואת   ומצא
 שווה משניהם.

 

 נים שישה מישורים: נתו (3

1 2 3

4 5 6

: 2 2 11 0    ,   : 2 2 5 0      ,  : 2 2 3 0

: 2 2 7 0     ,   : 2 2 1 0     ,   : 0 

x y z x y z x y z

x y z x y z kx qy z p

  

  

+ − − = + + + = − + + =

+ − + = + + − = + + + =
 

שעבורם ששת המישורים יוצרים תיבה  ,p-ו k ,qאת ערכי הפרמטרים    ומצא
 יחידות נפח. 60שנפחה 

 

)כדור שמרכזו בנקודה   (4 )O 3,8,  חסום בקובייה שבסיסה התחתון   −1

12מונח על מישור שמשוואתו   4 3 6 0 x y z+ − − =. 
 את משוואת המישור עליו מונח הבסיס העליון של הקובייה.   ומצא

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 2 : 3 4 5 10 0 ,  : 3 4 5 30 0x y z x y z − + + = − + − = 

2) 3  : 2 2 3 0x y z − − − = 

3) 2 , 2 , 18, 12k q p= = − = − 

4) 12 4 3 136 0x y z+ − − = 

1
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 מרחק בין ישרים מצטלבים

 שאלות 

) ,ישריםנתונים שני  (1 ) ( )1  : 3, 2,6 4,1,2x t= − + − 

)-ו ) ( )2  : 0, 2, 7 1,0, 1x s= − + − . 

 את המרחק שביניהם. ושהישרים מצטלבים ומצא והרא

 

)  ,מצטלביםישרים נתונים שני  (2 ) ( )1  : 1,0,5 1,1, 2x t= − + − 

)-ו ) ( )4  : 2, 1,9 6, 1,0x s= − + − . 

 את המרחק שביניהם.  ומצא

 

)  את מרחק הישר  ומצא (3 ) ( ) : 4, 2, 1 1,1,6x t= − − +  .z- מציר ה −

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
10

6
 יח"א.  

 יח"א.  1.567 (2

 יח"א.  2 (3

1
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 מסכמות שאלות  

)נתונות הנקודות  (1 ) ( ) ( )A 1,1,3  , B 1, 2,0  , C 1,1,1. 

 . Cעם  Bהצגה פרמטרית של הישר המחבר את מצאו  . א
 לא נמצאת על הישר הזה.   Aכי הנקודה הראו 

 .Cעם  Bלבין הישר המחבר את  Aאת המרחק בין הנקודה חשבו  .ב

 והמאונך לישר  Aהעובר דרך הנקודה  ,את משוואת המישורמצאו   . ג
 . Cעם  Bהמחבר את  

 

אם הם נחתכים, קבעו את מצבם ההדדי של זוגות הישרים הבאים ומצאו   (2
 מקבילים, מתלכדים או מצטלבים. 

 גם את נקודות החיתוך ואת הזווית מצאו  ,במקרה בו הישרים נחתכים
 בין הישרים.

 גם את המרחק ביניהם.מצאו  ,במקרה בו הישרים מקבילים או מצטלבים

) . א ) ( ) ( ) ( )1,0,1 1,2,0  ,  1,1,0 2,4,0x t x s= + = + 

) .ב ) ( ) ( ) ( )2, 2, 4 6,6,1  ,  1, 1,0 12, 3,1x u x s= − + = − + − 

) . ג ) ( ) ( ) ( )1,1,2 1, 2, 1  ,  2,3,1 2,4, 2x t x s= + − = + − 

) .ד ) ( ) ( ) ( )1, 1,0 0, 2, 4  ,  2,0,3 1, 3,1x t x s= − + − = + − − 

 

אם הישר חותך את המישור, קבעו את המצב ההדדי של המישור והישר ומצאו   (3
 מקביל למישור או מוכל במישור. 

 גם את נקודת החיתוךמצאו במקרה שהישר חותך את המישור, 
 הזווית בין הישר למישור. וגם את

 את מרחק הישר מהמישור.מצאו במקרה בו הישר מקביל למישור 

) . א ) ( )2 3 4 5 0 ,  1,0, 2 1, 2, 2x y z x t− + − = = + −. 

) .ב ) ( )2 5 3 6 0 ,  3,0, 4 4, 2, 6x y z x t− + − = = − + − −. 

) . ג ) ( )2 14 10 6 ,  2,1, 2 2,2,0x y z x t− + = − = − + −. 

 

אם הם מקבילים, מתלכדים או קבעו את המצב ההדדי של המישורים ומצאו   (4
 ם. יהאת המרחק בינמצאו  נחתכים. במקרה בו המישורים מקבילים 

 את הזווית ביניהם ואת ישר החיתוך ביניהם. מצאו במקרה בו הם נחתכים 

2 . א 2 10 0  ,  2 2 4 0x y z x y z− + − = + + − =. 

2 .ב 5 3 6 0  ,  4 10 6 8 0x y z x y z− + − = − + − =. 

2 . ג 14 10 6  ,  7 5 3x y z x y z− + = − − + = −. 
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 . 8שנפחה הוא  ,'ABCDA'B'C'Dנתונה קובייה  (5
 היא ABCDמשוואת המישור שעליו מונח הבסיס 

1  : 4 3 28 0x y z + + − =. 

 היא  'ABB'Aמשוואת המישור שעליו מונחת הפאה  
2  : 2 2 6 0x y z + − + =. 

 אפשרויותCD (2  .)הצגה פרמטרית של הישר שעליו מונח המקצוע מצאו 

 

)הנקודה  (6 )A 4,0, )שמרכזו   ,נמצאת על כדור −1 )O 1,1, 2. 

 .Aהמשיק לכדור בנקודה  ת המישוראת משוואמצאו  

 

)  נתונים מישור וישר (7 ) ( ) : 1,5,5 1,1,0  ,  : 2 2 1 0x t x y z= + − + + =. 

 הנמצאת במרחקים שווים  ,z-נקודה על חלקו החיובי של ציר המצאו 
 מהמישור ומהישר. 

 

 י מישוריםנתונים שנ (8
1 2 : 2 4 4 5 0 ,  : 4 2 4 1 0x y z x y z − + − = − + − =. 

ממישור  2הצגה פרמטרית של ישר, שנמצא במרחק  מצאו 
1  6ובמרחק  

ממישור 
2 ( 4הצגה של ישר אחד מתוך מצאו .)אפשריים 

 

) נתונים ישר ומישור (9 ) ( )1  : 0, 3,0 1,1, 8  ,  : 6 2 5 0x t x y z= − + − + − + =. 

ישר נוסף,  
2

), עובר בנקודה , המקביל למישור   )P 1,0,  וחותך את הישר −4

1
 היא הקרובה ביותר   'P, הנקודה מבין הנקודות שבמישור    .Qבנקודה  

 .Qהיא הקרובה ביותר לנקודה  'Qוהנקודה  ,Pלנקודה 
 . 'PQQ'Pאת שטח המלבן  מצאו  

את וקטור הכיוון של  tבאמצעות  ועי)הדרכה: הב
2

) 

 

 נתונים שני מישורים (10
1 2 : 2 5 0 ,  : 3 2 11 0x y z x y z + + − = + + + =. 

1
 הוא ישר החיתוך בין שני המישורים. 

המישור 
3  מכיל את הישר

1
עם הישר   60ויוצר זווית של  

( ) ( )2  : 1,3, 4 1,1,0x t= − +. 

את משוואת המישור  מצאו  
3. 
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 תשובות סופיות 

)א.  (1 ) ( )1, 2,0 0, 1,1x t= + 2ג.     2ב.   − 0y z− + = 

 ג. מתלכדים  4.07ב. מצטלבים,   . 1.095מקבילים,  א. (2

)ד. נחתכים בנקודה  )1, 3,  .47.6. הזווית היא:  −4

    .מוכלב.   . 0.9284א. מקביל,  (3

)ג. חותך בנקודה   )3.5, 0.5, 2−  .40.78, הזווית היא:   −

)א. נחתכים. ישר חיתוך:  (4 ) ( )0, 2,3 3, 1, 2.5x t= − + −  .63.6, זווית: −

 ג. מתלכדים.  . 0.324ב. מקבילים. המרחק: 

5) ( ) ( ) ( ) ( ): 0, 2.5,8.5 2, 2.75, 1.75   ,  : 0,7,7 8, 11, 7x t x t= + − − = + − −. 

6)  : 3 3 15 0x y z − + + + =. 

7) ( )0,0,  או 4
4

0,0,14
5

 
 
 

   . 

8)  ( )
3

: 0, 14, 15 14,14,21
4

x t
 

= − − + − 
 

. 

    יח"ש. 10.467 (9

10) 
3  : 2 58 0x y z + − −  או =

3  : 2 5 0x y z + + − = 
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 סיכום כללי

 הגדרה כללית

) וקטור שמוצאו בראשית הצירים )וסופו בנקודה:  0,0( ),x y   במישור ייכתב בצורתו

) האלגברית באופן הבא:  ),u x y=. 

 
 דוגמאות:  

)הווקטור  • )4, 2u נמצא במישור   = xy , 

)מוצאו בנקודה   )A )וסופו בנקודה  0,0 )B 4, 2. 

 

 

)הווקטור:   • )4, 2,5u  נמצא במרחב הקרטזי. =

)מוצאו בראשית הצירים  )A 0,0,0   

)וסופו בנקודה:  )B 2, 4,5. 

 

 

 
 ווקטור שמוצאו אינו בראשית הצירים 

)ווקטור שמוצאו בנקודה  )1 1 1A , ,x y z :וסופו בנקודה ( )2 2 2B , ,x y z  ייכתב ע"י חישוב

)הפרש נקודת סופו ממוצאו באופן הבא:  )2 1 2 1 2 1AB B A , ,u x x y y z z= = − = − − −. 
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 אמצע קטע וחלוקת קטע ביחס נתון 

)שקצוותיו הם:  Mאמצע הקטע  • )1 1 1A , ,x y z ו- ( )2 2 2B , ,x y z  

1הוא:   2 1 2 1 2
M M M, ,

2 2 2

x x y y z z
x y z

+ + +
= = =. 

)המחלקת קטע שקצותיו  Pשיעורי נקודה  • )1 1 1A , ,x y z ו- ( )2 2 2B , ,x y z  ביחס 

k:של  l :1הם 2 1 2 1 2
P P P  ;    ;  z

k x l x k y l y k z l z
x y

k l k l k l

 +   +   + 
= = =

+ + +
. 

 
 וגודל של ווקטור בהצגה אלגברית מכפלה סקלרית

uתסומן:   v-ו מכפלה סקלרית של שני ווקטורים  v  ותחושב ע"י הנוסחה 

cosuהבאה:  v u v  =     כאשר  היא הזווית הנוצרת בין נקודת חיבור מוצאי

 הווקטורים ובין כיווני הווקטורים.  

)מכפלה סקלרית של ווקטורים:  ) ( )1 1 1 2 2 2, ,  , , ,u x y z v x y z=  תחושב באופן  =

)הבא:  )( )1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2, , , ,u v x y z x y z x x y y z z = = + +. 

)גודלו של ווקטור  )1 1 1, ,u x y z=   :2נתון ע"י 2 2 2

1 1 1u u x y z= = + +. 

 
 הצגה פרמטרית של ישר 

 ישר כללי במרחב ניתן להצגה ע"י שני ווקטורים. 

 .  ווקטור ההעתקהנקרא  aהווקטור 
 מוצאו תמיד בראשית הצירים וסופו על נקודה כלשהי על הישר הנתון. 

  ווקטור הכיוון של הישר.נקרא  uהווקטור 
 זה הוא ווקטור שנמצא על הישר עצמו מוצאו בנקודה אחת וסופו 

 בנקודה אחרת לאורך הישר.  

x : הקשר בין שני הווקטורים נתון ע"י:  a tu= + 
שמוצאו   tהוא ווקטור המתקבל ע"י בחירה של   x-הוא מספר ממשי כלשהו ו tכאשר 

 . lבראשית הצירים וסופו על נקודה על הישר  
 

)עבור הנקודות:  :דוגמא  ) ( )B 5,3,1  , A )-ו 0,0,0 )C נקבל את הווקטורים  7,0,10

)הבאים:  ) ( ) ( ) ( )AB B A 5,3,1  ;  BC C B 7,0,10 5,3,1 2, 3,9a u= = − = = = − = − = − 

)לכן הצגה פרמטרית של הישר היא:  ) ( ): 5,3,1 2, 3,9l x t= + −  . 

  

 
 

 

 B 

A 

C 
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 הערות:*

לישר יש אינסוף הצגות פרמטריות הנבדלות זו מזו בבחירת ווקטור ההעתקה  •
 ווקטור הכיוון. 

)ההצגה הבאה גם מתאימה לישר שבדוגמא:   ) ( ): 7,0,10 6,9, 27l x t= + − − 

המתקבל ע"י הצבת  xהווקטור  •
0t י בהצגה פרמטרית אחת של הישר, יתקבל ע"

הצבת 
1t  .בהצגה פרמטרית אחרת של אותו הישר 

 .uומוצאו של הווקטור  aבאיור לעיל אינה בהכרח סופו של הווקטור  Bהנקודה  •

כדי לכתוב הצגה פרמטרית של ישר מספיק לקחת שתי נקודות כלשהן למציאת   •
הנמצאת על המשך הישר( ונקודה  Dיחד עם נקודה   C)למשל הנקודה  uהווקטור 

 . aנוספת למציאת הווקטור  

ורים גיאומטריים הצגה פרמטרית של ישר היא למעשה חיבור של שני ווקט •
 במרחב הנותנים ווקטור שמוצאו בראשית הצירים וסופו על הישר הנתון. 

 

 מצב הדדי בין ישרים 

 מצבים הדדים בין זוג ישרים במרחב: 4ישנם 

 ישרים מתלכדים: שני הישרים הם למעשה ישר אחד.   •

 ישרים מקבילים: שני הישרים בעלי אותו כיוון ולעולם אינם נפגשים במרחב. •

 ים נחתכים: שני ישרים במרחב עם כיוונים שונים הנחתכים בנקודה כלשהי.ישר •

 ישרים מצטלבים: שני ישרים עם כיוונים שונים שאינם נפגשים במרחב.  •

 

 שלבית הבאה: -כדי לקבוע את המצב ההדדי בין שני ישרים נבצע את הבדיקה הדו

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 כן

קטורי האם הישרים באותו כיוון )האם ו
 שלהם שומרים על אותו יחס(?הכיוון 

 

האם לישרים נקודה משותפת 
)האם נקודה מישר אחד 
 נמצאת על הישר השני(?

 

יש נקודת חיתוך האם לישרים 
 כלשהי?

 

 מתלכדים

 

 מקבילים

 

 נחתכים

 

 מצטלבים

 

 כן כן

 לא

 לא לא
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 הצגה פרמטרית של מישור 

 מישור כלשהו במרחב ניתן להצגה ע"י שלושה ווקטורים.  

 . ווקטור ההעתקההוא  aהווקטור 
 מוצאו תמיד בראשית הצירים וסופו בנקודה כלשהי על המישור.  

 

  המישור.וקטורי הכיוון של הם  v-ו uהווקטורים  
 אלו הווקטורים הפורשים את המישור.  

 

x :   הקשר בין שלושת הווקטורים נתון ע"י: a tu sv = + + 

t,כאשר  s הם מספרים ממשיים כלשהם ו-x   הוא ווקטור המתקבל ע"י בחירתם אשר
 . מוצאו בראשית הצירים וסופו בנקודה על המישור  

 
 משוואת מישור 

:ניתן להציג מישור ע"י משוואה באופן הבא:   0ax by cz d + + + = , 

)כאשר:  ), ,x y z   היא נקודה על המישור והמקדמים, ,a b c  הם שיעורי ווקטור הנורמל

)של המישור המסומן:  ), ,h a b c= . 

 

 מצב הדדי בין ישר למישור 

 מצבים הדדיים בין ישר ומישור במרחב:  3ישנם 

  חותך את המישור.הישר  •

 הישר מקביל למישור.  •

  הישר מוכל במישור. •

 

כדי לדעת מהו המצב ההדדי בין ישר ומישור יש להציב נקודה כללית של הישר  
  במשוואת המישור ולבדוק:

  אם למשוואה המתקבלת יש פתרון יחיד אז הישר חותך את המישור. •

 אם למשוואה אין אף פתרון אז הישר מקביל למישור. •

 משוואה יש אינסוף פתרונות אז הישר מוכל במישור.  אם ל •

  

 
 

 

 

 חותך        מקביל                   מוכל      

1

פרק 11וקטורים אלגברים - גיאומטריה אנ...

156

156



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר בסרטוני וידאו היכנסו ללפתרון מלא  

  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 מצב הדדי בין מישורים 

 מצבים הדדיים:  3ישנם   יםבין שני מישור

 .ישר החיתוךבמקרה זה יש להם ישר משותף הנקרא  -המישורים נחתכים  •

 לשני המישורים וקטורים פורשים זהים אך ווקטור העתקה שונה.   –המישורים מקבילים  •

 במקרה זה שני המישורים מייצגים את אותו המישור. -המישור מתלכדים  •

 

:כלליים שני מישוריםעבור 
1 1 1 1 1:  0a x b y c z d + + + -ו   =

2 2 2 2 2:  0a x b y c z d + + + = 

 : באופן הבאהמצב ההדדי ביניהם את קבעו נ

 נחתכים  מקבילים  מתלכדים 

1 1 1 1

2 2 2 2

a b c d

a b c d
= = =  1 1 1 1

2 2 2 2

a b c d

a b c d
= =   כל מצב אחר 

 

 

 חישובי זוויות ונוסחאות 

u ,  וקטוריםשני בין  זווית  • v :תחושב ע"יcos
u v

u v



=


 . 

שני ישרים בין   זווית חדה  •
1 1 1l a tu= -ו +

2 2 2l a su= 1תחושב:   + 2

1 2

cos
u u

u u



=


. 

lישר  בין   זווית חדה  • a tu= :ומישור:  +  0ax by cz d + + + =   

sinתחושב ע"י הנוסחה הבאה:  
u h

u h



=


  . 

שני מישורים:  בין  זווית חדה  •
1 1 1 1 1:  0a x b y c z d + + + =   

-ו
2 2 2 2 2:  0a x b y c z d + + + 1תחושב ע"י:  = 2

1 2

cos
h h

h h



=


 . 
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 ונוסחאות  מרחקיםחישובי 

)מרחק בין שתי נקודות   .1 )1 1 1A , ,x y z  ו-( )2 2 2B , ,x y z  במרחב יחושב באופן 

)הבא:  ) ( ) ( )
2 2 2

AB 2 1 2 1 2 1d x x y y z z= − + − + −. 

)מרחק בין נקודה  .2 )1 1 1A , ,x y z  :לישר הנתון בהצגה פרמטרית:l x a tu= יחושב   +

חישוב אורכו. כדי למצוא את נקודת החיתוך ע"י העברת אנך מהנקודה לישר ו
 יש להשוות את מכפלת הווקטור האנך בווקטור הכיוון של הישר לאפס. 

)מרחק בין נקודה  .3 )1 1 1A , ,x y z  :למישור:  0ax by cz d + + +  יחושב   =

1ע"י:   1 1

2 2 2

ax by cz d
d

a b c

+ + +
=

+ +
. 

 מרחק בין שני ישרים מקבילים יחושב ע"י שימוש בנקודה מאחד הישרים  .4
 . 2ומציאת מרחקהּ מהישר השני כמתואר בסעיף 

 מרחק בין ישר ומישור )המקביל לו( יחושב ע"י שימוש בנקודה שעל הישר   .5
 .  3ומציאה מרחקהּ מהמישור כמתואר בסעיף 

 שרויות הבאות: מרחק בין שני מישורים מקבילים יחושב לפי אחת מהאפ .6

 שימוש בנקודה שעל מישור אחד ומציאת מרחקהּ מהמישור השני. . א

1שימוש בנוסחה:  .ב 2

2 2 2

d d
d

a b c

−
=

+ +
. 

מרחק בין ישרים מצטלבים יחושב ע"י כתיבת משוואת מישור של אחד הישרים   .7
 . 5ומציאת מרחקו מהישר השני כמתואר בסעיף 
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