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  תרגיל

1שני וקטורי� לכל 2
( , )u x x= ,1 2

( , )v y y= 2 �בR  

1נגדיר   1 1 2 2 1 2 2
, 2u v x y x y x y x y= − − + . 

  .2R �בדוק הא� ההגדרה שלעיל מהווה מכפלה פנימית ב
  פתרו�

1 .: ,, ,, ,u v uu v w V w v ww∀ ∈ = ++.  
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2 ., , : , ,u v V F u v u vα α α∀ ∈ ∈ =.  
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3 ., : , ,u v V u v v u∀ ∈ =.  

4 .: 0 ,u V u u∀ ∈ ≤  ,    �0וכ , 0u u u= ⇔ =    .  
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  דר� נוספת

1 1 1 2 2 1 2 2
, 2u v x y x y x y x y= − − +  

  שקול ל

1

1 2

2

2 1
, ( , )

1 1

T
y

u v u Av x x
y

−   
= =   −   

  

�  :המטריצה חיובית לחלוטי

2 1
det(2) 0 , det 0

1 1

− 
> > − 

  

  ולכ� ההגדרה מהווה מכפלה פנימית
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  תרגיל

1לכל שני וקטורי� 2
( , )u x x= ,1 2

( , )v y y= 2 �בR  

1נגדיר   1 1 2 2 1 2 2
, 3 3 4u v x y x y x y x y< >= − − + . 

  .2R �בדוק הא� ההגדרה שלעיל מהווה מכפלה פנימית ב
  פתרו�

  שקול ל

1

1 2

2

1 3
, ( , )

3 4

T
y

u v u Av x x
y

−   
= =   −   

  

  :חיובית לחלוטי�לא המטריצה 

1 3
det(1) 0 , det 5 0

3 4

− 
> = − < − 

  

  .ולכ� ההגדרה לא מהווה מכפלה פנימית
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  תרגיל

1לכל שני וקטורי�  2
( , )u x x= ,1 2

( , )v y y= 2 �בR  

1נגדיר   1 1 2 2 1 2 2
, 3 3u v x y x y x y kx y< >= − − +.  

  ההגדרה שלעיל מהווה  kעבור אילו ערכי� של הקבוע 

  .2R �מכפלה פנימית ב
  פתרו�
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  תרגיל

1לכל שני וקטורי�  2 3
( , , )u x x x= ,1 2 3

( , , )v y y y= 3 �בR  

1נגדיר   1 1 3 2 2 3 1 3 3
,u v x y kx y x y kx y x y< >= + + + +.  

  ההגדרה שלעיל מהווה  kעבור אילו ערכי� של הקבוע 

  .3R �מכפלה פנימית ב
  פתרו�
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  תרגיל

,3R :(1 � נתוני� שלושה וקטורי� ב 2, 2) , (3, 2,6) , (5,3, 2)u v w= − = − = −.  

  , חשב: 3R  �בהתייחס למכפלה הפנימית הרגילה ב       

       

) , ) , ) , ) , )

ˆ ˆ) ) ) ( , ) ) )

a u v b u w c v w d u v w e u

f v g u v h d u v i u j v

< > < > < > < + >

+

  

  פתרו�

) , (1, 2, 2) (3, 2,6) (1)(3) ( 2)( 2) (2)(6) 19

) , (1, 2, 2) (5, 3, 2) (1)(5) ( 2)(3) (2)( 2) 5

) , (3, 2,6) (5,3, 2) (3)(5) ( 2)(3) (6)( 2) 3

) , (4, 4,8) (5,3, 2) (4)(5) ( 4)(3) (8)(

a u v

b u w

c v w

d u v w

< >= − ⋅ − = + − − + =

< >= − ⋅ − = + − + − = −

< >= − ⋅ − = + − + − = −

< + >= − ⋅ − = + − + 2) 8

, , , ( 5) ( 3) 8

) , (1, 2, 2) (1, 2, 2) 1 4 4 3

) , (3, 2,6) (3, 2,6) 9 4 36 7

) , (4, 4,8) (4, 4,8) 16 16 64 96
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) ( , ) , ( 2,0, 4) ( 2,0, 4) 4 0 16 20

( , ) , , , , , 9 19 19 49
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ˆ) , ,

3 3 3 3

(3, 2, 6) 3 2 6
ˆ) , ,

7 7 7 7

h d u v u v u v u v

d u v u v u v u v u u u v v u v v

u
i u

u

v
j v

v

+ + +

= − = < − − > = − − ⋅ − − = + + =

= − = < − − > = < > − < > − < > + < > = − − +

−  = = = − 
 

−  = = = − 
 

  



www.go
ol.

co
.il

  גיא  –כתב ופתר   www.gool.co.il  סלומוןגיא  –כתב ופתר 

  
  תרגיל

2 �מטריצות ב שתינתונות  3
[ ]

x
M R:  

10 9 8 2 3 4
,

7 6 5 5 6 7
A B

   
= =   
     

,בהתייחס למכפלה הפנימית :   ( )
TA B tr B A< 2 �ב =< 3

[ ]
x

M R 

A,חשב:       B< >.  

  פתרו�

10 9 8 2 3 4
,

7 6 5 5 6 7

,

( )

2 5
10 9 8

3 6
7 6 5

4 7

55 48 41

72 63 54

89 78 67

55 63 67

185

T

A B
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tr B A

tr
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   
= =   
   

< >

 
  
     

 

 
 
 
 
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+ +  
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  תרגיל

2 �מטריצות ב שתינתונות  3
[ ]

x
M R:  

10 9 8 3 5 2
,

7 6 5 1 0 4
A C

−   
= =   −     

,בהתייחס למכפלה הפנימית :   ( )
TA B tr B A< 2 �ב =< 3

[ ]
x

M R 

A,חשב:          C< >.  

  פתרו�

10 9 8 3 5 2
,

7 6 5 1 0 4

,

( )

3 1
10 9 8

5 0
7 6 5

2 4

37 33 29

50 45 40

8 6 4

37 ( 45) ( 4)

12

T

A C

A C

tr C A

tr

tr

−   
= =   −   

< >

 
  −      − 

 
 − − − 
 − − − 

+ − + −

−
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  תרגיל

2 �מטריצות ב תינתונות ש 3
[ ]

x
M R:  

2 3 4 3 5 2
,

5 6 7 1 0 4
B C

−   
= =   −     

,בהתייחס למכפלה הפנימית :   ( )
TA B tr B A< 2 �ב =< 3

[ ]
x

M R 

B,חשב:          C< >.  

  פתרו�

,

( )

3 1
2 3 4

5 0
5 6 7

2 4

11 15 19

10 15 20

16 18 20

11 ( 15) ( 20)

24

T

B C

tr C B

tr

tr

< >

 
  −      − 

 
 − − − 
 − − − 

+ − + −

−  
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  תרגיל

2 �נתונות שלוש מטריצות ב 3
[ ]

x
M R:  

10 9 8 2 3 4 3 5 2
, ,

7 6 5 5 6 7 1 0 4
A B C

−     
= = =     −       

,בהתייחס למכפלה הפנימית :   ( )
TA B tr B A< 2 �ב =< 3

[ ]
x

M R 

A,חשב:       B C< + >.  

  פתרו�

,

, ,

185 ( 12)

173

A B C

A B A C

< + >

< > + < >

+ −
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  תרגיל

2 �נתונות שלוש מטריצות ב 3
[ ]

x
M R:  

10 9 8 2 3 4 3 5 2
, ,

7 6 5 5 6 7 1 0 4
A B C

−     
= = =     −       

,בהתייחס למכפלה הפנימית :   ( )
TA B tr B A< 2 �ב =< 3

[ ]
x

M R 

4חשב:       10 ,11A B C< + >.  

  פתרו�

4 10 ,11

4 ,11 10 ,11

4 11 , 10 11 ,

44( 12) 110( 24)

528 2640

3168

A B C

A C B C

A C B C

< + >

< > + < >

⋅ < > + ⋅ < >

− + −

− −

−
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  תרגיל

2 �בה מטריצה נתונ 3
[ ]

x
M R: 

10 9 8

7 6 5
A

 
=  
   

,בהתייחס למכפלה הפנימית :   ( )
TA B tr B A< 2 �ב =< 3

[ ]
x

M R 

  .Aחשב:   

  פתרו�

, ( )

10 7
10 9 8

9 6
7 6 5

8 5

149 132 115

132 117 102

115 102 89

( ) 149 117 89 355

355

T

T

T

T

A A A tr A A

A A

A A

tr A A

A

= =

 
  =      

 

 
 =  
 
 

= + + =

=
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  תרגיל

2 �ב המטריצ הנתונ 3
[ ]

x
M R: 

2 3 4

5 6 7
B

 
=  
   

,בהתייחס למכפלה הפנימית :   ( )
TA B tr B A< 2 �ב =< 3

[ ]
x

M R 

  .Bחשב:   

  פתרו�

, ( )

2 5
2 3 4

3 6
5 6 7

4 7

29

45

65

( ) 29 45 65 139

139

T

T

T

T

B B B tr B B

B B

B B

tr B B

B

= =

 
  =      

 

 
 =  
 
 

= + + =

=
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  תרגיל

2 �נתונות שלוש מטריצות ב 3
[ ]

x
M R:  

10 9 8 2 3 4 3 5 2
, ,

7 6 5 5 6 7 1 0 4
A B C

−     
= = =     −       

,בהתייחס למכפלה הפנימית :   ( )
TA B tr B A< 2 �ב =< 3

[ ]
x

M R 

)חשב:    , )d A B.  

  פתרו�

( , ) ,

8 6 4 8 6 4

2 0 2 2 0 2

8 2 68
8 6 4

6 0 36 68 36 20 124
2 0 2

4 2 20

( , ) ,

, , , , 355 185 185 139

T

d A B A B A B A B

tr

tr tr

d A B A B A B A B

A A A B B A B B

= − = − −

   
=    − −   

   
    = = = + + =    −    −   

= − = − −

= − − + = − − +
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  תרגיל

2 �נתונות שלוש מטריצות ב 3
[ ]

x
M R:  

10 9 8 2 3 4 3 5 2
, ,

7 6 5 5 6 7 1 0 4
A B C

−     
= = =     −       

,בהתייחס למכפלה הפנימית :   ( )
TA B tr B A< 2 �ב =< 3

[ ]
x

M R 

  .Âחשב:   
  פתרו�

1ˆ

10 9 81ˆ
7 6 5355

A A
A

A

=

 
=  

 
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  תרגיל

  :C[0,1]  �נתוני� שלושה פולינומי� ב

2
( ) 3 , ( ) 3 1 , ( ) 4 1p x x q x x r x x x= + = + = − −  

בהתייחס למכפלה הפנימית :  
1

0

, ( ) ( )p q p x q x dx< > = ⋅∫   

p,   חשב:   C[0,1] �ב q< >.    

  פתרו�

1 1

0 0

1
1

2 3 2

0
0

, ( ) ( ) ( 3)(3 1)

(3 10 3) 5 3 9

p q p x q x dx x x dx

x x dx x x x

< > = ⋅ = + +

 = + + = + + = 

∫ ∫

∫
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  תרגיל

  :C[0,1]  �נתוני� שלושה פולינומי� ב

2
( ) 3 , ( ) 3 1 , ( ) 4 1p x x q x x r x x x= + = + = − −  

בהתייחס למכפלה הפנימית :  
1

0

, ( ) ( )p q p x q x dx< > = ⋅∫   

p,חשב:       C[0,1] �ב r< >.    

  פתרו�

1 1

2

0 0

1

3 2 2

0

11 4 3 2
3 2

0 0

, ( ) ( ) ( 3)( 4 1)

( 4 3 12 3)

( 13 3) 13 3
4 3 2

1 1
6.5 3 9.583333

4 3

p r p x r x dx x x x dx

x x x x x dx

x x x
x x x dx x

< > = ⋅ = + − −

= − − + − − =

 
= − − − = − − − = 

 

− − − = −

∫ ∫

∫

∫
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  תרגיל

  :C[0,1]  �נתוני� שלושה פולינומי� ב

2
( ) 3 , ( ) 3 1 , ( ) 4 1p x x q x x r x x x= + = + = − −  

בהתייחס למכפלה הפנימית :  
1

0

, ( ) ( )p q p x q x dx< > = ⋅∫   

p,חשב:     C[0,1] �ב q r< + >.  

  פתרו�

, , , 9 ( 9.58333) 0.58333p q r p q p r+ = + = + − = −  

2

1

0

1 1

2 2 3 2

0 0

1
4

3 2

0

( ) 3 , ( ) 3 1 , ( ) 4 1

, ( ) ( )

, 3, ( 3) ( ) [ 2 3 ]

2 3 1 2 3 3 8 18 7
0.58333

4 3 2 4 3 2 12 12

, , , 9 ( 9.5833) 0.5833

p x x q x x r x x x

p q p x q x dx

p q r x x x x x x dx x x x dx

x
x x

p q r p q p r

= + = + = − −

< >= ⋅

+ = + − = + ⋅ − = + −

  + −
= + − = + − = = − = − 
 

+ = + = + − = −

∫

∫ ∫
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  :C[0,1]  �נתוני� שלושה פולינומי� ב

2
( ) 3 , ( ) 3 1 , ( ) 4 1p x x q x x r x x x= + = + = − −  

בהתייחס למכפלה הפנימית :  
1

0

, ( ) ( )p q p x q x dx< > = ⋅∫   

   .pחשב:       C[0,1] �ב

  פתרו�

  

11 1 3 3 3

2

0 0 0

,

( 3) 4 3 37
, ( ) ( ) ( 3)

3 3 3 3

37

3

p p p

x
p p p x p x dx x dx

p

=

 +
= ⋅ = + = = − = 

 

=

∫ ∫  

  

11 1 3 3 3
2

0 0 0

,

1 (3 1) 4 1 63
, ( ) ( ) (3 1) 7

3 3 9 9 9

7

q q q

x
q q q x q x dx x dx

p

=

 +
= ⋅ = + = = − = = 

 

=

∫ ∫    
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  :C[0,1]  �נתוני� שלושה פולינומי� ב

2
( ) 3 , ( ) 3 1 , ( ) 4 1p x x q x x r x x x= + = + = − −  

בהתייחס למכפלה הפנימית :  
1

0

, ( ) ( )p q p x q x dx< > = ⋅∫   

)חשב:      C[0,1] �ב , )d p q.  

  פתרו�

1

0

1

2

0

1
3

0

( , ) 2 2

( 2 2)( 2 2)

( 2 2)

1 ( 2 2)

2 3

1 8
0

2 3

4

3

( , ) , , , , ,

37 / 3 9 9 7

d p q p q x

x x dx

x dx

x

d p q p q p q p q p p p q q p q q

= − = − +

− + − +

− +

 − +
 − 

−
−

= − = − − = − − + =

= − − +

∫

∫
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  :C[0,1]  �נתוני� שלושה פולינומי� ב

2
( ) 3 , ( ) 3 1 , ( ) 4 1p x x q x x r x x x= + = + = − −  

בהתייחס למכפלה הפנימית :  
1

0

, ( ) ( )p q p x q x dx< > = ⋅∫   

  .r̂חשב:       C[0,1] �ב

  פתרו�

  

1 1

2 2

0 0

1

4 3 2 3 2 2

0

1

4 3 2

0

1
5 4 3 2

0

ˆ

( )

,

, ( ) ( ) ( 4 1)( 4 1)

( 4 4 16 4 4 1)

( 8 14 8 1)

1 14 1 2 13
8 14 8 2 4 1 3 4 7

5 4 3 2 5 3 5 3 15

r
r

r

r x

r r r

r r r x r x dx x x x x dx

x x x x x x x x dx

x x x x dx

x x x x
x

=

=

=

= ⋅ = − − − −

− − − + + − + +

− + + +

 
− + + + = − + + + = + + + = + 

 

∫ ∫

∫

∫
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הוכח:   
2 2 2

2 ,u v u u v v+ = + < > +.  

  פתרו�

     

2

2 2

,

, , , ,

, , , ,

2 ,

u v

u v u v

u u u v v u v v

u u u v u v v v

u u v v

+

+ +

+ + +

+ + +

+ < > +
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הוכח:   
2 2 2

2 ,u v u u v v− = − < > +.  

  פתרו�

2

2 2

,

, , , ,

, , , ,

2 ,

u v

u v u v

u u u v v u v v

u u u v u v v v

u u v v

−

− −

− − +

− − +

− < > +
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הוכח:   
2 2

,u v u v u v< − + >= −.  

  פתרו�

2 2

,

, , , ,

, , , ,

u v u v

u u u v v u v v

u u u v u v v v

u v

< − + >

+ − −

+ − −

−

  

   



www.go
ol.

co
.il

  גיא  –כתב ופתר   www.gool.co.il  סלומוןגיא  –כתב ופתר 

  תרגיל

הוכח:   
2 2 2 2

2 2u v u v u v+ + − = + +   

  ).2R � (ת� פירוש גיאומטרי לתוצאה ב
  פתרו�

( ) ( )

2 2

2 2 2 2

2 2

2 , 2 ,

2 2

u v u v

u u v v u u v v

u v

+ + −

+ < > + + − < > +

+ +

  

  

  במישור ובמרחב: במקבילית, סכו� ריבועי האלכסוני�

 שווה לסכו� ריבועי כל הצלעות.
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)הוכח:    )2 21
,

4
u v u v u v+ − − = < >.  

  פתרו�

  

( )

( ) ( )

2 2

2 2 2 2

1

4

1
2 , 2 ,

4

1
4 ,

4

,

u v u v

u u v v u u v v

u v

u v

+ − −

 + + − − +
 
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1יהיו  2
, ,...,

n
x x x 1 �ו 2

, ,...,
n

y y y .הוכח כי   מספרי� ממשיי�  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2... ... ...n n n nx y x y x y x x x y y y+ + + ≤ + + + + + +.  

  פתרו�

  ע� המכפלה הפנימית הסטנדרטית בה. nR �ניקח שני וקטורי� כלשה� ב

1 2
( , ,..., )

n
x x x x= 1 �ו 2

( , , ..., )
n

y y y y=  

|לפי אי שוויו� קושי שוור#:  , |x y x y≤ ⋅  

  כלומר,

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2... ... ...n n n nx y x y x y x x x y y y+ + + ≤ + + + + + +  
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f,יהיו  g  פונקציות רציפות בקטע הסגור[ , ]a b . 

הוכח כי 

2

2 2
( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a

f x g x dx f x g x
     

≤     
     
∫ ∫ ∫  

  פתרו�

f,ניקח שתי פונקציות  g ב� [ , ]C a b ע� המכפלה הפנימית האינטגרלית בו  

|אזי לפי אי שוויו� קושי שוור#:  , |f g f g≤ ⋅  

2כלומר  2
( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a

f x g x dx f x g x
     

≤     
     
∫ ∫ ∫  
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,1)חשב את הזווית בי� שני הוקטורי�  2, 2) ( 2,1, 2)u v= = −   

  .3R � ביחס למכפלה הפנימית הסטנדרטית ב
  פתרו�

2 2 2

2 2 2

,
cos

cos

(1)( 2) (2)(1) (2)(2) 4

(1, 2, 2) 1 2 2 3

( 2,1, 2) ( 2) 1 2 3

4
cos

3 3

u v

u v

u v

u v

u v

u

v

θ

θ

θ

=
⋅

⋅
=

⋅

⋅ = − + + =

= = + + =

= − = − + + =

=
⋅
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,3)חשב את הזווית בי� שני הוקטורי�  4) (1, 2)u v= =   

  ביחס למכפלה הפנימית

1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2
( , ), ( , ) 3x x y y x y x y x y x y= − −   .2R �ב +

  פתרו�

� � � � � � � � � � � �

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 21 1 11 1 1

,
cos

(3, 4), (1, 2)
cos

(3, 4) (1, 2)

(3 , 4), (1 , 2) 3 1 3 2 4 1 3 4 2 17

(3, 4) 3, 4 , 3, 4 3 3 3 4 4 3 3 4 4 33

(1, 2) 1, 2 , 1, 2 1 1 1 2 2 1 3 2 2 9 3

17 17
cos

17.233633 3

9.44

x y y x x yy y yx x x

u v

u v
θ

θ

θ

θ °

=
⋅

=
⋅

= ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ =

= = ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ =

= = ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ = =

= =
⋅

=
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)שבי�  θעבור הזווית  cosθמצא את  ) 2 1p x x=  �ו −
2

( )q x x=  

בהתייחס למכפלה הפנימית :  
1

0

, ( ) ( )p q p x q x dx< > =   .C[0,1] �שב ∫⋅

  פתרו�

( )

11 1 1 4 3
2 3 2

0 0 0 0

11 3

2

0 0

11 5
2

2

0 0

,
cos

1 1 1
, ( ) ( ) (2 1) (2 )

2 3 2 3 6

1 (2 1) 1 1 1
, (2 1)

2 3 6 6 3

1
,

5 5

1

6cos
1 1

3 5

5
cos

12

cos 0.173

80

p q

p q

x x
p q p x q x dx x x dx x x dx

x
p p p x dx

x
q q q x dx

θ

θ

θ

θ

θ °

=
⋅

 
< > = ⋅ = − = − = − = − = 

 

 −
= = − = = + = 

 

 
= = = = 

 

=

=

=

=

∫ ∫ ∫

∫

∫
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שבי�  θעבור הזווית  cosθמצא את 
2 1 0 1

,
3 1 2 3

A B
−   

= =   −   
 

,בהתייחס למכפלה הפנימית :   ( )
T

A B tr B A< 2 �ב =< 2
[ ]

x
M R  .  

  פתרו�

,
cos

0 2 2 1 6 *
, 2

1 3 3 1 * 4

2 3 2 1 13 *
, 15

1 1 3 1 * 2

0 2 0 1 4 *
, 14

1 3 2 3 * 10

2
cos

15 14

2
cos

105

cos 0.00036

89.97

A B

A B

A B tr tr

A A A tr tr

B B B tr tr

θ

θ

θ

θ

θ °

=
⋅

     
< > = = =     − − −     

     
= = = =     − −     

−     
= = = =     −     

=

=

=

=
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,1)הוכח כי הוקטורי�  2, 3) , (4, 7, 6)u v= =   .3R �אורתוגונליי� ב −

  פתרו�

, 0

, (1, 2, 3) (4, 7, 6) 4 14 18 0

u v u v

u v u v

⊥ ⇔ =

= ⋅ = ⋅ − = + − =
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  עבורו הוקטורי�  kמצא את ערכו של הקבוע 

(1, , 3) , (4,7, 6)u k v= =   .3R �יהיו אורתוגונליי� ב −

  פתרו�

, 0

, (1, , 3) (4, 7, 6) 4 7 18 0

7 14

2

u v u v

u v u v k k

k

k

⊥ ⇔ =

= ⋅ = ⋅ − = + − =

=

=
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 מצא וקטור יחידה המאונ% לשני הוקטורי� 

            (1, 2,3) , (2,5,7)u v=   .3R � שב =

  פתרו�

, 0

( , , )

0 ( , , )(1, 2, 3) 0 2 3 0

0 ( , , )(2,5, 7) 0 2 5 7 0

2 3 0

0

1 1 1

( 1, 1,1)

( 1, 1,1) 1 1 1
ˆ , ,

1 1 1 3 3 3

u v u v

w a b c

w u a b c a b c

w v a b c a b c

a b c

b c

c b a

w

w
w

w

⊥ ⇔ =

=

⋅ = ⇒ = ⇒ + + =

⋅ = ⇒ = ⇒ + + =

+ + =

+ =

= = − = −

= − −

− − − − 
= = =  + +  
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הוכח כי הפולינומי� 
2

( ) 2 1 , ( ) 6 6 1p x x q x x x= − = − +   

   [0,1]אורתוגונליי� בקטע 

(ביחס למכפלה הפנימית 
1

0

( ) ( ), p x q x dxp q ⋅< > = ∫ .(  

  פתרו�

  

1

0

2

1 1

2 3 2

0 0

1
4 3 2

0

( ) ( )

( ) 2 1 , ( ) 6 6 1

, (2 1)(6 6 1) (12 18 8 1)

3 6 4 3 6 4 1 0

p x q x dx

p x x q x x x

p q x x x dx x x x dx

x x x x

⋅

= − = − +

< >= = − − + = − + −

 − + − = − + − = 

∫ ∫ ∫  

   



www.go
ol.

co
.il

  גיא  –כתב ופתר   www.gool.co.il  סלומוןגיא  –כתב ופתר 

  תרגיל

]במרחב  ]
n

P R  מרחב הפולינומי� ממעלה )n   )  Rמעל  ≤

  נגדיר מכפלה פנימית:

0

( ), ( ) ( ) ( ) (0) (0) (1) (1) ... ( ) ( )

n

k

p x q x p k q k p q p q p n q n
=

= = + + +∑  

  הראה כי הפולינומי�:

                                  
( ) ( 2)( 4)( 6) ,

( ) ( 1)( 3)( 5)( 7)

p x x x x x

q x x x x x

= − − −

= − − − −  

7אורתוגונליי� כאיברי המרחב 
[ ]P R  ע� המכפלה הפנימית  

  שהוגדרה לעיל.
  פתרו�

7

0

( ), ( ) ( ) ( ) (0) (0) (1) (1) ... (7) (7)
k

p x q x p k q k p q p q p q
=

= = + + +∑  

7

0

7

0

( ), ( ) ( ) ( ) (0) (0) (1) (1) ... (7) (7)

( ), ( ) ( ) ( )

(0) (0) (1) (1) (2) (2) (3)

( ) ( 2)( 4)( 6) ,

( ) ( 1)( 3)( 5)( 7)

(0) (2) (4) 0 (6) 0

(1) (3) (5) (7) 0

k

k

p x q x p k q k p q p q p q

p x q x p k q k

p q p q p q p

p x x x x x

q x x x x x

p p p p

q q q q

=

=

= = + + +

= =

+ + +

= − − −

= − − − −

= = = = =

= = = =

∑

∑

(3) (4) (4) ... (7) (7) 0q p q p q+ + + =

  

   



www.go
ol.

co
.il

  גיא  –כתב ופתר   www.gool.co.il  סלומוןגיא  –כתב ופתר 

  תרגיל

נתונות שתי מטריצות:  
1 0 1

,
3 1 2 3

k
A B

−   
= =   −   

  

,בהתייחס למכפלה הפנימית :   ( )
TA B tr B A< 2 �ב =< 2

[ ]
x

M R    

  עבורו המטריצות הנ"ל אורתוגונליות. kמצא את הער% של הקבוע 
  פתרו�

,נדרוש:  0A B =  

)כלומר נדרוש:  ) 0
Ttr B A =  

0 2 1
0

1 3 3 1

6 *
0

* 4

2 0

k
tr

tr

    
=    − −    

 
= − 

=

  

  סתירה.

  עבורו המטריצות אורתוגונליות. kלא קיי� ער% של 
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uהוכח כי:  v⊥ ⇔ u v u v+ = − .  

  ?2R �ב מהו הפירוש הגיאומטרי של תכונה זו
  פתרו�

  .האלכסוני� במלב� שווי� זה לזה

  שלב א, נוכיח:

u v⊥ ⇐ u v u v+ = −.  

, , 0

,

, , , ,

, ,

,

, , , ,

, ,

u v v u

u v u v u v

u u u v v u v v

u u v v

u v u v u v

u u u v v u v v

u u v v

= =

+ = + +

= + + +

= +

− = − −

= − − +

= +  

  ב, נוכיח:שלב 

u v⊥ ⇒ u v u v+ = −.  

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

4 , 0

u v u v

u u u v v u v v u u u v v u v v

u u u v v u v v u u u v v u v v

u v

u v

+ = −

+ + + = − − +

+ + + = − − +

=

⊥
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uהוכח כי:  v⊥ ⇔ 
2 2 2

u v u v+ = + .  

  מהו הפירוש הגיאומטרי של תכונה זו?
  פתרו�

  .משפט פיתגורס המפורס�

  שלב א, נוכיח:

u v⊥ ⇐ 
2 2 2

u v u v+ = +.  

2

2

2

, , 0

,

, , , ,

, ,

,

,

u v v u

u v u v u v

u u u v v u v v

u u v v

u u u

v v v

= =

+ = + +

= + + +

= +

=

=

  

  שלב ב, נוכיח:

u v⊥ ⇒ 
2 2 2

u v u v+ = +.  

2

2

2

, , , ,

,

,

, , , , , ,

2 , 0

u v u u u v v u v v

u u u

v v v

u u u v v u v v u u v v

u v

u v

+ = + + +

=

=

⇒ + + + = +

⇒ =

⊥
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uהוכח כי :  v= ( ) ( )u v u v− ⊥ + ⇐ .  

  מהו הפירוש הגיאומטרי של תכונה זו?
  פתרו�

  במעוי� האלכסוני� מאונכי� זה לזה.

  

             

( ), ( )

, , , ,

, ,

0

u v u v

u u u v v u v v

u u v v

− +

+ − −

−
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  .Vמרחב כלשהו של מרחב מכפלה פנימית �תת W �נניח ש

Wשמסומ�  Wהגדר את המשלי� האורתוגונלי של 
⊥   

Wוהוכח כי 
  . Vמרחב של �מהווה ג� הוא תת ⊥
  משפט הפירוק האורתוגונלי.צטט את 

  פתרו�

  :ת המשלי� האורתוגונליהגדר

  .Vמרחב כלשהו של מרחב מכפלה פנימית �תת W �נניח ש

                         { }|W v V v W
⊥ = ∈ ⊥  

vהערה:  W⊥  : משמעותוv אורתוגונלי לכל וקטור ב� W.  

  :Vהוכחה שהמשלי� האורתוגונלי מהווה תת מרחב של 
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}יהי  }(1, 2, 1,1) , (2,5, 3,1)W span= − .  

Wמצא בסיס וממד עבור 
  . הראה כי מתקיי� ⊥

  משפט הפירוק .
  פתרו�

{ }

{ }

4

( , , , ) |(1, 2, 1,1) ( , , , ) 0 , (2,5,3,1) ( , , , ) 0

2 0

2 5 3 0

2 0

5 0

1 , 0 1 , 3

0 , 1 5 , 11

( 3,1, 0,1) , (11, 5,1,0)

1 2 1 1 1

2 5 3 1
~

3 1 0 1

11 5 1 0

W x y z t x y z t x y z t

x y z t

x y z t

x y z t

y z t

t z y x

t z y x

W span

W W R

⊥

⊥

⊥

= − ⋅ = ⋅ =

+ − + =

+ + + =

+ − + =

+ − =

= = → = = −

= = → = − =

= − −

+ =

− 
 
 
 −
 − 

2 1 1 1 2 1 1

0 1 5 1 0 1 5 1
~

0 7 3 4 0 0 38 11

0 27 12 11 0 0 147 38

− −   
   − −   
   − −
   − − −   
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}יהי  }(1,1,1)W span= מצא בסיס וממד עבור .W
⊥ .  

  הראה כי מתקיי� משפט הפירוק.
  פתרו�

3

{ ( , , ) | (1,1,1) ( , , ) 0 }

0

1 , 0 1

0 , 1 1

{ ( 1,0,1) , ( 1,1,0) }

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 ~ 0 1 2 ~ 0 1 2

1 1 0 0 2 1 0 0 3

W x y z x y z

x y z

z y x

z y x

W span

W W R

⊥

⊥

⊥

= ⋅ =

+ + =

= = → = −

= = → = −

= − −

+ =

     
     −     
     − −     
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}יהי  } 2
[ ]W span x P R= W. מצא בסיס וממד עבור ⊇

⊥   

  . הראה כי  [0,1]האינטגרלית בקטע  ביחס למכפלה הפנימית

  מתקיי� משפט הפירוק האורתוגונלי.
  פתרו�

( )

( )

2

1

2

0

1

2 3

0

1
2 3 4

0

2

{ ( ) | ( ), 0}

0

0

0
2 3 4

0
2 3 4

6 4 3 0

2
1 , 0

3

1
0 , 1

2

2 1
,

3 2

W p x a bx cx p x x

a bx cx xdx

ax bx cx dx

x x x
a b c

a b c

a b c

b c a

b c a

W span x x

⊥

⊥

= = + + =

+ + =

+ + =

 
+ + = 

 

+ + =

+ + =

= = → = −

= = → = −

 = − + − + 
 

∫

∫
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  תרגיל

}יהי  }2

2
, [ ]W span x x P R= W. מצא בסיס וממד עבור ⊇

⊥   

  . הראה כי מתקיי�  [0,1]האינטגרלית בקטע  ביחס למכפלה הפנימית

  משפט הפירוק האורתוגונלי.
  פתרו�

( )

( )

( )

( )

2 2

1

2

0

1

2 3

0

1
2 3 4

0

1

2 2

0

1

2 3 4

0

1
3 4 5

0

{ ( ) | ( ), 0 , ( ), 0}

0

0

0
2 3 4

0
2 3 4

6 4 3 0

0

0

0
3 4 5

0
3 4 5

20 15 12 0

W p x a bx cx p x x p x x

a bx cx xdx

ax bx cx dx

x x x
a b c

a b c

a b c

a bx cx x dx

ax bx cx dx

x x x
a b c

a b c

a b c

⊥ = = + + = =

+ + =

+ + =

 
+ + = 

 

+ + =

+ + =

+ + =

+ + =

 
+ + = 

 

+ + =

+ + =

∫

∫

∫

∫
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יהי 
2 2

0 0 0 0
, [ ]

1 1 1 0
xW span M R

    
= ⊆    

    
 .  

Wמצא בסיס וממד עבור 
  למכפלה הפנימית  ביחס ⊥

2 �הסטנדרטית ב 2
[ ]

x
M R   הראה כי מתקיי� משפט .  

  האורתוגונלי. הפירוק
  פתרו�

0 0 0 0
, 0 , , 0

1 1 1 0

, ( )

0 0 0 1
0 0 0 0

1 1 0 1

0 0
0

1 0

T

T

T

x y x y x y

z t z t z t
W

A B tr B A

x y x y z t
tr tr tr z t

z t z t z t

x y
tr t

z t

⊥ = =
          =           
          

=

              
= ⋅ = = + =              

               

    
=    

     

0 1
0 0 0

0 0 0 0

x y z t
r tr z

z t

        
= = =        

        
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,2,1)}נתונה קבוצת וקטורי�  4) , (1, 2,1) , (3, 2,1)}S = − −   

   .3R �ב

 היא אורתוגונלית. Sהראה שהקבוצה   .א

 נרמל את הקבוצה לקבלת קבוצה אורתונורמלית.  .ב

 .3R �ללא חישוב הוכח שהקבוצה מהווה בסיס ל  .ג

  
  פתרו� 

  נראה שהקבוצה אורתוגונלית. א.

                                                           

(2,1, 4) (1, 2,1) 0

(2,1, 4) (3, 2,1) 0

(1, 2,1) (3, 2,1) 0

− ⋅ =

− ⋅ − =

⋅ − =

  

  :ננרמל את הקבוצהב. 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

(2,1, 4) (1, 2,1) (3, 2,1)
, ,

2 1 ( 4) 1 2 1 3 ( 2) 1

(2,1, 4) (1, 2,1) (3, 2,1)
, ,

21 6 14

S

S

 − − =  
+ + − + + + − +  

− − 
=  
 

  

  על פי משפט קבוצה אורתוגונלית במרחב מכפלה פנימית היא ג.

  וקטורי� בלתי תלויי� לינארית  3בלתי תלויה לינארית ולכ� מאחר שהקבוצה מכילה 

  .3R � הבוצה מהווה בסיס ל 3R �ב
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,2,1)}נתונה קבוצת וקטורי�  4) , (1, 2,1) , (3, 2,1)}S = − −   

  ללא דירוג, תו% שימוש במכפלות פנימיות,  .3R �ב

,13)קטור ורשו� את הו 1,   .Sכצירו) לינארי של איברי  −(7

  פתרו�

(2,1, 4)

(2,1, 4) (2,1, 4) (2,1, 4) (

(13, 1, 7)

(13, 1, 7) (2,1, 4) (1, 2,1) (3, 2,1)

3 (21)

(13, 1, 7) (2,1, 4

(1, 2,1)

(1, 2,1) () (1, 2,1) (3, 2,1)

18

1, 2

(6)

(13, 1,

,1) (1, 2,1) (

(3,

2,1, 4)

2,1)

(3

2,1

7)

1, )

x y z

x y z

x

x y z

y

− = + +

− = − + + −

−

− =

− = − + + −

=

−

−

− − − −

(2,1, 4) (1, 2,1) (3, 2,1)

48 (14)

1 24
, 3 ,

7 7

1 2
(1, 2,1(2,1

, 2,1) (3, 2,1) (3, 2,1)

,

(3, 2,1)

(3
4

(13, 1, 7) 34) 2
7

,1) ,
7

)

x y z

z

x y z

= − + + −

=

−
= = =

−
− = + +

− − −

−−

−
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,2,1)}נתונה קבוצת וקטורי�  4) , (1, 2,1) , (3, 2,1)}S = − −   

  רשו� את וקטור הקואורדינטות של וקטור  .3R �ב

)כלשהו  , , )v a b c= 3 �בR  ביחס לבסיסS.  

  פתרו�

(2,1, 4)

(2,1, 4) (2,1, 4) (2,1, 4) (2,1,

( , , )

( , , ) (2,1, 4) (1, 2,1) (3, 2,1)

2 4 (21)

2 4

21

( , , )

(1, 2,1)

(1, 2 (2,1, 4) (1, 2,1) (

4

,1) (1, 2,1) (1, 2,1) (

(3, 2,1

1, 2,1)3, 2,1)

)

)

2

a b c x y z

a b c x y z

a b c x

a b c
x

a b c x y z

a b c y

= + +

= − + +

−

− −

+ − =

+ −
=

= − + +

−

−

+

−

+

−

=

−

(3, 2,1) (3, 2,1) (3,

(6)

2

6

( , , ) (2,1, 4) (1, 2,1) (32,1) (3, 2,

(1, 2,1

, 2,1)

3 2 (14)

3 2

14

2 4 2 3 2
( , , )

21 6
(

1)

(3, 22,1, ,1)4)
14

)

a b c
y

a b c x y z

a b c z

a b c
z

a b c a b c a b c
a b c

+ +
=

= − + + −

− + =

− +
=

+ − + + − +
= +

−

−

−

−+

− −
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} �נניח ש }1 2
, , ..., nu u u היא בסיס אורתוגונלי ל� V .  

vהוכח שלכל  V∈  

1 2

1 2

1 1 2 2

,, ,
...

, , ,

n
n

n n

v uv u v u
v u u u

u u u u u u

< >< > < >
= + + +
< > < > < >

.  

הערה: הקבוע 
,

,

i
i

i i

v u
a

u u

< >
=
< >

  נקרא מקד� פורייה  

i �ביחס ל vשל 
u  או הרכיב שלv ביחס ל � i

u.  

  פתרו�

1 1 2 2

1 1 1 2 2 1

1 1 1 1 2 2 1 1

1 1 1 1 2 2 1 1

1 1 1 1 2 2 1 1

0 0

1

1

1 1

2 1 1 2 2 2

2 1 1 2

...

, ... ,

, , , ... ,

, , , ... ,

, , , ... ,

,

,

, ... ,

, ,

n n

n n

n n

n n

n n

n n

v a u a u a u

v u a u a u a u u

v u a u u a u u a u u

v u a u u a u u a u u

v u a u u a u u a u u

v u
a

u u

v u a u a u a u u

v u a u u

= + + +

= + + +

= + +

= + + +

= + + +

=

= + + +

= +

��� ���

2 2 2 2

2 1 1 2 2 2 2 2

2 1 1 2 2 2 2 2

0 0

2

2

2 2

, ... ,

, , , ... ,

, , , ... ,

,

,

n n

n n

n n

a u u a u u

v u a u u a u u a u u

v u a u u a u u a u u

v u
a

u u

+ +

= + + +

= + + +

=

��� ���
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1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

0 0

...

, ... ,

, , , ... ,

, , , ... ,

, , , ... ,

,

,

n n

n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n

n

n n

v a u a u a u

v u a u a u a u u

v u a u u a u u a u u

v u a u u a u u a u u

v u a u u a u u a u u

v u
a

u u

= + + +

= + + +

= + +

= + + +

= + + +

=

��� ���
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 נתונה קבוצת פונקציות 

{cos , cos 2 , cos 3 ,...}S x x x= 0] �ב, ]V C π=  
  א� כ�, הא� היא אורתונורמלית?הא� הקבוצה אורתוגונלית? 

  אותהבמידה והקבוצה אורתוגונלית ולא אורתונורמלית, נרמל 
  לקבלת קבוצה אורתונורמלית.

  ענה ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית. 
  

  פתרו�
  וקטור האפס (פונקציית האפס) אינו בקבוצה.

  שהקבוצה אורתוגונלית עלינו להראות כי על מנת להוכיח

kעבור  ≠   שלמי� מתקיי�: �

                                                         

0

cos , cos 0

cos cos 0

kx x

kx x dx

π

=

⋅ =∫

�

�

  

  נראה זאת:

                                 

[ ( ) ]

( ) ( )

( ) ( )

0

0

0

cos cos

1
c os cos( )

2

sin sin1

2

sin sin1

2

0

kx x dx

k x k x dx

k x k x

k k

k k

k k

π

π

π

π π

⋅

+ + −

+ − 
+ 

+ − 

+ − 
+ 

+ − 

∫

∫

�

� �

� �

� �

� �

� �
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fנבדוק הא� הקבוצה אורתונורמלית. כלומר הא� לכל  S∈  

מתקיי� 
2

1f =.  

( )

2

2

0

0

0

,

cos , cos

1
cos cos cos (1 cos 2 )

2

1
(1 cos 2 )

2

1 sin 2

2 2

1

2

f

f f

kx kx

kx kx dx

kx dx

kx
x

k

π

π

π

α α

π

⋅ = +

+

 + 
 

∫

∫

  

  מסקנה: הקבוצה לא אורתונורמלית. 

  

ננרמל אותה ונקבל: 
cos cos 2 cos 3

{ , , , ...}
0.5 0.5 0.5

x x x
S

π π π
=  
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  תרגיל

,1}נתונה קבוצת פונקציות  cos ,sin , cos 2 ,sin 2 ,...}S x x x x=  
,0] �ב 2 ]V C π= נרמל אותה ,�  . הא� הקבוצה אורתוגונלית? א� כ

  לקבלת קבוצה אורתונורמלית. ענה ביחס למכפלה הפנימית 
  האינטגרלית. הא� הקבוצה מהווה בסיס?

  פתרו�

  וקטור האפס (פונקציית האפס) אינו בקבוצה.

  אורתוגונלית עלינו להראות כיעל מנת להוכיח שהקבוצה 

k,עבור    שלמי� מתקיי�: �

                                                         
2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

1) cos ,1 0 , cos 1 0 1, 2, ...

2) sin ,1 0 , sin 1 0 1, 2,...

3) cos , cos 0 , cos cos 0 , 1, 2,... ( )

4) sin , sin 0 , sin sin 0 , 1, 2,... ( )

5) cos , sin 0 , cos

kx kx dx k

kx kx dx k

kx x kx x dx k k

kx x kx x dx k k

kx x kx

π

π

π

π

π

= ⋅ = =

= ⋅ = =

= ⋅ = = ≠

= ⋅ = = ≠

= ⋅

∫

∫

∫

∫

∫

� � � �

� � � �

� sin 0 , 1, 2,...x dx k= =� �

  

  

  נראה זאת:
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[ ( ) ]

( ) ( )

( ) ( )

22

00

22

00

2 2

0 0

2

0

1
1) cos 1 sin 0 0

1 1 1
2) sin 1 cos 0

1
3) cos cos c os cos( )

2

sin sin1

2

sin 2 sin 21

2

kx dx kx
k

kx dx kx
k k k

kx x dx k x k x dx

k x k x

k k

k k

k k

ππ

ππ

π π

π

π π

 ⋅ = = − =  

     ⋅ = − = − − − =         

⋅ = + + −

+ − 
= + 

+ − 

+ − 
= +

+ −

∫

∫

∫ ∫� � �

� �

� �

� �

� �

[ ( ) ]

( ) ( )

( ) ( )

[ ( ) ]

( ) ( )

2 2

0 0

2

0

2 2

0 0

2

0

0

1
4) sin sin c os cos( )

2

sin sin1

2

sin 2 sin 21

2

0

1
5) cos sin s in sin( )

2

cos cos1

2

0

kx x dx k x k x dx

k x k x

k k

k k

k k

kx x dx k x k x dx

k x k x

k k

π π

π

π π

π

π π




=

⋅ = − − +

− + 
= − 

− + 

− + 
= − 

− + 

=

⋅ = + − −

+ − 
= − + 

+ − 

=

∫ ∫

∫ ∫

� � �

� �

� �

� �

� �

� � �

� �

� �
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fנבדוק הא� הקבוצה אורתונורמלית. כלומר הא� לכל  S∈  

מתקיי� 
2

1f =.  

[ ]

( )

( )

2
2 2

0

0

2

2

0

2

0

2

0

2

2

0

2

0

) 1 1,1 1 2

) cos , cos , cos

cos cos

1
(1 cos 2 )

2

1 sin 2

2 2

1
2

2

) sin , sin , sin

sin sin

1
(1 cos 2 )

2

1 sin 2

2 2

a f f dx x

b f kx f f f kx kx

kx kx dx

kx dx

kx
x

k

c f kx f f f kx kx

kx kx dx

kx dx

kx
x

k

π
π

π

π

π

π

π

π

π π

= ⇒ = = = =

= ⇒ = =

= ⋅

= +

 = + 
 

= =

= ⇒ = =

= ⋅

= −

= −

∫

∫

∫

∫

∫

2

0

1
2

2

π

π π

 
 
 

= =

  

  ראות הקבוצה לא אורתונורמלית. ננרמל אותה:כפי שנית� ל

             
1 cos sin cos 2 sin 2

, , , , , ...
2

x x x x
S

π π π π π
 

=  
 

  

  

  

  



www.go
ol.

co
.il

  גיא  –כתב ופתר   www.gool.co.il  סלומוןגיא  –כתב ופתר 

  

  תרגיל

,2)}נתונה קבוצה  4,4) , (4, 1, 1), (0, 2, 2)S = − −   .3R �ב −

  אורתוגונלית?   Sבדוק הא� הקבוצה 
  אורתונורמלית?הא� היא בסיס אורתוגונלי? הא� היא 

  הא� היא בסיס אורתונורמלי?
  במידה והקבוצה אורתוגונלית א% לא אורתונורמלית , נרמל אותה.

   .  ,  
  פתרו�

  הא� הקבוצה אורתוגונלית ?

  היא אינה מכילה את וקטור האפסאחר שמ הקבוצה אורתוגונלית

  נראה זאת: איבריה אורתוגונליי� בזוגות.ו

                                    

(2, 4, 4) (4, 1, 1) 0

(2, 4, 4) (0, 2, 2) 0

(4, 1, 1) (0, 2, 2) 0

⋅ − − =

⋅ − =

− − ⋅ − =

  

  בוצה מהווה בסיס אורתוגונלי ?קהא� ה

  .וקטורי� 3שיש בה בדיוק מאחר  3R �הקבוצה מהווה בסיס אורתוגונלי ל

  הא� הקבוצה אורתונורמלית ?

  .1כי לא מתקיי� שהנורמה של כל איברי הקבוצה היא  הקבוצה איננה אורתונורמלית

  נראה זאת:

         

2

2

2

(2, 4, 4 (2, 4, 4) (2, 4, 4) 36

(0, 2, 2) (0, 2, 2) (0, 2, 2) 8

(4, 1, 1) (4, 1, 1) (4, 1, 1) 18

= ⋅ =

− = − ⋅ − =

− − = − − ⋅ − − =

  

  ננרמל את הקבוצה לקבלת קבוצה אורתונורמלית שתהייה ג� בסיס אורתונורמלי

  מאחר שהיא הייתה בסיס אורתוגונלי.

1 1 1
(2, 4, 4) , (4, 1, 1), (0, 2, 2)

36 8 18
S

 
= − − − 
 
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  תרגיל

נתונה קבוצה 
2 3

{1, , , }S x x x= 3 �ב
[ ]P R.  

  אורתוגונלית?   Sבדוק הא� הקבוצה 
  הא� היא בסיס אורתוגונלי? הא� היא אורתונורמלית?

  הא� היא בסיס אורתונורמלי?
  במידה והקבוצה אורתוגונלית א% לא אורתונורמלית , נרמל אותה.

  ] ).[0,1 �(ענה ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית ב

  פתרו�

  הקבוצה איננה אורתוגונלית ולכ� ממילא לא מקיימת שו� דבר אחר בשאלה.

,1 נראה למשל 0x ≠ .  

 :�ואכ

11 2

0 0

1
0

2 2

x
xdx

 
= = ≠ 
 

∫ 
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  תרגיל

נתונה קבוצה 
2

{1, 2 1,6 6 1}S x x x= − − 2 �ב +
[ ]P R.  

  אורתוגונלית?   Sבדוק הא� הקבוצה 
  הא� היא בסיס אורתוגונלי? הא� היא אורתונורמלית?

  הא� היא בסיס אורתונורמלי?
  במידה והקבוצה אורתוגונלית א% לא אורתונורמלית , נרמל אותה.

  ] )[0,1 �(ענה ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית ב

  פתרו�

  הא� הקבוצה אורתוגונלית?

 .�  איבריה אורתוגונליי� בזוגות. נראה זאת:וקטור האפס אינו שיי% לה וכ

  

1
1

2

0
0

1
1

2 2 3 2

0
0

1

2 2

0

1
1

3 2 4 3 2

0
0

1,2 1 (2 1) 0

1,6 6 1 (6 6 1) 2 3 0

2 1,6 6 1 (2 1)(6 6 1)

(12 18 8 1) 3 6 4 0

x x dx x x

x x x x dx x x x

x x x x x x dx

x x x dx x x x x

 − = − = − = 

 − + = − + = − + = 

 − − + = − − + 

 = − + − = − + − = 

∫

∫

∫

∫

  

  הא� הקבוצה מהווה בסיס אורתוגונלי ?

  כ�. לפי משפט מאחר שהקבוצה אורתוגונלית אז איבריה בלתי תלויי� לינארית.

  פולינומי� בלתי תלויי� לינארית במרחב הפולינומי� ממעלה קטנה או שווה  3לפי משפט אחר כל 

  לשתיי� מהווי� בסיס למרחב.

  

  הא� הקבוצה אורתונורמלית ?

  בוצה שווה לאחת. נראה זאת:קלא. לא מתקיי� שהנורמה של כל איברי ה
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[ ]
1

2 1

0

0

1
2 2

0

1
3

0

1
2

2 2 2 2 2

0

11

4 3 2 5 4 3 2

00

1 1,1 1 1

2 1 2 1,2 1 (2 1)

1 (2 1) 1 1 1

2 3 6 6 3

6 6 1 6 6 1,6 6 1 (6 6 1)(6 6 1)

36
(36 72 48 12 1) 18 16 6

5

1
7

5

dx x

x x x x dx

x

x x x x x x x x x x dx

x x x x dx x x x x x

= = = =

 − = − − = − 

 −
= = + = 
 

 − + = − + − + = − + − + 

 = − + − + = − + − +  

= + −

∫

∫

∫

∫
1

18 16 6 1
5

+ − + =
  

  

  אורתונורמלי:ננרמל את הקבוצה לקבלת בסיס 

( ) ( )

( ) ( ){ }

2

2

1 1
1, 2 1 , 6 6 1

1 / 3 1 / 5

1, 3 2 1 , 5 6 6 1

S x x x

S x x x

 
= − − + 
 

= − − +
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  תרגיל

נתונה קבוצה  
3

2 4 6 1 0 0 1 1 1

0 2 4 , 0 1 0 , 0 1 1 [ ]

0 0 2 0 0 0 0 0 1

S M R

−      
      = − − ⊆      
      
        

  ?  אורתוגונלית?  הא� היא בסיס אורתוגונלי Sבדוק הא� הקבוצה 

  הא� היא בסיס אורתונורמלי? הא� היא אורתונורמלית?

  אורתונורמלית , נרמל אותה.במידה והקבוצה אורתוגונלית א% לא 

  . של המטריצות ענה ביחס למכפלה הפנימית הסטנדרטית
  פתרו�

  הא� הקבוצה אורתוגונלית?

  כ�. וקטור האפס אינו שיי% לקבוצה ואיבריה אורתוגונליי� בזוגות. נראה זאת:

2 4 6 1 0 0 1 0 0 2 4 6

0 2 4 , 0 1 0 0 1 0 0 2 4

0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2

2

2 0

0

2 4 6 1 1 1 1 0 0 2 4 6

0 2 4 , 0 1 1 1 1 0 0 2 4

0 0 2 0 0 1 1 1 1 0 0 2

tr

tr

tr

− = −

= − =

−

− =

− −

       
        
                       

 
 
  
 

       
       
                     

2

6 0

8

1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0

0 1 0 , 0 1 1 1 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

1

1 0

0

tr

tr

tr

= =

−

−

− − = −

− −

= − =






 
 
  
 

       
        
                       

 
 
  
 

  

  צרי% 3X3 היא לא בסיס אורתוגונלי כי כדי להיות בסיס למרחב הטריצות

  מטריצות. 9
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  נבדוק הא� הקבוצה אורתונורמלית. לש� כ% נחשב את הנורמה של כל איבר בקבוצה:

2

2

2 4 6 2 4 6 2 4 6 2 0 0 2 4 6

0 2 4 0 2 4 , 0 2 4 4 2 0 0 2 4 4 20 56 80

0 0 2 0 0 2 0 0 2 6 4 2 0 0 2

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 , 0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

tr

tr

          
          = = = + + =          

                    

      
     − = − − = −     
     
      

2

1 0 0

0 1 0 1 1 0 2

0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1

0 1 1 0 1 1 , 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 2 3 6

0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1

tr

   
    − = + + =    
       

− − − −          
          − = − − = − = + + =          

          − −          

כפי שנית� לראות הקבוצה אינה אורתונורמלית כי לא כל איברי הקבוצה בעלי נורמה השווה 
  לאחד.

  ננרמל את הקבוצה לקבלת קבוצה אורתונורמלית:

2 4 6 1 0 0 1 1 1
1 1 1

0 2 4 , 0 1 0 , 0 1 1
80 2 6

0 0 2 0 0 0 0 0 1

S

−      
      = − −      

      
      
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  תרגיל
  מצא בסיס אורתוגונלי למשלי� האורתוגונלי של:

  3המטריצות האלכסוניות מסדר 
  פתרו�

  3את המרחב של כל המטריצות האלכסוניות מסדר  W �נסמ� ב

אז 

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

W
B

      
      =       
      
      

.  

Wאנו מחפשי� בסיס עבור  ⊥.  

תהי 

1 2 3

4 5 6

7 8 9

x x x

A x x x W

x x x

⊥

 
 = ∈ 
 
 

  . אזי, מתקיי�

1 2 3

4 5 6

7 8 9

1 2 3

4 5 6

7 8 9

1 2 3

4 5 6

7 8 9

1 0 0

, 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

, 0 1 0 0

0 0 0

0 0 0

, 0 0 0 0

0 0 1

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

   
    =   
   
   

   
    =   
   
   

   
    =   
   
   
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1 2 3

4 5 6 1

7 8 9

1 2 3

4 5 6 5

7 8 9

1 2 3

4 5 6 9

7 8 9

2

1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1

x x x

tr x x x x

x x x

x x x

tr x x x x

x x x

x x x

tr x x x x

x x x

x

    
     = ⇒ =    
        

    
     = ⇒ =    
        

    
     = ⇒ =    
        

3 4 6 7 8
, , , , !!!

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
W

x x x x x free

B ⊥

            
            =             
            
            
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  תרגיל
  מצא בסיס אורתוגונלי למשלי� האורתוגונלי של:

  .2המטריצות הסימטריות מסדר 
  פתרו�

1 0 0 1 0 0
, ,

0 0 1 0 0 1
W

B
      

=       
      

  

  

1 2 1 2

1

3 4 3 4

1 2 1 2

2 3

3 4 3 4

1 2

3 4

1 0 0 1 0 0
, ,

0 0 1 0 0 1

1 0 1 0
, 0 0

0 0 0 0

0 1 0 1
, 0 0

1 0 1 0

0 0
,

0 1

W
B

x x x x
tr x

x x x x

x x x x
tr x x

x x x x

x x

x x

      
=       
      

       
= ⇒ = =       

       

       
= ⇒ = + =       

       

   
=   

  

1 2

4

3 4

3 2 1 4

0 0
0 0

0 1

1, 1 , 0 , 0

0 1

1 0W

x x
tr x

x x

x x x x

B ⊥

   
⇒ = =   

    

= − = = =

  
=   −  
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  תרגיל

0w �נניח ש   .V �וקטור כלשהו ב v. יהי ≠

הוכח כי  
,

,

v w
c

w w
  הוא הקבוע היחיד  =

v'המקיי� כי  v cw=   .w � אורתוגונלי ל −
   vנקרא ההיטל של הוקטור  cwהוקטור 

  . הסבר מדועwלאור% הוקטור 

c  נקרא מקד� פורייה שלv ביחס ל� w.  
  פתרו�

'

', 0

, 0

, ,

,

,

v w

v w

v cw w

v w c w w

v w
c

w w

⊥ ⇔

= ⇔

− = ⇔

− ⇔

=
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  תרגיל

v(1,2,2)ואת ההיטל של  cמצא את מקד� פורייה  =   

,0,1)לאור%  1)w =   .3R �ב −

 פתרו�

0w �נניח ש   .V �וקטור כלשהו ב v. יהי ≠

מקד� פורייה :  
,

,

v w
c

w w
=   

   : wלאור% הוקטור  vההיטל של הוקטור 

 ( , )proj v w cw=.  

   –מקד� פורייה 

,

,

(1, 2, 2), (0,1, 1)

(0,1, 1), (0,1, 1)

0 2 2
0

2

( , ) 0

v w
c

w w

c

c

proj v w cw

=

−
=

− −

+ −
= =

= =
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  תרגיל

,1)ואת ההיטל של  cמצא את מקד� פורייה  2, 2,0)v = −   

,0)לאור%  2, 1, 2)w =  �ב −
4R מסמני� ג� .( , )proj v w.  

  פתרו�

0w �נניח ש   .V �וקטור כלשהו ב v. יהי ≠

מקד� פורייה :  
,

,

v w
c

w w
=   

   : wלאור% הוקטור  vההיטל של הוקטור 

 ( , )proj v w cw=.  

  בתרגיל שלנו:

,

,

(1, 2, 2, 0), (0, 2, 1, 2)

(0, 2, 1, 2), (0, 2, 1, 2)

6 2

9 3

2
( , ) (0, 2, 1, 2)

3

v w
c

w w

c

c

proj v w cw

=

− −
=

− −

− −
= =

= = − −
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  תרגיל

)ואת ההיטל של  cמצא את מקד� פורייה  ) 2 1p x x= −   

לאור% 
2

( )q x x=  במרחב הפולינומי� ע� המכפלה  

  . [0,1] �הפנימית האינטגרלית ב

 פתרו�

0w �נניח ש   .V �וקטור כלשהו ב v. יהי ≠

מקד� פורייה :  
,

,

v w
c

w w
=   

   : wלאור% הוקטור  vההיטל של הוקטור 

 ( , )proj v w cw=.  

  בתרגיל שלנו:

11 1 4 3
2 2 3 2

0 0 0

1

2

2 2

2

2

1 5
2 2 2 2

0

2

0

2

1

,

,

2 1,

,

1
2 1, 56

1 6,

5

5
( , ) ( )

2 1, (2 1) (2 )
2 3

1
,

5

6

6

5

p q
c

q q

x x
c

x x

x x
c

x

x x
x x x x d

x

proj p q c q x

x x x dx

x
x x x

x

x dx

 
− = − = − = − = 

 

 

=

−
=

−
= = =

= ⋅

= =

=

= 
 

∫ ∫

∫
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  תרגיל

ואת ההיטל של  cמצא את מקד� פורייה 
1 2

3 4
A

 
=  
 

   

לאור% 
1 2

1 0
B

 
=  − 

   2במרחב המטריצות הממשיות מסדר 

  ע� המכפלה הפנימית הסטנדרטית.
  פתרו�

0w �נניח ש   .V �וקטור כלשהו ב v. יהי ≠

מקד� פורייה :  
,

,

v w
c

w w
=   

   : wלאור% הוקטור  vההיטל של הוקטור 

 ( , )proj v w cw=.  

  בתרגיל שלנו:

( )

1 2 1 2 1 1 1 2 2 *
, 2

3 4 1 0 2 0 3 4 * 4

1 2 1

,

,

1 2 1 2
,

3 4 1 0
,

2 1 1 1 2 2 *
,

1 0 1 0

1 2 1 2
,

1 0 0

0 *

1

2 0 1 4

T

tr tr

tr t

A B
c

B B

c A B

r

tr B A

− −

=

   
   −   = =
   
   − −   

         
= = =          −          

−          
= = =          − − −          

2 1

6 3

1 21
, )

13

6

(
0

c

proj A B cB

= =

 
= =  − 
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  תרגיל

1 �נניח ש 2
{ , ,..., }

n
v v v  הוא בסיס של מרחב מכפלה פנימיתV.  

  שמידט בעזרתו נית� לקבל בסיס �תאר את אלגורית� גרא�

  .Vעבור   )(ועל ידי נירמול אורתונורמליאורתוגונלי 
  פתרו�

1 �נניח ש 2
{ , ,..., }

n
v v v  הוא בסיס של מרחב מכפלה פנימיתV.  

1נית� לקבל בסיס אורתוגונלי  2
{ , ,..., }

n
w w w  עבורV :הצב .�  כלהל

1 1

2 1

2 2 12

1

3 1 3 2

3 3 1 22 2

1 2

4 1 4 2 4 3

4 4 1 2 32 2 2

1 2 3

1 2 1

1 2 12 2 2

1 2 1

,

, ,

, , ,

, , ,n n n n

n n n

n

w v

v w
w v w

w

v w v w
w v w w

w w

v w v w v w
w v w w w

w w w

v w v w v w
w v w w w

w w w

−
−

−

=

= −

= − −

= − − −

= − − − −

����������������������

�
  

  

1 לקבלת בסיס אורתונורמלי ננרמל את הוקטורי� 2
{ , ,..., }

n
w w w

  

  הערה: בחישובי� ידניי�, נית� לפשט את החישובי� על ידי סילוק השברי�

  יות.לבסקלר מתאי�, מאחר שפעולה זו אינה משפיעה על האורתוגונ wk בעזרת הכפלת
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  תרגיל

 :�}נתו } 3
(1, 2,3), (4,5,6), (7,8, 9)U span R= ⊆.  

  .U �מצא בסיס אורתונורמלי ל

  פתרו�

  :Uנמצא ראשית בסיס עבור 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

4 5 6 ~ 0 3 6 ~ 0 3 6 ~ 0 1 2

7 8 9 0 6 12 0 0 0 0 0 0

       
       − − − −       
       − −       

  

  :  Uא� כ�, בסיס עבור 

{ }1 2
(1, 2,3) , (0,1, 2)

U
B v v= = =  

שמידט קיי� בסיס אורתוגונלי � לפי גרא�
1 2

{ , }B w w= :%המתקבל כ  

                                                

1 1

2 1

2 2 12

1

2

(1, 2,3)

,

(0,1, 2), (1, 2,3)
(0,1, 2) (1, 2,3)

(1, 2, 3)

8
(0,1, 2) (1, 2,3)

1 4 9

4
(0,1, 2) (1, 2,3)

7

4 1 2
( , , )

7 7 7

1
( 4, 1, 2)

7

{(1, 2,3) , ( 4, 1, 2)}

: (1, 2, 3) ( 4, 1, 2) 0

ortogonal

w v

v w
w v w

w

B

check

= =

= −

= −

= −
+ +

= −

= − −

= − −

= − −

⋅ − − =
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  מכא� נוכל לקבל בסיס אורתונורמלי על ידי נירמול הוקטורי� שהתקבלו:

1 1
(1, 2,3) , ( 4, 1, 2)

1 4 9 16 1 4

1 1
(1, 2, 3) , ( 4, 1, 2)

15 21

ortonormal

ortonormal

B

B

 
= − − 

+ + + + 

 
= − − 
 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 



  גיא  –כתב ופתר   www.gool.co.il  סלומוןגיא  –כתב ופתר 

  תרגיל

 :�}נתו } 4
(2, 2, 2, 2), (1,1, 2, 4), (1, 2, 4, 3)U span R= − − ⊆ .  

  .U �מצא בסיס אורתונורמלי ל

  פתרו�

{ }1 2 3
(2, 2, 2, 2), (1,1, 2, 4), (1, 2, 4, 3)UB v v v= = = = − −  

שמידט קיי� בסיס אורתוגונלי � לפי גרא�
1 2 3

{ , , }B w w w= :%המתקבל כ  

                                                        

1 1

2 1

2 2 12

1

3 1 3 2

3 3 1 22 2

1 2

,

, ,

w v

v w
w v w

w

v w v w
w v w w

w w

=

= −

= − −

  

  החישובי�:

                           

1 1

2 1

2 2 12

1

2

(2, 2, 2, 2)

,

(1,1, 2, 4), (2, 2, 2, 2)
(1,1, 2, 4) (2, 2, 2, 2)

(2, 2, 2, 2)

16
(1,1, 2, 4) (2, 2, 2, 2)

16

( 1, 1,0, 2)

w v

v w
w v w

w

= =

= −

= −

= −

= − −
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2 2

1 2 3

3

3 1 3 2

3 3 1 22 2

1 2

3

(1, 2, 4, 3), (2, 2, 2, 2) (1, 2, 4, 3), ( 1, 1, 0, 2)
(1, 2, 4, 3) (2, 2, 2, 2) ( 1, 1, 0, 2)

(2, 2, 2, 2) ( 1, 1, 0, 2)

{ (2, 2, 2, 2) , ( 1, 1,0, 2) , }

(1, 2, 4, 3)

, ,

(1, 2, 4, 3)

ortogonal
B w w w

v

v w v w
w v w w

w w

w
− − − − − −

− − − − − −
− −

= = = − −

= − −

= − −

=

−
− − −=

1 2 3

8 9
(2, 2, 2, 2) ( 1, 1,0, 2)

16 6

(1, 2, 4, 3) (2, 2, 2, 2) ( 1, 1, 0, 2)

1 3
, , 3,1

2 2

1
(1, 3, 6, 2)

2

{ (2, 2, 2, 2) , ( 1, 1,0, 2) , (1,3, 6, 2)}

: (2, 2, 2, 2) ( 1, 1,0, 2) 0 , (1, 3, 6, 2) ( 1, 1,0, 2

1 3

2 2

ortogonalB w w w

check

−
− − −

− − + − −

 = − 
 

= −

= = = − − = −

⋅ − − = − ⋅ − −

= +

1 2 3

) 0

(2, 2, 2, 2) (1,3, 6, 2) 0

1 1 1
(2, 2, 2, 2) , ( 1, 1,0, 2) , (1,3, 6, 2)

16 6 50
ortonormal

B w w w

=

⋅ − =

 
= = = − − = − 
 

  

  

  

  

  

  

  



  גיא  –כתב ופתר   www.gool.co.il  סלומוןגיא  –כתב ופתר 

  תרגיל

 :�2נתו 3

3
{4, , , } [ ]U span x x x P x=    U �ל. מצא בסיס אורתונורמלי ⊇

  . [1,1-]בהתייחס למכפלה הפנימית האינטגרלית בקטע 

  פתרו�

{ }2 3

1 2 3 4
4, , ,UB v v x v x v x= = = = =  

שמידט קיי� בסיס אורתוגונלי � לפי גרא�
1 2 3 4

{ , , , }B w w w w= :%המתקבל כ  

                                      

1 1

2 1

2 2 12

1

3 1 3 2

3 3 1 22 2

1 2

4 1 4 2 4 3

4 4 1 2 32 2 2

1 2 3

,

, ,

, , ,

w v

v w
w v w

w

v w v w
w v w w

w w

v w v w v w
w v w w w

w w w

=

= −

= − −

= − − −

  

  החישובי�:

                                                                    

1 1

2 1

2 2 12

1
1

2

1
1

1

2

2

, 4 4 2

4

,

, 4
4

4

0

0
4

4

w v

v w
w v w

w

x
x

x

x xdx x

x

−
−

 = =

= =

= −

= −

= −

=

= ∫   
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{ }

11

2 2 3

11

11

2 3 4

1

2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

3 1 3

1

1
2

1

2

3 3 1 22 2

1 2

2 2

2

2 2

2

2

2

4, , ,

{ 4 , , ? , ?}

,

4 8
, 4 4

3 3

1
, 0

4

4 4,

,

, 4 ,
4

4

8

03 4

4 16

32

1

3

U

ortogonal

B v v x v x v x

B w w x w w

v w v w
w v w w

w w

x x x
x x

x

x x dx x

x x x dx x

dx

x x
x

x

−−

−−

−

 = = =  

 = =

= = = = =

= = = = =

=

=  

=

− −

= − ⋅ − ⋅

= − ⋅ − ⋅

= −

=

∫

∫

[ ]

{ }2 3

1 2 3 4

2

1 2 3 4

1

1

4, , ,

{ 4 , , 3 1, ?

16 3

}

2

U

ortogonal

B v v x v x v x

B w w x w x w

x
−

= = =

= =

= =

= = = = − =

∫
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{ }

( )

( )

2 3

1 2 3 4

2

1 2 3 4

4 1 4 2 4 3

4 4 1 2 32 2 2

1 2 3

3 3 3 2

3 2

4 2 2 2
2

3 2

2 2
2

3

1

3 3 4

1

4, , ,

{ 4 , , 3 1, ?}

, , ,

, 4 , , 3 1
4 3 1

4 3 1

2

0 054 3 1
2

, 4

4 3 1
3

3

5

4

U

ortogonal

B v v x v x v x

B w w x w x w

v w v w v w
w v w w w

w w w

x x x x x
w x x x

x x

x

x x dx x

x x
x

x x

−

= = = = =

= = = = − =

= − − −

−
= − ⋅ − ⋅ − ⋅ −

−

= − ⋅ − ⋅ − ⋅ −
−

= −

 = =  ∫
1

1

11

3 4 5

11

11

3 2 5 3 6 4

11

11 3
2 2

1 1

2 3

1 2 3 4

0

1 2
,

5 5

1 1
,3 1 (3

{ 4 , , 3 1,

) 0
2 4

2

3

3

}

3

5

,

ortogonal

x x x dx x

x x x x dx x x

x
x x x

B w w x w x w

x

x

x

x

d

−

−−

−−

− −

=

=

 = = =  

 − = − = − =  

 
= = = = 

= =



− =



= −

∫

∫

∫

  

  

  ננרמל כל אחד מהפולינומי� שהתקבלו:  לקבלת בסיס אורתונורמלי

    
2 3

1 2 3 42 3

4 3 1 5 3
ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

4 3 1 5 3
ortonormal

x x x x
B w w w w

x x x x

 − − 
= = = = = 

− −  
  

 
2 3

1 2 3 4

4 3 1 5 3
ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

32 2 / 3 8 / 5 8 / 7
ortonormal

x x x x
B w w w w

 − −
= = = = = 
 
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( ) ( )

( )

1
2 1

1

1

11 3
2 2

1 1

1
2

2 2 2

1
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4 2

1

1
5

3

1

1
2

3 3 3

1

1

6 4 2

1

1
7

5 3

1

4 4, 4 16 16 32

2
,

3 3

3 1 (3 1)(3 1)

(9 6 1)

9 8
2

5 5

5 3 5 3 5 3

25 30 9

25 6 3
7

25
2(

7

dx x

x
x x x x dx

x x x dx

x x dx

x
x x

x x x x x x dx

x x x dx

x
x x

−
−

− −

−

−

−

−

−

−

= = = =

 
= = = = 

 

− = − −

= − +

 
= − + = 
 

− = − −

= − +

 
= − + 
 

= −

∫

∫

∫

∫

∫

∫

6 3)

25 42 21 8
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7 7 7 7

+

= − + =
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  תרגיל

 :�נתו
2

1 2 1 2 0 2
, , [ ]

3 4 1 0 1 1
U span M R

      
= ⊆      −      

 .  

  בהתייחס למכפלה הפנימית הרגילה U �מצא בסיס אורתונורמלי ל

  של המטריצות.

  פתרו�

1 2 3

1 2 1 2 0 2
, ,

3 4 1 0 1 1
UB v v v

      
= = = =      −      

  

שמידט קיי� בסיס אורתוגונלי � לפי גרא�
1 2 3

{ , , }B w w w= :%המתקבל כ  

                                                        

1 1

2 1

2 2 12

1

3 1 3 2

3 3 1 22 2

1 2

,

, ,

w v

v w
w v w

w

v w v w
w v w w

w w

=

= −

= − −

  

)כאשר:  ),
T

A B tr B A=:החישובי� .  
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1 2 3

1 1

2 1

2 2 12

1

2

15 30 1 2
15 1515 15

315 4
15 115

1 2 1 2 0 2
, ,

3 4 1 0 1 1

1 2

3 4

,

1 2 1 2
,

1 0 3 41 2 1 2

1 0 3 41 2

3 4

1 2 1 22

1 0 3 430

0

U
B v v v

w v

v w
w v w

w

      
= = = =      −      

 
= =  

 

= −

   
   −      = − ⋅   −    

 
 

   
= − ⋅   −   

 
= − 
 −

2

5

2814
15 15

18 4
15 15

1 2 1 2 1 3 1 2 2 *
, 2

1 0 3 4

7 142

9 215

2 4 1 0 * 4

1 2 1 2 1 2 1 3 1 2 10 *
, 30

3 4 3 4 3 4 2 4 3 4 * 20

ort

tr tr

tr t

B

r

− −

−          
= =

 
 
 

 
=  
 

 
=  

=          − −          

            
= = = =            

      

− − 

     

1 2 3

1 2 7 14
, , ?

3 4 9 2
ogonal

w w w
    

= = = =    − −    
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2

1 2 3

1 2 3

3 1 3 2

3 3 1 22 2

1 2

0 2 1 2 0 2 7 14
, ,

0 2 1 21 1 3 4 1 1

1 1 3 41 2

3 4

1 2 1 2 0 2
, ,

3 4 1 0 1 1

1 2 7 14
, , ?

3 4 9 2

, ,

U

ortogonal

B v v v

B w w w

v w v w
w v w w

w w

−
− −

      
= = = =      −      

    
= = = =    − −    

= − −

     
             =    

    
 
 

2

0
660 121 242 119 238

330 330 330 330 330

330 330 363 484 153 34

330 330 330 330 330 330

7 149 2

9 27 14

9 2

0 2 1 2 7 1411 17

1 1 3 4 9 230 330

240 1801

120 12330

− −

=

−

− −

− −

− −
− −

− −

 
    

 
  

 
 

     
=      
     

     
     

=      
     
     

−

−

1 2 3

0

4 360

2 2330

4 32

2 211

1 2 7 14 4 3
, ,

3 4 9 2 2 2
ortogonalB w w w

 
 
 

− 
=  − 

− 
=  − 

−      
= = = =      − − −      
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( )

2

,

0 2 1 2 1 3 0 2 3 *
, 11

1 1 3 4 2 4 1 1 * 8

1 2 1 2 1 2 1 3 1 2 10 *
, 30

3 4 3 4 3 4 2 4 3 4 * 20

0 2 7 14 7 9 0 2
,

1 1 9 2 14 2 1 1

T
A B tr B A

tr tr

tr tr

tr

=

          
= = =          

          

            
= = = =            

            

−      
=     − − −     

2

9 *
17

* 26

7 14 7 14 7 14 7 9 7 14
,

9 2 9 2 9 2 14 2 9 2

130 *
330

* 200

tr

tr

tr

−   
= =    

    

−          
= =           − − − − − − − − −          

 
= = 

 

  

  

1קיבלנו:  2 3

1 2 7 14 4 3
, ,

3 4 9 2 2 2
ortogonalB w w w

−      
= = = =      − − −      

  

  

  על מנת לקבל בסיס אורתונורמלי, ננרמל כל אחד מאיברי הבסיס:

  

1 2 3

1 2 3

1 2 7 14 4 3

3 4 9 2 2 2
ˆ ˆ ˆ, ,

1 2 7 14 4 3

3 4 9 2 2 2

1 2 7 14 4 3

3 4 9 2 2 2
ˆ ˆ ˆ, ,

30 330 33

ortonormal

ortonormal

B w w w

B w w w

 −     
      − − −      = = = = 

−      
      − − −      

−      
      − − −      = = = = 
 
  
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2

4 3 4 3 4 3 4 2 4 3
,

2 2 2 2 2 2 3 2 2 2

20 *
33

* 13

tr

tr

− − − − −          
= =           − − − − −          

 
= = 

 

  

  

  

  

  

  

  


