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  סטודנטי� יקרי�

  

  ספר תרגילי� זה הינו פרי שנות ניסיו
 רבות של המחבר בהוראת

  באוניברסיטה, חשבו
 דיפרנציאלי ואינטגרלי באוניברסיטת תל אביב

  .במכללת שנקר ועוד, הפתוחה
  

  שאלות תלמידי� וטעויות נפוצות וחוזרות הולידו את הרצו
 להאיר את

  .הדר� הנכונה לעומדי� בפני קורס חשוב זה
  

  והוא מתאי�) 1א "חדו( 1בחשבו
 דיפרנציאלי ואינטגרלי הספר עוסק 

  .אוניברסיטאות או מכללות –לתלמידי� במוסדות להשכלה גבוהה 
  

  בהתא� לתוכניות, הספר מסודר לפי נושאי� ומכיל את כל חומר הלימוד

  ל בקורס זה חשיבות יוצאת$רגתִ הניסיו
 מלמד כי ל. הלימוד השונות


  .ולכ
 ספר זה בולט בהיקפו ובמגוו
 התרגילי� המופיעי� בו, דופ
  

   www.GooL.co.il לכל התרגילי� בספר פתרונות מלאי� באתר

  שאת�כ�  ,המלווי� בהסבר קולי פלאשבסרטוני  י�מוגש הפתרונות

  ממש כפי, שיטתית ופשוטה, את התהליכי� בצורה מובנית י�רוא

  הפתרו
 המלא של השאלה מכוו
 ומוביל לדר� .שנעשה בשיעור פרטי

  .חשיבה נכונה בפתרו
 בעיות דומות מסוג זה

  html1www.GooL.co.il/hedva. :דוגמאותל

  

  דר� לכ� הסטודנטי� ויוביל אתכ�%שספר זה ישמש מורה, תקוותי היא

  .להצלחה

                                                                                   
 גיא סלומו
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  1פרק  –תרגילי� 

  גבול של פונקציה

  

  ):הצבה(חשב את הגבולות הבאי�  )1(

2

100 10 41

1
lim 20 (4 lim 3 (3 lim (2 lim 1 (1

2x x xx

x
x x x

x+→ → →→

+
+ + +

+
  

  

  ):פירוק לגורמי�/צמצו�(חשב את הגבולות הבאי�  )2(

7 2 2

2 21 1 5 3

2 50 6
lim (4 lim (3 lim (2 lim (1

1 1 2 3 35 9

n

x x x x

x x x x x x x

x x x x x→ → →− →

− − − − −
− − + − −

  

  

  ):כפל בצמוד(חשב את הגבולות הבאי�  )3(

2

21 3 3 1

3

1 1 4

2 2 3 6 3 1
lim (4 lim (3 lim (2 lim (1

1 2 6 11 2

1 2 3 1 2 1 5
lim (7 lim (6 lim (5

1 41 2 1

x x x x

x x x

x x x x x

x x xx

x x x x

x xx

→ → → →

→ → →

+ + − − + − −
− − −+ −

− − + + − +
− −− −

  

sin הטריגונומטרי גבולב היעזר(חשב את הגבולות הבאי�  )4(

0
lim 1x

x
x→

=:(  

0 0 0

3 20 0 0

2 3 40 0 0

cos sin(3 ) sin(3 )
lim (3 lim (2 lim (1

sin 2 sin(4 ) 4

1 sin cos tan sin 1 cos
lim (6 lim (5 lim (4

1 cos 3sin sin 3 1 cos(1 cos )
lim (9 lim (8 lim (7

x x x

x x x

x x x

x x x x

x x x

x x x x x

x x x

x x x x

x x x

→ → →

→ → →

→ → →

+ − − −

− − − −

  

  

  ):פונקציה השואפת לאינסו/(חשב את הגבולות הבאי�  )5(
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( )

2 2 2 2

22 2 2 0

1

2

0 0 2 0

1 1 100 0 0

1 ( 1) 4
lim (4 lim (3 lim (2 lim (1

( 2)( 5) (2 ) 2

1 ln
lim (8 lim (ln ) 2 ln 3 (7 lim ln(2 ) (6 lim (5

2

1 1 1
lim ln cot (12 lim (11 lim (10 lim (9

1 2 1 2 1 2

x x x x

x

x x x x

xx x x
x x x

x x x x

x x x x x

x
e x x x

x

x x

−

+ −
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  ):לאינסו/ /שוא x(חשב את הגבולות הבאי�  )6(
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lim (3 lim arctan (2 lim (1
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9 5 1 1
lim (9 lim (8 lim (7

2 1
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2
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2 3 3 2 6 27
(12 lim (11 lim (10

2 4 1 5 1 3 10 4

4 9 3 4 9 3 16 4
lim (15 lim (14 lim (13

81 3 81 3 2 2

3 5 1
lim (18 lim ln

2
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x x x x x xx x x

x x
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x x x x x

x x
e

x x
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+
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−
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( ) ( ) ( )

( )

2
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4 2
2

5
5

2 2 2

2 2 4 2 2

4 2
(17 lim (16

1 1000

1 2 6
lim 5 (21 lim (20 lim sin (19

2 3 10

lim 1 (24 lim 1 (23 lim (22

lim (26 ( 1 ) (25lim

x

x x x

x x x

x
x

x

x x

ax x x
x x x

bx x x
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x ax x bx x x x
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) של אוילר בגבול העזר(חשב את הגבולות הבאי�  )7( ) ( )
1

1

0
lim 1 lim 1

x
x

x
x x

x e
→∞ →

+ = + =:(  

( )
2

2

11

20

10 4
2 2

2 2

2 1 1
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2

2 3 1
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2 3
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  ):'בכלל הסנדוי1י שימוש "ע(חשב את הגבולות הבאי�  )8(
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[ ]
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2
2 2
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0

3 sin cos(2 1) sin
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1 3 sin 2
lim cos ln (6 lim sin (5 lim (4
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  !מאוד  חשובה הערה

בעזרת . )8פרק ראה ( לחישוב גבולות כלל לופיטלא לומדי� בהמש� את "במרבית קורסי החדו
  .4 % ו 3, 2את הגבולות המופיעי� בשאלות  ללא מאמ1כלל זה נית
 לחשב 

  

  1פרק  – פתרונות
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   2 פרק –תרגילי� 
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  ומשפט ער� הביניי� רציפות

  רציפות

  

  :שלה� *"נקודת התפר"ב בדוק את רציפות הפונקציות הבאות )1(

  ).שרטט את גר+ הפונקציה 4 �ו 3בסעיפי� (      

1
1

2

2

sin
0 sin 4

0
( ) 2 0 (2 ( ) (1

4 0
1 0

1 1 2
( ) (4 ( ) (3

5 21

1 sin 01

0 12 1 2
( ) (6 ( ) (5

2 1 21 2

3 22 2
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x
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  − ≥− > 
  

  . נקודת התפר היא הנקודה בה נוסחת הפונקציה משתנה *

0xהיא  1נקודת התפר בתרגיל , למשל    =.  

  

  : xלכל  שהפונקציות הבאות תהינה רציפותעל מנת  k הקבוע מה צרי� להיות הער� של )2(

2
2

2
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25 6

1

5 32 0 2
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 + − ≤ + −≠
= =− 

>− =

 + −− ≤  ≠= =  −
>  =

 

  

  ).8פרק (תוכל לענות רק אחרי שתלמד את כלל לופיטל  4על סעי/ : הערה
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   שהפונקציות הבאות תהינה רציפות על מנת b �ו a י�הקבוע מה צרי� להיות הער� של  )3(

  : בתחו� הגדרת�  

23

2

1

1

1

1

12

1
1

2

0
1

sin
( ) 1 1 1 (2 ( ) 0 (1

2
1 cos4 1

( 1)

1 11

( 1) ln( 1) 0 11

( ) 1 2 (4 ( )
2 2

0
( 1) 2 2 4

x

x

x

x
x

ax b x
a x x x

x
f x bx x x f x x

x
x a a a x xx

a x

x xx

x x b xe

f x ax b x f x

a x
x x

π

π

−

−

−


 + ≤+ < −  

= + − − ≤ ≤ = < < 
 

− + − ≥ > 
 −

 ><  − + + ≤ ≤ +  
= + ≤ ≤ =  −  <
 − > +
 

(3




  

  ).8פרק (תוכל לענות רק אחרי שתלמד את כלל לופיטל  4 % ו 3על סעיפי� : הערה

  

  .רשו� עבור כל נקודת אי רציפות מאיזה סוג היא) 1(עבור כל אחת מהפונקציות בשאלה  )4(

  :הוכח או הפר� )5(

  .רציפה לא א פונקציהושתי פונקציות לא רציפות ה סכו�. 1   

  .רציפה לא שתי פונקציות לא רציפות הוא פונקציההפרש . 2   

  .רציפה לא תי פונקציות לא רציפות היא פונקציהמכפלת ש. 3

  .רציפה לא פונקציות לא רציפות היא פונקציה מנת� של שתי. 4

fהא� . לא רציפה�gרציפה ו �f ידוע ש )6( g+  הוכח את טענת�? רציפה.  
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  2פרק  – פתרונות

  

0,1x: 'רציפה בנק)  5.   רציפה)  4.   רציפה)  3.   לא רציפה)  2.   לא רציפה)  1  )1(   לא רציפה, =

2xבנקודה  1x' רציפה בנק)  6.    = 2x' לא רציפה בנק.    = =    .  

)2(  1  (1k =   .2  (4k =.   3  (
2

3
k =   .4  (1k = − .  

 )3(  1  (
1

0,
2

a b= =   .2  (1, 2a b= ,2או  = 1a b= =.  

3  (1 12 ,a e b e
− −= − =   .4  (/ 3 , / 3a e b e= = −   .  

  .סליקה )  6.   ראשו� מסוג)  5    .סליקה)  2.   סליקה)  1  )4(
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  3פרק  –תרגילי� 

  הגדרת הנגזרת, גזירות של פונקציה

  

  .  שלה) תפר(תאר שתי דרכי� שונות לבדיקת גזירות של פונקציה מפוצלת בנקודת הפיצול . א )1(

  הסבר מתי, בנוס+. שלהל� כדי להדגי� שתי שיטות אלה .3.ב השתמש בבפונקציה מסעי+           

  .להשתמש בכל אחת מהשיטות שתיארת עלי�           

  בנוס+ רשו� נוסחה עבור . בכל דר� שתבחר � הגדרת�בדוק גזירות הפונקציות הבאות בתחו. ב      

  .אחת מהפונקציות כלהנגזרת של           

2 2

3 3

2

2 3

2

2

5 2 4 2
( ) (2 ( ) (1

14 2 14 2

ln(1 2 ) 0.5 0 8 2
( ) (4 ( ) (3

2 0 12 2

( ) 3 | | 1 (6 ( ) 2 4 | 1| (5

1 1
sin 0 sin 0

( ) (8 ( ) (

0 0 0 0

x x x x x x
f x f x

x x x x

x x x x x
f x f x

x x x x x

f x x x x f x x

x x x x
f x f xx x

x x

 − ≥ − ≥ 
= = 

− < − <  

+ − < <  + ≥ 
= = 

+ ≥ + < 

= + + = + −

 > > 
= = 
 ≤ ≤ 

7

  

)2(  

נתונה הפונקציה  

3 1 1

( ) 1
1

x x

f x
a x

x

 + ≥ −


= 
+ < −



.  

1xהפונקציה רציפה בנקודה  aעבור איזה ער� של הקבוע . א = − .  

  הא� הפונקציה הנתונה על פי הגדרת הנגזרתשקיבלת בסעי+ א בדוק  a �עבור ער� ה. ב

1xגזירה בנקודה  = −.  
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)3(  

נתונה הפונקציה  
3

2

1 0
( )

( 1) 0

x x
f x

x x

 − ≥
= 

− + <
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  3פרק  –פתרונות 
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    4 פרק –תרגילי� 
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  :)גזור פע� אחת 27�29בסעיפי� (את הפונקציות הבאות  פעמיי�גזור   )1(

  
  

2 2 2

2

3 3 3

2 2

2 2

1

2 5 6 2 4
( ) (3 ( ) (2 ( ) (1

2 10 2( 1)

1
( ) (6 ( ) (5 ( ) (4

1 ( 1) 4

ln ln
( ) ln (9 ( ) (8 ( ) (7

1
( ) ln 2 ln 3 (12 ( ) ln (11 ( ) ln (10

2

( ) ( 2) (15 (x

x x x x x
f x f x f x

x xx

x x x
f x f x f x

x x x

x x
f x x x f x f x

xx

f x x x f x f x x x
x

f x x e f x

− + + +
= = =

++

+ = = = − + − 

= ⋅ = =

= + − = = ⋅
−

= + ⋅

( )

2

1

2

2

3 2 3 2

4 3 3 2

2 2 3

2

2

1
) (14 ( ) ln (13

ln

( ) 1 (18 ( ) (17 ( ) (16

( ) cos( ) (21 ( ) sin( ) (20 ( ) (1 ) (19

( ) ln(cos ) (24 ( ) tan( ) (23 ( ) sin (22

sin
( ) 1 (27 ( ) arctan( ) (26 ( ) arcsin

x

x

e f x x
x

f x x f x x f x x e

f x x f x x f x x x

f x x f x x f x x

x
f x x f x x f x

−

= = +

= − = = ⋅

= = = −

= = =

= + = =

( ) ( )ln

(2 3) (25

( ) cos (29 ( ) sin (28
x

x

x
f x x f x x

+

= =
  

  



15 

 

 
   www.GooL.co.il �לכנסו בסרטו� פלאש הילפתרו� מלא 

 © גיא סלומו
 –כתב ופתר 

  

  4פרק  – פתרונות
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  5פרק  –תרגילי� 
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  5פרק  – פתרונות
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  6פרק  –תרגילי� 

  לכלל לופיט



20 

 

 
   www.GooL.co.il �לכנסו בסרטו� פלאש הילפתרו� מלא 

 © גיא סלומו
 –כתב ופתר 

              :חשב את הגבולות הבאי� )1( 

2 2

2 21 5 3

2

3 4 3

3 2

0 1

2

3 20 0

2 50 6
lim (3 lim (2 lim (1

1 2 3 35 9

7 4 2 1 5 3
lim (6 lim (5 lim (4

42 1 1 2

3
1 1

1 2 1
lim (9 lim (8 lim (7

1 1

2 2 2 1
lim (12 lim (11 l

2

n

x x x

x x x

x

x x x

x x

x x

x x x x x

x x x x

x x x x

xx x

e x xx

x x

x

e x x e x

x x

→ →− →

→ → →

→ →∞ →

→ →

− − − −
− + − −

+ − + − + −
−− − + −

− −
− − −

−

− − − − −
0

2

22

20 1

2

2

20 0 0

30 0 0

im ( , 0) (10

1
ln

1ln ( 1) ln 1
lim (15 lim (14 lim (13

1 2 1

sin( ) sin( ) tan
lim (18 lim (17 lim (16

sin( )

1 sin cos tan sin si
lim (21 lim (20 lim

x x

x

x x x

x x x

x x x

a b
a b

x

x

xx x x x

x x x

x

ax ax x

bx bx x

x x x x x

x x

→

→ →∞ →

→ → →

→ → →

−
>

 +
 −+ + − + 

− +

+ − − −
3

2 2

4 3 40 0 0

2 2

2 40 0

2

2 0
0

n
(19

sin sin( ) sin (1 ) 1 cos(1 cos )
lim (24 lim (23 lim (22

arctan( 3 ) ln(cos )
lim tanh (27 lim (26 lim (25

arcsin( 4 )

1 2cosh 2 si
lim (30 (29 lim

2 3 1 cos 2lim

x

x x x

x x x

x x
x

x

x

x x e x x x x

x x x

x x x
x

x x x

x x

x x x

→ → →

→∞ → →

→∞ →→

− − + − −

+
−

+ −
+ + −

2

n
(28

sinh

(ln ) 2ln 3 ln 1
(33 lim (32 (31lim lim

x

xxx x

x

x

x x x x e

x e x→∞→∞ →∞

+ − + +

            

      



21 

 

 
   www.GooL.co.il �לכנסו בסרטו� פלאש הילפתרו� מלא 

 © גיא סלומו
 –כתב ופתר 

2

03 0

0

1

0

2

0

0

ln(sin )
(36 (35 (34

ln(tan )

1
(39 (38 lim ln (37

lim ( 9) ln( 3) (42 lim ln (41 lim(1 cos ) cot (40

1 1 5
lim (45 lim 1 1

sin

1

tan ln

lim limlim

lim lim
x

xx x

x x

x

x

x

x

x

x x

x

x

x

x
x

x x x x x x

x
x x x

e

x
e

x

x x x e
+

+

+ +

→∞

→→ →

→ →∞

→ −

−

→

→∞ →

→∞
⋅

− ⋅ − ⋅ −

 − ⋅ + − 
  

⋅

⋅

[ ]

2

2

10

1

21

10

2
sin

2
20

3
(44 lim ln (43

3

1 1
lim 1 (48 lim ln(3 ) ln(sin 5 ) (47 lim (46

ln 1

lim ( ) ( 0) (51 lim (50 lim 1 (49

1
lim (54 lim (53 lim (2

1

x

x xx

x x

x xx

x

x

x xx

x
x

x

x x x x x
x x

ax a x x x x

x
x

x

+

+

→∞

→∞ →→

−

→ →−∞→

→∞ →→ +

+

 + ⋅   − 

 + + − − − − 

> + + +

 +
 − 

2
4

2
2

2

1
1 1

2

0 0 0

cot tan tan

0 0 0

1

2 cot tan

0 0 0

4) (52

tan
lim(cos ) (57 lim (56 lim(1 tan 3 ) (55

lim( 1) (60 lim (59 lim (sin ) (58

sin
lim (63 lim (1 ) (62 lim ( sin ) (61

x

x
x x

x x x

x x x

x x x

x
x x

x x x

x

x
x x

x

x x x

x
x x x

x

+ +

+ +

−

→ → →

→ → →

→ → →

−

  + 
 

+

  + + 
 

  

כל אחד מהגבולות הבאי� הוא מ� הסוג  )2(
∞ 
 ∞ 
כלל , הראה זאת והסבר מדוע למרות כ� .  

  .לבסו+ חשב את הגבול, לופיטל אינו ישי�

1 2

4 2 3

3 sin 16 4 1
lim (3 lim (2 lim (1

4 cos 2 2

x x

x xx x x

x x x

x x x

+

+ +→∞ →∞ →∞

+ + +
+ +

 

  



22 

 

 
   www.GooL.co.il �לכנסו בסרטו� פלאש הילפתרו� מלא 

 © גיא סלומו
 –כתב ופתר 

  

                                                   

  6פרק  – פתרונות
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  7 פרק –תרגילי� 

  חקירת פונקציה
  

נקודות , תחו� הגדרה ורציפות :חקור את הפונקציות הבאות חקירה מלאה לפי הפירוט הבא )1(
תחומי , נקודות קיצו�, **ומשופעותאופקיות  ,אסימפטוטות אנכיות, זוגיות, *חיתו� ע� הצירי�

  .גר+ , קעירותו תחומי קמירות,  ***נקודות פיתול, ירידהו עליה
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