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  סטודנטי� יקרי�

  

  בהוראתספר תרגילי� זה הינו פרי שנות ניסיו	 רבות של המחבר 

  במכללת, הפתוחה באוניברסיטה, באוניברסיטת תל אביב מתמטיקה

  .שנקר ועוד
  

  שאלות תלמידי� וטעויות נפוצות וחוזרות הולידו את הרצו	 להאיר את

  .הדר� הנכונה לעומדי� בפני קורס חשוב זה
  

  סטודנטי� הלומדי�ל מותא�והוא  2 באלגברה לינאריתהספר עוסק 

  .האוניברסיטאי אריאל במרכז למדעי המחשב מחלקהב
  

  בהתא� לתוכנית, הספר מסודר לפי נושאי� ומכיל את כל חומר הלימוד

  ל בקורס זה חשיבות יוצאת!רגתִ הניסיו	 מלמד כי ל. י�הלימוד

  .ולכ	 ספר זה בולט בהיקפו ובמגוו	 התרגילי� המופיעי� בו, דופ	
  

   www.GooL.co.il לכל התרגילי� בספר פתרונות מלאי� באתר

  שאת�כ�  ,המלווי� בהסבר קולי פלאשבסרטוני  י�מוגש הפתרונות

  ממש כפי, שיטתית ופשוטה, את התהליכי� בצורה מובנית י�רוא

  הפתרו	 המלא של השאלה מכוו	 ומוביל לדר� .שנעשה בשיעור פרטי

  .חשיבה נכונה בפתרו	 בעיות דומות מסוג זה

  
  

  דר� לכ� הסטודנטי� ויוביל אתכ��שספר זה ישמש מורה, היאתקוותי 

  .להצלחה

  גיא סלומו	                                                                                  
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  4...................................לינאריות) טרנספורמציות(העתקות  � 2פרק 
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  1פרק  –תרגילי� 

  לכסו	, וקטורי� עצמיי�, ערכי� עצמיי�

  

  :עבור כל אחת מהמטריצות הבאות) 1(

  

  .מצא מטריצה אופיינית. א    

  .מצא פולינו� אופייני. ב    

  .מצא ערכי� עצמיי� ואת הריבוב האלגברי של כל ער� עצמי. ג    

  .מצא מרחבי� עצמיי� ואת הריבוב הגיאומטרי של כל ער� עצמי. ד    

  .מצא וקטורי� עצמיי�. ה    

  .קבע הא� המטריצה ניתנת ללכסו�. ו    

  כלומר מצא מטריצה , לכס� אותה, מטריצה ניתנת ללכסו�במידה וה. ז    

1P �כ� ש Pהפיכה         AP D−   .מטריצה אלכסונית Dבאשר , =

  .2009Aבמידה והמטריצה ניתנת ללכסו� חשב . ח   

  .הפולינו� המינימלימצא את . ט   

  −1Aהפיכה בטא את  והמטריצהבמידה . קבע הא� המטריצה הפיכה לפי ערכיה העצמיי�. י   

  .בלבד תו� שימוש במשפט קיילי המילטו� I �ו Aבעזרת       

  

     

, ,

1 0 1 1 1 0 0 2 1

0 1 0 (3 0 1 0 (2 0 2 1 (1

1 0 1 0 0 2 0 1 0

2 1 3 2 1 3 0
(6 (5

1 4 4 1 3 1 0 (4

2 2 6F C F R F C F R

A A A

A A
A

= = = =

−     
     = = = −     
     
     

− −    − = =     − = −     
 − − 

   

  

  .Rופע� מעל  Cפתור פע� מעל ז בלבד ו�התייחס לסעיפי� א 5,6בסעיפי� *       

  

  .הגדר את המושג דימיו� מטריצות. א  )2(

  :הוכח כי. מטריצות דומות B �ו A �ידוע ש.  ב      

           1 .| | | |A B=     .2 .( ) ( )tr A tr B=     .3 .ל� A ו � B אותו פולינו� אופייני.  

         

1Pהוכח שא� ) 3( AP B− 1nאז  = nA PB P−=.  
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  2פרק  –תרגילי� 

  לינאריות )טרנספורמציות( העתקות

  

  העתקות לינאריות

  

  .הגדר את המושג אופרטור לינארי .לינארית )טרנספורמציה( הגדר והדג� את המושג העתקה) 1(

  

  .קבע הא� היא העתקה לינארית, עבור כל אחת מההעתקות הבאות) 2(

( )

2 2

3 3

3 2

2 3

3 3

( , ) ( , ) ; : (1

( , , ) ( 2 , 2 ,2 2 3 ) ; : (2

( , , ) (2 ,| |) ; : (3

( , ) ( , , ) ; : (4

( , , ) ( 1, , ) : (5

[ ] ( ) ; : [ ] [ ] (6

( ) ; :

n n n

T

T x y x y x y T R R

T x y z x y z x y z x y z T R R

T x y z x z y T R R

T x y xy y z T R R

T x y z x x y y z T R R

B M R T A BA AB T M R M R

T A A A T M

= + − →

= + − + + + − →

= + →

= →

= + + + →

∈ = + →

= +

( )

( )

( )

1

2 3 2

3 2

1

[ ] [ ] (7

( ) | | ; : [ ] [ ] (8

( ) ; : [ ] [ ] (9

( ) ; : [ ] [ ] (10

( ) ; : [ ] [ ] (11

( ) ( 1) ; : [ ] [ ] (12

( ) '( ) ''( ) ; : [ ] [ ] (13

( )

n n

n n

T

n n

n n

n n

n n

R M R

T A A I T M R M R

T A A A T M R M R

T A A T M R M R

T a bx cx dx a bx cx T P R P R

T p x p x T P R P R

T p x p x p x T P R P R

T p x

−

−

→

= ⋅ →

= ⋅ →

= →

+ + + = + + →

= + →

= + →

( ) ( )

2

2
( ) ; : [ ] [ ] (14

, ; : [ ] [ ] (15

n n
p x T P R P R

F C F R T z z T C F C F

= →

= = = →  
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  :לינארית תהיהההעתקה הבאה ) א� יש כזה( mעבור איזה ער� של הקבוע ) 3(

                    ( )2 2 2 2 2
( , ) , ; :

m m
T x y m x y x T R R= + →   

  

  א� . קבע הא� קיימת העתקה לינארית המקיימת את הנתו�, סעיפי� הבאי�בכל אחד מה) 4(

  .נמק מדוע, א� לא. מצא את ההעתקה וקבע הא� היא יחידה, כ�

  

3. א 3
:T R R→ ש �(1,1,0) � כ (1,2,3), (0,1,1) (4,5,6), (0,0,1) (7,8,9)T T T= = =. 

3. ב 3
:T R R→ ש �(1,0,1) �כ (1,1,0), (0,1,1) (1,2,1) , (0,0,1) (0,1,1)T T T= = =.  

4. ג 3
:T R R→ ש �,1,2) � כ 1,0) (0,1, 1), ( 1,0,1,1) (1,0,0), (0,4,0,2) (2,2, 2)T T T− = − − = = −.  

. ד
2 2

: [ ] [ ]T P R P R→ ש �) �כ ) ( ) ( )2 2
1 4, 4 , 1 1T T x x x T x x= + = − = +. 

  

 תמונה וגרעי	 של העתקות לינאריות

  

T:נתונה העתקה לינארית ) 5( V U→ . הגדר והדג� את המושגי� :  

   .ImT �התמונה של ההעתקה . ב.     KerT �הגרעי� של ההעתקה . א      

  והאיפוס של rankT �השתמש במושגי� הדרגה של העתקה( משפט הממד להעתקות . ג      

  )nullT �העתקה            

  

  :עבור כל אחת מההעתקות הבאות מצא בסיס וממד לגרעי�  ולתמונה) 6(

     

( )

4 3

3 4

4 3

2 2

( , , , ) ( , 4 ,4 4 ) , : (1

( , , ) ( 4 , , , 4 ) , : (2

1 2 3 1

( , , , ) 1 3 5 2 , : (3

2 6 10 4

1 2 1 2
( ) , : [ ] [ ] (4

0 3 0 3

( ) (

T x y z t x y y z t x y z t T R R

T x y z x y z x y y z x z T R R

x

y
T x y z t T R R

z

t

T A A A T M R M R

T p x p x

= + − + + + − →

= − − + − + →

 
  
  = − →   −   

 

   
= ⋅ − ⋅ →   

   

=

( )

2 2

3 3

1) ( 4) , : [ ] [ ] (5

( ) '( ) , : [ ] [ ] (6

p x T P R P R

D p x p x D P R P R

+ − + →

= → 



6 

 

 

   www.GooL.co.il �כנסו לבסרטו� פלאש הילפתרו� מלא 
 © גיא סלומו	 –כתב ופתר 

       

3מצא העתקה לינארית )  7( 3
:T R R→  אשר תמונתה נפרשת על ידי{ }(4,1,4),( 1,4,1)−.  

4מצא העתקה לינארית )  8( 3
:T R R→  אשר הגרעי� שלה נפרש על ידי{ }(0,1,1,1),(1,2,3,4).  

T:נתונה העתקה לינארית . א) 9( V U→ . הוכח כי א�dimIm dimT KerT= אז הממד  

  .זוגי Vשל           

4חד ערכית �הא� תיתכ� העתקה חד. ב      3
:T R R→ ?  

  

  איזומורפיז�, העתקות לינאריות על, ע"ע ולא חח"העתקות לינאריות חח

  

  .והעתקה לינארית על) ע"חח(חד ערכית �הסבר את המושגי� העתקה לינארית חד) 10(

  .מושג איזומורפיז� והעתקה הפוכהכמו כ� הסבר את ה      

  

  הא� היא , עלהא� היא , ע"חחעבור כל אחת מההעתקות הבאות קבע הא� היא ) 11(

  . העתקה הפוכהוהא� קיימת  איזומורפיז�       

  

       

3 3

3 3

2 3

2

2 3

2 3

( , , ) ( , , ) , : (1

( , , ) ( , , 2 ) , : (2

( ) ( , , 2 ) , : [ ] (3

( ) ( ) , : [ ] [ ] (4

T x y z x y z y z z x T R R

T x y z x y z y z x z T R R

T a bx cx a b c a b b c T P R R

a b
T a b c d x a c x dx T M R P R

c d

= − + + − →

= − + + + →

+ + = + + − − →

 
= − + + + − + → 

 

  

  .ע נקראית ג� לא סינגולרית"העתקה חח: הערה

  

 פעולות ע� העתקות לינאריות

  

3תהיינה ) 12( 2
:S R R→ 3 �ו 3

:T R R→  העתקות לינאריות המוגדרות על ידי         :  

                   ( , , ) ( ,4 , 4 ) , ( , , ) ( , )T x y z x x y x y z S x y z x z y= − + − = −  

  :המגדירות את ) א� יש(מצא נוסחאות        

  

      
2 1 2 1 2

(5 (4 4 10 (3 4 (2 (1

(10 (9 (8 (7 (6

ST TS S T S S T

S S T T T− − −

− +
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  3פרק  –תרגילי� 

  מטריצות והעתקות לינאריות

  

   מטריצתו ביחס לבסיס וקטור קואורדינטותכבסיס לפרק זה יש להכיר את המושגי� : הערה

   .בכ� וסקי�ע חמשת הסעיפי� הראשוני� בשאלה הראשונהלפיכ� ). 4פרק (מבסיס לבסיס  מעבר

  מטריצה שמייצגת העתקה

  : 3Rנתוני� שני בסיסי� של ) 1(

      
1 2

{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , { (1,0,1), (0,1,1), (0,0,1) }B B= =  

מצא את וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס . א     
1

B .סמ� וקטור זה ב� [ ]
1B

v.  

מצא את וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס . ב     
2

B .סמ� וקטור זה ב� [ ]
2B

v.  

מצא מטריצת מעבר מהבסיס . ג     
1

B  לבסיס
2

B .2 �סמ� מטריצה זו ב

1

B

B
M  .  

מצא מטריצת מעבר מהבסיס . ד     
2

B  לבסיס
1

B .2 �סמ� מטריצה זו ב

1

B

B
M  .  

  :אשר את הטענות הבאות. ה     

        ( )
1

2 1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2

[ ] [ ] (3 [ ] [ ] [ ] (2 [ ] [ ] [ ] (1
B B B B

M M M v v M v v
B B B B B B B B

−

= ⋅ = ⋅ =  

3:     נתונה העתקה לינארית      3
( , , ) ( , , ) , :T x y z x y y z z x T R R= + + − →  

מצא את המטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס . ו      
1

B .סמ� מטריצה זו ב � 
1B

T  .  

מצא את המטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס . ז      
2

B .סמ� מטריצה זו ב � 
2B

T  .  

  : טענות הבאותאת ה שרא. 1  .ח      
  

                

1 2

2 2 2 1 1 1

1 2

2 1

[ ] [ ] [ ( )] (2 [ ] [ ] [ ( )] (1

(3
B B

B B

B B

T v T v T v T v
B B B B B B

T TM M

⋅ = ⋅ =

   ⋅ ⋅          =

  
3נתונה העתקה לינארית . 2 3

:T R R→.  
           

}ידוע שהמטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס                   (1,0,1), (0,1,1), (0,0,1) }B =  

            

היא                  

1 1 0

1 2 1

2 2 0
B

T

 
   =   
 − − 

)כלומר ? מהי נוסחת ההעתקה .  , , ) (?,?,? )T x y z =.  
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  ?הא� ההעתקה הפיכה . ט     
  

  .חשב את הדטרמיננטה והעקבה של ההעתקה. י     

 

  . מצא ערכי� עצמיי� ווקטורי� עצמיי� עבור ההעתקה .יא     

  ? הא� ההעתקה ניתנת ללכסו� . יב     

יהיו ) 2(
1

B ו � 
2

B  3שני בסיסי� של המרחבR . יהיT  3אופרטור לינארי עלR.   

  

:  נתו� כי     
2

1

1 9 6

1 6 4

1 5 2

B

B
M

− − 
   = −   
 − 

  �ו   
1

29 45 6

20 31 4

13 19 1
B

T

− − 
 = −    
 − 

  

    

1חשב את      

2

B

B
M   ואת 

2B
T  .  

 מצא את המטריצה שמייצגת את ההעתקה) 3(
2 2

1 2
( ) , : [ ] [ ]

3 4
T A A T M R M R

 
= → 
 

  

: לפי הבסיס      
1 1 0 1 0 0 0 0

, , ,
0 0 1 0 1 1 0 1

B
        

=         
        

.  

  

)מצא את המטריצה שמייצגת את ההעתקה ) 4( ) 4 3
( ) '( ) , : [ ] [ ]D p x p x D P R P R= →  

  .4 �של הפולינומי� ממעלה קטנה או שווה ל לפי הבסיס הסטנדרטי     

  

  העתקה מבסיס לבסיסמטריצה שמייצגת 

  

  מצא את המטריצה המייצגת של כל אחת מההעתקות הלינאריות הבאות ביחס לבסיסי� ) 5(

  .nRהסטנדרטיי� של      

2. א      3
( , ) ( , , ) , :T x y x y y x T R R= + − →.  

4. ב      2
( , , , ) (4 , 4 ) , :T x y z t x y z t x y z t T R R= − − + + + + →.  

3תהי ) 6(  2
:T R R→  העתקה לינארית המוגדרת על ידי( , , ) (4 , )T x y z x y z x y z= + − − +.  

}מהבסיס  Tחשב את המטריצה המייצגת את ההעתקה        }1
(1,1,0), (0,1,1),(0,0,1)B =  

}לבסיס  3Rשל        }2
(1,4), (1,5)B 2כלומר את . 2Rשל  =

1

B

B
T  .  

  


