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  3סטטיסטיקה 

  המכללה למנהל - מנהל עסקים 

  

  סטודנטים יקרים

לחוג מנהל עסקים  3בקורס סטטיסטיקה תרגילים  ספרלפניכם 

  .במכללה למנהל

, הספר הוא חלק מפרויקט חדשני וראשון מסוגו בארץ במקצוע זה

 פתרונות מלאיםהקורס באתר כולל . On-lineהמועבר ברשת האינטרנט 

בסרטוני וידאו המלווים  יםמוגש הפתרונות מוגשים .התרגילים לספר

שיטתית , את התהליכים בצורה מובנית יםרואשאתם כך  ,בהסבר קולי

  .שנעשה בשיעור פרטי ממש כפי, ופשוטה

  

שנים  10המנוסה בלימוד בקורס יותר מ , קרן ברוסרד י "הקורס נבנה ע

  .עם הצלחות מוכחות של מאות סטודנטים

  

רוצים , סובלים מלקויות למידה, אז אם אתם עסוקים מידי בעבודה

אנחנו מזמינים אתכם , להצטיין או פשוט אוהבים ללמוד בשקט בבית

  היכנסו עכשיו לאתר, חוויית לימודים יוצאת דופן וחדשה לחלוטיןל

  

  

  אנו מאחלים לכם הצלחה מלאה בבחינות
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  1פרק  -תרגילים 

  

  :הן מערכות שקולותמצא אילו מהמערכות הבאות ) 1(

     

3 (4 2 3 (3 4 7 (2 10 11 (1

2 4 0 1 2 2 0

x y x y x y x y

x y x y x y x y

+ = + = − = − + =

+ = − = − = − − =
  

  

  :רשום את המטריצות המתאימות למערכות המשוואות הבאות) 2(

     

3 (4 2 3 (3 4 7 (2 10 11 (1

2 4 0 1 2 2 0

8 5 3

x x y z x y z x y

x y x z x y x

z t x y z x y

= + + = − + = − + =

+ = − = − = − − =

+ = + + = + =

  

  

  בצע על כל אחת מהמטריצות הבאות את הפעולות הרשומות מתחתיה בזו אחר זו ומצא את  ) 3(

  ).סדר הפעולות הוא משמאל לימין ומלמעלה למטה(המטריצה המתקבלת       

   

11 3 2 2 3 2 2 2 2 1 1 2 1 1

3 3 1 1 32 3 3 3 21 1 2

3 , 3 4 , , 2

,, 35 8

(1(3 (23 4 8 1 4 1 0 2 3 5 1 0

2 3 6 0 1 2 1 0 2 1 4 2

1 4 5 1 0 3 1 1 5 0 2 6

R R R R R R R R R R R R R R R

R R R R RR R R R RR R R

+→ → + → → + ↔ →

→ + ↔↔ → −→ −

− −     
     − −     
     − − − −     

  

  

  מצא איזה פעולה אלמנטרית אחת יש לבצע על המטריצה שמשמאל כדי לקבל את המטריצה ) 4(

  :מימין     

   

(11 2 4 6 3 9

4 1 1 4 1 1

(21 0 4 1 1 0 4 1

4 2 1 1 0 2 17 3

0 1 0 4 0 1 0 4

(31 0 1 0

0 1 4 2

4 4 4 4

− −   
→   

   

− −   
   → −   
   
   

   
   →   
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  .מטריצה מדורגת קנונית ודירוג מטריצות, את המושגים מטריצה מדורגת הסבר והדגם. א)  5(

  ):קנונית מדורגתגם לצורה  1,3,5,7בסעיפים ( מדורגתהבא את המטריצות הבאות לצורה . ב      

    

(11 2 3 2 4 1

2 5 8 1 6 4

1 4 7 5 2 8

− − 
 − − 
 −          

(23 6 3 6 5

2 4 1 2 3

1 2 1 2 1

− 
 − 
 − 

         

(31 2 1 3

1 3 1 5

3 8 4 17

− 
 
 
 
 

            

  

    

(44 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 − 
 −
 

− 

       

(51 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

 
 
 
 − −
 
− − − 

     

(60 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1

 
 
 
 
 
 

  

    

(71 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

3 2 5 1 1

 
 
 
 − − −
 
− − − 

 − − − 

       

(81 3 2 2 3

1 4 3 4 2

2 3 1 2 9

1 3 0 2 1

2 5 3 2 1

1 5 6 6 3

− 
 − 
 − −
 
 
 
  − 

      

*( 91 1

1 2

2 1 3

F , F

i

i i

i i

+ 
 + 
 + + 

= =ℂ ℝ

  

  . ℂופעם מעל השדה  ℝעליך לדרג את המטריצה פעם מעל השדה , 9בתרגיל *       

  

).     על ידי דרוג, כלומר(פתור את מערכות המשוואות הבאות בשיטת גאוס ) 6(

1 2 3

1 2 3

1 2 3

8 4 10 (3 4 8 20 (2 2 3 8 (1

6 3 1 3 6 14 5 4 3

2 3 3 (6 2 3 11 (5 2 3 5 (4

4 6 16 8 2 3 5 3 2 2 5

3 2 17 1 3 2 10 6 2 32

3 2 1 (9 4 7 0 (8 3 2 (7

9 6 3 8 14

x y x y x y

x y x y x y

x y z x y z x x x

x y z x y z x x x

x y z x y z x x x

x y x y x y

x y x y

− = + = + =

− + = + = − = −

+ + = + + = − − − =

+ + = + − = − − + =

+ + = + − = − − =

− = − = + =

− + = − −

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 1

6 4 2 16 28 4 2

2 2 2 (12 5 4 13 3 (11 2 3 2 2 (10

3 2 5 3 2 5 2 2 5 8 6 5

2 5 3 4 2 2 3 4 0 6 8 10 4 8

2 8 12 0

x y

x y x y x y

x y z x x x x x y z t

x y z x x x x x y z t

x y z x x x x x y z t

x y z

= + = −

− = − + = − = −

+ + = + + − = + − + =

− − = − + + = + − + =

− + = − + + − = + − + =

+ + =
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  :יש למערכות הבאות) אם יש כאלה( kמצא לאילו ערכי ) 7(

  .אינסוף פתרונות. ג.     אף פתרון. ב.     פתרון יחיד. א     

  

     

2 2

2 2

2 0 (3 1 (2 1 (1

3 2 1 5 7 ( 3) 1

9 5 2 1 3 ( 3) 3

3 2 (6 1 (5 2 0 (4

4 ( 2) 2 2 0

3 (2 ) 0 ( 1) 9 5 (1 ) 1

x ky z x ky z x y z

x y kz x y kz x y k z k

x ky z kx y z x y k z

x ky z kx y x y z

kx y z k x ky x y z

x y k z k z x k y k z

+ + = + + = − + =

+ + = + + = − + + = +

+ + = − + + = − + + =

+ + = − = − + =

− + = − + = − + − =

+ + + = − = + − + =

  

  

  :יש למערכות הבאות) אם יש כאלה( kמצא לאילו ערכי ) 8(

  .אינסוף פתרונות. ג.     אף פתרון. ב.     פתרון יחיד. א     

  

     

2 2

2

3 4 2 (3 2 3 1 (2 2 3 (1

2 1 4 ( 5 ) 2 ( 3) 2 5

8 3 6 3 7 2

2 6 2 0.5 1

x y z x y z x ky

kx y z x k k y z k k x y k

x y z k x ky k

x y z k

+ − = − + = + =

− + = − + − + = + + = +

+ − = + = +

+ − = +

          

        

  :יש למערכות הבאות) אם יש כאלה( bושל  aמצא לאילו ערכים של ) 9(

  אינסוף פתרונות. ג.     אף פתרון. ב.     פתרון יחיד. א     

    

1 (3 2 4 1 (2 2 4 (1

2 4 4 7 10 16 7

3 2 1 2 4 0 2 3 1

2 6 2

x y z t x y az x y z b

ax y z t b x y z x y z

x y at a x y z x ay z

x y z b

+ − + = + + = − + − =

+ + + = + + = − − + =

+ + = + + − = − + =

+ + = −

  

  :מערכת המשוואותנתונה ) 10(

                                        

1

2 2

3

x az

y z

bx cy dz

+ =

+ =

+ + =

  

,מצא תנאי עבור . א        , ,a b c d כך שלמערכת יהיה פתרון יחיד.  

,מצא תנאי עבור . ב        ,b c d  כך שלכלa למערכת יהיו אינסוף פתרונות.  
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  .       F השדהפתור את מערכת המשוואות הבאה בשיטת גאוס מעל ) 11(

       

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 3

5

(1 ) 1 4 (2 2 3 1 (1

(1 ) 2 2 4 4 2

( 1 3 ) (3 ) (2 4 ) 5 3 0

,

z iz i z i x x x

iz z i z i x x x

i z i z i z i x x

+ + − = + + + =

+ + + = + + + =

− + + − + + = − + =

= = =F F Fℂ ℝ ℤ  

2:   נתונה המערכת) 12( 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

+ − =


− + + = −
 − + + =

  

  .רשום את המטריצה המתאימה למערכת המשוואות. א       

  .רשום את הצורה המדורגת של המטריצה מסעיף א. ב       

  .אינסוף פתרונות. 3.     אף פתרון. 2.     פתרון יחיד. 1:  יש למערכת kמצא לאילו ערכי . ג       

  .רשום את הפתרון הכללי במקרה בו יש אינסוף פתרונות. ד       

.יש למערכת פתרון שבו  kמצא לאילו ערכי . ה        0z =   

.יש למערכת פתרון יחיד שבו  kמצא לאילו ערכי . ו        0z =  

,1)פתרון של המשוואה השלישית הוא  kמצא עבור איזה ערך של . ז          האם ייתכן . (2,3

  .הסבר? ל הוא גם פתרון של כל המערכת"שהפתרון הנ           

  .הוא הפתרון היחיד של המערכת k ,(1,0,0)מצא לאיזה ערך של . ח       

  

  שלפניך רשת זרימה המתארת את זרם התנועהבאיור ) 13(

  .של מספר רחובות בתל אביב) במכוניות לדקה(        

  .מצא את תבנית הזרימה הכללית של הרשת. א        

  מצא את תבנית הזרימה הכללית של הרשת אם. ב        

  .סגור 4xידוע שהכביש שהזרם שלו             

4 -אם ידוע ש 1xמהו הערך המינימלי של . ג          0x = .  

   

  ):חוקי קירקהוף וחוק אוהם(מצא את הזרמים במעגלים החשמליים הבאים ) 14(
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  .לינאריותתמצא שאלות נוספות הנוגעות בנושא מערכת משוואות ) דטרמיננטות( 3בפרק * 

  

  1פרק  -פתרונות 

  

  .שקולות) 4 - ו) 2 -שקולות ו) 3 -ו) 1 )1(

(4 (1(21 0 0 0 3 1 4 1 7 1 10 11(32 1 1 3

2 1 0 0 4 1 1 0 1 2 2 01 0 1 0

0 0 1 1 8 1 1 1 5 1 1 3

(2)− −      
       − − −−      
     
     

(3 (1(20 0 4 4 4 1 0 2 9 2 6 8

0 5 4 2 0 3 1 1 3 5 1 0

1 4 5 1 0 0 1 5 4 2 8 2

(3)−     
     − − −     
     − −       

)4( 
2 2 1 2 2 1 1 1 22 4 (2 4 (2 2 (1R R R R R R R R R→ + → − → +  

  .ב) 5(

(11 2 3 2 4 1

0 1 2 3 2 2

0 0 0 1 2 3

− − 
 − − 
 
 

  -ו  

1 0 1 0 24 21

0 1 2 0 8 7

0 0 0 1 2 3

 
 − − − 
 
 

  

(21 2 1 2 1

0 0 3 6 1

0 0 0 0 0

− 
 − 
 
 

    

(31 2 1 3

0 1 2 2

0 0 3 4

− 
 
 
 
 

  -ו  

17
3

2
3

4
3

1 0 0

0 1 0
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 − 
 
 

   

(41 3 1 2

0 11 5 3

0 0 0 0

0 0 0 0

− 
 − 
 
 
 

    

(51 2 1 3 5

0 1 1 5 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

 
 − − 
 
 
 

  -ו  

1 0 1 0 0

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

− 
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(60 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

    

(71 2 1 3 5

0 1 1 5 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 
 − − 
 
 
 
 
 

  -ו  

1 0 1 0 0

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− 
 
 
 
 
 
 
 

  

(81 3 2 2 3

0 1 1 2 1

0 0 2 0 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− 
 − − 
 −
 
 
 
  
 

    

(91 1 1 1

1 2 , 0 0

0 0 0 0

F F

i i

i i

+ +   
   +   
   
   

= =ℝ ℂ

  

)6(  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 3

, (5 2 , ) (2 , (1, 2) (1

(4 (3

, , 1 7 ,2 2 , (6 , , 1, 3, 2 (5

(8 , ( 1,1) (7

1 2
, , , 2 ,1 2 2 , , (10 , ( , ) (9

3

, , 2,1, 1 (12 (11

x y t t x y

x y z t t t x x x

x y

t
x y z t a b a b a b x y t

x y z

φ φ

φ

φ

= − =

= − − + = − −

= −

+
= − + + − =

= −  

)7(  

,1. א) 1 2k k≠ ≠ 1k. ב   − 2k. ג   = = ,1. א) 2             − 2k k≠ ≠ 2k. ב   − = 1k. ג   − =           

4. א) 3
71,k k≠ − 4. ב   ≠

7k 1k. ג   = = ,1. א) 4            − 0.4k k≠ ≠ ,1. ב − 0.4k k= = −  

,1. א) 5 2k k≠ ± ≠ ,1. ב   − 2k k= ± = −   .  

,1. א) 6 3, 2k k k≠ − ≠ − ,1. ג   ≠ 3, 2k k k= − = − = .  
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1k. א) 1 )8( = 1k. ב   − ≠ 1k. ג   ± 3k. ב) 2        = 3k. ג   = 1k. א) 3      ≠ 1k. ב   ≠ =        

)9(  

2a. א) 1 ,2. ב   ≠ 3a b= ≠ ,2. ג   − 3a b= = −        .  

2.5b. ב) 2 6aאו  ≠ ≠ ,6. ג   − 2.5a b= − =.  

,2. ב) 3 2a b= ,2. ג   ≠ 2a b= 2aאו  = ≠ .  

2ab.א )10( c d+ ,0 .ב    ≠ 1.5, 3b c d= = =   

)11 (

1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) (2,3, 1) , ( , , ) (( 1 ) 1 ,3, ) (2 ( , , ) (0,3,0) (1
F F

z z z z z z i t i t x x x
= =
= − = − + + + =
ℝ ℂ  

2. א )12( 2

1 1 1 1

3 7 1 1

4 6 2 4

k k

k

− 
 − + − 
 − + 

2. ב    2

2 2

1 1 1 1

0 10 4 4

0 0 2 4

k k

k k k

− 
 − + − 
 − + + − 

  

2. 1. ג         , 1k k≠ ≠ −  .2 .1k = −  3 .2k =  

). ד         ) ( ), , 1 0.2 ,0.8 ,x y z t t t= +  

2k.  ה         = 2k. ו          ± = 2k. ז          − 2k. ח.          לא,  = = −  

. א )13(
3x ו - 

5x חופשיים .
1 3 5100x x x= + −  ,

2 3 5100x x x= − + ,
4 560x x= − .  

. ב       
3

xחופשי .
1 3

40x x= +  ,
2 3

160x x= − ,
4

0x = ,
5

60x =.  

 . 40.  ג       

1. א )14( 2 3

255 97 158
, ,

317 317 317
I I I= = 1. ב.   = 2 3

5 7 6
, ,

22 22 11
I I I= − = = 
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  2פרק  -תרגילים 

  מטריצות

4: נתונות מטריצות) 1( 6 4 6 6 2 4 2 6 4, , , ,A B C D E× × × × ×.  

  במידה והמטריצה מוגדרת רשום את סדר . קבע מי מבין המטריצות הבאות מוגדרות     

  . המטריצה     

     

(5 (4 (3 (2 (1

( ) (10 ( ) (9 (8 ( ) (7 ( ) (6
T T

B AB AE B AC D AB A B

E B A E AC E B E A D E B A

+ − − +

− + +
  

,מצא את ) 2( ,x y z  ,אם ידוע כי :  

    

2 3 2 2 2 5

2 5 2 8 4 3 12

x y x y z z

x y x y z z

+ − − +   
=   − + − − −   

  

  :נתונות המטריצות הבאות) 3(

     

2 3

4 0 1 4 2 4 1 1
4 1 1 4 2

1 2 , , , 1 0 1 , 1 0 1
0 2 4 1 5

1 1 4 2 10 4 1 1

1 0 0
1 0

, 0 1 0
0 1

0 0 1

A B C D E

I I

     
        = = = = − = −        −        − −     

 
   = =      

 

  

  ) :במידה וניתן(חשב     

    

( )

( )

2

3 3

2

2 2 (5 2 4 (4 5 (3 (2 (1

1 1
(10 (9 (8 (7 4 (6

2 4

T T T

tr D E D EI C E D I E D

DABC tr C C I BC A C C A

− + − + +

+ +
  

  המבטאות את מערכת המשוואות  b -ו A  ,xבכל אחד מהסעיפים הבאים מצא מטריצות  )4(

Axי המשוואה היחידה "הנתונה ע       b= .  

       

2 3 1 (2 2 3 (1

4 2 4 2 4 5

1 6 4 2

4 2 10

x y z t x y z

x y z x y z

y z t x y z

x z y

− + + = + − =

+ + = + − =

+ + = + + =

− − =
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  :נתון )5(

              

4 2 4 1

1 1 1 2

1 6 3 3

x

A x y b

z

−     
     = − = =     
     −     

  

  :בטא כל אחת מהמשוואות הבאות כמערכת משוואות לינאריות     

    2 3 (5 (4 (3 4 (2 (1T
A x x b Ax x Ax kx b Ax x b Ax b= + = = − + = + =  

TAתיקרא סימטרית אם  Aמטריצה ריבועית ) 6( A= סימטרית אם - ואנטיTA A= −.  

  :מי מבין הבאים נכון. מטריצה ריבועית A -ידוע ש.  א     

          1 .TAA2.     סימטרית .TA A+ 3.   סימטרית .TA A− סימטרית- אנטי   .  

  :מי מבין הבאים נכון. סימטריות מאותו סדר-אנטי B - ו A -ידוע ש.  ב     

          1 .BABABA 2. 2.      סימטרית- אנטי 2A B− 2. 3.    סימטריתA B+ סימטרית.  

ABסימטריות מאותו סדר ונתון כי  B -ו A -ידוע ש.  ג      BA=   :מי מבין הבאים נכון. −

          1 .3AB 2. 2.         סימטרית- אנטיAB 2. 3.         סימטרית( )A B− סימטרית.  

ABאנטי סימטרית מאותו סדר ונתון כי  B -סימטרית וA -ידוע ש.  ד      BA= .הוכח:  

          1 .AB 2.         סימטרית- אנטי .AB B+ סימטרית- אנטי      .  

,: נתון.  ה       ,A B AB 4הוכח כי . סימטריות מאותו סדר 4 4 4A B B A= .  

  .בדוק תשובתך על ידי כפל מטריצות מתאים. מצא את ההפוכה של כל מטריצה) 7(

   

(3 (2 (14 1.5 5 2 1 2

2 1 7 3 3 4

(6 (5 (42 1 1 2 1 1 1 0 2

3 2 2 0 2 1 4 1 8

5 3 4 5 2 3 2 1 3

(9 (81 1 0 1 1 4 2 4 1 0 0 0

4 2 2 3 1 2 1 0 1 2 0 0

2 1 2 1 0 1 1 1 1 2 3 0

4 0 2 2 1 3 1 2 1 2 3 4

     
     
     

−     
     − − −     
     −     

     
     −     
     − −
     

− − −     

(7
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2: הפיכההמטריצה הבאה  kעבור אילו ערכים של הקבוע . א) 8(

1 1 1

5 7 3

3 1 3

k

k

− 
 − + 
 − + 

                                                                 .

: איננה הפיכההמטריצה הבאה  kעבור אילו ערכים של הקבוע . ב     

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

 
 
 
 
 
 
 
 

                           .                                                                                 

  :פתור את מערכות המשוואות הבאות בעזרת המטריצה ההפוכה) 9(

    

4 2 4 1 (2 2 3 (1

2 0 3 2 2 5

1 5 3 4 11

3 2 0

x y z t x y z

x y z x y z

y z t x y z

x y z t

+ + + = − + =

+ − = − + =

+ + = − + =

+ − − =

  

  :Xוחלץ את nהנח שכל המטריצות הן הפיכות מסדר . א) 10(

            
1 1 1

1 1 1 1 2

(3 (2 (1

(6 ( ) (5 ( ) (4

T

T T T

P X P A A XC A DC AXC D

ABC X BA C AB A AX X C C A X D I

− − −

− − − − −

= = =

= − = + =
       

נתון . ב       
1 2

4 9
B

 
=  

 
)אם ידוע כי  Xחשב את .  ) 12 2B X B B I

−
= +.  

1נתון . ג       

1 0 2

4 1 8

2 1 3

B−

 
 = − 
 
 

1TBYBאם ידוע כי  Yחשב את .  B B−= +.  

1נתון . ד       
2 3

4 7
A−  

=  
 

)אם נתון  Bחשב את .  ) ( )2 2
5 2 7T

A B I A A
− −

+ =  

2מטריצה ריבועית  המקיימת  A: נתון. א) 11( 5 2 0A A I− − = .  

  . I - ו Aבמונחי  −1Aהפיכה ובטא את A: הוכח            

)מטריצה ריבועית  המקיימת  A: נתון.  ב        3 )( 2 ) 0A I A I− + = .  

  . I - ו Aבמונחי  −1Aהפיכה ובטא את A: הוכח            
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3: נתונים. ג         2( ) 4 20 48p x x x x= − − + ,

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 = − 
 − − 

.  

)חשב את . 1             )p A .  

   Aבעזרת  −1Aוהפיכה ובטא את  A -הוכח  ש) ולא בדרך אחרת( 1בעזרת תוצאת סעיף . 2            

  .בלבד I -ו                 

4מטריצה ריבועית המקיימת  A: נתון) 12( 0A =.  

  .לא הפיכהAהוכח כי . א       

Iהוכח כי המטריצה  . ב        A− הפיכה ומצא את ההופכית שלה.  

: נתון) 13(
1

1

P AP B

Q BQ C

−

−

 =


=
1D  - כך ש Dהוכח כי קיימת מטריצה הפיכה .  AD C− =.  

  .מאותו סדר והפיכות, הנח שכל המטריצות הנתונות ריבועיות*        

  :לסטודנטים המכירים את המושג דימיון מטריצות ניתן לנסח את השאלה כך**         

  כלומר יחס הדימיון( C - דומה ל Aאז  C -דומה ל B -ו B -דומה ל Aאם : הוכח             

  ).הוא יחס טרנזיטיבי             

  

  הערה

  .תמצא שאלות נוספות הנוגעות למטריצה ההפוכה) דטרמיננטות( 3בפרק 
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  2פרק  - פתרונות

(5 (4 4 2 (3 (2 4 6 (1

6 6 (10 6 4 (9 (8 6 2 (7 6 6 (6

× ×

× × × ×

(1)
  

( ) ( ), , 2,1, 1x y z = − (2)  

(4 (1(218 12 8 4 3 1 5 5 3(35 20 10

2 0 2 2 1 2 0 0 020 5 25

24 8 16 0 1 10 8 3 9

(68 16 230 (5(72.25 1.5 0(88 17 13
17 61 1.25 1.758 2 10
7 21

(32 82 22

48 87 75

48 108 36

− −      
      − −      
     − −     

          − − −   
 

− − 
 
 
 − − 

(3)

10 63 (9

  

2 1 1 3

1 2 4 5 (1

4 4 1 2

2 3 1 1 1

4 1 2 0 4
(2

0 1 1 1 1

1 2 4 0 10

x

A x y b

z

x

y
A x b

z

t

−     
     = − = =     
     
     

−     
     
     = = =
     
     

− −     

(4)

  

(4 ) 2 4 1 (3 2 4 1 (2 4 2 4 1 (1

( 1) 2 5 2 2

6 (3 ) 3 6 3 6 3 3

2 3 (5 3 2 4 0 (4

2 3 6 6 2 0

4 9 6 2 0

k x y z y z x y z

x k y z x y z x y z

x y k z x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

+ − + = − + = − + =

+ − + = − + = − + =

− + + = − − = − + ==

+ + = − + =

− − − = − + =

+ + = − + =

(5)

  

  1,2,3. ג     2.ב     1,2,3. א )6(
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)7(  

(3 (2 (11 1.5 3 2 2 1

2 4 7 5 1.5 0.5

(6 (5 (42 1 0 8 1 3 11 2 2

2 3 1 5 1 2 4 1 0

1 1 1 10 1 4 6 1 1

(97 2 3 1 7 10 20 4

10 3 5 2 2 3 6 1

10 3 4 1.5 3 5 8 2

4 1 2 1 1 2 3 1

− −     
     − − −     

− − − −     
     − − −     
     − − − − −     

− − − −   
  − − − −  
  − − − −
  

− − − −   

1 1
2 2

1 1
3 3

1 1
4 4

(7(8 1 0 0 0

0 0

0 0

0 0

 
  − 
  −
 

− 

  

)8( 1 (1, 2k k≠ ≠ −      .2 (1, 4k k= = −
  

)9( 1 (( , , ) (1, 2,3)x y z =  .2 (( , , , ) ( 13, 4, 5, 2)x y z t = − −  
  

1. 1. א )10(    1A DC− −     .2 .D      .3 .( )1
T

T T
P A P

−      .4 .2CD A− .  

            5 .( ) 1
1

A C A
−−+      .6 .1( )T T T

BA C B BC
−  

.  ב        
5 1

4
2 1

X
− 

=  − 
.  ג        

22 86 38

64 246 114

60 238 100

Y

 
 =  
 
 

. ד       
264 4501

448 768245
B

 
=  

 
  

1. א  )11( 0.5 2.5A A I− = 1. ב     − 1 1
6 6

A A I
− = −.  

. 1. ג         

0 0 0

( ) 0 0 0

0 0 0

f B

 
 =  
 
 

   ,2 .1 21 1 5

48 12 12
B B B I

− = − + +.  

1. ב  )12( 2 3( )I A I A A A
−− = + + +  
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  3פרק  -תרגילים 

  דטרמיננטות

  ):עמודה/פיתוח לפי שורה(חשב את הדטרמיננטה של המטריצות הבאות על ידי הורדת סדר ) 1(

(3 (2 (14 1.5 5 2

2 1 7 3

(6 (5 (42 1 1 2 1 1 1 0 2

3 2 5 0 2 1 4 1 8

0 2 0 1 0 0 2 0 3

(9 (8 (4 0 0 5 1 0 2 5 1 0 0 0

1 7 2 4 2 0 6 0 1 2 0 0

4 0 0 0 5 3 7 4 1 2 3 0

1 4 1 1 2 0 5 44 1 2 3 4

a b

c d

−     
     − −     

     
     − −     
     
     

     
     − −     
     −
     

−     

7

(11 (104 0 7 5 0 1 9 8 3 4

0 0 3 0 0 3 0 5 0 2

7 2 1 5 9 2 4 1 0 3

3 0 4 2 1 4 1 7 0 2

5 0 8 3 2 0 0 1 0 0

   
   −   
   − −
   

−   
   − − −     

  .הדטרמיננטה של המטריצות הבאות על ידי דירוגחשב את ) 2(

(3 (2 (11 1 3 0 1 3 3 4 1 3 0 2

1 0 2 4 0 1 2 5 2 5 7 4

1 2 8 5 2 5 4 3 3 5 2 1

3 1 2 3 1 2 1 1 2 2 2 1

(61 3 1 0 2 1 2 1 0 2

1 5 5 1 8 3 4 5 1 8

0 0 2 3 9 0 0 2 3 9

0 0 0 4 1 0 0 3 1 0

0 0 0 2 7 0 0 5 2 7

− − −     
     − − −     
     − −
     

− − − − − − −     

− − − −   
   − − − − − −   
   
   

−   
   
   

(5 (41 3 1 0 2

1 5 5 1 8

2 6 2 3 9

3 7 3 8 7

3 5 5 2 7

− − 
 − − − 
 − −
 

− − 
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:    חשב את הדטרמיננטה של המטריצות הבאות על ידי שילוב של הורדת סדר ודירוג) 3(

(3 (2 (12 5 4 1 1 2 3 0 2 5 3 1

6 12 10 3 3 4 3 0 3 0 1 3

6 2 4 0 5 4 6 6 6 0 4 9

6 7 7 0 3 4 7 3 6 15 7 2

− − −     
     −     
     − − − −
     
− − −     

  

  :הראה שהדטרמיננטה של המטריצות הבאות שווה אפס, ללא חישוב) 4(

2 2

2 2

2 2

(3 (2 (112 15 18 1 2 3 1 0 2

13 16 19 4 5 6 7 0 12

14 17 20 5 7 9 3 0 2

(6 (5 (4sin cos 1

sin cos 1

sin cos 1 1 1 1 1

3 1 4 5 0 1 12

14 4 1 4 1 8 4

3 5

x x a a x a y y z z x y x

y y b b x b y x y z

z c c x c y

     
     
     
     
     

  + + + + +   
     + +     

     + +    

− −

− −

(7

2 0 4 1 3

4 2 1 1 0 6 6

21 2 3 4 5 6 1

2 5 7 4 2.5 1 1.5

11 2 6 9 1 3 4

 
 
 
 − − −
 

− − 
 −
 

− − − − 
 − − −   

4: נתון) 5(

a b c

d e f

g h i

  :חשב. =

  

הוכח כי . א) 6(

2

2

2

1

1 ( )( )( )

1

a a

b b b a c a c b

c c

= − − −    

(12

2

2

a g d d

b h e e

c i f f

+

+

+

  

(22 3 2 4

2 3 2 4

2 3 2 4

a d d g a

b e e h b

c f f i c

− +

− +

− +

  

(30 3 3 3

0 3 3 3

0 3 3 3

1 0 0 0

g d a a d

h e b b e

i f c c f

+ + 
 + + 
 + +
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הוכח כי .  ב     

2 3

2 3

2 3

2 3

1

1
( )( )( )( )( )( )

1

1

x x x

y y y
y x z x t x z y t y t z

z z z

t t t

= − − − − − −  

  

  

  

  חשב את הדטרמיננטה של  .nנתונה מטריצה ריבועית מסדר , בכל אחד מהסעיפים הבאים) 7(

  :המטריצה הנתונה     

1 1 (1

0 1
ij

i j

i j
a

j i j

j i j

= =
 = ≠

= 
<

− >

  

1 (2

1,

0  אחרת 

ij

j i j

a n i j n

= +


= = =



  

1 1 (3

0  אחרת 
ij

i j n
a

+ = +
= 


  

(4

 אחרת 
ij

a i j
a

b

=
= 


  

  

  

  
*( 7

1

1

ij

a i j

a b i j

c j i

 =


= = +
 = +

  

(51 1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3

1 2 3 n

 
 
 
 
 
 
 
 

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

  

(61 1 1 1

1 3 3 3

1 3 6 6

1 3 6 3( 1)n

 
 
 
 
 
 
 − 

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

  

,3הנח כי . ב. מצא נוסחת נסיגה עבור הדטרמיננטה. א):  7בסעיף *       1, 2a b c= =   : ומצא =

20nאת הדטרמיננטה כאשר. 2.   ביטוי סגור עבור הדטרמיננטה. 1         =.  

  :חשב) 8(

                

2 1 2 1 1 3 1

a b c d e a b c d e

f g h i j f g h i j

k l m n o k l m n o

p q r s t p q r s t

a b x y a b c d x e y

+

+ − − − − − −

  

| ,    3מטריצות מסדר  B -ו A: ניםנתו) 9( | 4 , | | 2A B=   :חשב.  =
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     2 2 3 2 3 1
| 2 | (4 | | (3 | 4 | (2 | | (1

T T T
A A adjB A B A A B ABA B

− −− −  

  

1: נתון. א) 10(
( )PQ APQ B

− |: הוכח = | | |A B=.  

2 ,  4מסדר  הפיכות מטריצות B -ו A :נתונים. ב        3 0AB I+ =    , | | 2A =  .  

|חשב את             |B.  

2 ,  3מסדר  הפיכות מטריצות B - ו A :  נתונים .ג        1
3 0 , 2 0A B B A

−+ = − =  .  

|: חשב את            |, | |A B.  

1.  1: הוכח. ד        1
| |

| |
A

A

− =        2  .( ) 1
| |

n

nxnadj A A
−=  .  

| -הוכח ש. מטריצה אנטיסימטרית מסדר אי זוגיAכי  נתון. ה        | 0A =.  

|,  nמטריצה מסדר  A : ניםנתו. ו        | 128A = , 22 TAB B A= .מצא את n .  

) :ניםנתו. ז        ) ( ) 1
3

det 2, det
nxn nxn

A B= 21 :חשב. =
det

3

n nB A− 
 
 

.  

  :פתור את מערכות המשוואות הבאות בעזרת כלל קרמר) 11(

       

2 5 8 (3 3 (2 2 5 (1

2 6 8 4 8 21 3 4 11

5 3 7 4 5 2 3 8

2 5 44 51

x z t x z x y

x y x y z x y

x y z t x z

x y z

+ + = + = + =

− − = − + + = + =

+ − + = + =

+ + =

  

  : נתונה מערכת המשוואות) 12(

                                                

1

1

1

1

1

kx y z t r

x ky z t r

x y kz t r

x y z kt r

x y z t kr

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

  

  ?למערכת פתרון יחיד  kעבור איזה ערך של . א        

למערכת פתרון יחיד שבו  kעבור איזה ערך של . ב        
1

2
x =?  

עבורו למערכת פתרון יחיד שבו  kהאם קיים . ג        
1

5
x =?  
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xהוכח שאם למערכת פתרון יחיד אז בהכרח . ד         y z t r= = = =  

)עבור כל אחת מהמטריצות הבאות חשב את הצמודה הקלסית ) 13( )adj A  1ובעזרתה אתA−.  

(11 2

3 4
A

 
=  

 
  

(22 1 1

0 2 1

5 2 3

A

 
 = − 
 
 

  

(31 4 2 4

1 2 1 0

0 1 1 1

1 3 1 2

A

 
 − =
 
 

− − 

  

      
  

  

  

  :נתון) 14(

                    

9 26 1 14 10

13 7 87 4 0

71 35 3 0 0

17 2 0 0 0

2 0 0 0 0

A

− − 
 − 
 =
 
 
 
 

   .  

):   חשב        ) ( )1

1,51,5
(2 (1A adjA−  

|הוכח שאם . א) 15( | 1A   הם גם  −1Aאזי כל איברי , הם מספרים שלמים Aוכל איברי  =

  .מספרים שלמים             

  . משולשית תחתונה−1A -הוכח ש. מטריצה משולשית תחתונה והפיכהA- נתון ש. ב       

)הוכח שגם . הפיכהA- נתון ש. ג         )adj A  וגםTAהפיכות.  

A,: נתון. ד         B הפיכות .,C D לא הפיכות.  

5): האם המטריצות הבאות הפיכות              (4 (3 (2 (1AB CD AD A B C D+ + ?  

  :עבורם המטריצה הבאה לא הפיכה kמצא את ערכי ) 16(

                                                                                        2

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 4 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

k

k k k k

 
 
 
 − +
 

− 
 − − − 
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  :חשב את שטח המקבילית שקודקודיה. א) 17(

            1 .(0,0), (5,2) , (6,5) , (11,6)     2 .( 1,0) , (0,5) , (1, 4) , (2,1)− −.  

,(0,0,0): חשב את נפח המקבילון שקודקודיו. ב        (1,0, 2), (1, 2, 4), (7,1,0)−.  

,3,3): מצא משוואת מישור העובר דרך הנקודות. ג        2), ( 1,3,1), (1,1, 1)− − −.  

,1): חשב את שטח המשולש שקודקודיו. ד        2), (3, 4), (5,8) .  

 .בדטרמיננטותבכל אחד מהסעיפים בתרגיל זה עליך להשתמש : הערה

 

 

 

  3פרק  -פתרונות 

  

)1(  1 (ad bc−    .2  (29    .3  (1 -   .4  (1 -   .5  (3 -   .6  (14 -   .7  (24   .8  (234   .9  (300-   .10 (9.  

11  (6     .)2(  1  (0   .2  (0   .3  (3   .4  (24   .5  (44   .6  (104     .)3(  1  (120   .2  (114   .3  (6     .  

)5(  1  (8 -   .2  (16   .3  (9     .)7  (1  (!n   .2  (1
( 1) !

n
n

−−   .3  (
(3 1)

2( 1)
n n+

−   .  

4  (1( ) [ ( 1) ]na b a n b−− + −   .5  (1   .6  (22 3n−⋅   .  

2. א)  7 3

2 3, 2D a bc D a abc= − = − ,
1 2n n nD aD bcD− −= −.  

12. 1.ב 1n

nD
+= −   .2  .21

20 2 1D = −      .)8(  0     .)9(  1  (4   .2  (213    .3  (8 -   .4  (211 -.  

|.  ג.   81/32.  ב  )10( | 18, | | 2 / 3A B= = ,4n     .)11(  1  (1.  ז.   7.  ו.   − 2x y= =.  

2  (1, 1, 2x y z= = =   .3  (1x y z t= = = ,1. א  )12(.     = 4k k≠ ≠ 2k.  ב.   − = −.  

  .     לא.  ג

1

(14 2
( )

3 1

2 1

1.5 0.5

adj A

A
−

− 
=  − 

− 
=  − 

(13)

  
1

(28 1 3

( ) 5 1 2

10 1 4

adj A A
−

− − 
 = = − 
 − 
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1

(37 10 20 4 7 10 20 4

2 3 6 1 2 3 6 1
, ( )

3 5 8 2 3 5 8 2

1 2 3 1 1 2 3 1

A adj A
−

− − − −   
   − − − −   = =
   − − − −
   

− − − −   

  

0k  )16(.     כן)  5.   לא)  4.   לא)  3.   לא)  2.   לא)  1  )15(.     0.5)  2.   240)  1  )14( =  .       

3.  ג   22.  ב.   14.  2.א.   13.  1.א  )17( 4 2 0x y z− + +   .2.  ד.   =
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  4פרק  -תרגילים 

  מרחבים וקטוריים

  :סימונים

nR- המרחב הוקטורי של כל הוקטורים הממשיים ממימדn  מעל השדה הממשיR .  

[ ]n
M R -  המרחב הוקטורי של כל המטריצות הריבועיות מסדרn  מעל השדה הממשיR.  

[ ]n
P R- המרחב הוקטורי של כל הפולינומים ממעלה קטנה או שווה ל- n דה מעל השR.  

[ ]F R-  המרחב הוקטורי של כל הפונקציות הממשיות( : )f R R→  מעל השדהR.  

  מרחבים-תת

  :3Rתת מרחב של  Wבכל אחד מהסעיפים הבאים בדוק האם ) 1(

)}.  א      , , ) | 0}W a b c a b c= + + =.  

)}  .ב      , , ) | }W a b c a c= =.  

)}  .ג       , , ) | 3 }W a b c a b= =.  

)}.  ד       , , ) | }W a b c a b c= < <.  

)}2. ה       , , ) | }W a b c a c= =.  

)}.  ו       , , ) | , 2 }W a b c b a d c a d= = + =   .מהווים סדרה חשבונית c - ו a ,bכלומר , +

)}2. ז       , , ) | , }W a b c b a q c a q= = ⋅ =   .מהווים סדרה הנדסית c -ו a ,bכלומר  ⋅

]תת מרחב של  Wבכל אחד מהסעיפים הבאים בדוק האם ) 2( ]n
M R:  

}, כלומר. מורכב מן המטריצות הסימטריות W.  א      | }T
W A A A= = .  

  . Bמורכב מכל המטריצות המתחלפות בכפל עם מטריצה נתונה  W  .ב     

}, כלומר             | }W A AB BA= =.  

}, כלומר. מורכב מכל המטריצות שהדטרמיננטה שלהן אפס W  .ג       | | | 0}W A A= =.  

}2,כלומר. ששוות לריבוע שלהן מורכב מכל המטריצות W.  ד       | }W A A A= =.  

  .מורכב מכל המטריצות שהן משולשות עליונות W. ה      

  ,כלומר. הוא אפס Bמורכב מכל המטריצות שמכפלתן במטריצה נתונה  W. ו       

           { | 0}W A AB= =.  
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}, כלומר. מורכב מכל המטריצות שהעקבה שלהן אפס W. ז        | ( ) 0}W A tr A= =.  

  .מורכב מכל המטריצות שבהן סכום כל שורה הוא אפס W. ח       

]הוא תת מרחב של  Wבכל אחד מהסעיפים הבאים בדוק האם ) 3( ]n
P R.  

}, כלומר. כשורש 4מורכב מכל הפולינומים בעלי  W. א       ( ) | (4) 0}W p x p= =.  

  .מורכב מכל הפולינומים בעלי מקדמים שלמים W. ב      

4מורכב מכל הפולינומים בעלי מעלה  W. ג       }, כלומר. ≤ ( ) | deg( ) 4}W p x p= ≤.  

  . xמורכב מכל הפולינומים בעלי חזקות זוגיות בלבד של  W. ד      

4כאשר  nמורכב מכל הפולינומים ממעלה  W. ה       7n≤ ≤.  

}. ו       ( ) | (0) 1}W p x p= =  

]הוא תת מרחב של  Wבכל אחד מהסעיפים הבאים בדוק האם ) 4( ]F R .  

}ממשי  xלכל , כלומר. מורכב מכל הפונקציות הזוגיות W. א      ( ) | ( ) ( )}W f x f x f x= − =.  

}ממשי  xלכל , כלומר. מורכב מכל הפונקציות החסומות W. ב      ( ) | ( ) }W f x f x M= ≤.  

  .מורכב מכל הפונקציות הרציפות W. ג     

  .מורכב מכל הפונקציות הגזירות W. ד     

  . מורכב מכל הפונקציות הקבועות W. ה     

. ו     
1

0

( ) | ( ) 4W f x f x dx
  

= = 
  

  ).[0,1]אינטגרבילית ב  f - הנח ש( ∫

}. ז      }( ) | '( ) 0W f x f x=   ).xגזירה לכל  f -הנח ש( =

}. ח      }( ) | '( ) 1W f x f x=   ).xגזירה לכל  f -הנח ש( =

}. ט      }( ) | ( ) ( 1)W f x f x f x= = +.  

)בדוק האם ) 5( ){ }1 2 3 2 1 3 1 1
, , | ,W z z z z z z z z= = =   :3Cהוא תת מרחב של  +

  .Rמעל השדה הממשי . א      

  .Cמעל שדה המרוכבים . ב      
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  תלות לינארית, מרחב נפרש, צירופים לינאריים

  :  נתונים הוקטורים הבאים)  6(

     
1 2 3 4

(4,1,1,5) , (0,11, 5,3) , (2, 5,3,1) , (1,3, 1,2)u u u u= = − = − = −.  

האם . 1. א      
1u  הוא צירוף לינארי של

4u ?  

האם . 2           
1

u שייך ל- 
4

{ }Sp u       ?  

}האם הקבוצה . 3            }1 4
,u u  תלוייה לינארית ?  

האם . 1. ב      
3u  הוא צירוף לינארי של

1u ו- 
2u ?  

האם . 2          
3

u שייך ל- 
1 2

{ , }Sp u u       ?  

}האם הקבוצה . 3           }1 2 3
, ,u u u במידה וכן רשום כל וקטור בקבוצה? ת תלוייה לינארי  

  .כצירוף לינארי של הוקטורים האחרים              

  ? 2u -ו 1uהוא צירוף לינארי של  4uהאם . 1. ג      

האם . 2          
4

u שייך ל- 
1 2

{ , }Sp u u       ?  

}האם הקבוצה . 3           }1 2 4
, ,u u u  במידה וכן רשום כל וקטור בקבוצה? תלוייה לינארית  

  .כצירוף לינארי של הוקטורים האחרים              

,4,12)נתון .  ד       , 2 )v k k= −.  

יהיה צירוף לינארי של  vעל מנת שהוקטור  kמה צריך להיות ערכו של . 1           
1

u ו- 
2

u ?  

 -יהיה שייך ל vשהוקטור על מנת  kמה צריך להיות ערכו של . 2           
1 2{ , }Sp u u.  

}על מנת שהקבוצה  kמה צריך להיות ערכו של . 3            }1 2
, ,u u v תהייה תלוייה לינארית      .  

)נתון . ה       , , , )v a b c d=  

,מה התנאים על  . 1            , ,a b c d  על מנת שהוקטורv  יהיה צירוף לינארי של
1

u ו- 
2

u ?  

,מה התנאים על  . 1            , ,a b c d  על מנת שהוקטורv 1-יהיה שייך ל 2{ , }Sp u u  ?  

,מה התנאים על  . 1            , ,a b c d  על מנת שהקבוצה{ }1 2
, ,u u v  תהייה תלוייה לינארית?  
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,2)הבע את הוקטור  .ו       כצירוף לינארי של  −(3,3,1
1u  ,

2u ו- 
3u .  

  ?בכמה אופנים ניתן לעשות זאת           

,7,10)הבע את הוקטור  .ז       כצירוף לינארי של  −(2,11
1

u  ,
2

u  ,
3

u ו - 
4

u  . בכמה אופנים  

  ?ניתן לעשות זאת            

  :  נתונות המטריצות הבאות)  7(

     
4 1 0 11 2 5 1 3

, , ,
1 5 5 3 3 1 1 2

A B C D
−       

= = = =       − −       
.  

בדוק האם המטריצות תלויות לינארית מעל . 1     
2[ ]M R.  

  .במידה והמטריצות תלויות רשום כל אחת מהמטריצות כצירוף לינארי של יתר המטריצות. 2     

} - שייכת ל Aהאם המטריצה . 3      },Sp B C?  

  :  נתונים הפולינומים הבאים)  8(

                                                 

2 3 2 3

1 2

2 3 2 3

3 4

( ) 4 5 , ( ) 11 5 3 ,

( ) 2 5 3 , ( ) 1 3 2

p x x x x p x x x x

p x x x x P x x x x

= + + + = − +

= − + + = + − +

.  

בדוק האם הפולינומים תלויים לינארית מעל . 1     
3
[ ]P R.  

  במידה והפולינומים תלויים לינארית רשום כל פולינום כצירוף לינארי של. 2     

  .שאר הפולינומים         

האם הפולינום . 3     
2p שייך ל- { }1 4

,Sp p p?  

,עהוא איזה ערכים של ) 9( ,a b c  הוקטורים הבאים תלויים לינארית:  

    { }( ,2,4),(2.4, ,2),( , ,6),( ,2, )c a c b b a.  

}נתון כי קבוצת הוקטורים ) 10( }, ,u v w בלתי תלוייה לינארית ב- [ ]V F .  

  במידה שכן רשום כל וקטור כצירוף, בדוק האם הקבוצות הבאות תלויות לינארית     

  :של הוקטורים האחרים     

}. א     }, , 2u v u w u v w− − + −  

}. ב     }2 3 ,4 5 6 ,7 8 9u v w u v w u v w+ + + + + +  
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}.  ג     }, ,u v v w w+ +  

}בדוק האם הוקטורים )  11( }(1, , 1),( 1, 1, 2)i i i i− + −    3C - תלויים לינארית ב −

  .Rמעל . ב.     Cמעל . א      

  בסיס ומימד

  בדיקה האם קבוצת וקטורים מהווה בסיס למרחב

  

  : 3R -בדוק אם הקבוצות הבאות הן בסיס ל) 12(

                                                             

{ (1,0,1), (0,0,1) } (1

{ (1,1,2), (1,2,3), (3,3,4), (2,2,1) } (2

{ (1,2,3), (4,5,6), (7,8,9) } (3

         

 -בדוק אם הקבוצות הבאות הן בסיס ל) 13(
2 2[ ]xM R:  

      

1 2 5 6 9 1
, , (1

3 4 7 8 2 3

1 2 5 6 9 1 5 6 5 16
, , , , (2

3 4 7 8 2 3 7 2 7 8

1 1 0 1 0 0 0 0
, , , (3

1 1 1 1 1 1 0 1

      
      
      

          
          
          

        
        
        

  

  

 -בדוק אם הקבוצות הבאות הן בסיס ל) 14(
2( )P R:  

       

2

2 3 3

3 2 2

{1 , 2 3 } (1

{ 1 , 2 3,2 4 , } (2

{1 2 3 , 4 5 6 ,7 8 10 } (3

x x x

x x x x x x x

x x x x x x

+ + +

+ + + + −

+ + + + + +

  

  

3- נתונה קבוצת וקטורים ב) 15(
R  :{ }(1,2,3), (4,5,6), (7,8,9),(2,3,4)T =.  
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3 -בסיס ל Tהאם . א       
R.  

  .T -שהיא קבוצה מקסימלית של וקטורים בלתי תלויה לינארית ב,  T'מצא קבוצה . ב       

  לבסיס של  T'השלם את . ג       

  

  

  

  

  מציאת בסיס וממד למרחב פתרונות של מערכת משוואות הומוגנית

  

  :מערכות של משוואות הומוגניות 3לפניך  )16(
    

       

0 2 0
0

(3 2 0 (2 3 7 4 0 (1
2 2 2 2 0

3 3 0 5 3 15 6 0

x y z w x y z w
x y z w

x z w x y z w
x y z w

x y z w x y z w

− + + = + − + = 
− + + =  

+ − = − + + =  
− + + =  + + − = − + − − = 

  

        
  .)1י מערכת המשוואות "את המרחב הנפרש ע W -נסמן ב       

  

  .)2י מערכת המשוואות "את המרחב הנפרש ע U -נסמן ב       

  . )3י מערכת המשוואות "את המרחב הנפרש ע V -נסמן ב       

  

  .V - ו W  ,U -מצא בסיס וממד ל  )א
        

U - מצא בסיס וממד ל)  1  )ב V∪   .2 (מצא ממד ל-  U V∩.  
  

U -מצא בסיס ל  )ג V∩  . 
  
  

}נתון ) 17( }4( , , , ) | ,U a b c d R a c b d= ∈ =   .U -מצא בסיס וממד ל.  =

}נתון ) 18( }4( , , , ) | ,U a b c d R c a b d b c= ∈ = + =   .U -מצא בסיס וממד ל.  +

  

}נתון ) 19( }4 | (1, 1,1, 1) 0U v R v= ∈ ⋅ − −   .U -מצא בסיס וממד ל.  =
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}נתון ) 20( }2 2
[ ] | T

x
U A M R A A= ∈   .U -מצא בסיס וממד ל.  =

2 נתון ) 21( 2

1 1 0 0
[ ]

1 1 0 0
|xU A M R A

 −    
= ∈ ⋅ =    

    
  .U - מצא בסיס וממד ל.  

} נתון )22( }3
( ) [ ] (1) 0|U p x P R p= ∈   .U -מצא בסיס וממד ל.  =

  

  

  

  

  

  מציאת בסיס וממד לתת מרחב 
  

4 לפניכם שני תתי מרחבים של המרחב) 23(
R :  

      

{ }

{ }

(1,1, 1,2), (3, 1,7,4), ( 5,3, 15, 6)

(1, 1,1,1), (1,0,2, 1), (1,1,3, 3), (5,1,5,8)

U span

V span

= − − − − −

= − − −

  

  .  U - ממד ומשוואות ל, מצא בסיס . א       

  .  V -ממד ומשוואות ל, מצא בסיס . ב       

U -מצא בסיס וממד ל. ג        V∪.  

U -מצא בסיס וממד ל. ד        V∩.  

 מרחב של המרחב תתלפניכם ) 24(
2 2

[ ]
x

M R :   

       
1 1 4 1 2 1

, ,
1 2 1 1 1 3

U span
 −     

=       − − −      
.  

  .U -מצא בסיס וממד ל        

 מרחב של המרחב תתלפניכם ) 25(
3[ ]P R :   

       { }2 3 2 3 2 31 2 ,4 ,2 3U span x x x x x x x x x= + − + + − + − + −.  

  .U -מצא בסיס וממד ל        
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  דרגת מטריצה, מציאת בסיס וממד למרחב שורה ומרחב עמודה של מטריצה

  מצא בסיס וממד למרחב השורה ומרחב העמודה של המטריצות הבאות וציין את דרגת ) 26(

  :(rank)המטריצה        

       

(14 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 − 
 −
 

− 

       

(21 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

 
 
 
 − −
 
− − − 

  

  

  

  

  שינוי בסיס, וקטורי קואורדינטות

3נתונים שני בסיסים של ) 27(
R :  

      
1 2

{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , { (1,0,1), (0,1,1), (0,0,1) }B B= =  

מצא את וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס . א       
1B .סמן וקטור זה ב - [ ]

1B
v.  

מצא את וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס . ב       
2

B .סמן וקטור זה ב- [ ]
2B

v.  

מצא מטריצת מעבר מהבסיס . ג       
1B  לבסיס

2B .2 -סמן מטריצה זו ב

1

B

B
M  .  

2 -סמן מטריצה זו ב. 1Bלבסיס  2Bמצא מטריצת מעבר מהבסיס . ד       

1

B

B
M  .  

  :אשר את הטענות הבאות. ה       

      ( )
1

2 1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2

[ ] [ ] (3 [ ] [ ] [ ] (2 [ ] [ ] [ ] (1
B B B B

M M M v v M v v
B B B B B B B B

−

= ⋅ = ⋅ =  

]2נתונים שני בסיסים של ) 27( ]P R :  

      2 2 2 2

1 2{1 , , } , { 1 , , }B x x x x B x x x x= + + = + +  

] - סמן וקטור זה ב. 1Bמצא את וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס . א        ]
1B

v.  

מצא את וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס . ב       
2

B .סמן וקטור זה ב- [ ]
2B

v.  
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מצא מטריצת מעבר מהבסיס . ג       
1

B  לבסיס
2

B .2 -סמן מטריצה זו ב

1

B

B
M  .  

נתונים שני בסיסים של ) 28(
2[ ]M R :  

                                                     

1 1 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 1 0 1 1 0 1

1 0 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 0 0 1 0 0 1

B

E

        
=         

        

        
=         

        

  

] - סמן וקטור זה ב. Bמצא את וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס . א        ]
B

v.  

] -סמן וקטור זה ב. Eמצא את וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס . ב        ]
E

v.  

 -סמן מטריצה זו ב. Eלבסיס  Bמצא מטריצת מעבר מהבסיס . ג       
E

B
M  .  
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  5פרק  -תרגילים 

  לכסון, וקטורים עצמיים, ערכים עצמיים

  

  :עבור כל אחת מהמטריצות הבאות) 1(

  

  .מצא מטריצה אופיינית. א    

  .מצא פולינום אופייני. ב    

  .מצא ערכים עצמיים ואת הריבוב האלגברי של כל ערך עצמי. ג    

  .מצא מרחבים עצמיים ואת הריבוב הגיאומטרי של כל ערך עצמי. ד    

  .מצא וקטורים עצמיים. ה    

  .קבע האם המטריצה ניתנתת ללכסון. ו    

  כלומר מצא מטריצה , לכסן אותה, במידה והמטריצה ניתנת ללכסון. ז    

1P -כך ש Pהפיכה         AP D−   .מטריצה אלכסונית Dבאשר , =

  .2009Aבמידה והמטריצה ניתנת ללכסון חשב . ח   

  .מצא את הפולינום המינימלי. ט   

  −1Aבמידה והמטריצה הפיכה בטא את . קבע האם המטריצה הפיכה לפי ערכיה העצמיים. י   

  .בלבד תוך שימוש במשפט קיילי המילטון I - ו Aבעזרת       

  

     

, ,

1 0 1 1 1 0 0 2 1

0 1 0 (3 0 1 0 (2 0 2 1 (1

1 0 1 0 0 2 0 1 0

2 1 3 2 1 3 0
(6 (5

1 4 4 1 3 1 0 (4

2 2 6F C F R F C F R

A A A

A A
A

= = = =

−     
     = = = −     
     
     

− −    − = =     − = −     
 − − 

   

  

  .Rופעם מעל  Cעליך לפתור פעם מעל  5,6ם בסעיפי*       

  

  .הגדר את המושג דימיון מטריצות. א)  2(

  :הוכח כי. מטריצות דומות B - ו A -ידוע ש.  ב      

           1 .| | | |A B=     .2 .( ) ( )tr A tr B=     .3 .ל- A ו- B אותו פולינום אופייני.  

         

1הוכח שאם ) 3(
P AP B

− 1nאז  = n
A PB P

−=.  
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 פרק 6 - רגרסיה ליניארית חד משתנית 

") משתנה מנובא"המכונה , משתנה תלוי(מטרת הרגרסיה הליניארית היא ניבוי משתנה מסוים 

כאשר יש לי משתנה "). משתנים מנבאים"המכונים ,  ת"משתנים ב(באמצעות משתנים אחרים 

  "). פשוטה("ת אחד בלבד מדובר ברגרסיה חד משתנית "ב/מנבא

  :םשלבי 3- ניתוח מודל הרגרסיה מתחלק ל

 . זיהוי צורת הקשר בין המשתנים כקשר ליניארי )1

 .בניית קו הרגרסיה במדגם )2

  . בדיקת מובהקות קו הרגרסיה ומקדמיו באוכלוסיה )3

  מקדם המתאם הליניארי - מבוא .1

  הגדרה 1.1

  ). Y=a+bX( נוסחת הקו הישראשר ניתן להגדירו על פי  כמותייםקשר בין שני משתנים 

  דיאגראמת פיזור 1.2

  :ין שעות למידה בבחינה והציונים בבחינהקשר ב: 1' דוגמא מס

  ציונים  שעות למידה  

1  19  76  

2  17  60  

3  30  85  

...  ...  ...  

109  26  70  

  

  :בכדי לאמוד את טיב הקשר בין המשתנים יש להציגו בדיאגראמת פיזור

               No. of learning hours before exam

3530252015105
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  .חיובי וחזק, ל נוכל להתרשם כי הקשר הוא ליניארי "מדיאגראמת הפיזור הנ
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  תכונות מקדם המתאם הליניארי 1.3

                 
11 ≤≤− pr

  

  :כיוון ועוצמה-מקדם המתאם של פירסון מוגדר על ידי שני פרמטרים בלתי תלויים אחד בשני

 כיוון הקשר )1

אם האחד עולה או יורד  אז גם . שני המשתנים נעים באותו הכיוון -ישר/עולה/חיובי  .א

 +.יקבל סימן )   r(מקדם המתאם . השני

אם האחד עולה השני יורד . שני המשתנים נעים בכיוונים הפוכים- הפוך/יורד/שלילי  .ב

 ). -(מקדם המתאם יקבל סימן . ולהפך

 עוצמת הקשר )2

בערך  1- ככל שעוצמת  הקשר גבוהה יותר כך יהיה ערך מקדם המתאם קרוב יותר ל

  .  בערך מוחלט 0- ככל שהעוצמה נמוכה יותר כל יהיה קרוב יותר ל. מוחלט

 :דוגמאות לקשר ליניארי חלקי  .א

  :ככל שהנקודות קרובות יותר לקו הישר כך עוצמת הקשר חזקה יותר ולהיפך

Graph 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

Correlationsa

1 .979**

. .000

.979** 1

.000 .

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

X

Y3

X Y3

Correlation is significant at the 0.01 level
(2-tailed).

**. 

Listwise N=109a. 

 

X

18161412108642

Y3

14

12

10

8

6

Correlationsa

1 .518**

. .000

.518** 1

.000 .

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

X

Y4

X Y4

Correlation is significant at the 0.01 level
(2-tailed).

**. 

Listwise N=109a. 

X

18161412108642

Y
4

25

20

15

10

5

0
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  :הערכת עוצמת הקשר

0.3 <r<0  נמוךמתאם  

0.7<r<0.3 מתאם בינוני  

1<r<0.7 מתאם חזק  

  :מלא/דוגמאות לקשר ליניארי מושלם  .ב

 

  

  

  

  

  

  

המהווה ' לבין משתנה ב' קשר ליניארי מושלם מהווה קשר בין משתנה א :1' תכונה מס

  .'טרנספורמציה ליניארית של משתנה א

או /החסרה של קבוע ו/הוספה-ליניארית של משתנה טרנספורמציה: תזכורת**

  חילוק בקבוע של כל ערכי המשתנה/הכפלה

  ).Xהוא טרנספורמציה ליניארית של  Yכי ( Y=X+2  ,1=xyrכאשר : לדוגמא

  ):ליניארי(דוגמאות לחוסר קשר   .ג

  

  

  

X

18161412108642

Y

18

16

14

12

10

8

6

4

2

Correlationsa

1 .000

. .998

.000 1

.998 .

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

X

Y

X Y

Listwise N=120a. 

X

18161412108642

Y
5

30

20

10

0

-10

Correlationsa

1 .122

. .207

.122 1

.207 .

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

X

Y5

X Y5

Listwise N=109a. 



36 

 

   www.GooL.co.il - כנסו לבסרטוני וידאו הי יםמלא נותלפתרו

 GOOL ©                                                                          36כל הזכויות שמורות לאתר 

 

  

  

  

  X  Y  

1  4  1  

2  7  1  

3  1  1  

...  ...  ...  

10  8  1  

   0ˆ 2 =
Y

S                                                                                                                            0ˆ 2 =
X

S       

  .0קשר בין משתנה לקבוע יהיה שווה תמיד  : 2' תכונה מס

  

  קיצוץ תחום והשפעתו על המתאם 1.4

) ת"כ המשתנה הב"בדר(קיצוץ תחום משמעו התייחסות לתחום צר יותר של אחד המשתנים 

הקטנת השונות של המשתנים גוררת הקטנת . באופן המקטין את השונות של המשתנים

יותר מן המתאם לפני  נמוךהמתאם בין המשתנים אחרי הקיצוץ יהיה . המתאם ביניהם

  . הקיצוץ

  

  X Y  

1  1  6  

2  1  2  

3  1  9  

...  ...  ...  

8  1  7  

X

18161412108642

Y
6

80

60

40

20

0

-20

Correlations

1 -.043

. .639

120 120

-.043 1

.639 .

120 120

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

N

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

N

X

Y6

X Y6

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 5 10 15

0

2

4
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  .מתואר קשר בין שעות לימוד לפני המבחן לציון במבחן -1בדוגמא   

   ) .25 -מעל (בשעות לימוד  הקשר נבדק כעת על קבוצה בעלת תחום צר יותר

  :אחרי הקיצוץ:                                                              לפני הקיצוץ

Descriptive Statistics

27.0251 1.87348 21

88.0571 8.28331 21

No. of learning
hours before exam

Test mark

Mean Std. Deviation N

Descriptive Statistics

20.1754 5.03946 109

70.1530 16.22455 109

HOURS  No. of learning
hours before exam

MARK  Test mark

Mean Std. Deviation N

 

 

  :דיאגראמת הפיזור לאחר הקיצוץ:                                     דיאגראמת הפיזור המקורית

               r=0.264                                                          r=0.88                      

 

  חריגים על המתאם/השפעת ערכים קיצוניים 1.5

  :מקרה ראשון שבו הקיצוניים מקטינים קשר •
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  :תצפיות שבניגוד למגמה 4אותם נתונים לאחר השמטת 

 

 

  :מקרה אחר שבו הקיצוניים מחזקים קשר

תצפיות שגורמות  4אותם נתונים לאחר השמטת 

  :למגמה

 

 

 

X
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Y
7
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X
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Correlation is significant at the 0.01 level
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Listwise N=120a. 
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. .000

.350** 1

.000 .

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)
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 לסיכום: מקדם המתאם מושפע מאוד מערכים חריגים.

הם יפגעו בעוצמת -כאשר הערכים החריגים הם בניגוד למגמה הליניארית של מרבית הנתונים 
 המתאם 

את " ינפחו"הם  - כאשר הערכים החריגים מצויים בהתאם למגמה הליניארית של מרבית הנתונים
.המתאם  

  השפעת טרנספורמציה ליניארית על המתאם 1.6

  .משנה את ערכו של המתאם איננהטרנספורמציה ליניארית 

  ): הקשר בין שעות לימוד לבחינה לציון בבחינה( 1' הדגמה על דוגמא מס

המתאם בין הציון לאחר . נקודות 10להוסיף לכל ציון -הוחלט לתת פקטור לציון בבחינה

: יה לבין שעות הלימוד יהיה שווה למתאם לפני הטרנספורמציה הטרנספורמצ

88.0==′ rr  

  נוסחת המתאם הליניארי  1.7

22 ˆˆ

),cov(

yx ss

yx
r

⋅
=

  

  :Yושל  Xשל  ההשתנות המשותפתהנוסחה מבוססת על 

1

))((
),cov(

−

−−
= ∑

n

yyxx
yx

ii
  

  :המשתנהההשתנות המשותפת של משתנה עם עצמו מהווה את האומד לשונות של 

2

2

2

2

ˆ
1

)(
),cov(

ˆ
1

)(
),cov(

y

i

x

i

s
n

yy
yy

s
n

xx
xx

=
−

−
=

=
−

−
=

∑

∑
  

  :כך שניתן לרשום את הנוסחה של המתאם גם כך

),cov(),cov(

),cov(

yyxx

yx
r

⋅
=  
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  :השונים cov-מתאר את המתאם ואת אומדני ה correlation-פלט ה

Correlations a

1 .880**

. .000

2742.785 7766.854

25.396 71.915

.880** 1

.000 .

7766.854 28429.479

71.915 263.236

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Sum of Squares and
Cross-products

Covariance

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Sum of Squares and
Cross-products

Covariance

HOURS  No. of learning
hours before exam

MARK  Test mark

HOURS  No.
of learning

hours before
exam

MARK 
Test mark

Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).**. 

Listwise N=109a. 

  

  מובהקות המתאם 1.8

הפלט הרלוונטי ). ללא חישוב(את מובהקות המתאם נבדוק על סמך הפלט בלבד 

  .correlations -הוא פלט הלמובהקות המתאם 

 1' על נתוני דוגמא מס) 0.05ברמת מובהקות של (נדגים את בדיקת מובהקות המתאם 

  ): הקשר בין שעות לימוד לבחינה לציון בבחינה(

Correlationsa

1 .880**

. .000

2742.785 7766.854

25.396 71.915

.880** 1

.000 .

7766.854 28429.479

71.915 263.236

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Sum of Squares and
Cross-products

Covariance

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Sum of Squares and
Cross-products

Covariance

HOURS  No. of learning
hours before exam

MARK  Test mark

HOURS  No.
of learning

hours before
exam

MARK 
Test mark

Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).**. 

Listwise N=109a. 

  

  :השערות

0:1

0:0

≠

=

η
η

H

H
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  ):correlations-שבפלט ה sig-על סמך ה(כלל הכרעה 

Sig=0.00< 05.0=α  

     ⇓  

  0.05ברמת מובהקות של  H0יש סיבה מספקת לדחות את 

  :מסקנה

יש עדות למתאם מובהק באוכלוסייה בין שעות לימוד לבחינה לבין הציונים בבחינה 

 . 0.05ברמת מובהקות של 
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  הרגרסיה במדגם קו - 7פרק 
2.   

  

  בניית קו הרגרסיה במדגם  2.1

  )L.S.E(הפחותים עיקרון הריבועים  2.1.1

לאחר שנוכחנו שיש מתאם ליניארי בין שני המשתנים אנו מעוניינים לבנות את קו הניבוי 

  . שיאפשר לנו לנבא משתנה אחד על סמך השני

  ? שיהיה המתאים ביותר לנתוני המדגם) מבין קוים רבים אפשריים(מהו הקו : נשאלת השאלה

  

advertise expenses

706050403020100

s
a

le
s

1100

1000

900

800

700

600

500

400

300

200

100

0 Rsq = 0.6046 

  

  

  . ת הטעויות בניבוי ממנוקו הרגרסיה אשר יביא למינימום א: תשובה

  iŷ: במדגם נסמן yאת הניבוי למשתנה 

  iy: במדגם נסמן yאת הערך האמיתי של 

iii: הטעות בניבוי במדגם מהווה את ההפרש בין שני הערכים yye ˆ−=  

כל הטעויות הריבועיות הוא  הוא הקו שמבטיח כי סכום הקו הטוב ביותר בנתוני המדגם

עיקרון הריבועים "או במילים אחרות קו רגרסיה אשר נבנה על בסיס , לי ביותראנימיהמ

  :)Least Square Estimation" (הפחותים



43 

 

   www.GooL.co.il - כנסו לבסרטוני וידאו הי יםמלא נותלפתרו

 GOOL ©                                                                          43כל הזכויות שמורות לאתר 

 

[ ] MINxyyye iiiiiii =+−=−= ∑∑∑
2

22 )ˆˆ()ˆ( βα
  

  

βα(נוכל למצוא את מקדמי הקו הישר ) L.S.E(באמצעות פונקציה זו  אשר יביאו ) ˆ,ˆ

  .למינימום את הטעויות מהקו

  :β̂ -ו α̂מתקבלות הנוסחאות הבאות עבור  )אין צורך לדעת לפתור(פיתרון המשוואה לאחר 

xy

s

yx

s

s
r

xx

y

βα

β

ˆˆ

ˆ

),cos(

ˆ

ˆ
ˆ

2

−=

=⋅=
       

  מקדמי הקו 2.1.2

  :משמעות המקדמים  .א

1( β̂ -מקדם השיפוע של הקו .  

  .ixכפונקציה של עליה ביחידה אחת של iŷקצב ההשתנות של 

  . β̂עולה פי  ix ,iŷעבור עליה ביחידה אחת של 

  .r-מקבלת את הסימן של הβ̂- ה:  r-לβ̂יש קשר ישיר בין 

  .Y  )r=0 (,0 =β̂- ל Xכאשר אין קשר בין 

2( α̂-מקדם החיתוך של הקו. 

  .Y-נקודת החיתוך של קו הרגרסיה עם ציר ה

ˆix   ,α̂=0 כאשר =iy.  

r=0 , yyכאשר  i == α̂ˆ   

  

 :חישוב המקדמים  .ב

  . )₪אלפי (בוי המכירות באמצעות ההוצאות על פרסום ינ: 2' דוגמא מס ?

  

  

∑ ∑ ∑ =+−=−= MI Nxyyye iiiixi y ) )
ˆˆ

(()
ˆ

(
22

/ βα
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  :להלן הנתונים המתארים את הקשר בין המכירות לבין ההוצאות על הפרסום

Case Summaries

25 28.1040 16.36932 3.70 60.00

25 249.2400 217.85283 55.00 994.00

X  advertise
expenses

Y  sales

N Mean Std. Deviation Minimum Maximum

  

Correlationsa

1 .778**

. .000

6430.910 66548.276

267.955 2772.845

.778** 1

.000 .

66548.276 1139037

2772.845 47459.857

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Sum of Squares and
Cross-products

Covariance

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Sum of Squares and
Cross-products

Covariance

X  advertise expenses

Y  sales

X  advertise
expenses Y  sales

Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).**. 

Listwise N=25a. 
  

 . חשב את משוואת הרגרסיה לניבוי המכירות על סמך הוצאות הפרסום  .א

  

 ?₪אלף  50מה יהיה ניבוי המכירות עבור הוצאות פרסום של   .ב

 

  ?₪אלף  267מה יהיה ניבוי הוצאות הפרסום עבור מכירות של    .ג
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  קו הרגרסיה במדגם תכונות 2.2

∑(סכום הטעויות בניבוי  )1 i
e ( וממוצע הטעויות בניבוי)ie (0 -שווים ל: 

                   ∑ = 0
i

e  =ie                         

),(נקודת הממוצעים  )2 yx  תמיד על קו הרגרסיהנמצאת. 

 

   ) :y(מנובאים /ממוצע ציונים אמיתיים) =ŷ( האומדנים/ממוצע הניבויים )3

                                      yy =ˆ  

  

(כך הניבוי באמצעותו ) X(קרוב יותר לממוצע שלו  )iX( ככל שהציון המנבא )4
i

Ŷ (

 .יהיה מדויק יותר
 

 .עליו הוא נבנה X-ציוני המנבא תחוםניתן להשתמש בקו הרגרסיה רק עבור  )5
  

 :מסוים  מתקיים כי ixעבור ערך  )6

  
  ציון אמיתי= לניבוי אומדן + טעות בניבוי                                  

                                     iii eyy += ˆ  

  
  :עבור כלל התצפיות מתקיים כי

  
סכום ריבועי הציונים = סכום ריבועי הניבויים+ סכום ריבועי הטעויות         

  האמיתיים

ssy         =   ssreg          +       ssres               

       
∑ ∑ ∑ −+−=− 222

)ˆ()ˆ()( iiii yyyyyy
  

  
 

  אומדנים חשובים ברגרסיה פשוטה  2.3

  פרופורציית השונות המוסברת 2.3.1

ssy

ssreg
r =2

  

  :מוסברת- פרופורציית השונות הלא

ssy

ssres
r =− 21  



46 

 

   www.GooL.co.il - כנסו לבסרטוני וידאו הי יםמלא נותלפתרו

 GOOL ©                                                                          46כל הזכויות שמורות לאתר 

 

  שונות הטעויות 2.3.2

2

ˆ)1()1(

2

22

−

⋅−⋅−
=

−
=

n

snr

n

SSRES
MSRES

y
  

MSRES 2: מהווה אומד חסר הטיה לשונות הלא מוסברת)( eMSRESE σ→  

  :ניסוחים נוספים לשונות הלא מוסברת

 .Y-ל  Xלאחר ניכוי הקשר הקווי בין  Yאומד לשונות של  •

 . Xעבור ערך מסוים של  Yאומד לשונות של  •

  

 : 2' על סמך נתוני דוגמא מס ?

Case Summaries

25 28.1040 16.36932 3.70 60.00

25 249.2400 217.85283 55.00 994.00

X  advertise
expenses

Y  sales

N Mean Std. Deviation Minimum Maximum

  

   xyr=778.0כאשר נתון בנוסף כי 

  :חשב את האומדנים הבאים

 הריבועיות של המכירותסכום הסטיות   .א

  אומד לשונות הכללית של המכירות  .ב

 אומד לשונות הכללית של המכירות לאחר ניכוי הקשר הקווי עם הוצאות  .ג
 הפרסום

אומד לשונות הלא ₪ אלף  52אומד לשונות של המכירות עבור הוצאות פרסום של   .ד
 מוסברת של המכירות

  אומד לסטיית התקן של הטעויות בניבוי המכירות  .ה

 פרופורציית השונות הלא מוסברת של המכירות על ידי הוצאות הפרסוםאומד ל  .ו

אומד לפרופורציית שונות הטעויות של הוצאות הפרסום על ידי המכירותסכום ריבועי   .ז
 הסטיות של ניבויי המכירות

 סכום ריבועי הסטיות של הטעויות בניבוי המכירות  .ח

  .ט
סכום הסטיות הריבועיות של הוצאות הפרסום
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  בין משתני הרגרסיה מתאמים 2.4

  
E  

  /טעויות בניבוי
 RES/שאריות

ŷ    

 PRED/אומדנים/ניבויים

y   
ערכי המשתנה 

  מנובא/התלוי

 

 0=xer  

  )x(כי מתאם בין קבוע 
שווה ) e(למשתנה 

 .0- תמיד ל

1ˆ =yxr  

כי המתאם בין משתנה 
)x ( לטרנספורמציה

הליניארית של אותו 
שווה תמיד ) ŷ(משתנה 

 .1- ל

 

xyr  

 

X  
ערכי המשתנה 

  מנבא/ת"הב

21 xyye rr −=  

2כי 

yer  מהווה את

פרופורציית שונות 
  -הטעויות ולכן שווה ל

21 xyr−  

יש יחס הפוך בין **

yer  לבין
xyr  או

yyr ˆ 

xyyy rr =ˆ  

כי טרנספורמציה 
לא ) ŷ -ל x-מ(ליניארית 

 .משנה את ערך המתאם

 y 

0ˆ =eyr 

כי מתאם בין קבוע 
)ŷ ( למשתנה)e( 

 .0-שווה תמיד ל

  ŷ 

 

  

  xyr=778.0  :כאשר נתון כי, 2' על סמך נתוני דוגמא מס ?
  :נא השלם את המתאמים בין משתני הרגרסיה 
  

RES  PRED  Y  X    

        X  

        Y  

        PRED  

        RES  
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x

i

i
s

xx
Z

ˆ

−
=

  
  

  משוואת הרגרסיה המתוקננת 2.5

כעת נבנה את משוואת . גלם עד עתה בנינו את משוואת הרגרסיה בציוני 

  . הרגרסיה בציוני תקן

מדד זה נותן אינפורמציה על מיקומה של תצפית  ;ציון תקן הוא מדד למיקום יחסי -להזכירכם

  :מסוימת ביחס להתפלגות כלל התצפיות

  

נתון  קשר בין שעות לימוד לפני המבחן לציון במבחן ערכו טרנספורמציה ליניארית '  בדוגמא א

  :תצפיות ראשונות בקובץ 5דוגמא לטרנספורמציה על . העבירו אותם לציוני תקןלשני המשתנים ו

Case Summaries a

21.12 69.24 .18838 -.05646

15.75 51.00 -.87911 -1.18054

14.01 50.21 -1.22270 -1.22902

20.13 70.11 -.00817 -.00283

23.51 77.07 .66221 .42633

5 5 5 5

1

2

3

4

5

NTotal

HOURS  No.
of learning

hours before
exam

MARK 
Test mark

ZHOURS 
Zscore:  No.
of learning

hours before
ex

ZMARK 
Zscore: 

Test mark

Limited to first 5 cases.a. 
 

 

Descriptive Statistics

.000 1.000 109

.000 1.000 109

ZHOURS  Zscore:  No. of
learning hours before ex

ZMARK  Zscore:  Test
mark

Mean Std. Deviation N

  

88.0== zxzyxy rr
 

  

  מקדמי המשוואה המתוקננת 2.5.1

 :מקדם השיפוע המתוקנן  .א

rz =β̂  

xyxy: הסבר

zx

zy

zxzy rr
s

s
rz =⋅=⋅=

1

1

ˆ

ˆ
β̂  
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  Y-ל Xמקדם השיפוע במשוואה המתוקננת שווה למתאם בין 

  

 :החיתוך המתוקנןמקדם   .ב

0ˆ =αz  

ˆˆ000: הסבר =⋅−=⋅−= rxzzyzz βα  

  .משוואת הרגרסיה המתוקננת יוצאת תמיד מראשית הצירים

  :משוואת הרגרסיה המתוקננת  .ג

ii zxryz ⋅=ˆ  

  : הנתונים שהיו בפניו הינם. דרך משוואת הרגרסיה Xי "ע Yחוקר מנבא את  ?

  X=16ה לשונות של .ח.א     

  Y=100ה לשונות של .ח.א     

  X =20הממוצע של      

  45= ממוצע ערכי הניבויים      

  Y  =0 -ל Xהמתאם בין      

 .בציוני תקן Xי "ע Yחשב את משוואת הניבוי של   .א

  

 ?X  =25מהו הציון הגולמי שננבא עבור   .ב

  

ה ציון התקן המנובא יהי, ברגרסיה בציוני תקן: חווה דעתך על הטענה הבאה  .ג

 .קטן יותר בערכו המוחלט מציון התקן המנבא

  

 

  השוואה בין מודל רגרסיה חד משתנית לבין מודל ניתוח שונות חד כיוונית 2.6

22 :רגרסיה חד משתנית היא מקרה פרטי של ניתוח שונות חד כיוונית reta ≥  

22 ⇐הנתונים ליניאריים-)β̂(כאשר בין ממוצעי הקבוצות קיים פער קבוע   .א reta = ,

מודל הרגרסיה מתאים יותר לניתוח הנתונים מניתוח השונות כי הוא ממוקד ויעיל 

  .יותר

 ⇐הנתונים אינם ליניאריים -כאשר הפער בין ממוצעי הקבוצות איננו קבוע  .ב
22 reta ויש לבצע ) אינם ליניאריים(מודל הרגרסיה איננו מתאים לנתונים ,   <

 .ניתוח שונות
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  .חברה יצרה מוצר חדש ומתלבטת ביחס למחיר המכירה של מוצר זה ?

ליחידה אולם הוא איננו ₪  10מנהל השיווק יודע שיש לקבוע מחיר שהינו בסביבות 
ישנה באופן משמעותי את ליחידה ₪  11ליחידה או ₪  9 - בטוח אם קביעת המחיר כ

  .רמת המכירות

המוצר החדש שווק למדגם מקרי של : לצורך מתן מענה לשאלה זו בוצע הניסוי הבא
חנויות שנבחרו באופן  20-ב. חנויות הנמצאות באזורים בעלי מאפיינים דומים 60

חנויות מקריות אחרות  20-ב, ליחידה₪  9נמכר המוצר במחיר של  60- מקרי מבין ה
  .ליחידה₪  11ליחידה וביתר במחיר של ₪  10-נמכר בהוא 

  .בתום תקופת הניסוי נרשם סך היחידות שנמכרו בכל אחת מהחנויות

  :לפניך פלט ובו סכום חלק מהממצאים

Mean Number Level 

153.6 20 9 ₪ 

151.5 20 10 ₪ 

123.2 20 11  ₪ 

 

  

  :מודלים שונים 2באמצעות הציעו לנתחם , שני סטודנטים שהסתכלו על הנתונים

  .מודל ניתוח שונות חד כיווניהציע לנתח את הנתונים באמצעות  'סטודנט א

 Xכאשר  מודל הרגרסיה הפשוטההציע לנתח את הנתונים באמצעות  'סטודנט ב

הוא מספר האריזות הנמכרות  Y-הינו המחיר בו נמכר המוצר בחנות ואילו ה

  ).במחיר זה(בחנות זו 

שהתבקש לחוות את דעתו טען שהיות ובשני המודלים נבדקת  'סטודנט ג
השפעה של המחיר על המכירות לא חשוב באמצעות איזה מודל ינותחו 

  . התוצאות תהינה זהות בשני המודלים. הנתונים

במידה ואתה סבור שיש הבדל בין שני . חווה דעתך על טענתו של הסטודנט השלישי  .א
  . נמק? צורך ניתוח הנתוניםבאיזה מודל היית בוחר ל, המודלים

מה  - האריזות הנמכר בשני המודלים' במידה והיית מחשב את  הקשר בין המחיר למס   .ב

? )שווים או שאחד גדול יותר מהשני( eta -ו r - להערכתך היה היחס בין שני מדדי הקשר
 .נמק
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  מובהקות הרגרסיה באוכלוסיה - 8פרק 
3.   

  ההנחות הנדרשות למודל הרגרסיה הפשוטה 3.1

  ההנחות ומשמעותן 3.1.1

  :למודל הרגרסיה החד משתנית נדרשות שתי ההנחות הבאות

 אי תלות בין הטעויות  ;תצפיותהדגימה מקרית של   )1

)j ≠ i  :0),covעבור כל  =ji εε
 

, ההנחה הראשונה טוענת שאם התצפיות נדגמו באופן בלתי תלוי אחת בשנייה :הסבר
 .הדבר מבטיח שהטעויות בניבוי שלהן יהיו אף הן בלתי תלויות

2( ),0( 2

ei N σε   . Xi עבור כל ערך קבוע של  ≈

  נות המתייחסות להתפלגות הטעויות הנחות שו 3ההנחה השנייה מגלמת בתוכה  :הסבר  

)(0(התפלגות הטעויות שווה לאפס תוחלת   .א =iE ε ( עבור כל ערך שלix. 

הציונים המנובאים שווים –הנחה זו מבטיחה שקו הרגרסיה באוכלוסיה הוא קו התוחלות 

( ixעבור כל ערך קבוע של Yלממוצע ערכי 
ixxy x

ii
βαµ +==/

במילים אחרות הנחה זו ). 

  . ולא אחר במודל ליניארימבטיחה כי מדובר 

הם אומדנים חסרי β̂- ו α̂-מקדמי קו הרגרסיה במדגם - רק כאשר הנחה זו מתקיימת

 .β-וα-הטיה למקדמי הקו באוכלוסיה

2(הטעויות שונות   .ב

eσ ( שווה וקבועה עבור כל ערך שלix. 

תחת . ומינימאליתהנחה זו מבטיחה כי שונות הטעויות תהיה שווה סביב קו הרגרסיה 

עבור כל אחד   Yמהווה אומד לשונות ערכי  MSRESהאומד לשונות הטעויות , הנחה זו

ix)222מערכי  ...
21 eyyMSRES σσσ ===→.(  

-וαיהיו אומדנים יעילים לפרמטרים β̂-ו α̂רק כאשר הנחה זו מתקיימת האומדנים 

β.באוכלוסיה. 

 . ixהטעויות מתפלגות נורמאלית עבור כל ערך של   .ג

עבור כל ערך קבוע של ) Yאו ערכי (הנחה זו מבטיחה התפלגות נורמאלית של הטעויות 

ix.  
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  :לסיכום ההנחות של מודל הרגרסיה

  . ת"טעויות ב/ דגימה מקרית של תצפיות. 1

)j ≠ i  :0),covעבור כל  =ji εε  

2 .),0( 2

ei N σε   . Xi עבור כל ערך קבוע של  ≈

  

         0=תוחלת התפלגות הטעויות                ליתאשונות קבועה ומינימ

βαהאומדנים  βαלפרמטרים  יעילים ˆ,ˆ βαהאומדנים         '  באוכ , βαחסרי הטיה לפרמטרים ˆ,ˆ  '  באוכ ,

  

  בדיקת ההנחות 3.1.2

בציוני תקן ) ize(שאריות * )ˆiyz(את ההנחות נהוג לבדוק על ידי דיאגראמת פיזור של ניבויים 

  :כמו לדוגמא

Scatterplot

Dependent Variable: thousands $

Regression Standardized Predicted Value

2.01.51.0.50.0-.5-1.0-1.5-2.0

R
e

g
re

s
s
io

n
 S

ta
n

d
a

rd
iz

e
d

 R
e

s
id

u
a

l

3

2

1

0

-1

-2

-3

58

52

  

האם מתקיימות כל אחת ) שאיננה מבחן סטטיסטי(על דיאגראמה מעין זו ניתן לבצע הערכה 

הסוטות יותר משתי (דיאגראמה זו מאפשרת בנוסף איתור תצפיות חריגות . משלושת ההנחות

  ). סטיות תקן מעל או מתחת לממוצע
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  :דוגמאות לאי עמידה בהנחות המודל

)(0( 0=אי עמידה בהנחת תוחלת הטעויות   .א =iE ε( עבור כל ערך שלX :  

Scatterplot

Dependent Variable: Y

Regression Standardized Predicted Value

210-1-2

R
e

g
re

s
s
io

n
 S

ta
n

d
a

rd
iz

e
d

 R
e

s
id

u
a

l

3

2

1

0

-1

-2 Rsq = 0.0000 

  

המשמעות של הפרת הנחה זו היא כי קו הרגרסיה איננו קו התוחלות ולמעשה המודל איננו 

  :ליניארי

X

403020100

Y

25

20

15

10

5

0 Rsq = 0.7780 

  

  .באוכלוסיהβ-וαיהיו אומדנים מוטים לפרמטרים β̂-ו α̂במקרה זה האומדנים 
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  :אי עמידה בהנחת שוויון שונויות  .ב

Scatterplot

Dependent Variable: Y

Regression Standardized Predicted Value

210-1-2

R
e

g
re

ss
io

n
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ta
n

d
a

rd
iz

e
d

 R
e
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d

u
a

l

5

4

3

2

1

0

-1

-2

-3

-4

-5 Rsq = 0.0000 

  

 

  :איננה שווה לאורך קו הרגרסיה Yבמקרה זה שונות ערכי 

X

403020100

Y

50

40

30

20

10

0 Rsq = 0.4762 

  

  .באוכלוסיהβ- וαיהיו אומדנים בלתי יעילים לפרמטרים β̂-ו α̂במקרה זה האומדנים 

  בדיקת השערות למובהקות משוואת הרגרסיה באוכלוסיה 3.2

  .מבחן סטטיסטי שמטרתו לבדוק האם קו הרגרסיה שבנינו במדגם מובהק באוכלוסיה
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  השערות 3.2.1

0;1

0;

≠

=

β
β

H

HO
  

האפקט במודל הרגרסיה תלוי במקדם . שיפוע הקו, βההשערות מנוסחות במונחי הפרמטר 

אין  0= כאשר הוא שונה מאפס יש אפקט של ניבוי לקו הרגרסיה ואילו כאשר השיפוע . השיפוע

  . אפקט ניבוי לקו הרגרסיה

  סטטיסטי המבחן  3.2.2

MSRES

MSREG
F =  

  :רציונאל המבחן זהה לרציונאל של ניתוח שונות חד כיוונית

2

2

)(

)(

e

e

MSRESE

MSREGE

σ

σ

=

+∆=
  

  ):∆=H0 )0תחת 

)()( 2
MSRESEMSREGE e == σ  

  חישוב הסטטיסטי 3.2.3

   : ANOVA-נחשב באמצעות טבלת ה Fאת סטטיסטי המבחן 

MSRES

MSREG
F =  

   סטטיסטי

MS=SS/df SS 
דרגות חופש 

df  
  מקור השונות

MSreg SSreg k=1  רגרסיהreg  

)2,1(; −nFcα  

  קריטי

MSres SSres n-k-1=n-2  טעויותres  

 
SSy  

n-1   אמיתיתy  

  

כאשר אנו לא נדרשים לבנות (גם באמצעות נוסחה מקוצרת  Fניתן לחשב את סטטיסטי המבחן 

  ):ANOVA-את טבלת ה

F=
2/)1(

2

2

−− nr

r

 

  

  

  כלל הכרעה ומסקנה 3.2.4

  קריטי F>מחושב Fאם  H0נדחה את 
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מובהקת באוכלוסיה ברמת  Xעל ידי  Yעדות לכך שמשוואת הרגרסיה לניבוי  אין/יש :מסקנה

  .αמובהקות של 

  .ניבוי מחיר הדירה על ידי שטחה: 3' מבוססת על דוגמא מס ?

  :בבדיקת הקשר בין המשתנים התקבלו הנתונים הבאים

Case Summaries

112 116.7404 39.13942 50.46 179.76

112 185.0664 44.45345 86.20 286.56

SIZE  square
meter

PRICE 
thousands $

N Mean Std. Deviation Minimum Maximum

  

Correlations a

1 .823**

. .000

.823** 1

.000 .

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

SIZE  square meter

PRICE  thousands $

SIZE  square
meter

PRICE 
thousands $

Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).**. 

Listwise N=112a. 

  

במטר (על ידי שטח הדירה ) באלפי דולרים(הדירה בדוק האם המשוואה לניבוי מחיר   .א

הצב , רשום הנחות( 0.01=מובהקת באוכלוסיה ברמת מובהקות של אלפא) מרובע

 ).רשום טבלת מקור שונות והסק מסקנה, השערות

 :בדוק את מובהקות המשוואה על סמך הפלט הבא  .ב

Model Summary b

.823a .677 .674 25.39155

Model
1

R R Square
Adjusted
R Square

Std. Error of
the Estimate

Predictors: (Constant), SIZE  square metera. 

Dependent Variable: PRICE  thousands $b. 
  

 n=112: כאשר נתון בנוסף ש

  .עם חישוב טבלת מקור שונות. 1       

  . ללא צורך בחישוב טבלת מקור שונות. 2       

  

  

  

  

  

  :בנה טבלת מקור שונות על פי הפלט הבא.   ג
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Descriptive Statistics

116.740 39.139 112

185.066 44.453 112

185.066 36.568 112

.000 25.277 112

SIZE  square meter

PRICE  thousands $

PRE_1  Unstandardized
Predicted Value

RES_1  Unstandardized
Residual

Mean Std. Deviation N

  

  

  בדיקת השערות למובהקות מקדם השיפוע באוכלוסיה 3.3

  .מבחן סטטיסטי שמטרתו לבדוק האם מקדם השיפוע מובהק באוכלוסיה

  השערות 3.3.1

0;1

0;

≠

=

β
β

H

HO
  

שימו לב כי ניתן לשער גם השערות חד צדדיות וכמו כן השערות המייחסות ערך כלשהו : הערה

  .לשיפוע) 0שאינו (

  סטטיסטי המבחן  3.3.2

SSX

MSRES
t

ββ
β

−
=

ˆ
ˆ  

  כלל הכרעה ומסקנה 3.3.3

  :אם H0נדחה את 

      ( )2
2

ˆ −






±> ntt
α

β
  

  .שלמה αבמבחן חד צדדי יש לקחת  :הערה

מובהק באוכלוסייה ברמת  Xעל ידי  Y  עדות לכך ששיפוע קו הרגרסיה לניבוי  אין/יש  :מסקנה

  .αמובהקות של 

  

  

  

  β̂גורמים המשפיעים על טעות התקן של  3.3.4

SSX

MSRES
s =

β̂
ˆ  
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( β̂טעות התקן של 
β̂

ŝ(מושפעת משני גורמים:  

קיים קשר ישיר בינו לבין . MSRES -האומד לשונות הטעויות-במונה  .א
β̂

ŝ. 

לבין עוצמת הקשר הליניארי בין המשתנים  MSRES -קיים קשר הפוך בין ה

)xyr.(  

 קיים קשר הפוך בינו לבין X -.SSXסכום הסטיות הריבועיות של -במכנה  .ב
β̂

ŝ. 

  . קטן  SSX -ה, )ת"הב( Xכאשר מקוצץ תחום ערכי  ;קשור לתופעת קיצוץ תחום

  β-ס ל"רב 3.3.5

  :β-נבנה רווח בר סמך ל, כאשר אנו מתבקשים לאמוד את שיפוע המשוואה

    SSX

MSRES
tn )

2
(ˆ

2

α
β −±     

  

? ? 

 ):ניבוי מחיר הדירה על סמך שטחה( 3' דוגמא מסעל סמך נתוני  )1

Case Summaries

112 116.7404 39.13942 50.46 179.76

112 185.0664 44.45345 86.20 286.56

SIZE  square
meter

PRICE 
thousands $

N Mean Std. Deviation Minimum Maximum

  

Correlations a

1 .823**

. .000

.823** 1

.000 .

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

SIZE  square meter

PRICE  thousands $

SIZE  square
meter

PRICE 
thousands $

Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).**. 

Listwise N=112a. 

  

בדוק האם השיפוע לניבוי מחיר הדירה על ידי שטחה מובהק באוכלוסיה ברמת    .א

 .0.05מובהקות של 

  

 .0.95אמוד את השיפוע באוכלוסייה ברמת ביטחון של   .ב

 :חווה דעתך על הטענות הבאות )2
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אזי , ת"ותר במשתנה הבככל שנדגום טווח ערכים גדול י, ברגרסיה חד משתנית  .א

נגדיל את הפיזור ועקב כך ברוב המקרים שונות הטעויות תגדל ויהיה קשה יותר 

  .לדחות את השערת האפס למובהקות מקדם בטא

השונות של התפלגות הדגימה של בטא גדלה ככל שהקשר בין המשתנה התלוי   .ב

 .למשתנה הבלתי תלוי חלש יותר

 )coefficients(פלט המקדמים  3.3.6

  :פלט המציג את מקדמי הרגרסיה ומובהקותם בציוני גלם ובציוני תקןלהלן 

 

Coefficientsa

75.997 7.578 10.028 .000 60.979 91.015

.934 .062 .823 15.173 .000 .812 1.056

(Constant)

SIZE  square meter

Model
1

B Std. Error

Unstandardized
Coefficients

Beta

Standardized
Coefficients

t Sig. Lower Bound Upper Bound

95% Confidence Interval for B

Dependent Variable: PRICE  thousands $a. 

   

  :לערך המקדם וטעות התקן Tשימו לב לקשר בין סטטיסטי המבחן **

ErrorStd

B
t

.
= 

   F-ו  Tקשר בין התפלגויות  3.4

  :ברגרסיה חד משתנית קיימת זהות בין שלושת המבחנים הסטטיסטיים הבאים

 למובהקות משוואת הרגרסיה Fמבחן  )1

 )β(למובהקות מקדם השיפוע  Tמבחן  )2

  )η(מבחן למובהקות מקדם המתאם  )3

  .בשלושת שווה sig-ה: כל אחד מן המבחנים מעיד על האחרים

): המבחן הראשון והשני( F -ו Tבנוסף קיים קשר בין סטטיסטי המבחן 

)
2

()2,1( 2

2

α
−=− ntnF  

  

  

  :ניתן לראות כי) ניבוי מחיר הדירה על פי שטחה( 2' על פי נתוני דוגמא מס

שחישבנו למובהקות משוואת הרגרסיה שווה לריבוע סטטיסטי  Fסטטיסטי המבחן 

  :שחישבנו למובהקות מקדם השיפוע Tהמבחן 



60 

 

   www.GooL.co.il - כנסו לבסרטוני וידאו הי יםמלא נותלפתרו

 GOOL ©                                                                          60כל הזכויות שמורות לאתר 

 

22 2.159.230 === tF  

  :של שלושת המבחנים שווה sig -ניתן לראות בנוסף כי ה

   ):ANOVA-המופיע בפלט ה(  של מובהקות המשוואה  sig-ה

ANOVAb

148427.7 1 148427.680 230.216 .000a

70920.396 110 644.731

219348.1 111

Regression

Residual

Total

Model

1

Sum of
Squares df Mean Square F Sig.

Predictors: (Constant), SIZE  square metera. 

Dependent Variable: PRICE  thousands $b. 
  

  :)coefficients-שורה שנייה בפלט ה(של מובהקות השיפוע  sig-שווה ל

Coefficientsa

75.997 7.578 10.028 .000 60.979 91.015

.934 .062 .823 15.173 .000 .812 1.056

(Constant)

SIZE  square meter

Model
1

B Std. Error

Unstandardized
Coefficients

Beta

Standardized
Coefficients

t Sig. Lower Bound Upper Bound

95% Confidence Interval for B

Dependent Variable: PRICE  thousands $a. 

  

  ):correlations-המופיע בפלט ה(של מובהקות מקדם המתאם בין שני המשתנים  sig - ול

  

Correlationsa

1 .823**

. .000

.823** 1

.000 .

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

SIZE  square meter

PRICE  thousands $

SIZE  square
meter

PRICE 
thousands $

Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).**. 

Listwise N=112a. 

  

  

   Xעבור ערך מסוים של ) Y  )0µס לתוחלת ערכי "רב  3.5

עבור ערך מסוים של המשתנה ) 0µ(ס שמטרתו לאמוד את תוחלת ערכי המשתנה התלוי "רב

  .Xבמילים אחרות אנו מתבקשים לאמוד את הניבוי באוכלוסיה עבור ערך מסוים של ). 0x(ת "הב

:  X-ס הוא הניבוי במדגם עבור אותו ה"סביבו בנוי הרב) הסטטיסטי(האומד הנקודתי 

000
ˆˆˆ xy βαµ +== ɺɺ.  
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  :ס"נוסחת הרב

)
)(1

()
2

(ˆ
2

0

20
SSX

xx

n
MSREStn

−
+⋅⋅± −

α
µ

  

  :גורמים 4-ס מושפעים  מ"גודל הרב/טעות התקן

  .ס גדלים ולהפך"הרב/ טעות התקן, ככל שגדל. האומד לשונות הטעויות- MSRES  .א

  .ס קטנים ולהפך"הרב/ טעות התקן, ככל שגדל. גודל המדגם -n  .ב

ס "הרב/טעות התקן, ככל שגדל). קיצוץ תחום קשור לתופעת( Xמונה השונות של - SSX  .ג

 .קטנים ולהפך

)(  .ד 0 xx ס "הרב/ככל שגדלה טעות התקן. Xהמסוים מהממוצע של  Xהסטייה של ערך -−

  .גדלים ולהפך

) ניבוי הקשר בין מחיר הדירה על סמך שטחה( 2' נתוני דוגמא מס השאלה מבוססת על ?

  :והפלטים הבאים

Case Summaries

112 116.7404 39.13942 50.46 179.76

112 185.0664 44.45345 86.20 286.56

SIZE  square
meter

PRICE 
thousands $

N Mean Std. Deviation Minimum Maximum

  

Coefficientsa

75.997 7.578 10.028 .000 60.979 91.015

.934 .062 .823 15.173 .000 .812 1.056

(Constant)

SIZE  square meter

Model
1

B Std. Error

Unstandardized
Coefficients

Beta

Standardized
Coefficients

t Sig. Lower Bound Upper Bound

95% Confidence Interval for B

Dependent Variable: PRICE  thousands $a. 

  

Descriptive Statistics

116.740 39.139 112

185.066 44.453 112

185.066 36.568 112

.000 25.277 112

SIZE  square meter

PRICE  thousands $

PRE_1  Unstandardized
Predicted Value

RES_1  Unstandardized
Residual

Mean Std. Deviation N

  

 100לתוחלת מחיר הדירה כאשר שטח הדירה הוא  95%ס ברמת סמך של "חשב רב  .א

 .ר"מ
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ר ועבור שטח דירה "מ 105תן אומדן נקודתי לתוחלת מחיר הדירה עבור שטח הדירה   .ב

יעיל ומדויק יותר בניבוי התוחלת של מחיר מי משני האומדנים הללו . ר"מ 70של 

  .נמק? הדירה

 40ל את מחיר הדירה עבור שטח של  "האם נוכל לנבא על סמך משוואת הרגרסיה הנ  .ג

  ?ר"מ

 ?מהו האומדן לשינוי בתוחלת מחיר הדירה עבור עליה ביחידה אחת של שטח הדירה  .ד

ר "מ 120-ששווה למהו האומדן להפרש הצפוי בתוחלת מחיר הדירה בין שטח דירה   .ה

 ?ר"מ 90 -לבין שטח דירה ששווה ל

על איזה הנחה מהנחות המודל . ר"מ 100אמוד את שונות מחיר הדירה עבור שטח של   .ו

  ?מבוסס אומדן זה

  Xעבור ערך מסוים של  Yס לערכי "רב 3.6

  ).0x(מסוים  Xעבור ערך ) Y )0yס שמטרתו לאמוד את כל טווח ערכי "רב

  :ס"נוסחת הרב

)
)(1

1()
2

(ˆ
2

0

20
SSX

xx

n
MSRESt

n

−
++⋅⋅± −

α
µ

  

המסוים  X-עבור ערך ה Yס זה בנוי סביב האומדן הנקודתי לתוחלת ערכי "ניתן לראות כי גם רב

)0µ̂ .(  

ניתן לראות . בטעות התקןבא לידי ביטוי  Yס לתוחלת ערכי "לבין הרב Yס לערכי "ההבדל בין רב

.  Yס לתוחלת ערכי "גדולה יותר מטעות התקן של הרב Yס לערכי "כי טעות התקן של הרב

  .  ס לתוחלת"ס זה יהיה רחב יותר מן הרב"כאשר כל יתר הפרמטרים נשארים קבועים רב

  

  

  

  :ס לתוחלת ולערך המשתנה התלוי וממחיש זאת בבירור"התרשים הבא מתאר רב
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square meter

200180160140120100806040

th
o
u
s
a
n
d
s
 $

300

250

200

150

100

50

0

:  

מה ההבדל . ר"מ 100למחיר הדירה עבור שטח דירה של  95%ס ברמת ביטחון של "רבחשב  ?

  ?ס הקודם"ס זה לרב"בין רב

  שאלות מסכמות 3.7

בנק הפועלים ערך מחקר לבדיקת השפעת הפעילות בבורסה על הפעילות בחשבונות  )1

  .נבדקים מסניפים שונים ברחבי הארץ 115לשם כך נדגמו . החיסכון של לקוחותיו

  :להלן המשתנים שנחקרו            

            ISKA3- פעילות בבורסה 

            ISKA6 - פעילות בחשבונות חיסכון  

  : להלן הממצאים     

Std. Deviation Mean N  

73.8843 234.7183 115 ISKA3 

 167.5057 115 ISKA6 

  115 Valid N (listwise) 

  

  

  

  

Model Summary: 
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Std. Error 

Of the 

Estimate 

Adjusted  

R Square 

R Square R Model 

48.3545 0.107 0.115 0.339 1 

Predictors: (constant), ISKA3 

Dependent Variable: ISKA6 

   sig=0.021לבדיקת מובהקות המשוואה התקבל    Fנתון בנוסף כי במבחן **

י פעילות בבורסה "בדוק האם שיפוע הרגרסיה לניבוי פעילות בחשבונות חיסכון ע  .א
הצב , רשום הנחות( על סמך הנתונים בלבד, 0.0 5=מובהקת ברמת מובהקות של אלפא

  ). השערות והסק מסקנה מילולית
  

 .חשב את האומד חסר ההטיה לשונות של ערכי פעילות בחשבון חיסכון  .ב

  

  .י פעילות בבורסה"לניבוי פעילות בחשבונות חיסכון עבנה את משוואת הרגרסיה   .ג
  

 מהו האומדן הנקודתי לתוחלת פעילות בחשבון חיסכון עבור לקוח שפעילותו בבורסה   .ד

  ?210היא 
  

באלפי (מכון מחקר בחן עבור חברה מסוימת את הקשר בין סך מכירותיה החודשיות  )2

חודשים  25כך נדגמו לשם ). ח"באלפי ש(לבין הוצאותיה על פרסום בחודש ) ח"ש

 :ונבדקו המשתנים הבאים

Advertise expenses 

Sales 

  

  :יםלהלן הממצא

 

Coefficientsa

-41.586 56.465 -.736 .469

10.348 1.745 .778 5.930 .000

(Constant)

X  advertise expenses

Model
1

B Std. Error

Unstandardized
Coefficients

Beta

Standardized
Coefficients

t Sig.

Dependent Variable: Y  salesa. 

  

Std .Deviation Mean N  
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 28.1040 25 Advertise 

expenses 

217.85283 249.2400 25 Sales 

  25 Valid N (listwise) 

  

בדוק ? האם המשוואה לניבוי המכירות על ידי הוצאות הפרסום מובהקת באוכלוסיה  .א

הצב השערות , רשום הנחות( על פי נתוני הפלט בלבד 0.05ברמת מובהקות של 

 ).והסק מסקנה מילולית

 .ענה ללא חישוב? למובהקות המשוואה Fמהו ערך סטטיסטי המבחן   .ב

 ?הוצאות הפרסום מצויות במשוואהמהו האומדן לשונות ערכי המכירות כאשר   .ג

 35לתוחלת המכירות עבור הוצאות פרסום של  95%ס ברמת ביטחון של "בנה רב  .ד

 .₪אלף 

 ?מהו ערכו של המתאם בין האומדנים של המכירות לבין ערכי הוצאות הפרסום  .ה

 ?מהו ערכו של המתאם בין האומדנים של המכירות לבין ערכי המכירות  .ו

  ?כירות לבין הטעות בניבוי המכירותמהו ערכו של המתאם בין המ  .ז

מהו האומדן לשינוי בתוחלת ערכי המכירות עבור עליה ביחידה אחת בהוצאות   .ח

  ?הפרסום
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  במדגםהמרובה מאפייני קו הרגרסיה  - 9פרק 
  :נוסחת קו הרגרסיה המרובה

kikiiii xxxxy ββββα ˆ...ˆˆˆˆˆ
332211 +++++=  

  .Xמהווה קומבינציה ליניארית של ערכי ) ŷ(האומדן לניבוי 

  .הוא אחד) α̂(ת ואילו קבוע הרגרסיה "הם כמספר המשתנים הב) β̂-ה(מספר השיפועים 

  

  מקדמי הרגרסיה 1.1
  :נציג את מקדמי קו הרגרסיה המרובה בציוני גלם ובציוני תקן

  ציוני תקן  ציוני גלם  המקדם

  אלפא
kk xxxy βββα ˆ....ˆˆˆ 2211 −−−−=  0=α̂z 

-קבוע החיתוך של קו הרגרסיה עם ציר ה  המשמעות
Y.  

ˆα̂: אז 0-ים שווים לX -כאשר כל ה =iy  

  קו הרגרסיה יוצא מראשית הצירים

  בטה 

מקדמי "

רגרסיה 

  "חלקיים

2

2

12

1212

2

1

2

12

1221

1

ˆ

ˆ
*

1

)*(
ˆ

ˆ

ˆ
*

1

)*(
ˆ

x

yyy

x

yyy

s

s

r

rrr

s

s

r

rrr

−

−
=

−

−
=

β

β

  

  ברגרסיה דו משתניתב רק ושיניתן לח :הערה

2

12

1212

2

2

12

1221

1

1

)*(
ˆ

1

)*(
ˆ

r

rrr
z

r

rrr
z

yy

yy

−

−
=

−

−
=

β

β

 

  המשמעות

  

ת "של המשתנה הב הייחודיתהתרומה 

בניכוי שאר (לניבוי של המשתנה התלוי 

  ).ת המצויים במשוואה"המשתנים הב

ת לניבוי "של המשתנה הב היחסית  התרומה

  . המשתנה התלוי

- השוואת הבטות המתוקננות בערך מוחלט

β̂z מאפשרת להעריך את התרומה היחסית

ת לניבוי "של כל אחד מהמשתנים הב

  .המשתנה התלוי

הסיבה שאנו משווים בין השיפועים 

המתוקננים ולא הגולמיים היא כי המתוקננים 

בניגוד לגולמיים מנוקים מיחידות המדידה של 

  .המשתנים
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 כאשר

המתאם בין 

המשתנים 

0=ת"הב

012 =r 2

22

1

11

ˆ

ˆ
ˆ

ˆ

ˆ
ˆ

x

y

y

x

y

y

s

s
r

s

s
r

⋅=

⋅=

β

β

  

שיפועי הרגרסיה המרובה שווים לשיפועי 

  הפשוטה

22

11

ˆ

ˆ

y

y

rz

rz

=

=

β

β

 

  .הבטה המתוקננת שווה למתאם הפשוט

  

נשאלת השאלה , ת לתוך משוואת הרגרסיה"כאשר נכניס משתנים ב): הבטות(יציבות השיפועים 

  ? ת שכבר מצויים בתוך המשוואה"מה יקרה לבטות של המשתנים הב

ת אחרים שכבר מצויים "ת שנכניס עם משתנים ב"ככל שהמתאם בין המשתנה הב :התשובה

  . קבועות בהכנסתו ולהפך/במשוואה יהיה חזק יותר כך הבטות יהיו פחות יציבות

  :ניבוי השכר הנוכחי באמצעות רמת ההשכלה והוותק במקום העבודה:  1דוגמה  ?

Case Summaries

121 8965.6734 1392.38927 5412.49 12207.19

121 13.7438 2.76746 8.00 20.00

121 76.1653 13.22267 38.00 110.00

SALNOW 
Current salary

EDUCATE 
Level of
education in
years

TIME  Job
seniority in
months

N Mean Std. Deviation Minimum Maximum

  

Correlationsa

1 .551** .661**

. .000 .000

.551** 1 .008

.000 . .927

.661** .008 1

.000 .927 .

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

SALNOW  Current salary

EDUCATE  Level of
education in years

TIME  Job seniority in
months

SALNOW 
Current salary

EDUCATE 
Level of

education in
years

TIME  Job
seniority

in months

Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).**. 

Listwise N=121a. 
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הנוכחי על ידי רמת ההשכלה והוותק בציוני גלם חשב את משוואת הרגרסיה לניבוי השכר   .א

 .ובציוני תקן

 

 14= של השכר הנוכחי לאדם שרמת השכלתו, בציוני גלם ובציוני תקן, מה יהיה הניבוי .1

 ?מה דעתך על מידת הדיוק של ניבוי זה? חודשים 75=שנים והוותק שלו בעבודה

  

חודשי ' השכלה אך מס אמוד את ההפרש בשכר הנוכחי של שני עובדים בעלי אותה רמת .2

 .ממספר חודשי הוותק של השני 1.5הוותק של הראשון גבוה פי 

 

רמת השכלה או וותק תרומה ייחודית גבוהה יותר לניבוי -ת"למי משני המשתנים הב .3

 ?המשתנה המנובא

 
בנה את . י רמת ההשכלה בלבד"בשלב הראשון הוחלט לנבא את השכר הנוכחי ע .4

 .משוואת הרגרסיה

האם המשוואה שבנית בסעיף הקודם מובהקת ברמת מובהקות : על סמך הפלט בלבד .5

 ).רשום הנחות והסק מסקנה מילולית בלבד, הצב השערות(? 0.05= של אלפא

של  מקדם הרגרסיה החלקיהאם ישתנה . בשלב השני הוסיף החוקר את המשתנה וותק .6

 .שובללא חיהסבר ? רמת ההשכלה לאחר הכנסת הוותק לתוך המשוואה

  :להלן הנתונים. ת"על ידי שני משתנים ב Yחוקר ערך מחקר שבו ניבא את  ?

25ˆ,9ˆ

50,20

0

2

2

2

1

21

12

==

==

=

xx ss

xx

r

  

iii:המשוואה המתוקננת שהתקבלה zxzxyz 21 2.18.1ˆ −=  

  .חווה דעתך? ל הגיונית"האם המשוואה הנ

המשתנה בעל התרומה היחסית הנמוכה ביותר במשוואת : חווה דעתך על הטענה הבאה ?

הוא בהכרח זה בעל הקשר החלש ביותר עם המשתנה , ת לפחות"משתנים ב 3הרגרסיה המונה 

  .התלוי

 אומדנים חשובים ברגרסיה מרובה 1.2

  Rהמתאם המרובה  1.2.1

  

המתייחס לקשר בין שני " מתאם הפשוט"המכונה גם ה rעד עתה הכרנו את מקדם המתאם 

, ת"מתייחס לקשר בין המשתנה התלוי לכמה משתנים ב R-המתאם המרובה. משתנים בלבד

  ).מסומנים במספרים) יםX-ה(ת "שימו לב כי המשתנים הב. (123yR:למשל
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מת הקשר ולא את כיוונו מגדיר רק את עוצ) R(המתאם המרובה ) r(בניגוד למתאם הפשוט  

)10 ≤≤ R .( בנוסף לכך לעומת המתאם הפשוט המהווה מקדם מתאם סימטרי) לא חשוב מיהו

yxxy: ת"המשתנה התלוי ומיהו הב rr   .סימטרי -מקדם המתאם המרובה הוא א, )=

פרופורציית השונות המוסברת  1.2.2
2

R  

  

כמה מתוך השונות של המשתנה התלוי הצליחו המשתנים ) כמו ברגרסיה פשוטה(משמעותה 

  :ת להסביר"הב

10 2 ≤=≤
ssy

ssreg
R  

ניתן לחשב את פרופורציית השונות , )רגרסיה דו משתנית(ת בלבד "כאשר ישנם שני משתנים ב

  :המוסברת גם על ידי הנוסחה הבאה

2

12

1221

2

2

2

12

12
1

2

r

rrrrr
R

yyyy

y −

⋅⋅⋅−+
=  

  :ת"המתאם המרובה מושפע מהתלות הסטטיסטית בין המשתנים הב

012כאשר  .1 =r: 

תהייה שווה לסכום , ת"על ידי שני המשתנים הב Yפרופורציית השונות המוסברת של 

":פשוטות"הפרופורציות המוסברות ה
2

2

2

1

2

12 yyy rrR +=  

  

  

012כאשר  .2 ≠r: 

תהיה קטנה מסכום הפרופורציות , ת"י שני המשתנים הב"ע Yות המוסברת של פרופורציית השונ

":פשוטות"המוסברות ה
2

2

2

1

2

12 yyy rrR +<  

תכונה חשובה של 
2R :ת לתוך משוואת הרגרסיה יכול רק לגדול "בהוספת משתנים ב

  .  או להישאר אותו דבר אך לא יוכל לעולם לקטון") להתנפח("

2 - לפרופורציית השונות המוסברת) חסר ההטיה(האומד המתוקן  1.2.3
AdjR  
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2 - האומד המתוקן לפרופורציית השונות המוסברת
AdjR בניגוד לאומד המוטה-

2R עלול לקטון

כאלה (לא איכותיים לתוך משוואת הרגרסיה  ת"בהוספת משתנים ב) ואף לקבל ערכים שליליים(

  ). ים אחרים המצויים במשוואה Xוקשרים גבוהים עם  Yשהם בעלי קשר נמוך עם 

לכן 
2AdjR משתנים /משמש ככלי חשוב כאשר נרצה להעריך האם כדאי לנו להכניס משתנה

  .במדגםמסוימים לתוך משוואת הרגרסיה או בכדי לבחור את המשוואה האופטימאלית  ת"ב

באמצעות ציוני הבגרות בלבד כאשר פרופורציית  B.A-במחקר מסוים מנבאים את ציוני ה ?

64.02: השונות המוסברת שהתקבלה היא =xyr . בשלב השני הוחלט להוסיף למשוואת הניבוי

  :פסיכומטרי והתקבל ש-נוסףמשתנה מנבא 

611.02  .א

12 =yAdjR . 

611.02  .ב

12 =yR. 

על ידי  B.A-ל לפרופורציית השונות המוסברת של ה"חווה דעתך לגבי שני האומדנים הנ

  .נמק? האם הגיוניים - פסיכומטרי ובגרות

  :תשובה

שני האומדים מצביעים על ירידה . האומד הראשון הגיוני ואילו האומד השני איננו הגיוני

. הפסיכומטרי -ת נוסף לתוך המשוואה"בפרופורציית השונות המוסברת בהוספה של משתנה ב

(אולם רק האומד המתוקן לפרופורציית השונות המוסברת 
2AdjR ( יכול לקטון בהוספת משתנים

(האומד המוטה . ת לתוך משוואת הרגרסיה"ב
2R ( יכול רק לגדול")ובכל מקרה לא ") להתנפח

  .יכול לקטון

  

ניבוי השכר הנוכחי באמצעות רמת ההשכלה והוותק במקום (  1על סמך נתוני  דוגמה  ?

  ):העבודה

  

 

Case Summaries

121 8965.6734 1392.38927 5412.49 12207.19

121 13.7438 2.76746 8.00 20.00

121 76.1653 13.22267 38.00 110.00

SALNOW 
Current salary

EDUCATE 
Level of
education in
years

TIME  Job
seniority in
months

N Mean Std. Deviation Minimum Maximum
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Correlationsa

1 .551** .661**

. .000 .000

.551** 1 .008

.000 . .927

.661** .008 1

.000 .927 .

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

SALNOW  Current salary

EDUCATE  Level of
education in years

TIME  Job seniority in
months

SALNOW 
Current salary

EDUCATE 
Level of

education in
years

TIME  Job
seniority

in months

Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).**. 

Listwise N=121a. 

  

  :חשב את האומדנים הבאים

י רמת ההשכלה "מוסברת של השכר הנוכחי עהאומד לפרופורציית השונות הלא   .א

  והוותק

 ה לשונות של ההשכר הנוכחי.ח.א  .ב

 ה לשונות של השכר הנוכחי כאשר רמת ההשכלה והוותק מצויים במשוואה.ח.א  .ג

 חודשים 68=שנים וותק  14=האומד לשונות של השכר הנוכחי עבור רמת השכלה  .ד
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  ומקדמיו באוכלוסיההמרובה מובהקות קו הרגרסיה  - 10פרק 
2.   

  הנחות מודל הרגרסיה המרובה 2.1

 

   .ת"טעויות ב/ דגימה מקרית של תצפיות. 1

)j ≠ i  :0),covעבור כל      =
ji

εε  

2.),0( 2

ei N σε   . Xערכי  של  הקבועקומבינציה ליניארית עבור כל  ≈

  .ת"הבאין מתאם מלא בין המשתנים . 3

  

  מובהקות משוואת הרגרסיה המרובה 2.2
  

  . 'נבצע מבחן זה כשנרצה לבדוק האם משוואת הרגרסיה שקיבלנו במדגם מובהקת באוכ

  :השערות

notHOH

H K

;1

0...;0 21 ==== βββ
  

  כדי שהמשוואה תהיה מובהקת 0 -אחת שונה מ המספיק שבט**

  :סטטיסטי המבחן

MSRES

MSREG
F =  

  :ANOVAנחשבו באמצעות טבלת 

MSRES

MSREG
F =  

   סטטיסטי

MS=SS/df SS 
דרגות חופש 

df  
  מקור השונות

MSreg SSreg k  רגרסיהreg  

)1,(; −− knkFcα  

  קריטי

MSres SSres n-k-1  טעויותres  

 
SSy  

n-1   אמיתיתy  

:   גם באמצעות הנוסחה המקוצרת Fניתן לחשב את סטטיסטי   :הערה

1
)1(

2

2

−−
−

=

kn
R

k
R

F  
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  :כלל הכרעה ומסקנה

CFF  אם    .H0יש סיבה מספקת לדחות את  <

  αעדות לכך שמשוואת הרגרסיה מובהקת באוכלוסייה ברמת מובהקות של   אין/יש: מסקנה

  

מובהקת והוותק שלו השכלה הי "עשל העובד בדוק האם המשוואה לניבוי השכר הנוכחי  ?

בנה טבלת מקור שונות , רשום הנחות, הצב השערות( 0.05= ברמת מובהקות של אלפא'    באוכ

 :=121nבהינתן גם  Model Summary -בנה את טבלת מקור השונות על סמך ה).והסק מסקנה

Model Summaryb

.857a .735 .731 722.66594

Model
1

R R Square
Adjusted
R Square

Std. Error of
the Estimate

Predictors: (Constant), TIME  Job seniority in months,
EDUCATE  Level of education in years

a. 

Dependent Variable: SALNOW  Current salaryb. 

  

  

  מובהקות השיפועים 2.3

  המבחן הסטטיסטי 2.3.1

 

של אחד המשתנים ) הבטה(נבצע מבחן סטטיסטי זה כאשר נרצה לבדוק האם מקדם השיפוע 

  .ת מובהק באוכלוסיה"הב

  :השערות

0;1

0;0

≠

=

j

j

H

H

β

β
  במשוואהמצויים ת האחרים "כאשר המשתנים הב   

  

  .ניתן לשער גם השערות חד צדדיות וגם על בטה ששווה לערך מסוים באוכלוסיה: הערה**
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  :סטטיסטי המבחן

  ).ת נשתמש בפלטים בלבד"עבור יותר משני משתנים ב(ניתן לחישוב רק ברגרסיה דו משתנית 

)1(

ˆ

2

121

1
ˆ
1

rSSX

MSRES
t

−

−
=

ββ
β  

  

)1(

ˆ

2

122

2
ˆ

2

rSSX

MSRES
t

−

−
=

ββ
β   

  

  :כלל הכרעה ומסקנה

,1אם 
2

−−






> kntt c

α
,1או  

2
−−







−<− kntt
α

   H0נדחה את 

מובהק באוכלוסיה כאשר  ת המסוים"המשתנה הבעדות לכך ששיפוע  אין/יש: מסקנה

  .αברמת מובהקות של , מצויים במשוואה ת"שאר המשתנים הב

רשום , הצב השערות(? האם השיפוע של רמת ההשכלה מובהק כאשר הוותק מצוי במשוואה ?

 ).קבע כלל הכרעה והסק מסקנה, הנחות

  : Model summary - פטור על פי ה

Model Summaryb

.857a .735 .731 722.66594

Model
1

R R Square
Adjusted
R Square

Std. Error of
the Estimate

Predictors: (Constant), TIME  Job seniority in months,
EDUCATE  Level of education in years

a. 

Dependent Variable: SALNOW  Current salaryb. 

  

  : כאשר נתון ש 

008.0

652.0ˆ

12

2

=

=

r

zβ
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S.Deviation N  

1392.389 121 Y  

2.767 121 X1 

13.222 121 X2 

 

  
רשום , הצב השערות? האם התרומה הייחודית של הוותק לניבוי השכר הנוכחי מובהקת ?

  .הנחות והסק מסקנה מילולית על סמך הפלט בלבד וללא חישוב

Coefficientsa

-74.959 503.950 -.149 .882

274.676 23.839 .546 11.522 .000

69.133 4.989 .657 13.856 .000

(Constant)

EDUCATE  Level of
education in years

TIME  Job seniority
in months

Model
1

B Std. Error

Unstandardized
Coefficients

Beta

Standardized
Coefficients

t Sig.

Dependent Variable: SALNOW  Current salarya. 

  
במודל יש את התרומה הייחודית הגבוהה ביותר לניבוי  ת"לאיזה מבין המשתנים הב ?

  ?המשתנה התלוי

 

  

  jβ̂-ס ל"רב 2.3.2

)ˆ.(.1,
2

ˆ
Jj ESknt β

α
β ⋅−−







±  

  .0.05אמוד את השיפוע של הוותק באוכלוסיה ברמת ביטחון של  ?

  

  השוואה בין רגרסיה פשוטה למרובה-מובהקות השיפוע 2.3.3

  

ת מסוים "במבחן למובהקות השיפוע של משתנה ב H0אם הצלחנו לדחות את -נשאלת השאלה

למובהקות אותו השיפוע גם במרובה  H0 האם בהכרח נצליח לדחות את, ברגרסיה פשוטה

  ?)ת נוספים בתוך המשוואה"כאשר ישנם משתנים ב(
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  :תשובה

  מרובה      פשוטה                                                                                  

SSX

MSRES
ES =)ˆ.(. β           1(012 =r                     

SSX

MSRES

rSSX

MSRES
ES =

−
=

)1(
)ˆ.(.

2

12

β  פשוטה)ˆ.(.)ˆ.(. ββ ESES   מרובה>

  .בפשוטה בהכרח נדחה גם במרובה H0ולכן אם דחינו  

                                                 2  (012 ≠r                                        

)1(
)ˆ.(.

2

12rSSX

MSRES
ES

−
=β  

.).ˆ(?.).ˆ(פשוטה ββ ESESמרובה  

  .בהכרח שנדחה במרובה לאבפשוטה  H0ולכן אם דחינו 

ת מסוים מובהק באוכלוסיה ברגרסיה פשוטה מובהקותו של "כאשר שיפוע משתנה ב :מסקנה

רק במקרה שאין מתאם בין . ת"סיה מרובה תלויה במתאם בין המשתנים הבאותו המשתנה ברגר

  .ת מובהקות המשתנה בפשוטה מעידה בהכרח על מובהקותו במרובה"הב

הוא  בשלב הראשון. פסיכומטרי ובגרות - על סמך המשתנים  B.A-חוקר ניבא את הציונים ב ?

החליט  בשלב השני. רק על סמך הבגרות ומקדם השיפוע יצא מובהק B.A-ניבא את הציונים ב

כי , לטענתו משתנה הבגרות חייב לצאת מובהק גם בשלב זה. להוסיף את משתנה הפסיכומטרי

  .חווה דעתך על טענתו. שונות הטעויות קטנה
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  שיטות להרצת רגרסיה רבת משתנים - 11פרק 
3.  

  

 הנבדלות ביניהן בסדר הכנסת המשתנים, ברגרסיה מרובה שיטות להרצת הנתונים 3קיימות 

  :ת"הב

  ENTERשיטת 

  )STEPWISE REGRESSION(רגרסיה בצעדים חכמים  

  רגרסיה היררכית 

  

  

   ENTERשיטת  3.1
  

  . ת למשוואה בעת ובעונה אחת"מכניסים את כל המשתנים הב

, היקף פעולות בבורסה - משתנים 5ניבוי היקף פעולות סניף הבנק ביצוא באמצעות : 2דוגמה 

  ). ח ליום"כל המשתנים באלפי ש(עמלות והמחאות נוסעים , חסכונות, יבוא

 :Enterניתוח הנתונים לפי שיטת 

Variables Entered/Removed b

X5  Traveler Checks, X1  Stock Market,
X4  Commission, X2  Import, X3 
Saving

a
. Enter

Model
1

Variables Entered
Variables
Removed Method

All requested variables entered.a. 

Dependent Variable: Y  Exportb. 

  

Model Summaryb

.506a .256 .221 64.75156

Model
1

R R Square
Adjusted
R Square

Std. Error of
the Estimate

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checks, X1  Stock
Market, X4  Commission, X2  Import, X3  Saving

a. 

Dependent Variable: Y  Exportb. 
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ANOVAb

155428.3 5 31085.659 7.414 .000a

452818.5 108 4192.764

608246.8 113

Regression

Residual

Total

Model
1

Sum of
Squares df Mean Square F Sig.

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checks, X1  Stock Market, X4  Commission, X2 
Import, X3  Saving

a. 

Dependent Variable: Y  Exportb. 
  

Coefficientsa

-259.207 71.279 -3.637 .000

-2.00E-02 .089 -.020 -.225 .823

.257 .103 .221 2.490 .014

.312 .128 .219 2.447 .016

-2.57E-02 .107 -.021 -.240 .811

103.806 29.454 .315 3.524 .001

(Constant)

X1  Stock Market

X2  Import

X3  Saving

X4  Commission

X5  Traveler Checks

Model
1

B Std. Error

Unstandardized
Coefficients

Beta

Standardized
Coefficients

t Sig.

Dependent Variable: Y  Exporta. 
  

  

  :ענה ללא חישוב, ל"על סמך הפלטים הנ ?

ת "האם משוואת הרגרסיה לניבוי פעילות סניף הבנק ביצוא על ידי חמש המשתנים הב .1

  ?0.05מובהקת באוכלוסיה ברמת מובהקות של 

, ת תרומה ייחודית מובהקת לניבוי פעילות סניף הבנק ביצוא"לאיזה מהמשתנים הב .2

 ?0.05ברמת מובהקות של 

ביותר לניבוי פעילות סניף ת תורם את התרומה היחסית הגבוהה "מי מבין המשתנים הב .3

 ?הבנק ביצוא

י חמשת המשתנים "מהי פרופורציית השונות המוסברת של פעילות סניף הבנק ביצוא ע .4

 ?ת"הב

 ?מהו האומד לשונות הטעויות בניבוי פעילות הבנק ביצוא .5
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  )stepwise(רגרסיה בצעדים חכמים  3.2
 

ת אשר "כלומר לבחור את המשתנים הב. מטרתה לבנות את משוואת הרגרסיה האופטימאלית

  . תרומתם הייחודית לניבוי המשתנה התלוי היא הגבוהה ביותר ומובהקת

  .ת אחד בלבד"שלב יכנס משתנה ב/בכל צעד

  .ומובהק Yהגבוה ביותר עם  המתאם הפשוטת שיש לו את "יכנס המשתנה הב : בשלב הראשון

בניכוי ( Yהגבוה ביותר עם  המתאם החלקית שיש לו את "יכנס המשתנה הב: ב השניבשל

  .ומובהק) ת שנכנס בשלב הראשון למשוואה"המשתנה הב

בניכוי ( Yהגבוה ביותר עם  המתאם החלקית שיש לו את "יכנס המשתנה הב :בשלב השלישי

  . ומובהק) המשתנים שנכנסו בשלב הראשון והשני למשוואת הרגרסיה

המשתנה בעל המתאם הגבוה ביותר איננו מובהק עוצרים ולא , במידה ובכל שלב... כך הלאהו

  .ממשיכים להכניס משתנים

בניית משוואת הרגרסיה האופטימאלית לניבוי פעילות הבנק :  2הדגמה על פי נתוני דוגמא 

  : stepwiseביצוא בשיטת 

  :תעשה מתוך טבלת המתאמים ת"בחירת המשתנה הב- שלב ראשון

Correlationsa

1 .126 .337** .283** .137 .395**

. .182 .000 .002 .147 .000

.126 1 .189* .342** .019 .094

.182 . .044 .000 .841 .318

.337** .189* 1 .161 .207* .282**

.000 .044 . .086 .027 .002

.283** .342** .161 1 .109 .119

.002 .000 .086 . .249 .206

.137 .019 .207* .109 1 .281**

.147 .841 .027 .249 . .002

.395** .094 .282** .119 .281** 1

.000 .318 .002 .206 .002 .

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Y  Export

X1  Stock Market

X2  Import

X3  Saving

X4  Commission

X5  Traveler Checks

Y 
Export

X1 
Stock
Market

X2 
Import

X3 
Saving

X4 
Commission

X5 
Traveler
Checks

Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).**. 

Correlation is significant at the 0.05 level (2-tailed).*. 

Listwise N=114a. 
  

יש את המתאם הגבוה ביותר עם פעילות הבנק " המחאות נוסעים"ניתן לראות כי למשתנה 

395.05  - )ומובהק(ביבוא  =yr  
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טובה רק , יםX-לבין ה Yבין " פשוטים"המתארת את המתאמים ה, שימו לב כי טבלת המקדמים

את .  Yהגבוה ביותר עם  המתאם החלקיים בעלי X-הבשלבים הבאים נבחרים . לשלב הראשון

  excluded variables:-המתאמים החלקיים ניכל לראות בפלט המכונה

Excluded Variablesd

.089a 1.025 .308 .097 .991

.245a 2.793 .006 .256 .920

.239a 2.816 .006 .258 .986

.028a .305 .761 .029 .921

.011b .118 .906 .011 .880

.216b 2.496 .014 .232 .904

.008b .093 .926 .009 .915

-.019c -.213 .832 -.020 .864

-.020c -.229 .820 -.022 .900

X1  Stock Market

X2  Import

X3  Saving

X4  Commission

X1  Stock Market

X2  Import

X4  Commission

X1  Stock Market

X4  Commission

Model
1

2

3

Beta In t Sig.
Partial

Correlation Tolerance

Collinearity
Statistics

Predictors in the Model: (Constant), X5  Traveler Checksa. 

Predictors in the Model: (Constant), X5  Traveler Checks, X3  Savingb. 

Predictors in the Model: (Constant), X5  Traveler Checks, X3  Saving, X2  Importc. 

Dependent Variable: Y  Exportd. 

 

יש את המתאם החלקי הגבוה " חיסכון"כי למשתנה   Partial Correlation-ניתן לראות לפי ה

בשלב השני לתוך ולכן הוא יכנס ) sig=0.006(ומובהק ) 0.258(ביותר עם פעילות הבנק ביצוא 

  .מודל הרגרסיה

כי למשתנה יבוא יש את המתאם החלקי  Partial Correlation -באותו אופן ניתן לראות לפי ה

ולכן הוא יכנס בשלב השלישי ) sig=0.014(ומובהק ) 0.232(הגבוה ביותר עם פעילות הבנק ביצוא 

  .לתוך משוואת הרגרסיה

-" (עמלות"- ביותר עם פעילות הבנק ביצואבשלב הבא המשתנה בעל המתאם החלקי הגבוה 

  .ולכן לא ייכנס לתוך משוואת הרגרסיה והפרוצדורה תיעצר) sig=0.820(כבר לא מובהק )  0.022

  :stepwise-הפלט הבא מציג את המשתנים שנכנסו למשוואת הרגרסיה בכל שלב בשיטת ה

Variables Entered/Removed a

X5  Traveler
Checks

.
Stepwise (Criteria: Probability-of-F-to-enter <= .050,
Probability-of-F-to-remove >= .100).

X3  Saving .
Stepwise (Criteria: Probability-of-F-to-enter <= .050,
Probability-of-F-to-remove >= .100).

X2  Import .
Stepwise (Criteria: Probability-of-F-to-enter <= .050,
Probability-of-F-to-remove >= .100).

Model
1

2

3

Variables
Entered

Variables
Removed Method

Dependent Variable: Y  Exporta. 
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ביצוא המתקבלת בשלב  האם המשוואה לניבוי פעילות הבנק, ללא חישוב, האם ניתן לדעת ?

  ?מובהקת stepwise-הסופי על פי שיטת ה

לבדיקת מובהקות המשוואה  Fמה יהיה ערכו של הסטטיסטי  model summary-על פי פלט ה ?

  ?הסופית

  רגרסיה היררכית 3.3
  

החוקר הוא זה שמחליט אילו משתנים יכנסו לתוך משוואת הרגרסיה בכל שלב במטרה לבדוק  

ת ביחד וממילא המשוואה הסופית או "ל שלב יכולים להיכנס כמה משתנים בבכ. את השערותיו

  ).stepwise-בניגוד לשיטת ה(מקדמי השיפוע לא חייבים להיות מובהקים 

עמלות ופעילות בבורסה , החוקר משער כי המשתנים חיסכון.  2' נדגים על סמך נתוני דוגמא מס

מעבר לתרומת המשתנים המחאות נוסעים  יתרמו תרומה מובהקת לניבוי פעילות הבנק ביצוא

  .ויבוא

בשלב . שלבים/בכדי לבדוק את השערתו צריך החוקר לבנות משוואת רגרסיה בשני צעדים

המחאות נוסעים ויבוא ואילו בשלב השני להכניס את שלושת - הראשון להכניס את המשתנים 

  :המשתנים הנותרים

Variables Entered/Removed b

X5  Traveler Checks, X2  Import a . Enter

X3  Saving, X4  Commission, X1  Stock
Market

a . Enter

Model
1

2

Variables Entered
Variables
Removed Method

All requested variables entered.a. 

Dependent Variable: Y  Exportb. 

  

ת "לא כל שיפועי המשתנים הב  stepwise-ת הלפי טבלת המקדמים ניתן לראות כי בניגוד לשיט

  :בשלב האחרון מובהקים
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Coefficientsa

-231.425 70.532 -3.281 .001

.285 .102 .245 2.793 .006

107.619 28.975 .326 3.714 .000

-259.207 71.279 -3.637 .000

.257 .103 .221 2.490 .014

103.806 29.454 .315 3.524 .001

-2.00E-02 .089 -.020 -.225 .823

.312 .128 .219 2.447 .016

-2.57E-02 .107 -.021 -.240 .811

(Constant)

X2  Import

X5  Traveler Checks

(Constant)

X2  Import

X5  Traveler Checks

X1  Stock Market

X3  Saving

X4  Commission

Model

1

2

B Std. Error

Unstandardized
Coefficients

Beta

Standardized
Coefficients

t Sig.

Dependent Variable: Y  Exporta. 
  

  והיררכית stepwiseהשוואה בין שיטת  3.4
  

  . או בשיטה ההיררכית stepwiseלעיתים אנו מתבקשים לבחון האם הנתונים עובדו בשיטת 

  :קיימים כמה אינדיקציות העוזרות להבחין בין השיטות

 .אחד בכל שלב ואילו בהיררכית לא בהכרח ת"נכנס משתנה ב stepwise-ב .1

המשתנה הראשון שנכנס צריך להיות בעל המתאם הפשוט הגבוה ביותר  stepwise-ב .2

 .עם המשתנה התלוי ואילו בהיררכית לא בהכרח

ת שנכנס חייבת להיות מובהקת מעבר למה "התוספת של כל משתנה ב stepwise-ב .3

 .רחשכבר מצוי במשוואה ואילו בהיררכית לא בהכ

כל מקדמי השיפוע במשוואה הסופית חייבים להיות מובהקים ואילו  stepwise-ב .4

 .בהיררכית לא בהכרח

-צריך לרדת משלב לשלב ואילו ה   MSRES-ה stepwise-ב .5
2AdjR  צריך לעלות משלב

 ..לשלב

תן ? או היררכית stepwise, על סמך הפלטים הבאים הערך באיזו שיטה נותחו הנתונים ?

  .אינדיקציות התומכות בערכתך 3לפחות 
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Model Summary

.395a .156 .149 67.68720 .156 20.760 1 112 .000

.461b .213 .198 65.68529 .056 7.931 1 111 .006

.505c .255 .235 64.19061 .042 6.229 1 110 .014

Model
1

2

3

R R Square
Adjusted
R Square

Std. Error of
the Estimate

R Square
Change F Change df1 df2 Sig. F Change

Change Statistics

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checksa. 

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checks, X3  Savingb. 

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checks, X3  Saving, X2  Importc. 
  

ANOVAd

95112.382 1 95112.382 20.760 .000a

513134.4 112 4581.557

608246.8 113

129330.9 2 64665.464 14.988 .000b

478915.9 111 4314.557

608246.8 113

154999.0 3 51666.334 12.539 .000c

453247.8 110 4120.435

608246.8 113

Regression

Residual

Total

Regression

Residual

Total

Regression

Residual

Total

Model
1

2

3

Sum of
Squares df Mean Square F Sig.

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checksa. 

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checks, X3  Savingb. 

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checks, X3  Saving, X2  Importc. 

Dependent Variable: Y  Exportd. 
  

Coefficientsa

-221.003 72.540 -3.047 .003

130.447 28.630 .395 4.556 .000

-254.426 71.388 -3.564 .001

121.042 27.983 .367 4.326 .000

.341 .121 .239 2.816 .006

-259.691 69.795 -3.721 .000

102.038 28.387 .309 3.595 .000

.301 .119 .211 2.521 .013

.251 .100 .216 2.496 .014

(Constant)

X5  Traveler Checks

(Constant)

X5  Traveler Checks

X3  Saving

(Constant)

X5  Traveler Checks

X3  Saving

X2  Import

Model
1

2

3

B Std. Error

Unstandardized
Coefficients

Beta

Standardized
Coefficients

t Sig.

Dependent Variable: Y  Exporta. 
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Excluded Variablesd

.089a 1.025 .308 .097 .991

.245a 2.793 .006 .256 .920

.239a 2.816 .006 .258 .986

.028a .305 .761 .029 .921

.011b .118 .906 .011 .880

.216b 2.496 .014 .232 .904

.008b .093 .926 .009 .915

-.019c -.213 .832 -.020 .864

-.020c -.229 .820 -.022 .900

X1  Stock Market

X2  Import

X3  Saving

X4  Commission

X1  Stock Market

X2  Import

X4  Commission

X1  Stock Market

X4  Commission

Model

1

2

3

Beta In t Sig.
Partial

Correlation Tolerance

Collinearity
Statistics

Predictors in the Model: (Constant), X5  Traveler Checksa. 

Predictors in the Model: (Constant), X5  Traveler Checks, X3  Savingb. 

Predictors in the Model: (Constant), X5  Traveler Checks, X3  Saving, X2  Importc. 

Dependent Variable: Y  Exportd. 

  

Correlationsa

1 .126 .337** .283** .137 .395**

. .182 .000 .002 .147 .000

.126 1 .189* .342** .019 .094

.182 . .044 .000 .841 .318

.337** .189* 1 .161 .207* .282**

.000 .044 . .086 .027 .002

.283** .342** .161 1 .109 .119

.002 .000 .086 . .249 .206

.137 .019 .207* .109 1 .281**

.147 .841 .027 .249 . .002

.395** .094 .282** .119 .281** 1

.000 .318 .002 .206 .002 .

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Y  Export

X1  Stock Market

X2  Import

X3  Saving

X4  Commission

X5  Traveler Checks

Y 
Export

X1 
Stock
Market

X2 
Import

X3 
Saving

X4 
Commission

X5 
Traveler
Checks

Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).**. 

Correlation is significant at the 0.05 level (2-tailed).*. 

Listwise N=114a. 
  

כלומר שצעדים מסוימים יתבצעו בשיטת , שימו לב כי ניתן לשלב בין השיטות : הערה**

stepwise כך שלמעשה יש לבחון כל שלב ושלב ולראות באיזה שיטה . ואילו אחרים בהיררכית

  .נעשה
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  התוספת לניבוי ומובהקותה 3.5
  

ניתן לחשב את ) stepwise-בין אם בשיטה ההיררכית או ב(כאשר מתבצעת רגרסיה בצעדים 

ת שנכנסו בשלב מסוים אל תוך משוואת הרגרסיה על "משתנים ב/התוספת לניבוי של משתנה

ניתן בנוסף לבדוק האם תוספת זו לניבוי .ת אחרים שכבר היו במשוואה"משתנים ב/פני משתנה

  .ת באוכלוסיהשל המשתנה התלוי מובהק

  חישוב התוספת לניבוי 3.5.1

  

  :י הנוסחה"יתבצע ע

−=התוספת המבוקשת 22

partall RR  

  ת"משתנים שהיו כבר במשוואה        כל המשתנים הב

  :לדוגמא

  :2' על סמך נתוני דוגמא מס ?

Model Summary

.395a .156 .149 67.68720 .156 20.760 1 112 .000

.461b .213 .198 65.68529 .056 7.931 1 111 .006

.505c .255 .235 64.19061 .042 6.229 1 110 .014

Model
1

2

3

R R Square
Adjusted
R Square

Std. Error of
the Estimate

R Square
Change F Change df1 df2 Sig. F Change

Change Statistics

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checksa. 

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checks, X3  Savingb. 

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checks, X3  Saving, X2  Importc. 
  

חשב את התוספת לניבוי פעילות הבנק בייצוא של יבוא על פני פעילות בחשבונות   .א

 .חיסכון והמחאות נוסעים

חשב את התוספת לניבוי פעילות הבנק ביצוא של פעילות בחשבונות חיסכון ויבוא על   .ב

 .פני המחאות נוסעים
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   מבחן מובהקות התוספת 3.5.2

  

ת מסוימים על פני אחרים מובהקת "משתנים ב/מטרתו לבדוק האם התוספת לניבוי של משתנה

  .באוכלוסיה

של השאלה ' ב-ו' המבחן על בדיקת מובהקות התוספות שחושבו בסעיפים אנדגים את שלבי 

  .הקודמת

  :השערות

כאשר בהערה מצוינים המשתנים המצויים במשוואה , בטות של התוספת/רשומות במונחי הבטה

)part(.  

  ):תוספת של יבוא על פני חיסכון והמחאות נוסעים(של השאלה הקודמת ' עבור סעיף א, למשל

0:1

0:

2

2

≠

=

β
β

H

HO
  . כאשר המשתנים חיסכון והמחאות נוסעים מצויים במשוואה  

  ):תוספת של חיסכון ויבוא על פני המחאות נוסעים(' עבור סעיף ב

otherwiseH

HO

:1

0: 32 == ββ
  .כאשר המשתנה המחאות נוסעים מצוי במשוואה

  :הנחות

  ).all-ל(ת "ההנחות מתייחסות לכל המשתנים הב. אותן שלושת הנחות של מודל רגרסיה מרובה

  :של השאלה הקודמת' וב' ההנחות של בדיקת מובהקות התוספת של סעיף א, לדוגמא

   .ת"טעויות ב/ לקוחות בנקדגימה מקרית של . 1

)j ≠ i  :0),covעבור כל      =ji εε  

2.),0( 2

ei N σε פעילות -יבוא ו, המחאות נוסעים של הקבועקומבינציה ליניארית עבור כל  ≈

  .בחשבונות חיסכון

  .פעילות בחשבונות חיסכון-יבוא ו, המחאות נוסעיםאין מתאם מלא בין . 3

  

  :סטטיסטי המבחן

1,2

22

0

~

)1(
)1(

)(

)(

−−−

−−
−

−
−

=
allpartall knkk

H

all

all

partall

partall

F

Kn
R

KK

RR

F  
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  :כלל הכרעה ומסקנה

,1>מחושב  Fאם  −−− allpartall knkkF , דוחים אתHO ויש עדות למובהקות התוספת באוכלוסיה.  

: צור משוואת רגרסיה אופטימאלית לניבוי פעילות הבנק ביצוא באמצעות המשתנים הבאים ?

איזה ? איזה מהמשתנים יכנס בשלב הראשון. יבוא והמחאות נוסעים, פעילות בחשבונות חיסכון

  :פטור על פי טבלת המקדמים בלבד ?מהמשתנים יכנס בשלב השני

  

Correlationsa

1 .126 .337** .283** .137 .395**

. .182 .000 .002 .147 .000

.126 1 .189* .342** .019 .094

.182 . .044 .000 .841 .318

.337** .189* 1 .161 .207* .282**

.000 .044 . .086 .027 .002

.283** .342** .161 1 .109 .119

.002 .000 .086 . .249 .206

.137 .019 .207* .109 1 .281**

.147 .841 .027 .249 . .002

.395** .094 .282** .119 .281** 1

.000 .318 .002 .206 .002 .

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Pearson Correlation

Sig. (2-tailed)

Y  Export

X1  Stock Market

X2  Import

X3  Saving

X4  Commission

X5  Traveler Checks

Y 
Export

X1 
Stock
Market

X2 
Import

X3 
Saving

X4 
Commission

X5 
Traveler
Checks

Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).**. 

Correlation is significant at the 0.05 level (2-tailed).*. 

Listwise N=114a. 
  

  הפלט המתייחס לתוספת ולמובהקותה 3.5.3

  

  .מתייחס לתוספת ולמובהקותה model summary-בפלט ה change statistic -חלק ה

  :לדוגמא

Model Summary

.395a .156 .149 67.68720 .156 20.760 1 112 .000

.461b .213 .198 65.68529 .056 7.931 1 111 .006

.505c .255 .235 64.19061 .042 6.229 1 110 .014

Model
1

2

3

R R Square
Adjusted
R Square

Std. Error of
the Estimate

R Square
Change F Change df1 df2 Sig. F Change

Change Statistics

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checksa. 

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checks, X3  Savingb. 

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checks, X3  Saving, X2  Importc. 
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בלבד חשב את פרופורציית השונות המוסברת של פעילות הבנק  R square change - על פי ה ?

  :ת הבאים"הבביצוא על ידי המשתנים 

 .המחאות נוסעים ופעילות בחשבונות חיסכון, יבוא   .א

פרופורציית השונות המוסברת על ידי המשתנים המחאות נוסעים ופעילות בחשבונות   .ב

 .חיסכון בלבד

  . פרופורציית השונות המוסברת על ידי המשתנים המחאות נוסעים ויבוא בלבד  .ג

  

  התוספת לניבויהקשר בין מובהקות השיפוע ומובהקות  3.5.4

  

ת מסוים כאשר משתנים אחרים מצויים "למובהקות השיפוע של משתנה ב Tקיים קשר בין מבחן 

למובהקות התוספת של אותו משתנה  Fלבין מבחן ) מובהקות התרומה הייחודית שלו(במשוואה 

  :ת מעבר לאותם משתנים אחרים"ב

)1,1)(()1)(
2

(2 −−=−− knFknt α
α

  

sig        =     sig                         

  

  :  2' נדגים זאת על נתוני דוגמא מס

Model Summary

.395a .156 .149 67.68720 .156 20.760 1 112 .000

.461b .213 .198 65.68529 .056 7.931 1 111 .006

.505c .255 .235 64.19061 .042 6.229 1 110 .014

Model
1

2

3

R R Square
Adjusted
R Square

Std. Error of
the Estimate

R Square
Change F Change df1 df2 Sig. F Change

Change Statistics

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checksa. 

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checks, X3  Savingb. 

Predictors: (Constant), X5  Traveler Checks, X3  Saving, X2  Importc. 
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Coefficientsa

-221.003 72.540 -3.047 .003

130.447 28.630 .395 4.556 .000

-254.426 71.388 -3.564 .001

121.042 27.983 .367 4.326 .000

.341 .121 .239 2.816 .006

-259.691 69.795 -3.721 .000

102.038 28.387 .309 3.595 .000

.301 .119 .211 2.521 .013

.251 .100 .216 2.496 .014

(Constant)

X5  Traveler Checks

(Constant)

X5  Traveler Checks

X3  Saving

(Constant)

X5  Traveler Checks

X3  Saving

X2  Import

Model
1

2

3

B Std. Error

Unstandardized
Coefficients

Beta

Standardized
Coefficients

t Sig.

Dependent Variable: Y  Exporta. 
  

  

ניתן לראות למשל את הקשר בין מובהקות השיפוע של יבוא כאשר חיסכון והמחאות נוסעים 

-פלט ה(לבין מובהקות התוספת של יבוא מעבר לאותם שני משתנים ) פלט המקדמים(במשוואה 

model summary:(  

014.0

229.6496.2 22

=

===

sig

Ft
  

?  

של מבחן מובהקות  Tמה יהיה סטטיסטי -בלבד model summary -על סמך פלט ה  .1

 ?התרומה הייחודית של חשבונות חיסכון כאשר המחאות נוסעים מצוי במשוואה

של מובהקות התוספת של חשבונות   sig-מה יהיה ערך ה - על סמך פלט המקדמים בלבד .2

 ?חיסכון כאשר המחאות נוסעים מצוי במשוואה

  


