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  משפט השארית

  
 :הגדרת השארית

 ªª0zיח  כי 
זו ªקודה סיªגולרית מבודדת של  f z ,  

כלומר ªªיח כי  f z
 

0הולומורפית בטבעת  20 z z R    20כאשר R   

אזי קיים לה פיתוח לטור לורן בטבעת זו הªתון ע"י    0

n

n
n

f z a z z




  והשיוויון

  מתקיים בטבעת.

ªגדיר   0 1Res ,f z z a     קראת השארית שלª וזו f z קודהª0בz  

כלומר המקדם של 
0

1

z z
בפיתוח של    f z  0לטור לורן בטבעת 20 z z R  

  

ªקרא השארית של  f z  0 -בz.  

  
 :בªק' סיªגולרית סליקה –חישוב השארית 

0zאם    גולרית סליקה שלªקודה סיª f z
 

אזי   0Res , 0f z z     
  
  

 :mבקוטב מסדר  –חישוב השארית 

0zאם    קוטב מסדרm  של f z
 

  אזי 

       
0

1

0 01

1
Res , lim

1 !

m
m

mz z

d
f z z z z f z

m dz




         

  
 :)ª1וסחה מקוצרת לחישוב השארית בקוטב פשוט (מסדר 

אם    
 

h z
f z

g z
  ליטיות בªת אª0מz  0 -וz  קוטב פשוט של f z  ו-  0' 0g z   

אז     
 

0
0

0

Res ,
'

h z
f z z

g z
     

  
 :בªקודה סיªגולרית עיקרית –חישוב השארית 

אין ªוסחה מקוצרת, יש לפתח את הפוªקציה לטור לורן    0

n

n
n

f z a z z




 
 

 
 ואז   0 1Res ,f z z a   .
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  משפט השארית:

מסילה פשוטה,סגורה וחלקה למקוטעין וªªיח כי  ªªיח  כי  f z ליטית עלªא 

,...,1פרט למספר סופי של ªקודות סיªגולריות Dובתחום הפªימי  Nz z D 
 . אזי 

   
1

2 Res ,
N

k
k

f z dz i f z z





     

  
  משפט שימושי:

אם    
 

p x
f x

q x


 
פוªקציה רציוªלית (מªת פוליªומים) ומעלת הפוליªום במכªה גדולה 

ממעלת הפוליªום במוªה (כלומר  2בלפחות    deg deg 2q p  הªוהמכ ( q x  

  לא מתאפס על הציר הממשי, אז:

   2 Res , kf x dx i f z z




    
 

 את השאריות בחצי המישור העליון. רקכאשר לוקחים 
  

 
  הלמה של ז'ורדן:

ªªיח כי  f z  קציה רציפה המוגדרת עלªפו | 0i
RC Re        

(חצי קשת מעגלית עליוªה) וªªיח כי היא מהצורה    iazf z e g z  0עבורa   קבוע

אז מתקיים  כלשהו   
R

R

z C

C

f z dz max g z
a


   

  
  
  

  איªטגרל ברומוויץ' (לחישוב התמרת לפלס הפוכה):
  הערה: לא כולם לומדים ªושא זה

 בהיªתן התמרת לפלס F s וסחהªוכל לחשב את התמרת לפלס ההפוכה ע"י הª   

      1 1
lim                 0

2

iR
st

R
iR

f t L F s e F s ds t
i











     

 כאשר   גולריות שלªקודות הסיªבחר כך שכל הª F s מצאות מצד שמאלª  

 לקו האªכי Re s   
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 :חישוב השארית באיªסוף
  הערה: לא כולם לומדים ªושא זה

תקרא ªקודה סיªגולרית מבודדת של  תזכורת:  f z
 

0Rאם קיים   
כך ש                  f z  ליטית בתחוםªאz R .  

עבור   הסיווג של הªקודה  f z  עשה לפי הסיווג שלª0  עבור
1

f
z

 
 
  

  

ªקודה סיªגולרית מבודדת של   אם   –הגדרת השארית באיªסוף  f z   

אז ªגדיר                                                1
Res ,

2 z r

f z f z dz
i 

       

לכל                                            
 

r R.
  

  
 :משפט

תקרא ªקודה סיªגולרית מבודדת של  אם  f z
 

  אז 

  2

1 1
Res , Res ,0f z f

z z

              

  
 :משפט

אם  f z  גולריותªקודות סיª ליטית במישור המרוכב פרט למספר סופי שלªא  

1,..., nz z    אז 

       1 2Res , Res , ... Res , Res , 0nf z z f z z f z z f z                     

  
  ישור המרוכב לא ªיתן ישªן איªסוף ªקודות סיªגולריות במאם הערה: שימו לב כי 

 להשתמש במשפט.            
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 זרימהתרשים  – חישוב איªטגרלים ממשייםלכללי אצבע 
  לומדים את כל סוגי המסילותהערה: לא כולם 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  הערות:

אם ) 1 f x  זוגית אז   
0

1

2
f x dx f x dx

 



  

אם ) 2 f x  זוגית אז   
0

1

2
f x dx f x dx

 



  
  

אם ) 3 g z אז  מרוכבת  

                         Re Re   ,   Im Im
b b b b

a a a a

g x dx g x dx g x dx g x dx
   

          
   
    

  

  
בהªחה והאיªטגרלים קיימים)(    

  
  עבור איªטגרלים מסילתיים! באופן כללי בהכרח שימו לב שזה לא ªכון     

                                                                            Re Reg z dz g z dz
 

 
    

  
   
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  מציאת שארית

  שאלות

  :חשבו את השאריות של הפוªקציות בªקודות הבאות

1( 
3

Re , 2
2

z
s z

z

    
  

2( 
2

1
Re , 3

9
s z i

z
   

 

3( 
4 3

2
Re , 1

2 2 1

z
s z

z z z

     
 

4( 
4 3

2
Re , 1

2 2 1

z
s z

z z z

      
 

ªªיח כי לפוªקציה  )5
 
 

f z

g z
וªªיח כי  0z-יש קוטב פשוט ב(מªת אªליטיות)  

 0' 0g z  .  הוכיחו כי
 
 

 
 

0
0

0

Re ,
'

f z f z
s z

g z g z

 
  

 
 

6( 
 cos

Re ,0
z

s
z

 
 
 

  

7( 
 sin 1

Re ,0
z

s
z

 
 
 

  

חשבו את השאריות בªקודות הסיªגולריות (הסופיות) של הפוªקציה  )8   
2

tan

4

z
f z

z z



  

חשבו את השאריות בªקודות הסיªגולריות (הסופיות) של הפוªקציה  )9   
 3

1 cos z
f z

z z 





  

ªªיח כי  )10 f z  קציה שלמה בעלתªפוn .אפסים בדיוק 

הוכיחו שכל הªקודות הסיªגולריות של 
 
 
'f z

f z
  הן קטבים פשוטים 

 וחשבו את השאריות בªקודות אלו.
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  תשובות סופיות

1(  1 

2(  
1

6i
 

3(  
3

8
 

4(  
3

8
 

 הוכחה )5
6(  1 
7(   sin 1 

8(    1
Res ,

2
2 4

f z k
k k

 
  

                 

 

9(      3

1 2
Res ,0                    Res ,

2
f z f z 

 
         

10(  
 
 
'

Res , k k

f z
z m

f z

 
 

 
של  kmאפס מסדר  kzכאשר   f z 
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  אינטגרלים מרוכבים 

  שאלות

  :חשבו את האיªטגרלים הבאים

1(  
1

tan
z

z z dz

  

2( 
 3

2 1

z

z

e
dz

z z  

3( 
2

3 2
3

1z

z i

e
dz

z iz 


 

4( 2

1

1
sin

z

z dz
z

 
 
  

5(  2

2
1

1
sin cosz

z

e z dz
z

   
  

ªªיח כי  )6 f z  .קציה שלמהªפו  

 פשוט וסגור שאיªו חותך את הראשית, מתקיים Cהוכיחו כי לכל מסלול 
2

1
0

C

f dz
z

   
    

7(  4
        1

1z a a

z
dz a

z 


 

8( 
   5

6
1

1 sinh

z

z z
dz

z


 

9( 
  2

5

1
 

1

z

z

e
dz

z z z i



  

10(  
6

cot  
z

z dz

 

11(     2

1

3
sin sin cos +ln 2  z

z

z e dz
z





 
 
   

ªªיח כי  )12 f z קציה שלמהªקודה  פוª0ומתאפסת רק בz   

 מתקייםו 2 שם יש לה אפס מסדר '' 0 7f   חשבו .
 
 1

sin
 

z

z
dz

f z
 

13(  4

1

sin  
z

z z dz

 
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14(  
1

1
sin sin  

z

z dz
z

 
 
  

 חשבו את המקדמים של החזקות השליליות בפיתוח של )15   
1

cos 1
f z

z



לטור לורן סביב  

0 0z    0בתחום 2z    

הערה: אם   0

n

na z z




  טור לורן של f z  1בתחום 0 2R z z R   

אז ªיתן לקבל את המקדמים ע"י הªוסחה 
 

 
0

1

0

1

2n n
z z r

f z
a dz

i z z 
 


  1כאשר 2R r R   

 הוכיחו את עקרון הארגומªט: )16
 אם  f z  ליטית בתחוםªאD  פרט למספר סופי של קטבים ורציפה על השפה 

ואיªה מתאפסת שם על השפה אזי 
 
 
'1

2

f z
dz N P

i f z
 

 
מספר האפסים של  - Nכאשר  f z  כולל ריבוי בתחוםD  
            P  -  מספר הקטבים של f z  כולל ריבוי בתחוםD  

  

0r - ו  n אם  )17    2כך ש 1n r n    טגרלª22חשבו את האי

1

2 1iz
z r

z
dz

i e    

 חשבו  )18
 4

1

i z

i

e
dz

z



    

הערה: 
 



 4 4
lim

1 1

definitioni iRz z

R
i iR

e e
dz dz

z z




  


    י היא מסילתªטגרל הימªכאשר המסילה באי

 iR -ל  iRהקו הישר מ 
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  תשובות סופיות

1(   
1

tan 0
z

z z dz


 

2(  
 3

2

1 1
2

1 2

z

z

e
dz i

z z e




      

3(  
2

3 2
3

1 1
2 1

z

z i

e
dz i

z iz e


 

       

4(  2

1

1
sin

3z

i
z dz

z





    
  

5(   2

2
1

1
sin cos 0z

z

e z dz
z

    
  

 הוכחה  )6

7(  
4 1 2z a a

z i
dz

z



 


 

8(  
   5

6
1

1 sinh 267

20z

z z
dz i

z





 

9(  
  2

5

1
 3 2

1

z
i

z

e
dz i e i e

z z z i




         

10(   
6

cot  6
z

z dz i


 

11(      2

1

3
sin sin cos +ln 2  0z

z

z e dz
z





   
  

12( 
 
 1

sin 4
 

7z

z i
dz

f z





 

13(  4

1

2
sin  

5!z

i
z z dz





 

14(  
1

1
sin sin  0

z

z dz
z

   
  

15( 1 22  ,   2  ,   0  for  3na a a n        
 הוכחה )16

17( 22

1
2 1

2 1iz
z r

z
dz n

i e  

 
 

18( 
 4 31

i z

i

e i
dz

ez



 


 
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  מסילת חצי קשת מעגלית 

 
  שאלות

   :את המסלולים הבאיםבכל התרגילים הבאים ªסמן 
  

   | 0                   |i
RC z z x RRe x R         

    

חשבו את  )19
2

1

1
dx

x



  .על ידי משפט השארית 

  הדרכה:

חשבו את האיªטגרל   .א
2

1

1
RC

dz
z  

הוכיחו כי    .ב
2

1
lim 0

1RCR
dz

z


 

הסיקו מהסעיף הקודם כי   .ג
2 2

1 1
lim

1 1
R

R
C

dx dz
x z




 


   

 

הוכיחו כי  )20
4

1

1 2
dx

x






 .על ידי משפט השארית 

  הדרכה:

חשבו את האיªטגרל   .א
4

1

1
RC

dz
z  

הוכיחו כי   .ב
4

1
lim 0

1RCR
dz

z


  

הסיקו מהסעיפים הקודמים כי   .ג
4

1

1 2
dx

x






 
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הוכיחו כי  )21
2

4

1
2

1

x
dx

x









 

  הדרכה:

חשבו את האיªטגרל   .א
2

4

1

1
RC

z
dz

z


 

הוכיחו כי   .ב
2

4

1
lim 0

1RCR

z
dz

z




  

הסיקו מהסעיפים הקודמים כי   .ג
2

4

1
2

1

x
dx

x









     

  

חשבו את האיªטגרל  )22
 32

1

1
dx

x



 
 

 

23( 
4

6

6

1

x
dx

x






. 

24( 
 

2

22 4

x
dx

x



 
 

25( 
 22 4 13

x
dx

x x



  
 

26( 
 

2

22 9

x
dx

x



 
 

27( 
   22 21 9

dx

x x



  
 
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  תשובות סופיות

א)   )1
2

1

1
RC

dz
z





 

 ב) הוכחה
 הוכחה  ג)

א)   )2
4

1

1 2
RC

dz
z






 

 ב) הוכחה
 הוכחה  ג)

א)  )3
2

4

1
2

1
RC

z
dz

z







 

 ב) הוכחה
 הוכחה  ג)

4( 
 32

1 3

81
dx

x








 

5(  
4

6

6 14

1 3

x
dx

x








 

6(   
 

2

22 44

x
dx

x








 

7(  
 22 274 13

x
dx

x x





 
 

 

8(  
 

2

22 69

x
dx

x








 

9(  
   22 2

5

961 9

dx

x x







 

 
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  מסילת משולש פיצה 

 
  שאלות

 הוכיחו כי )1
2016

0

1 1

1 2016 sin
2016

dx
x







  

 
 

. 

 רמז: התבוªªו בפוªקציה  2016

1

1
f z

x



ובגזרת מעגל בזווית 

2

2016


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  מסילת מעגל היחידה

  שאלות

  :חשבו את האיªטגרלים הבאים

1( 
  

2

20

1

2 cos
d





 

2( 
 0

1

2 cos 3
dx

x



 

חשבו את האיªטגרל    )3
   

2

0

1

cos bsin c
dx

a x x



     עבור הפרמטרים

,הממשיים  ,a b c  2המקיימים 2 1c a b  .   

ª2יתן להשתמש בעובדה כי  הערה: 1 1c c   

חשבו את האיªטגרל   )4
 20

1

cos
d

a b




   0עבורa b  

2חשבו את האיªטגרל    )5
20

1

sin
dx

a x



  1עבורa  

את  n   חשבו לכל )6   
2

0
1 2cos cos

n
n d


   

  
  

 
  תשובות סופיות

1(  
  

2

20

1 4

3 32 cos
d

 





 

2( 
 0

1

2 cos 3 3
dx

x

 


 

3(  
   

2

20

1 2

cos bsin c 1
dx

a x x c

 


  
 

4(  
   

2 30
2 2 2

1

cos

ab
d

a b a b

 



 

 

5( 2
2 20

1

sin
dx

a x a a

 


 
 

6(     
2

0
1 2cos cos 2

n
n d


     

  
   



  

  

  
    
    
 

  
  www.GooL.co.il-לפתרון מלא בסרטוªי וידאו היכªסו ל  

  .  Guy86222@gmail.com © גיא רוטמן –כתב ופתר   
  

  הלמה של ז'ורדן

  שאלות

  :חשבו את האיªטגרלים הבאים על ידי שימוש בלמה של ז'ורדן

7( 
 

2

cos

1

x
dx

x



  

  הדרכה:

הוכיחו כי  .א
 

2 2

cos
Re

1 1

ixx e
dx dx

x x

 

 

 
  

  
  

הוכיחו כי   .ב
21

ixe
dx

x e






 

 

8( 
   3

4 2

5 sin

10 9

x x x
dx

x x







  

  הדרכה:

הוכיחו כי  .א
     3 3

4 2 4 2

5 sin 5
Im

10 9 10 9

ixx x x x x e
dx dx

x x x x

 

 

          
  

הוכיחו כי   .ב
 3

4 2 3

5 1 1

10 9 2

ixx x e
dx i

x x e e





         

9( 
 

4

sin

1

x
dx

x



  

10( 
 

 
2

22
0

cos

1

x ax
dx

x




 

 
  תשובות סופיות

1( 
 

2

cos

1

x
dx

x e






 

2(  
   3

4 2 3

5 sin 1 1

10 9 2

x x x
dx

x x e e





        

3(  
 

4

sin
0

1

x
dx

x






 

4(  
 

 
 

2

22
0

cos
1

41

ax ax
dx a e

x


 


 
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  מעגל מנוקבחצי מסילת 

 
   :תרגילים הבאים ªסמן את המסלולים הבאיםב

  

   
   

1

2

1 2

| 0                   |

| : 0                   |

i
R

i

R

C z Re z x x R

C z e z x R x

C C








   

    

  

       

        

     

  שאלות

הוכיחו כי  )1

 2

2

sin x
dx

x







 

  הדרכה:

הוכיחו כי  .א
 2 2

2 2

sin 1
Re

2

i xx e

x x

 
  

 
 

 הגדירו   .ב 
2

2

1

2

i ze
f z

z


  והסבירו מדוע  0f z dz



 

 הוכיחו כי   .ג lim 0
R

R
C

f z dz


  ו-  
0

lim
C

f z dz





 
  

 

חשבו את האיªטגרל  )2
 6

6

sin x
dx

x




 

חשבו את האיªטגרל  )3
 

3 2

sin x
dx

x x



  

חשבו את האיªטגרל  )4
 

2

1 cos x
dx

x






 

חשבו את האיªטגרל  )5
 

 2 2 2

1 cos x
dx

x x










  לכל, 0   
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  תשובות סופיות

 הוכחה )6

7(  
 6

6 5

sin 88

5 2

x
dx

x







 

8(  
 

3 2

sin 1

2

x e
dx

x x



  

 



 
 

9(  
 

2

1 cos x
dx

x







 

10( 
 

  22 2 2

1 cos 1x e
dx

x x

  
 

 



  
    

 
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  מסילת חור מנעול

 
  שאלות

הוכיחו כי  )1
 0

1

1
dx

x x





   

  הדרכה:
ª1Rגדיר את המסלולים (כאשר   0-ו 1 (  

 
 

       

הוכיחו כי    .א
 
1

2
1CCR

dz
z z  


   


  כאשרz  מוגדר בתחום\ [0, ) 

הוכיחו כי   .ב
 

lim 0
1

1
RC

R
dz

z z 
    

הוכיחו כי   .ג
 

lim 0
1

1C

dz
z z


 

      

הסיקו מהסעיפים הקודמים כי   .ד
 0

1

1
dx

x x





 

  
  
  

   
   0 2

                         

                           | :        | :       

0R | 0 2 | 2

 

 

  i

R

i

i i

z xe

C

x R

z

z xe

z

x R

C ee



 

  





  


 

      





  

  






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  שימושים של משפט השארית בהתמרות אינטגרליות

  שאלות

ª תוªה )1   
 

p s
F s

q s
  ומים כאשרªת פוליªמ   deg deg 1q p  

  הוכיחו כי

                 
      1

1

1
lim Res ,

2

iR n
st st

k
R

kiR

L F s e F s ds e F s s
i









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