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  סטודטים יקרים

  

  ספר תרגילים זה היו פרי שות יסיון רבות של המחבר בהוראת

  הפתוחה, במכללתמתמטיקה באויברסיטת תל אביב, באויברסיטה 

  שקר ועוד.
  

  שאלות תלמידים וטעויות פוצות וחוזרות הולידו את הרצון להאיר את

  הדרך הכוה לעומדים בפי קורס חשוב זה.
  

  והוא מתאים לתלמידים במוסדות הספר עוסק באלגברה ליארית

  אויברסיטאות או מכללות. –להשכלה גבוהה 
  

  חומר הלימוד, בהתאם לתוכיות הספר מסודר לפי ושאים ומכיל את כל

  הלימוד השוות. היסיון מלמד כי לתִרגוּל בקורס זה חשיבות יוצאת

  דופן, ולכן ספר זה בולט בהיקפו ובמגוון התרגילים המופיעים בו.
  

   www.GooL.co.il לכל התרגילים בספר פתרוות מלאים באתר

  כך שאתם ,מוגשים בסרטוי פלאש המלווים בהסבר קוליהפתרוות 

  ממש כפי, שיטתית ופשוטה, רואים את התהליכים בצורה מובית

  הפתרון המלא של השאלה מכוון ומוביל לדרך .שעשה בשיעור פרטי

  חשיבה כוה בפתרון בעיות דומות מסוג זה.

  www.GooL.co.il/linearit.html :לדוגמאות

  דרך לכם הסטודטים ויוביל אתכם-תקוותי היא, שספר זה ישמש מורה

  להצלחה.

  גיא סלומון                                                                                  
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   מרחבים וקטורים - 1פרק 

  

  :סימוים

nR- המרחב הוקטורי של כל הוקטורים הממשיים ממימדn  מעל השדה הממשיR .  

[ ]n
M R -  המרחב הוקטורי של כל המטריצות הריבועיות מסדרn  מעל השדה הממשיR.  

[ ]n
P R- ה או שווה לומים ממעלה קטהמרחב הוקטורי של כל הפולי- n  מעל השדהR.  

[ ]F R-  קציות הממשיותהמרחב הוקטורי של כל הפו( : )f R R→  מעל השדהR.  

  מרחבים-תת

  :3Rתת מרחב של  W) בכל אחד מהסעיפים הבאים בדוק האם 1(

)}א.        , , ) | 0}W a b c a b c= + + =.  

)}ב.        , , ) | }W a b c a c= =.  

)}ג.         , , ) | 3 }W a b c a b= =.  

)}ד.         , , ) | }W a b c a b c= < <.  

)}2ה.        , , ) | }W a b c a c= =.  

)}ו.         , , ) | , 2 }W a b c b a d c a d= = + =   מהווים סדרה חשבוית. c -ו a ,b, כלומר +

)}2ז.        , , ) | , }W a b c b a q c a q= = ⋅ =   מהווים סדרה הדסית. c - ו a ,bכלומר  ⋅

]תת מרחב של  W) בכל אחד מהסעיפים הבאים בדוק האם 2( ]n
M R:  

}מורכב מן המטריצות הסימטריות. כלומר,  Wא.        | }T
W A A A= = .  

  . Bמורכב מכל המטריצות המתחלפות בכפל עם מטריצה תוה  Wב.       

}כלומר,              | }W A AB BA= =.  

}מורכב מכל המטריצות שהדטרמיטה שלהן אפס. כלומר,  Wג.         | | | 0}W A A= =.  

}2ששוות לריבוע שלהן. כלומר, מורכב מכל המטריצות Wד.         | }W A A A= =.  

  מורכב מכל המטריצות שהן משולשות עליוות. Wה.       

  הוא אפס. כלומר, Bמורכב מכל המטריצות שמכפלתן במטריצה תוה  Wו.        

           { | 0}W A AB= =.  
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}מורכב מכל המטריצות שהעקבה שלהן אפס. כלומר,  Wז.         | ( ) 0}W A tr A= =.  

  מורכב מכל המטריצות שבהן סכום כל שורה הוא אפס. Wח.        

]הוא תת מרחב של  W) בכל אחד מהסעיפים הבאים בדוק האם 3( ]n
P R.  

}כשורש. כלומר,  4מורכב מכל הפוליומים בעלי  Wא.        ( ) | (4) 0}W p x p= =.  

  מורכב מכל הפוליומים בעלי מקדמים שלמים. Wב.       

4מורכב מכל הפוליומים בעלי מעלה  Wג.        }. כלומר, ≤ ( ) | deg( ) 4}W p x p= ≤.  

  . xמורכב מכל הפוליומים בעלי חזקות זוגיות בלבד של  Wד.       

4כאשר  nל הפוליומים ממעלה מורכב מכ Wה.        7n≤ ≤.  

}ו.        ( ) | (0) 1}W p x p= =  

]הוא תת מרחב של  W) בכל אחד מהסעיפים הבאים בדוק האם 4( ]F R .  

}ממשי  xמורכב מכל הפוקציות הזוגיות. כלומר, לכל  Wא.       ( ) | ( ) ( )}W f x f x f x= − =.  

}ממשי  xמורכב מכל הפוקציות החסומות. כלומר, לכל  Wב.       ( ) | ( ) }W f x f x M= ≤.  

  מורכב מכל הפוקציות הרציפות. Wג.      

  מורכב מכל הפוקציות הגזירות. Wד.      

  מורכב מכל הפוקציות הקבועות.  Wה.      

ו.      
1

0

( ) | ( ) 4W f x f x dx
  

= = 
  

  ).[0,1]איטגרבילית ב  f -(הח ש ∫

}ז.       }( ) | '( ) 0W f x f x=   ).xגזירה לכל  f -(הח ש =

}ח.       }( ) | '( ) 1W f x f x=   ).xגזירה לכל  f -(הח ש =

}ט.       }( ) | ( ) ( 1)W f x f x f x= = +.  

)) בדוק האם 5( ){ }1 2 3 2 1 3 1 1, , | ,W z z z z z z z z= = = 3הוא תת מרחב של  +
C:  

  .Rא. מעל השדה הממשי       

  .Cב. מעל שדה המרוכבים       
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  פרש, תלות ליאריתצירופים ליאריים, מרחב 

  )  תוים הוקטורים הבאים:  6(

     
1 2 3 4(4,1,1,5) , (0,11, 5,3) , (2, 5,3,1) , (1,3, 1,2)u u u u= = − = − = −.  

  ? 4uהוא צירוף ליארי של  1u. האם 1א.       

}4 - שייך ל 1u. האם 2            }Sp u       ?  

}. האם הקבוצה 3            }1 4,u u  ? אריתתלוייה לי  

. האם 1ב.       
3u  ארי שלהוא צירוף לי

1u ו- 
2u ?  

. האם 2          
3u שייך ל- 

1 2{ , }Sp u u       ?  

}. האם הקבוצה 3           }1 2 3, ,u u u ארית ? במידה וכן רשום כל וקטור בקבוצהתלוייה לי  

  כצירוף ליארי של הוקטורים האחרים.              

. האם 1ג.       
4u  ארי שלהוא צירוף לי

1u ו- 
2u ?  

. האם 2          
4u שייך ל- 

1 2{ , }Sp u u       ?  

}. האם הקבוצה 3           }1 2 4, ,u u u ארית ? במידה וכן רשום כל וקטור בקבוצהתלוייה לי  

  כצירוף ליארי של הוקטורים האחרים.              

,4,12)ד.  תון        , 2 )v k k= −.  

  ? 2u - ו 1uיהיה צירוף ליארי של  vעל מת שהוקטור  k. מה צריך להיות ערכו של 1           

1 -יהיה שייך ל vעל מת שהוקטור  k. מה צריך להיות ערכו של 2            2{ , }Sp u u.  

}על מת שהקבוצה  k. מה צריך להיות ערכו של 3            }1 2, ,u u v       .אריתתהייה תלוייה לי  

)ה. תון        , , , )v a b c d=  

,. מה התאים על  1            , ,a b c d  ת שהוקטורעל מv  ארי שליהיה צירוף לי
1u ו- 

2u ?  

,. מה התאים על  1            , ,a b c d  ת שהוקטורעל מv יהיה שייך ל-
1 2{ , }Sp u u  ?  

,. מה התאים על  1            , ,a b c d  ת שהקבוצהעל מ{ }1 2, ,u u v אריתתהייה תלוייה לי ?  

,2)ו. הבע את הוקטור        כצירוף ליארי של  −(3,3,1
1u  ,

2u ו - 
3u .  

  בכמה אופים יתן לעשות זאת ?          
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,7,10)ז. הבע את הוקטור        כצירוף ליארי של  −(2,11
1u  ,

2u  ,
3u ו- 

4u  יםבכמה אופ .  

  יתן לעשות זאת ?           

  )  תוות המטריצות הבאות:  7(

     
4 1 0 11 2 5 1 3

, , ,
1 5 5 3 3 1 1 2

A B C D
−       

= = = =       − −       
.  

]2. בדוק האם המטריצות תלויות ליארית מעל 1      ]M R.  

  . במידה והמטריצות תלויות רשום כל אחת מהמטריצות כצירוף ליארי של יתר המטריצות.2     

} -שייכת ל A. האם המטריצה 3      },Sp B C?  

  )  תוים הפוליומים הבאים:  8(

                                                 

2 3 2 3

1 2

2 3 2 3

3 4

( ) 4 5 , ( ) 11 5 3 ,

( ) 2 5 3 , ( ) 1 3 2

p x x x x p x x x x

p x x x x P x x x x

= + + + = − +

= − + + = + − +

.  

. בדוק האם הפוליומים תלויים ליארית מעל 1     
3[ ]P R.  

  . במידה והפוליומים תלויים ליארית רשום כל פוליום כצירוף ליארי של2     

  שאר הפוליומים.         

. האם הפוליום 3     
2p שייך ל- { }1 4,Sp p p?  

,) עהוא איזה ערכים של 9( ,a b c : אריתהוקטורים הבאים תלויים לי  

    { }( ,2,4),(2.4, ,2), ( , ,6), ( ,2, )c a c b b a.  

}) תון כי קבוצת הוקטורים 10( }, ,u v w ארית בבלתי תלוייה לי- [ ]V F .  

  בדוק האם הקבוצות הבאות תלויות ליארית, במידה שכן רשום כל וקטור כצירוף     

  וקטורים האחרים:של ה     

}א.      }, , 2u v u w u v w− − + −  

}ב.      }2 3 ,4 5 6 ,7 8 9u v w u v w u v w+ + + + + +  

}ג.       }, ,u v v w w+ +  
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})  בדוק האם הוקטורים 11( }(1, , 1), ( 1, 1, 2)i i i i− + − 3 -תלויים ליארית ב −
C   

  .R.     ב. מעל Cא. מעל       

  ומימדבסיס 

  בדיקה האם קבוצת וקטורים מהווה בסיס למרחב

 

  : 3R -בדוק אם הקבוצות הבאות הן בסיס ל) 12(

                                                             

{ (1,0,1), (0,0,1) } (1

{ (1,1,2), (1,2,3), (3,3,4), (2,2,1) } (2

{ (1,2,3), (4,5,6), (7,8,9) } (3

        

 -בדוק אם הקבוצות הבאות הן בסיס ל) 13(
2 2[ ]xM R:  

      

1 2 5 6 9 1
, , (1

3 4 7 8 2 3

1 2 5 6 9 1 5 6 5 16
, , , , (2

3 4 7 8 2 3 7 2 7 8

1 1 0 1 0 0 0 0
, , , (3

1 1 1 1 1 1 0 1

      
      
      

          
          
          

        
        
          

  

 -בדוק אם הקבוצות הבאות הן בסיס ל) 14(
2 ( )P R:  

       

2

2 3 3

3 2 2

{1 , 2 3 } (1

{1 , 2 3,2 4 , } (2

{ 1 2 3 , 4 5 6 ,7 8 10 } (3

x x x

x x x x x x x

x x x x x x

+ + +

+ + + + −

+ + + + + +

  

  

}:   (-3Rתוה קבוצת וקטורים ב15( }(1,2,3), (4,5,6), (7,8,9), (2,3,4)T =.  

3 -בסיס ל Tא. האם        
R.  

  .T -, שהיא קבוצה מקסימלית של וקטורים בלתי תלויה ליארית ב T'ב. מצא קבוצה        

  ס של לבסי T'ג. השלם את        
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  מציאת בסיס וממד למרחב פתרונות של מערכת משוואות הומוגנית

  

  מערכות של משוואות הומוגניות: 3לפניך  )16(

    

       

0 2 0
0

(3 2 0 (2 3 7 4 0 (1
2 2 2 2 0

3 3 0 5 3 15 6 0

x y z w x y z w
x y z w

x z w x y z w
x y z w

x y z w x y z w

− + + = + − + = 
− + + =  + − = − + + =  
− + + =  + + − = − + − − = 

  

        
  .)1את המרחב הפרש ע"י מערכת המשוואות  - Wסמן ב       

  

  .)2י מערכת המשוואות "את המרחב הפרש ע - Uסמן ב       

  . )3י מערכת המשוואות "את המרחב הפרש ע - Vסמן ב       

  

  .V -ו W  ,U -מצא בסיס וממד ל  )א

        

U - מצא בסיס וממד ל)  1  )ב V∪   .2 (מצא ממד ל-  U V∩.  

  

U -מצא בסיס ל  )ג V∩  . 

  
  

}תון ) 17( }4( , , , ) | ,U a b c d R a c b d= ∈ =   .U -מצא בסיס וממד ל.  =

}) תון 18( }4
( , , , ) | ,U a b c d R c a b d b c= ∈ = + =   .U -. מצא בסיס וממד ל +

  

}תון ) 19( }4
| (1, 1,1, 1) 0U v R v= ∈ ⋅ − −   .U -. מצא בסיס וממד ל =

  

}תון ) 20( }2 2[ ] | T

x
U A M R A A= ∈   .U -. מצא בסיס וממד ל =

 תון ) 21(
2 2

1 1 0 0
[ ]

1 1 0 0
|

x
U A M R A

 −    
= ∈ ⋅ =    

    
  .U - מצא בסיס וממד ל.  

} תון )22( }3( ) [ ] (1) 0|U p x P R p= ∈   .U -מצא בסיס וממד ל.  =
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  מציאת בסיס וממד לתת מרחב 

  

4 לפיכם שי תתי מרחבים של המרחב) 23(
R :  

      

{ }

{ }

(1,1, 1,2), (3, 1,7,4), ( 5,3, 15, 6)

(1, 1,1,1), (1,0,2, 1), (1,1,3, 3), (5,1,5,8)

U span

V span

= − − − − −

= − − −

  

  .  U -א. מצא בסיס , ממד ומשוואות ל       

  .  V -ב. מצא בסיס , ממד ומשוואות ל       

U -ג. מצא בסיס וממד ל        V∪.  

U -ד. מצא בסיס וממד ל        V∩.  

2 תת מרחב של המרחבלפיכם ) 24( 2[ ]xM R :   

       
1 1 4 1 2 1

, ,
1 2 1 1 1 3

U span
 −     

=       − − −      
.  

  .U -מצא בסיס וממד ל        

]3 לפיכם תת מרחב של המרחב) 25( ]P R :   

       { }2 3 2 3 2 3
1 2 ,4 ,2 3U span x x x x x x x x x= + − + + − + − + −.  

  .U -מצא בסיס וממד ל        

  

  מציאת בסיס וממד למרחב שורה ומרחב עמודה של מטריצה, דרגת מטריצה

  ) מצא בסיס וממד למרחב השורה ומרחב העמודה של המטריצות הבאות וציין את דרגת 26(

  :(rank)המטריצה        

       

(14 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 − 
 −
 

− 

       

(21 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

 
 
 
 − −
 
− − − 
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  וקטורי קואורדיטות, שיוי בסיס

  :  (3Rתוים שי בסיסים של 27(

      
1 2{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , { (1,0,1), (0,1,1), (0,0,1) }B B= =  

] - . סמן וקטור זה ב1Bא. מצא את וקטור הקואורדיטות ביחס לבסיס         ]
1B

v.  

] - . סמן וקטור זה ב2Bב. מצא את וקטור הקואורדיטות ביחס לבסיס         ]
2B

v.  

 -סמן מטריצה זו ב. 2Bלבסיס  1Bג. מצא מטריצת מעבר מהבסיס        
2

1

B

B
M  .  

ד. מצא מטריצת מעבר מהבסיס        
2B  לבסיס

1B .סמן מטריצה זו ב- 
2

1

B

B
M  .  

  ה. אשר את הטעות הבאות:       

      ( )
1

2 1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2

[ ] [ ] (3 [ ] [ ] [ ] (2 [ ] [ ] [ ] (1
B B B B

M M M v v M v v
B B B B B B B B

−

= ⋅ = ⋅ =  

] (2תוים שי בסיסים של 27( ]P R :  

      2 2 2 2

1 2{1 , , } , {1 , , }B x x x x B x x x x= + + = + +  

א. מצא את וקטור הקואורדיטות ביחס לבסיס        
1Bסמן וקטור זה ב . - [ ]

1B
v.  

ב. מצא את וקטור הקואורדיטות ביחס לבסיס        
2Bסמן וקטור זה ב . - [ ]

2B
v.  

ג. מצא מטריצת מעבר מהבסיס        
1B  לבסיס

2B .סמן מטריצה זו ב- 
2

1

B

B
M  .  

] (2תוים שי בסיסים של 28( ]M R :  

                                                     

1 1 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 1 0 1 1 0 1

1 0 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 0 0 1 0 0 1

B

E

        
=         

        

        
=         

        

  

] - . סמן וקטור זה בBא. מצא את וקטור הקואורדיטות ביחס לבסיס         ]
B

v.  

] - . סמן וקטור זה בEב. מצא את וקטור הקואורדיטות ביחס לבסיס         ]
E

v.  

 -סמן מטריצה זו ב. Eלבסיס  Bג. מצא מטריצת מעבר מהבסיס        
E

B
M  .  
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  ערכים עצמיים, וקטורים עצמיים, לכסון - 2פרק 

  

  ) עבור כל אחת מהמטריצות הבאות:1(

  

  א. מצא מטריצה אופייית.    

  ב. מצא פוליום אופייי.    

  ג. מצא ערכים עצמיים ואת הריבוב האלגברי של כל ערך עצמי.    

  ד. מצא מרחבים עצמיים ואת הריבוב הגיאומטרי של כל ערך עצמי.    

  ה. מצא וקטורים עצמיים.    

  ו. קבע האם המטריצה יתתת ללכסון.    

  ז. במידה והמטריצה יתת ללכסון, לכסן אותה, כלומר מצא מטריצה     

1 -כך ש Pהפיכה        
P AP D

−   מטריצה אלכסוית. D, באשר =

2009ח. במידה והמטריצה יתת ללכסון חשב    
A.  

  ט. מצא את הפוליום המיימלי.   

  −1Aי. קבע האם המטריצה הפיכה לפי ערכיה העצמיים. במידה והמטריצה הפיכה בטא את    

  בלבד תוך שימוש במשפט קיילי המילטון. I -ו Aבעזרת       

  

     

, ,

1 0 1 1 1 0 0 2 1

0 1 0 (3 0 1 0 (2 0 2 1 (1

1 0 1 0 0 2 0 1 0

2 1 3 2 1 3 0
(6 (5

1 4 4 1 3 1 0 (4

2 2 6F C F R F C F R

A A A

A A
A

= = = =

−     
     = = = −     
     
     

− −    − = =     − = −     
 − − 

   

  

  .Rופעם מעל  Cעליך לפתור פעם מעל  5,6* בסעיפים       

  

  )  א. הגדר את המושג דימיון מטריצות.2(

  מטריצות דומות. הוכח כי: B -ו A -ב.  ידוע ש      

           1 .| | | |A B=     .2 .( ) ( )tr A tr B=     .3ל .- A ו - B .יום אופייאותו פולי  

         

1P) הוכח שאם 3( AP B− 1nאז  = nA PB P−=.  
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  העתקות (טרספורמציות) ליאריות - 3פרק 

  

  העתקות ליאריות

  

  ) הגדר והדגם את המושג העתקה (טרספורמציה) ליארית. הגדר את המושג אופרטור ליארי.1(

  

  העתקה ליארית. ) עבור כל אחת מההעתקות הבאות, קבע האם היא2(

( )

2 2

3 3

3 2

2 3

3 3

( , ) ( , ) ; : (1

( , , ) ( 2 , 2 ,2 2 3 ) ; : (2

( , , ) (2 ,| |) ; : (3

( , ) ( , , ) ; : (4

( , , ) ( 1, , ) : (5

[ ] ( ) ; : [ ] [ ] (6

( ) ; :

n n n

T

T x y x y x y T R R

T x y z x y z x y z x y z T R R

T x y z x z y T R R

T x y xy y z T R R

T x y z x x y y z T R R

B M R T A BA AB T M R M R

T A A A T M

= + − →

= + − + + + − →

= + →

= →

= + + + →

∈ = + →

= +

( )

( )

( )

1

2 3 2

3 2

[ ] [ ] (7

( ) | | ; : [ ] [ ] (8

( ) ; : [ ] [ ] (9

( ) ; : [ ] [ ] (10

( ) ; : [ ] [ ] (11

( ) ( 1) ; : [ ] [ ] (12

( ) '( ) ''( ) ; : [ ] [ ] (13

( )

n n

n n

T

n n

n n

n n

n n

R M R

T A A I T M R M R

T A A A T M R M R

T A A T M R M R

T a bx cx dx a bx cx T P R P R

T p x p x T P R P R

T p x p x p x T P R P R

T p x p

−

→

= ⋅ →

= ⋅ →

= →

+ + + = + + →

= + →

= + →

=

( ) ( )

2

2( ) ; : [ ] [ ] (14

, ; : [ ] [ ] (15

n nx T P R P R

F C F R T z z T C F C F

→

= = = →  
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  (אם יש כזה) ההעתקה הבאה תהיה ליארית: m) עבור איזה ערך של הקבוע 3(

                    ( )2 2 2 2 2( , ) , ; :m mT x y m x y x T R R= + →   

  

  ) בכל אחד מהסעיפים הבאים, קבע האם קיימת העתקה ליארית המקיימת את התון. אם 4(

  כן, מצא את ההעתקה וקבע האם היא יחידה. אם לא, מק מדוע.

  

3א.  3:T R R→ (1,1,0) - כך ש (1,2,3), (0,1,1) (4,5,6), (0,0,1) (7,8,9)T T T= = =. 

3ב.  3:T R R→ (1,0,1) -כך ש (1,1,0), (0,1,1) (1,2,1) , (0,0,1) (0,1,1)T T T= = =.  

4ג.  3:T R R→ 1,2) - כך ש, 1,0) (0,1, 1), ( 1,0,1,1) (1,0,0), (0,4,0,2) (2,2, 2)T T T− = − − = = −.  

2ד.  2: [ ] [ ]T P R P R→ כך ש- ( ) ( ) ( )2 2
1 4, 4 , 1 1T T x x x T x x= + = − = +. 

  

 תמוה וגרעין של העתקות ליאריות

  

 (:Tתוה העתקה ליארית 5( V U→ : הגדר והדגם את המושגים .  

  . ImT -.     ב. התמוה של ההעתקה KerT -א. הגרעין של ההעתקה       

  והאיפוס של rankT -ג.  משפט הממד להעתקות (השתמש במושגים הדרגה של העתקה      

  )nullT -העתקה            

  

  ) עבור כל אחת מההעתקות הבאות מצא בסיס וממד לגרעין  ולתמוה:6(

     

( )

4 3

3 4

4 3

2 2

( , , , ) ( , 4 ,4 4 ) , : (1

( , , ) ( 4 , , , 4 ) , : (2

1 2 3 1

( , , , ) 1 3 5 2 , : (3

2 6 10 4

1 2 1 2
( ) , : [ ] [ ] (4

0 3 0 3

( ) (

T x y z t x y y z t x y z t T R R

T x y z x y z x y y z x z T R R

x

y
T x y z t T R R

z

t

T A A A T M R M R

T p x p x

= + − + + + − →

= − − + − + →

 
  
  = − →   −   

 

   
= ⋅ − ⋅ →   

   

=

( )

2 2

3 3

1) ( 4) , : [ ] [ ] (5

( ) '( ) , : [ ] [ ] (6

p x T P R P R

D p x p x D P R P R

+ − + →

= → 
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3)  מצא העתקה ליארית 7( 3:T R R→  פרשת על ידי תהאשר תמו{ }(4,1,4), ( 1,4,1)−.  

4)  מצא העתקה ליארית 8( 3:T R R→  פרש על ידי אשר הגרעין שלה{ }(0,1,1,1), (1,2,3,4).  

T:) א. תוה העתקה ליארית 9( V U→ הוכח כי אם .dim Im dimT KerT= אז הממד  

  זוגי. Vשל           

4חד ערכית -ב. האם תיתכן העתקה חד      3:T R R→ ?  

  

  העתקות ליאריות חח"ע ולא חח"ע, העתקות ליאריות על, איזומורפיזם

  

  חד ערכית (חח"ע) והעתקה ליארית על.-) הסבר את המושגים העתקה ליארית חד9(

  כמו כן הסבר את המושג איזומורפיזם והעתקה הפוכה.      

  

  , האם היא על, האם היא חח"עאם היא ) עבור כל אחת מההעתקות הבאות קבע ה10(

  . העתקה הפוכהוהאם קיימת  איזומורפיזם       

  

       

3 3

3 3

2 3

2

2 3

2 3

( , , ) ( , , ) , : (1

( , , ) ( , , 2 ) , : (2

( ) ( , , 2 ) , : [ ] (3

( ) ( ) , : [ ] [ ] (4

T x y z x y z y z z x T R R

T x y z x y z y z x z T R R

T a bx cx a b c a b b c T P R R

a b
T a b c d x a c x dx T M R P R

c d

= − + + − →

= − + + + →

+ + = + + − − →

 
= − + + + − + → 

 

  

  הערה: העתקה חח"ע קראית גם לא סיגולרית

  

 פעולות עם העתקות ליאריות

  

3) תהייה 11( 2:S R R→ 3 -ו 3:T R R→           :אריות המוגדרות על ידיהעתקות לי  

                   ( , , ) ( ,4 , 4 ) , ( , , ) ( , )T x y z x x y x y z S x y z x z y= − + − = −  

  מצא וסחאות (אם יש) המגדירות את :       

  

      
2 1 2 1 2

(5 (4 4 10 (3 4 (2 (1

(10 (9 (8 (7 (6

ST TS S T S S T

S S T T T
− − −

− +
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  מטריצות והעתקות ליאריות  - 4פרק 

  

   מטריצתביחס לבסיס ו קואורדיטותוקטור : כבסיס לפרק זה יש להכיר את המושגים הערה

  ). לפיכך חמשת הסעיפים הראשוים בשאלה הראשוה עוסקים בכך. 4מבסיס לבסיס (פרק  מעבר

  מטריצה שמייצגת העתקה

 (3תוים שי בסיסים של 1(
R :  

      1 2{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , { (1,0,1), (0,1,1), (0,0,1) }B B= =  

א. מצא את וקטור הקואורדיטות ביחס לבסיס        
1Bסמן וקטור זה ב . - [ ]

1B
v.  

ב. מצא את וקטור הקואורדיטות ביחס לבסיס        
2Bסמן וקטור זה ב . - [ ]

2B
v.  

 -סמן מטריצה זו ב. 2Bלבסיס  1Bג. מצא מטריצת מעבר מהבסיס        
2

1

B

B
M  .  

 -סמן מטריצה זו ב. 1Bלבסיס  2Bד. מצא מטריצת מעבר מהבסיס        
2

1

B

B
M  .  

  ה. אשר את הטעות הבאות:       

          ( )
1

2 1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2

[ ] [ ] (3 [ ] [ ] [ ] (2 [ ] [ ] [ ] (1
B B B B

M M M v v M v v
B B B B B B B B

−

= ⋅ = ⋅ =  

     :3תוה העתקה ליארית        3( , , ) ( , , ) , :T x y z x y y z z x T R R= + + − →  

ו. מצא את המטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס         
1B .סמן מטריצה זו ב - 

1B
T  .  

 -סמן מטריצה זו ב. 2Bז. מצא את המטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס         
2B

T  .  

  : ח. אשר את הטעות הבאות        
  

             

1 2

2 2 2 1 1 1

1 2

2 1

[ ] [ ] [ ( )] (2 [ ] [ ] [ ( )] (1

(3
B B

B B

B B

T v T v T v T v
B B B B B B

T TM M

⋅ = ⋅ =

   ⋅ ⋅          =

  

  
  ?ט. האם ההעתקה הפיכה        

  
  י. חשב את הדטרמיטה והעקבה של ההעתקה.       

  
  . מצא ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים עבור ההעתקה יא.       

  ? יב. האם ההעתקה יתת ללכסון        

  



17 

 

 

  
   www.GooL.co.il -כסו לבסרטון פלאש הילפתרון מלא 

 © גיא סלומון –כתב ופתר 

  . 3Rאופרטור לינארי על  T. יהי 3Rשני בסיסים של המרחב  2B -ו 1B) יהיו 2(

  

2נתון כי:       

1

1 9 6

1 6 4

1 5 2

B

B
M

− − 
   = −   
 − 

  - ו   
1

29 45 6

20 31 4

13 19 1
B

T

− − 
 = −    
 − 

  

    

חשב את      
1

2

B

B
M   ואת 

2B
T  .  

) מצא את המטריצה שמייצגת את ההעתקה 3(
2 2

1 2
( ) , : [ ] [ ]

3 4
T A A T M R M R

 
= → 
 

  

לפי הבסיס:       
1 1 0 1 0 0 0 0

, , ,
0 0 1 0 1 1 0 1

B
        

=         
        

.  

  

)) מצא את המטריצה שמייצגת את ההעתקה 4( ) 4 3( ) '( ) , : [ ] [ ]D p x p x D P R P R= →  

  .4 -לפי הבסיס הסטדרטי של הפוליומים ממעלה קטה או שווה ל     

  

  העתקה מבסיס לבסיסמטריצה שמייצגת 

  ) מצא את המטריצה המייצגת של כל אחת מההעתקות הליאריות הבאות ביחס לבסיסים 5(

  .nRהסטדרטיים של      

2א.       3( , ) ( , , ) , :T x y x y y z z x T R R= + + − →.  

4ב.       2( , , , ) (4 , 4 ) , :T x y z t x y z t x y z t T R R= − − + + + + →.  

3) תהי 6(  2:T R R→  ארית המוגדרת על ידיהעתקה לי( , , ) (4 , )T x y z x y z x y z= + − − +.  

}מהבסיס  Tחשב את המטריצה המייצגת את ההעתקה       }1 (1,1,0), (0,1,1), (0,0,1)B =  

}לבסיס  3Rשל       }2 (1, 4), (1,5)B . כלומר את 2Rשל  =
2

1

B

B
T  .  
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  וקטורים  - 5פרק 

uu,. סימוים מקובלים וספים: uכך  u: או סמן את הוקטור הערה
�

 .  

|סמן כך  uאת גודל הוקטור              |u  וסף הוא סימון מקובל .|| ||u.  

  גודל וקטור קרא גם אורך הוקטור וגם הורמה של הוקטור.            

                  

u -אם תון ש z - ו x  ,y) מצא את 1( v=  4)כאשר, 1,2)u = −  ,( 2, 1, 3)v z y x= − + −.  

)) תוים הוקטורים:  2( 3,1,4)u = −  ,(4, 2, 6)v = − −   ,(2,6, 5)w =   . חשב:−

3ג.           −0.5vב.      2uא.  2u v−            .0.25ד 0.5v u−            .0.5ה 2v u w− +  
  

2ו.   4v u w− /ז.            + | |u u     .ח( , )d u v    .2 טv u w v⋅ + )י.      ⋅ , )proj u v  
  

  * בסעיפים ז,ח,י הסבר את משמעות התוצאות מבחיה גיאומטרית.

, ((3תוות הקודות:  3( 1,2), (4,2, 1) , (1, 3,0)C B A− −   . מצא את הוקטורים הבאים:−

ACא.         AB+
���� ����

2ב.            4AC AB−
���� ����

2AC ג.         AB BC+ −
���� ���� ����

  

(1,2,3)) א. תוה הצגה פרמטרית של ישר 4( (4,5,6)x t= + .  

  . z -ו x  ,yכתוב את ההצגה בעזרת הקואורדיטות           

1ב. תוה הצגה של ישר בעזרת קואורדיטות        2 , 10, 4x t y z t= + = = − .  

  כתוב את ההצגה הפרמטרית שלו.          

, ((3תוות הקודות 5( 1,2), (4,2, 1) , (1, 3,0)C B A− − −.  

  א. מצא הצגה פרמטרית של ישר במרחב העובר דרך הקודות:     

          1  .A ו- B      2 .B ו- C      3  .A ו- C             

,4,2)ב. מי מבין הקודות       1)D = ,7,7) -ו − 3)E   שמצאת ABמצאת על הישר  −

  בסעיף הקודם.          

  . BCוהישר  ABג. חשב את הזווית שבין הישר      

  . z -וציר ה y -, ציר ה x -) א. מצא במרחב הצגה פרמטרית של ציר ה6(

  . zומקביל לציר  (4,5,6)ב. מצא הצגה פרמטרית של ישר במרחב העובר דרך הקודה      

  לישר והמאוך (1,2,3) העובר דרך הקודה) מצא במרחב הצגה פרמטרית של ישר 7(

    (1,2,0) (1, 2,4)x s= + −.  
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A'

A

D C

B

B'

D' C'

z

x

y

F

) מצא במרחב הצגה פרמטרית של ישר 8(
2ℓ קודההעובר דרך ה ( 4,1,1)P   לישר מאוך,  −

    
1 : (2, 3,1) (1,4, 3)t− + −ℓ אותו. חותךו  

,1)) א. תוה הצגה פרמטרית של מישור 9( 2,3) (2,0,1) ( 4,1,5)x t s= − + + − .  

  . z -ו x  ,yכתוב את ההצגה בעזרת הקואורדיטות           

1ב. תוה הצגה של מישור בעזרת קואורדיטות       2 , 10 , 4x t s y t z t s= + − = + = − + .  

  כתוב את ההצגה הפרמטרית שלו.          

,(2,0,5). הראה ששלוש הקודות 1) א. 10( (0,1, 2),   אין מצאות על ישר אחד ומצא −(1,1,0)

  הצגה פרמטרית של המישור הקבע על ידן.                 

  . מצא את משוואת המישור העובר דרך שלוש הקודות ה"ל.2             

  ב. מצא שתי קודות וספות המצאות על המישור שמצאת בסעיף א.        

  מצאת על המישור שמצאת בסעיף א? (4,2,1)ג. האם הקודה          

  . ((1,1,3)A ,(1,2,0)B ,(1,1,1)Cתוות הקודות: 11(

  לא מצאת על  Aהראה כי הקודה  Cעם Bא. מצא הצגה פרמטרית של הישר , המחבר את        

  הישר הזה.            

  .   Cעם Bלבין הישר המחבר את  Aב. חשב את המרחק בין הקודה        

  .Cעם Bוהמאוך לישר המחבר את  Aג.  מצא את משוואת המישור העובר דרך הקודה        

') תוה תיבה 12( ' ' 'ABCDA B C D .כמתואר בציור  

.תון:        ' ' ,| | 4 ,| | 2 , | ' | 6C F FB AB AD AA= = = =
���� ���� ����

  

  א. מצא הצגה פרמטרית של הישר העובר        

  ומאוך למישור העובר Fדרך הקודה              

A'העובר דרך               DB .  

  מהמישור העובר Fב. מצא את מרחק הקודה         

A'העובר דרך              DB       .  
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D' C'

B'A'

D C

BA
M

 

A(-6,2,8) B(4,0,-6)

C(-10,6,-2)D

 

A D

CB

M

 

B' C'

D'A'

B C

DA

  

') בתיבה 13( ' ' 'ABCDA B C D : ים הקודקודיםתו  

       (7, 9,5), (1, 3, 7), ( 5, 1, 3), '( 1,7, 1)A B C C− − − − − − − −.  

2BM -כך שABמחלקת את המקצוע Mהקודה          MA=
����� ����

.  

|א. חשב:           |, | ' |MC MA
����� �����

     .  

A'ב. חשב את שטח המשולש           MC∆ .  

  

  (ראה ציור). (ABCDתוה מקבילית 14 

  . Dא. מצא את קודקוד        

  ב. מצא את הזווית בין אלכסויה של המקבילית.       

    

   (ABCDתוה פירמידה שבסיסה מקבילית 15(

  (ראה ציור). תון:Mוקודקודה        

       (3,6, 1), ( 1,2, 3), (7,6, 3), (4, 3, 4.5)A B C M− − − − − −.  

  .∢ABCא. מצא את גודל זווית        

  ב. מצא את שטח בסיס הפירמידה.       

  ג. מצא את פח הפירמידה.       

 

') תוה תיבה 16( ' ' 'ABCDA B C D  .  

,(1,2,0)תון:       (4,0,1), (2,2, 1), '(9,12,8)A C D B−  

  חשב את פח התיבה.     
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  ) מצא את מצבם ההדדי של זוגות הישרים הבאים וקבע אם הם:17(

  חתכים, מקבילים, מתלכדים או מצטלבים.       

(1,0,1)א.         (1,2,0), (1,1,0) (2,4,0)x t x s= + = +.  

)ב.         2,2,4) (6,6,1), (1, 1,0) (12, 3,1)x u x t= − + = − + −.  

(1,1,2)ג.         (1,2, 1), (2,3,1) (2,4, 2)x t x s= + − = + −.  

,1)ד.         1,0) (0,2, 4), (2,0,3) ( 1, 3,1)x t x s= − + − = + − −.  

  בין הישרים. הזוויתואת  קודות החיתוךבמקרה בו הישרים חתכים מצא גם את        

  בייהם. המרחקבמקרה בו הישרים מקבילים או מצטלבים מצא גם את        

  ) תוים שי ישרים:18(

                                 
1

2

: ( , , ) (4,3,1) (1, 3, 2)

: ( , , ) (5, 1,4) ( 1,3,5)

x y z t

x y z m

= + −

= − + −

ℓ

ℓ
          

  א. הראה כי הישרים מצטלבים.      

ב. מצא משוואה של מישור שמכיל את       
2ℓ ומקביל ל-  

1ℓ.  

  ג. חשב את המרחק בין הישרים.          

  ) תוים שי ישרים:19(

                                 
1

2

: ( , , ) (3,1,1) (2, 1, 2)

: ( , , ) (3,9, 6) (6,2, 1)

x y z u

x y z m

= + − −

= − + −

ℓ

ℓ
          

  א. מהו המצב ההדדי של הישרים?      

  ב. אם הישרים מקבילים או חתכים, מצא את משוואת המישור המכיל אותם.      

  אם הישרים מצטלבים מצא את המרחק בייהם.             

)) תוות ארבע קודות: 20( ,0,0), (0,4,0), (0, ,3), (1,1, 1)P k Q R k S −.  

  מקבילים. SR -ו PQעבורו הישרים  kא. הראה שלא קיים ערך של         

  הישרים אורתוגוליים (מאוכים) זה לזה,  kב. מצא עבור איזה ערך של         

  ומצא את המרחק בייהם במקרה זה.            
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) הישר 21(
1ℓ  קודות(5,2,3) -ו (6,1,3)עובר דרך ה .  

הצגה פרמטרית של הישר        
2ℓ  :2היא

2 : (2, 1,3) ( 9, 7,0)k t k+ + − −ℓ .  

  הישרים מקבילים (לא מתלכדים)? k. עבור איזה ערך של 1א.        

  הישרים מתלכדים? k. עבור איזה ערך של 2            

, המכיל את הישר  πב.  מצא משוואה של מישור        
1ℓ ומקביל לציר ה- z .  

. , מצא את המרחק של 1שמצאת בתת סעיף א. kג. עבור        
2ℓ  מהמישורπ.  

, ((1,1תוות ארבע קודות: 22( 1), ( 1, ,3), (0, 4,0), ( ,0,0)A B k C D k− − −  

הישר        
1ℓ  קודהמחבר את הA  קודהעם הB .  

הישר        
2ℓ  קודהמחבר את הC  קודהעם הD.  

  הישרים מאוכים זה לזה. kא. מצא עבור איזה ערך של        

שמצאת בסעיף א. , מצא את משוואת המישור המכיל את הישר  kב.  עבור הערך של        
1ℓ  

ומקביל לישר             
2ℓ .  

  ) מצא את המצב ההדדי של המישור והישר וקבע אם הישר:23( 

  חותך את המישור, מקביל למישור או מוכל במישור.       

2א.         3 4 5 0 , (1,0,2) ( 1,2,2)x y z x t− + − = = + −.  

2ב.         5 3 6 0 , ( 3,0,4) (4, 2, 6)x y z x t− + − = = − + − −.  

2ג.         14 10 6 , (2,1, 2) ( 2,2,0)x y z x t− + = − = − + −.  

  במקרה שהישר חותך את המישור, מצא גם את קודת החיתוך וגם את הזוית בין הישר          

  למישור. במקרה בו הישר מקביל למישור מצא את מרחק הישר מהמישור.        

,4)עובר דרך הקודות  ℓ) ידוע כי הישר 24( 6,5)A 4) -ו − ,3,2)B k+  

:ותון מישור         4 5 0x y kzπ − − − = .  

  הישר מקביל למישור? kא. עבור איזה ערך של        

  .  Cבקודה  x - חותך את ציר ה πב. המישור        

BCלבין  πשמצאת בסעיף א , חשב את הזווית בין המישור  kעבור            
����

  .  
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A(2,2,1) B(1,0,3)

C(-1,3,2)

S(1,1,1)

:) תוים ישר: 25( (2,1, 1) (0, , 1)t a− + −ℓ  :ומישור: 2 4 4x y zπ − − =.  

  יהיה הישר מוכל במישור? aא. עבור איזה ערך של הקבוע        

  . πומאוך למישור  ℓב. מצא משוואה של מישור המכיל את הישר        

  ) תוים שי ישרים ומישור :26(

                 

1

2

: ( , , ) (2,1,1) (1, 1, 1)

: ( , , ) (3, 1,2) ( 2,1,1)

: 2 3

x y z t

x y z s

x y zπ

= + − −

= − + −

− + =

ℓ

ℓ          

  א. קבע את המצב ההדדי בין כל אחד מהישרים למישור.        

  . 18שמרחקן מראשית הצירים הוא  2ℓב. מצא את הקודות על הישר         

  .SABC) בציור משמאל תון טטראדר 27(

  , יצב למישור Sא. הוכח כי אחד המקצועות דרך         

  .Sידי שי המקצועות האחרים דרך - הקבע על             

  ב. מצא את משוואות המישור ה"ל.        

  לבין מישור AC ג. חשב את הזוית שבין המקצוע        

  .∆SABהמשולש             

  

  ) מצא את המצב ההדדי של המישורים וקבע אם הם:28(

  מקבילים, מתלכדים או חתכים.       

2א.         2 10 0 , 2 2 4 0x y z x y z− + − = + + − =.  

2ב.         5 3 6 0 , 4 10 6 8 0x y z x y z− + − = − + − =.  

2ג.         14 10 6 , 7 5 3x y z x y z− + = − − + = −.  

  במקרה בו המישורים מקבילים מצא את המרחק בייהם. במקרה בו הם חתכים מצא את        

  הזווית בייהם ואת ישר החיתוך בייהם.       

2) א. תוים שי מישורים: 29( 7, 2 3 4 10x y z x y z+ − = + − =.  

מצא הצגה פרמטרית לישר החיתוך             
1ℓ .י המישוריםשל ש  

ב. תון:        
2 : (6, 2, 2) (2, 1,1)s− + −ℓ מהו המצב ההדדי בין .

1ℓ ו- 
2ℓ .  
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C

C'

B'

0 D

AB

X

Z

Y

E

 (2תוים שי מישורים: 30( 7 0, 2 3 1 0x y z x y z− + − = + − + =.  

  של שי המישורים. ℓא. מצא הצגה פרמטרית לישר החיתוך        

:למישור  ℓ, יקביל הישר  Cב. עבור איזה ערך של הפרמטר         4 1 0x y Czπ − + − = ?  

 .πמהמישור  ℓשמצאת בסעיף ב, חשב את מרחק הישר  Cג. עבור        

 (2תוים שי מישורים: 31( 6, 3 4 10x y z x y z+ + = − + = ,1,8)וקודה  − 3)M − .  

  הוא ישר החיתוך של המישורים ה"ל. ℓהישר        

  .ℓויצב לישר Mא. מצא את משוואת המישור העובר דרך הקודה        

  .ℓמהישר  Mב. מצא את מרחק הקודה        

:) הישר32( (0, 2,1) ( 3,4, )t m− + −ℓ  מקביל למישור
1 : 2 4 4x y zπ − − =.  

  .mא. מצא את הקבוע        

,2)ב. הקודה         1,4)N מצאת על המישור  −
1π  ויוצרת עם הישרℓ  מישור

2π.  

מצא הצגה פרמטרית של ישר החיתוך של המישורים             
1π ו- 

2π.  

   

  ) אחד מקודקודי קוביה מצא33(

  בראשית הצירים.        

       E  אמצע'BB  ,| | 1AB = .  

  . ∢CEAא. חשב את זווית        

  ב. חשב את הזווית בין שי        

  .BODA -ו AECהמישורים            

  

  ) תוים שי ישרים:34(

                                       
1

2

: (1,2,3) (3, 12,18)

: (2,5, 1) ( 4,16, 24)

t

u

+ −

− + − −

ℓ

ℓ
   

  א. הראה כי הישרים קובעים מישור יחיד ומצא את משוואתו.        

,0)א., ועובר דרך הקודה  -ב. מצא משוואת מישור, המקביל למישור שמצאת ב         1,0)− .  
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 תשובות:

  לתשומת לבכם!

הפרמטרי שאתם תקבלו הצגה פרמטרית של ישר (או מישור) היא לא יחידה. ייתכן למשל, שהישר 
  "ייראה" שוה מהישר שאי קיבלתי. בכל אופן אם תבצעו בדיקה תוכלו לראות שהם מתלכדים.

  

)1(  5, 2, 6x y z= = − =.  
  

    

)א.   )2( )ב.   −(6,2,8 )ג.   −(2,1,3 ,2.5)ד.   −(17,7,24 1, 3.5)− −  
,9.5,9.5)ה.    ,19,19)ו.   −(18 1ז.   −(36

26
( 3,1,   12.5698ח.   −(4

19י.   14ט.    19 57
7 14 14

( , , )−  

  

    

)ב.   (5,7,1)א.   )3( 8, 16,8)−   (8,12,0)ג.   −
  

  

1א.   )4( 4 , 2 5 , 3 6x t y t z t= + = + = (1,10,4)ב.   + (2,0, 1)x t= + −  
  

,1)) 1א.  )5( 3,0) (3,5, 1)t− + ,4,2)) 2א.  − 1) ( 1, 3,3)t− + − −  
,1)) 3א.   3,0) (2,2,2)t−     Dב. הקודה   +

35.477°ג.   
  

  

      

(4,5,6)ב.   t  ,(0,1,0)t ,(0,0,1)t(1,0,0)א.   )6( (0,0,1)t+  
  

)7(  (1,2,3) (2,1,0)t+  
  

    

)8(  ( 4,1,1) (83, 32, 15)t− + − −  
  

    

1א.   )9( 2 4 , 2 , 3 5x t s y s z t s= + − = − + = + (1,10,4)ב.   + (2,1, 1) ( 1,0,1)t s+ − + −  
  

(1,1,0). 1א.  )10( ( 1,0, 2) (1, 1,5)t s+ − − + 2. 2א.  − 3 1 0x y z− + + − =  
),  (0,0,1)ב. למשל:      ג. לא  −(0.5,0,0

  
  

(1,2,0)א.   )11( (0, 1,1)t+ 2ג.   1.4142ב.   − 0y z− + =  
  

(1,4,6)א.   )12( (6,3,2)t+   .18ב
7  

  

  

|א.   )13( | 152, | ' | 108MC MA= =
����� �����

  59.396ב.   
  

  

)א.   )14( 20,8,12)D 81.62°ב.   −
  

  

    

24Sב.   26.565°א.   )15( 32Vג.   = =  
  

  

)16(  72V =  
  

      

    ג. מתלכדים                  4.07ב. מצטלבים,       1.095א. מקבילים,   )17(
,1)ד. חתכים בקודה      .47.6°. זווית בין הישרים−(3,4
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3ב.   )18( 14x y+   0.31622ג.   =
  

    

  10ב.   א. מצטלבים  )19(
  

    

0.8kב.   )20( =,2
15

d =
  

  

      

4k. 1א.  )21( = 4k. 2א.  − 7xב.   = y+   5.65685ג.   =
  

2kא.   )22( 8ב.   = 4 5 1 0x y z− + + =  
  

    

    ב. מוכל  0.9284א. מקביל,   )23(
40.78°), זוית בין הישר למישור 3.5,-0.5,-2ג. חותך בק' (  

  
  

  

9kא.   )24( 14.67°ב.   =
  

  

    

2aא.   )25( 10ב.   = 2 19 0x y z+ + − =  
  

  

א.   )26(
1ℓ  ,מוכל

2ℓ .511ב.   חותך 4
3 3 3

( 1,1,4), ( , , )−−
  

  
SCא.   )27( SAB⊥   .2ב 2 1 0x y z− − + 64.76°ג.   =

  
  

  

,0)א. המישורים חתכים. ישר החיתוך:   )28( 2,3) (3, 1, 2.5)t− + −   .63.612°. זווית −
  ג. המישורים מתלכדים.  0.324ב. המישורים מקבילים, המרחק בייהם:   

  
(9,0,2)א.  )29( ( 5,2, 1)t+ −   ב. מצטלבים  −

  
  

,2)א.  )30( 5,0) (1,7,3)t− 1Cב.   +   2.8284ג.  =
  

5א.   )31( 2 3x y z− −    5.07ב.   =

 

  

8mא.   )32( = ,2)ב.   − 1,4) ( 4,4, 8)t− + − −  
  

  

  35.26°ב.   78.463°א.   )33(
  

    

2א.   )34( 10 7 39 0x y z− − + 2ב.   = 10 7 10 0x y z− − − =  
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  מספרים מרוכבים - 6פרק 

  

  . z)  פתור את המשוואות הבאות ומצא את 1(

     2 2 26 13 0 (3 4 5 0 (2 9 0 (1z z z z z− + = − + = + =.  

  ) חשב:2(

     5 13 2 6( 4 )(2 3 ) (4 (4 ) (2 10 ) (3 ( ) (2 ( 2) (1i i i i i i i− − − + − + −   .  

z)  חשב (כתוב את התוצאה בצורה 3( x yi= + :(  

     
2

1 1 5
(3 (2 (1

1 1 3 2( 1)

i i

i i ii

+
−

− − ++
     

  :z)  פתור את המשוואות הבאות ומצא את המספר המרוכב 4(

       2(1 ) 2 1 0 (3 5 10 (2 2 6 1 (1i z z i zz z i z i z+ + − + = − = − = −    .  

  )  כתוב את המספרים הבאים בצורה קוטבית:5(

     

1 (4 3 3 (3 1 (2 1 3 (1

8 (8 3 (7 3 (6 1 (5

i i i i

i i i

− − − − − +

− − +
  

  )  חשב:6(

( )
100 10

9

53 6

2 2 1 1
1 3 (2 (1

2 2 2 2

8 (6 1 (5 8 (4

i i i
   + + +       

− −

  

4)  א. מצא את כל הפתרוות של המשוואה 7( 2 1 0z z+ + =.  

6הוא פתרון של המשוואה מסעיף א אזי:  zב.  הראה כי אם        1z =.  

  (4תוה המשוואה 8( 8 8 3z i= − − .  

  א. מצא את פתרוות המשוואה התוה.      

  ב. הוכח כי החזקה השלישית של כל אחד מפתרוות התוה היא מספר ממשי או מספר       

  מדומה טהור.          

)  פתור את המשוואה 9(

4

1
z i

z i

+  = − 
.  
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3z)  א. מצא את שלושת הפתרוות של המשוואה 10( i= .  

  .iב.  הראה שמכפלת שלושת הפתרוות היא         

  ג.  הראה שאם מעלים בריבוע פתרון כלשהו של המשוואה, התוצאה שווה למכפלת        

  שי הפתרוות האחרים.            

5א. פתור את המשוואה   )11(
16( 3 )z i= − −.  

  ב. הוכח כי חמשת השורשים מהווים סדרה הדסית, ומצא את מת הסדרה.        

2הערה: סדרה הדסית היא סדרה מהצורה              1

1 1 1 1, , ,..., na a q a q a q   מת הסדרה. qבאשר  −

)  תון 12(
1 1

2 2
w i= +.  

3א.  מצא את פתרוות המשוואה          3z w= .  

  .3wב.  הראה כי מכפלת הפתרוות של המשוואה היא         

)  (2תוה המשוואה 13( 1) 2 2 3iz i+ = −.  

א. מצא את פתרוות המשוואה          
1z ו- 

2z.  

1ב.  הראה כי           2

1 2

3.25
z z

z z

⋅
=

+
.  

)  (3תוה המשוואה 14( 1) 1z −   .3. הוכח שסכום שורשיה הוא  =

  (3תוה המשוואה 15( 3z i= − +.  

א. מצא את שורשי המשוואה:          
3 2 1, ,z z z.  

3ב. מצא את הסכום           3 3

1 2 3| | | | | |z z z+ +.  

)ג. הראה כי הסכום           ) ( ) ( )9 9 9

1 2 3z z z+   הוא מספר מדומה טהור. +

  

  (2תוה המשוואה 16( 2 2| | 2 18z z ti s+ − =  ,z .הוא מספר מרוכב  

הם מספרים ממשיים שוים מאפס.  t -ו sכאשר          
1z ו - 

2z .ות המשוואההם פתרו  

  . t -ו sא. הבע את פתרוות המשוואה באמצעות           

ב.  תון          
1 2 18z z i⋅ =   .  t - ו s. מצא את הפרמטרים   −
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))  א. פתור את המשוואה 17( )2 2| | 0z i z z z z⋅ + + + + =.  

  ב. אחד מהפתרוות שמצאת בסעיף א. , הוא איבר אחרון בסדרה חשבוית שכל איבריה         

שוים מאפס. הפרש סדרה זו הוא:             
1

16
1 i+ .האיבר הראשון בסדרה הוא מספר ממשי .  

  חשב את האיבר הראשון בסדרה.             

1הערה: סדרה חשבוית היא סדרה מהצורה:              1 1 1, , 2 ,..., ( 1)a a d a d a n d+ + + −  

  קרא הפרש הסידרה. dבאשר             

  ((3תון :  18( 2 ,4 ,1 6 ) , (5 ,2 3 ,7 2 )u i i i v i i i= − + = + −   .  מצא:+

        

(3 2 (2 4 (1

| | (6 | | (5 (4

u v i u v u v

v u u u

⋅ ⋅ − +

⋅

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



30 

 

 

  
   www.GooL.co.il -כסו לבסרטון פלאש הילפתרון מלא 

 © גיא סלומון –כתב ופתר 

   תשובות:

)1 ( 3 2 (3 2 (2 3 (1i i i± ± ±     .)2(   11 10 (4 2 9 (3 0 (2 8 (1i i− + − − .  

)3( 
1 1 2

(3 (2 2 (1
2 5 5

i i i− + − + −     .  

)4(, 1 (3 1 2 , 4 2 (2 1 2 (1z i z z i z i z i= = − = + = + = − +  .  

)5(  12(cos sin ) (3 2(cos sin ) (2 2(cos sin ) (1)
6 6 4 4 3 3

i i i
7π 7π 5π 5π π π

+ + +  

2(cos sin ) (6 2(cos sin ) (5 2(cos sin ) (4
6 6 4 4 4 4

i i i
11π 11π π π 7π 7π

+ + +  

8(cos sin ) (8 3(cos sin ) (7
2 2

i i
π π

π + π +     )6     (1  (
1

32
i   .2  (92−   .3  (1 -.  

4  (
1

68 cos sin 0,1,2,3,4,5
6 6

i k
π + 2πκ π + 2πκ + = 

 
.  

5  (
1

51 cos sin 0,1, 2,3,4
5 5

i k
0 + 2πκ 0 + 2πκ + = 

 
.  

6  (
1

38 cos sin 0,1,2
3 3

i k
π + 2πκ π + 2πκ + = 

 
  .  

)7( 0

1 2 3 460 , 240 , 120 , 300z cis z cis z cis z cis
° ° °= = = = .  

א.   )8(
1 2 3 41 3 , 3 , 1 3 , 3z i z i z i z i= + = − + = − − = −     .)9( 0 , 1 , 1z z z= = = − .  

1א.    )10( 2 3

1 1 1 1
3 , 3 ,

2 2 2 2
z i z i z i= + = − + = −     .  

2א.   ) 11( [30 ( 1)72 ] 1,2,3,4,5nz cis n n
° °= + − 72q.   ב.  = cis °= .  

1א.   )12( 2 345 , 165 , 285z cis z cis z cis
° ° °= = 1א.    )13(.     = (1 3) , 1 (1 3)i i+ + − + −.  

3א.    )15( 3 3

3 2 12 290 , 2 170 , 2 50z cis z cis z cis
° ° °= =   .24i.   ג.  6.   ב.  =

2א.    )16( 23 , 3
3 3

t t
z s i z s i

s s
= − − = − 9.   ב.  − , 1t s= = 1א.    )17(.       ± 0z =  ,  

,
2 0.5 0.5z i= − .   ב.  +

1 8.5a = 17)א.  )  18(.      − 7 ,2 13 ,11 26 )i i i− + +.  

)ב.   1 5 , 10 3 , 19)i i− + − + 20.   ג.  − 35i+  .92.   ו.  66.   ה.  66.   ד.  


