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  www.gool.co.il –מאת גיא סלומו�  – משוואת אוילר

  

)היא משוואה מהצורה  הומוגניתמשוואת אוילר  ) 2
0 , 0 , '' ' 0a x ax y bxy cy≠ ≠ + + =  

  ?אי� פותרי� 

)פותרי� את המשוואה  1) 0ak k bk c− + + =  

 :ומקבלי�
1 2
,k k  

  :מקרי� 3 �נפריד ל

א� . א
1 2

k k≠   1אז 2

1 2

k k
y c x c x= +   

א� . ב
1 2

k k k= אז   =
1 2

ln
k k

y c x c x x= +  

א� . ג
1,2

k iα β= אז   ±
2

[cos( ln ) sin( ln )]y x x c x
α β β= +  

  

  :דוגמאות שמדגימות את המקרי� השוני� 3להל� 

)פתור את המשוואה  .1 ) 2
0 , '' 3 ' 0x x y xy y≠ + + =  

  : פתרו�

)עלינו לפתור את המשוואה האופיינית  1) 0ak k bk c− + + =  

1:   בתרגיל זה , 3 , 1a b c= = =  

):   לכ� עלינו לפתור 1) 3 1 0k k k− + + =  

2:   כלומר עלינו לפתור
2 1 0k k+ + =  

:    נקבל
1 2

1k k k= = = −   

:  ולכ� הפתרו� הכללי הוא מקרה בזה 
1 1

1 2
lny c x c x x

− −
= +  
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  www.gool.co.il –מאת גיא סלומו�  –משוואת אוילר 

  

)פתור את המשוואה  .2 ) 2
0 , '' 4 ' 6 0x x y xy y≠ − + =  

  : פתרו�

)עלינו לפתור את המשוואה האופיינית  1) 0ak k bk c− + + =  

1:   בתרגיל זה , 4 , 6a b c= = − =  

):   לכ� עלינו לפתור 1) 4 6 0k k k− − + =  

2:   כלומר עלינו לפתור
5 6 0k k− + =  

:    נקבל
1 2

2 , 3k k= =   

:  ולכ� הפתרו� הכללי הוא אמקרה זה 
2 3

1 2
y c x c x= +  

  

)פתור את המשוואה  .3 ) 2
0 , '' ' 0x x y xy y≠ + + =  

  : פתרו�

)עלינו לפתור את המשוואה האופיינית  1) 0ak k bk c− + + =  

1:   בתרגיל זה , 1 , 1a b c= = =  

):   לכ� עלינו לפתור 1) 1 0k k k− + + =  

2:   כלומר עלינו לפתור
1 0k + =  

:  נקבל
1,2

k i= ±  

  : ובאריכות
� �1,2
0 1k i

βα

= ± ⋅   

  :ולכ� הפתרו� הכללי הוא גמקרה זה 

  

0

1 2

1 2

[ cos(1ln ) sin(1ln )]

cos(ln ) sin(ln )

y x c x c x

y c x c x

= +

= +
  

  



3 

 

)היא משוואה מהצורה  לא הומוגניתמשוואת אוילר  ) 2
0 , 0 , '' ' ( )a x ax y bxy cy g x≠ ≠ + + =  

  ?אי� פותרי� 

  שלב א

2 ההומוגניתפותרי� את המשוואה 
'' ' 0ax y bxy cy+ + =

  

: ומקבלי�
1 1 2 2hy c y c y= +

  

  שלב ב

  בשיטת וריאציית הפרמטרי� הלא הומוגניתמשוואה ל)  yp (מוצאי� פתרו� פרטי 

  ).מומל� להסתכל על השיעור בגול( תזכורת לוריאצית פרמטרי�

:הנתו� על ידי  Wהוורונסקיא�מחשבי� את . 1
1 2

1 2
' '

( )
y y

W x
y y

=
  

2: ציבי� בנוסחהמ. 2 1

1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
p

y x Q x y x Q x
y y x dx y x dx

W x W x

−
= +∫ ∫  

  דוגמאות

)פתור את המשוואה  .1 ) 2 2
0 , '' 'x x y xy y x> − + =  

  : פתרו�

  :שלב א

2 ההומוגניתעלינו לפתור את המשוואה 
'' ' 0x y xy y− + =  

)פתור את המשוואה האופיינית נ 1) 0ak k bk c− + + =  

1:   בתרגיל זה , 1 , 1a b c= = − =  

):   לכ� עלינו לפתור 1) 1 0k k k− − + =  

2:   כלומר עלינו לפתור
2 1 0k k− + =  

:    נקבל
1 2

1k k k= = =   

א� : כזכור      
1 2

k k k= אז   =
1 2

ln
k k

y c x c x x= +
  

 :ולכ�      
� �

1 2

1 2
ln

h

y y

y c x c x x= ⋅ + ⋅
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  :בשלב 

2 ההומוגניתהלא משוואה נמצא פתרו� פרטי ל      2
'' 'x y xy y x− + =  

  .בשיטת וריאציית הפרמטרי�     

   1יהיה  y''נדאג לכ" שהמקד� של      

     

�

2 2 2

2
( )

'' ' :

1 1
'' ' 1

/

Q x

x y xy y x x

y y y
x x

− + =

− + =

  

:הנתו� על ידי  Wמחשבי� את הוורונסקיא�.1

1 2

1 2
' '

ln
( ) ln ln

1 ln 1

y y x x x
W x x x x x x x

xy y
= = = + − =

+
  

  :מציבי� בנוסחה. 2

 

2 1

1 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

ln 1 1
ln

( ln ) ln 1

( ln ) ln

ln ln

p

p

p

p

p

y x Q x y x Q x
y y x dx y x dx

W x W x

x x x
y x dx x x dx

x x

y x x dx x x dx

y x x x x x x x

y x x x x x x

−
= +

− ⋅ ⋅
= +

= − +

= − − + ⋅

= − + + =

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
  

  שלב ג

  :הפתרו� הכללי

2

1 2
lnh py y y c x c x x x= + = + +  
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  דוגמאות

)פתור את המשוואה  .2 ) 2
0 , '' ' lnx x y xy x x> + =  

  : פתרו�

  :שלב א

2 ההומוגניתעלינו לפתור את המשוואה 
'' ' 0x y xy+ =  

)פתור את המשוואה האופיינית נ 1) 0ak k bk c− + + =  

1:   בתרגיל זה , 1 , 0a b c= = =  

):   לכ� עלינו לפתור 1) 0k k k− + =  

2:   כלומר עלינו לפתור
0k =  

:    נקבל
1 2

0k k k= = =   

א� : כזכור      
1 2

k k k= אז   =
1 2

ln
k k

y c x c x x= +
  

 :ולכ�      
� �

1 2

1 2
1 ln

h

y y

y c c x= ⋅ + ⋅
  

  :שלב ב

2 הלא ההומוגניתמשוואה נמצא פתרו� פרטי ל     
'' ' lnx y xy x x+ =  

  .בשיטת וריאציית הפרמטרי�     

   1יהיה  y''נדאג לכ" שהמקד� של      

     

�

2 2

( )

'' ' ln :

1 ln
'' '

/

Q x

x y xy x x x

x
y y

x x

+ =

+ =

  

:הנתו� על ידי  Wמחשבי� את הוורונסקיא�.1
1 2

1 2
' '

1 ln
1

( ) 1
0

xy y
W x

xy y
x

= = =
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  :בנוסחהמציבי� . 2

 

2 1

1 2

2

2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

ln ln
ln 1

1 ln
1 1

ln ln ln

ln 2 ln 2 ln ( ln )

ln 2 ln 2 ln ln

ln 2

p

p

p

p

p

p

y x Q x y x Q x
y y x dx y x dx

W x W x

x x
x

x xy dx x dx

x x

y xdx x xdx

y x x x x x x x x x

y x x x x x x x x x

y x x x

−
= +

− ⋅ ⋅
= +

= − +

 = − − + + − 

= − + − + −

= −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  

  שלב ג

  :הפתרו� הכללי

1 2
ln ln 2

h p
y y y c c x x x x= + = + + −

  

  


