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  סטודנטים יקרים

  

  ספר תרגילים זה הינו פרי שנות ניסיון רבות של המחבר בהוראת

  באוניברסיטה, חשבון דיפרנציאלי ואינטגרלי באוניברסיטת תל אביב

  .במכללת שנקר ועוד, הפתוחה
  

  ו את הרצון להאיר אתשאלות תלמידים וטעויות נפוצות וחוזרות הוליד

  .הדרך הנכונה לעומדים בפני קורס חשוב זה
  

  והוא מתאים) 1א "חדו( 1בחשבון דיפרנציאלי ואינטגרלי הספר עוסק 

  .אוניברסיטאות או מכללות –לתלמידים במוסדות להשכלה גבוהה 
  

  בהתאם לתוכניות, הספר מסודר לפי נושאים ומכיל את כל חומר הלימוד

  ל בקורס זה חשיבות יוצאתוּרגתִ ניסיון מלמד כי לה. הלימוד השונות

  .ולכן ספר זה בולט בהיקפו ובמגוון התרגילים המופיעים בו, דופן
  

   www.GooL.co.il לכל התרגילים בספר פתרונות מלאים באתר

  שאתםכך  ,המלווים בהסבר קולי פלאשבסרטוני  יםמוגש הפתרונות

  ממש כפי, שיטתית ופשוטה, את התהליכים בצורה מובנית יםרוא

  הפתרון המלא של השאלה מכוון ומוביל לדרך .שנעשה בשיעור פרטי

  .חשיבה נכונה בפתרון בעיות דומות מסוג זה

  html1www.GooL.co.il/hedva. :דוגמאותל

  

  דרך לכם הסטודנטים ויוביל אתכם- ישמש מורהשספר זה , תקוותי היא

  .להצלחה

 גיא סלומון                                                                                   
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  1פרק  –תרגילים 

  גזירה של פונקציה
  

  :)גזור פעם אחת 27-29בסעיפים (את הפונקציות הבאות  פעמייםגזור   )1(
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  1פרק  – פתרונות

  

1(  
2

2 3

2 8 4
'( ) , ''( )

4

x
f x f x

x x

−
= =  

2(  
2

2 3

2 20 62 448
'( ) , ''( )

(2 10) (2 10)

x x
f x f x

x x

+ −
= =

+ +
  

3(  

3 4

4 4(1 2 )
'( ) , ''( )

( 1) ( 1)

x x
f x f x

x x

−
= =

+ +
  

4(  
2 2 2

2 2 2 3

( 12) 4 (2 24)
'( ) , ''( )

( 4) ( 4)

x x x x
f x f x

x x

− ⋅ +
= =

− −
  

5(  
2

3 4

( 3) 6
'( ) , ''( )

( 1) ( 1)

x x x
f x f x

x x

+
= =

+ +
  

6(  
2

4 5

6( 1) ( 1)( 3)
'( ) , ''( ) 12

( 1) ( 1)

x x x
f x f x

x x

+ + +
=− =

− −
  

7(  

2 3

1 ln 2ln 3
'( ) , ''( )

x x
f x f x

x x

− −
= =  

8(  

1.5 2.5

2 ln 3ln 8
'( ) , ''( )

2 4

x x
f x f x

x x

− −
= =  

9(  

1
'( ) ln 1, ''( )f x x f x

x
= + =  

10(  
'( ) (2 ln 1), ''( ) 2 ln 3f x x x f x x= + = +  

11(  

2

1 1
'( ) , ''( )

2(2 ) (4 2 )
f x f x

x x
= =

− −
  

12(  

2

2 2 ln
'( ) (ln 1), ''( )

x
f x x f x

x x

−
= + =  

13(  
4 5 4

3 2 4

2 ln ) 1 2 (ln ) (ln ) (ln ) 3
'( ) , ''( )

(ln ) (ln )

x x x x
f x f x

x x x x

   ( − − − −
= = −   

     

14( 
1 1

2 4

1 1 2
'( ) , ''( )x x

x
f x e f x e

x x

+   
= ⋅ − =   

   
  

15(
1 12

2 4

2 5 2
'( ) , ''( )x x

x x x
f x e f x e

x x

 − − + = =   
  

  

16 (  
2 22 22 2'( ) (1 4 ), ''( ) 4 (3 4 )x xf x e x f x xe x− −= − = − − 

17(  

3 3 4

2 2
'( ) , ''( )

3 9
f x f x

x x
= = −

⋅ ⋅
  

18(  

2

2 5/32 23

1
1

2 2 3'( ) , ''( )
3 ( 1)3 ( 1)

x
x

f x f x
xx

− −
= = ⋅

−−
 

  
19(  

3 3 4

2 5 2 1 5
'( ) , ''( )

93

x x
f x f x

x x

− +
= = − ⋅  

  

20(  



5 

 

 
   www.GooL.co.il -כנסו לבסרטון וידאו הילפתרון מלא 

 © גיא סלומון –כתב ופתר 

3 2 4 3 3'( ) cos( ) 3 , ''( ) 9 sin( ) 6 cos( )f x x x f x x x x x= ⋅ = − + ⋅  
  
21(  

4 3 6 4 2 4'( ) sin( ) 4 , ''( ) 16 cos( ) 12 sin( )f x x x f x x x x x= − ⋅ = − − ⋅  

22(  
2 2 3'( ) 3sin cos , ''( ) 6sin cos 3sinf x x x f x x x x= ⋅ = −  

23(  
2 2 2 2 2

2 2 4 2

2 2 cos ( ) 8 cos( )sin( )
'( ) , ''( )

cos ( ) cos ( )

x x x x x
f x f x

x x

⋅ −
= =  

24(  

( )
2

2 2

2 2

4
'( ) tan( ) 2 , ''( ) 2 tan( )

cos ( )

x
f x x x f x x

x

−
= ⋅ − = −  

25 (  

( )3/22 2

1 2 3
'( ) , ''( )

3 2 2 3 2

x
f x f x

x x x x

+
= =

− − − − − −
  

26(  

( )
4

24
4

2 2 6
'( ) , ''( )

1 1

x x
f x f x

x x

−
= =

+ +
 

27(  

sinsin'( ) cos ln( 1)
1

xx
f x x x x

x

 = ⋅ + + + 
  

28(  

( ) ( )'( ) sin ln(sin ) cot
x

f x x x x x= + ⋅  

29(  

( )ln ln(cos )
'( ) cos tan ln

x x
f x x x x

x

 = ⋅ − ⋅ 
 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



6 

 

 
   www.GooL.co.il -כנסו לבסרטון וידאו הילפתרון מלא 

 © גיא סלומון –כתב ופתר 

  2פרק  –תרגילים 

  )המשמעות הגיאומטרית של הנגזרת(בעיות משיקים 

  

 

yהישר )1( x b= )משיק לגרף הפונקציה + ) x
f x e=  .  מצא אתb ואת נקודת ההשקה.    

4yהישר )2( x b= משיק לגרף הפונקציה  +
2

2
( ) 3f x

x
=   .ואת נקודת ההשקה bמצא את  . +

3yהישר )3( x=  משיק לגרף הפונקציה( )f x x x b=   .  ואת נקודת ההשקה bמצא את  . +
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2
( )g x

x c
=

+
0xבנקודה     . c -ו aמצא את   .=
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  2פרק  – ותפתרונ

 
1yומשוואת המשיק היא     (0,1)נקודת ההשקה היא   )1( x= +.  

)נקודת ההשקה היא   )2( 4ומשוואת המשיק היא     −(1,5 9y x= +.  
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נקודת ההשקה היא   )4(
1

(0, )
2

ומשוואת המשיק היא     
1 1

8 2
y x= − +.  

משוואת המשיק היא  )5(
1

y x
e

=.  

1yמשוואת המשיק היא   )6( =                                           .  

וואת המשיק היא מש )7(
3 25

4 4
y x= − +  

)8 (1.5k   . (1,1)נקודת ההשקה ,  =
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  9פרק  –תרגילים 

  חקירת פונקציה

  

נקודות , תחום הגדרה ורציפות :חקור את הפונקציות הבאות חקירה מלאה לפי הפירוט הבא )1(
י תחומ, נקודות קיצון, **ומשופעותאופקיות  ,אסימפטוטות אנכיות, זוגיות, *חיתוך עם הצירים

  .גרף , קעירותו תחומי קמירות,  ***נקודות פיתול, ירידהו עליה
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   ).אין וגם(אין צורך למצוא אסימפטוטות  1,2,28,29,30בתרגילים  **

     8בתרגיל  .ניוטון רפסון םאין צורך למצוא נקודות פיתול אלא אם כן למדת 9,17 בתרגילים ***
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  9פרק  – פתרונות
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  4פרק  –תרגילים 

  "שאלות מסביב" –חקירת פונקציה 

  

)1(  

3נתונה הפונקציה ) א 2( )f x ax x= 1xהנקודה ידוע ש.  +   .aמצא את הקבוע . נקודת קיצון =

3נתונה הפונקציה ) ב 2( )f x ax bx=   . ןנקודת קיצו (1,2)הנקודה ידוע ש.  +

a,מצא את הקבועים  b.  

3נתונה הפונקציה ) ג 2( )f x ax x= 1xהנקודה ידוע ש.  +   .aמצא את הקבוע . נקודת פיתול =

3נתונה הפונקציה ) ד 2( )f x ax bx=   . נקודת פיתול (1,2)הנקודה ידוע ש.  +

a,מצא את הקבועים  b.  

3נתונה הפונקציה ) ה 2( )f x ax x= 3xשיפוע המשיק לגרף הפונקציה בנקודה  +   .33הוא  =

  .aמצא את     

3נתונה הפונקציה )  ו 2( )f x ax bx=   .12הוא  (3,9)שיפוע המשיק לגרף הפונקציה בנקודה .  +

a,מצא את      b.  

נתונה הפונקציה   )ז
3 2

3
( )

2 6

ax x
f x

x x

+
=

+ +
4yידוע שהישר .     .אסימפטוטה לגרף הפונקציה =

  .aמצא את     

נתונה הפונקציה  )ח
2 4

( )
ax bx

f x
x

+ +
0.5ידוע שהישר .  = 1y x=   אסימפטוטה לגרף  +

  . bאתו aאת  מצא. הפונקציה    

נתונה הפונקציה  )ט
2

2

2 4
( )

6

x x
f x

x ax

+ +
=

+ +
1xר ידוע שהיש    .אסימפטוטה לגרף הפונקציה =

  .aמצא את     
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)3לפניך גרף הפונקציה  )2( ) 3f x x x= −  

)מהו מספר הפתרונות של המשוואה   .א ) 5f x =.  

)מהו מספר הפתרונות של המשוואה   .ב ) 2f x =. 

)מהו מספר הפתרונות של המשוואה   .ג ) 0.5f x =. 

)למשוואה  kעבור איזה ערך של   .ד )f x k= יש בדיוק פתרון אחד. 

)למשוואה  kעבור איזה ערך של   .ה )f x k= רונותיש בדיוק שני פת. 

)למשוואה  kעבור איזה ערך של   .ו )f x k= יש בדיוק שלושה פתרונות. 

)עבורו למשוואה  kהאם קיים ערך של   .ז )f x k= אין פתרון. 

     .ע"מצא את התחומים בהם הפונקציה היא חח  .ח
  

  

  

  

  

  

  

  :הוכח את אי השוויונים הבאים לגבי התחום הרשום לידם )3(

( ) ( )

( ) ( )

3 4 2

3
0 2sin (2 8 3 6 (1

0 ln( 1) (4 0 1 1 (3
2

x x x x x x x

x
x x x x x

π< < < −∞ < < ∞ ≤ +

≥ + ≤ > + < +

  

  

  4פרק  – פתרונות

)1(  

2)  א
3

a = −  

  
,6) ב 4b a= = −.  

  

1)  ג
3

a = −  

  
,3)  ד 1b a= = −.  

  
1a)  ה =.  
  

  

2)   ו
3

, 1a b= = −  

8a)  ז 0.5a)  ח  = 7a)  ט = = −  
  

)2(  
  1)  א

  
  2) ב

  
    3 )ג

  
2k)  ד 2kאו  < < −.  

  
2k)  ה = ±.  
  

  
2)   ו 2k− < <  

1x) ח  לא)  ז < 1או − 1x− < <   

1xאו       >   

  

  

x

y

(1,-2)

(-1,2)
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  5פרק  –תרגילים 

  בעיות מקסימום ומינימום

  

  * בכוכבית  ומנו התרגילים הקשים יותרס, בפרק זה: הערה

  

  בעיות בהנדסת המישור

  

 )1(  
  
  

  

  אורך השוק) ABCD )AB||CDשוקיים - בטרפז שווה
  

  .מ"ס 6מ ואורך הבסיס הקטן הוא "ס 4הוא 
  

DE  הוא הגובה מקדקודD )ראהציור.(  
  

  כדי ששטח הטרפז DEמה צריך להיות אורך הקטע 
  

  ?יהיה מקסימלי
  

    

A

D C

BE
  

 )2(  
  

  

  לעותאת אחת מצ x -נסמן ב.  ABCDנתון מלבן 
  

  ).ראה ציור(המלבן 
  
   xמ בטא באמצעות "ס 60אם היקף המלבן הוא ) א
  

  .את שטח המלבן     
  
  מצא מה צריכים להיות  pאם היקף המלבן הוא ) ב
  

  אורכי צלעות המלבן כדי ששטחו יהיה מקסימלי    
  

  ).pאמצעותהבע את אורכי הצלעות ב(    
  

  

 

  

x B

C

A

D

  

 )3(  
  

  

ADמ"ס5 -כך ש ABCDנתון מלבן  = BC =,  
  

ABמ"ס10 = CD   על צלעות המלבן מקצים. =
  

AP:קטעים  AQ CS CR x= = =   ).ראה ציור( =
  

  כדי ששטח  xמה צריך להיות ערכו של 
  

  ?יהיה מקסימלי PQRSהמקבילית 

  
  

B

C

A

D

Q

P

S

R
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      )4(  
  
  

  

  

) ∆ABCבמשולש ישר זווית  C 90   סכום �=°(
  

  בונים ABעל היתר . מ"ס 8אורכי הניצבים הוא 
  

  , מה צריכים להיות אורכי הניצבים. ABDEריבוע 
  

  .יהיה מינימלי AEDBCחומש כדיששטח המ
  
   

A

C B

E

D

  
      )5(  
  

  

 
  מ חוסמים מלבן"ס 8בחצי עיגול שרדיוסו 

  

ABCD  , כך שהצלעAB של המלבן מונחת  
  

  מונחים על D - ו Cוהקדקודים , על הקוטר
  

  מה צריך להיות אורך). ראה ציור(הקשת
  

  ?כדי ששטח המלבן יהיה מקסימלי ABהצלע 

  
  
  
  

       
          

  

  )6(  
  

  

) ∆ABCזווית -במשולש ישר B 90   סכום, �=°(
  

  הוא תיכון לניצב AD. מ"ס 30אורכי הניצבים הוא 
  

BC )ראה ציור.(  
  

  על, חשב מה צריכים להיות אורכי הניצבים
  

  .מנת שריבוע אורך התיכון יהיה מינימלי

  

          

A

B CD

  
  

  
      )7(  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  
  . ר"סמ 600שטח כל עמוד הוא , בחוברת פרסום

  
  ,מ"ס 8רוחב השוליים בראש העמוד ובתחתיתו הוא 

  
  .מ"ס 3ורוחב השוליים בצדדים הוא 

  
  ,מצא מה צריך להיות האורך והרוחב של כל עמוד

  
  השטח(כדי שהשטח המיועד לדפוס יהיה מקסימלי 

  
  ).המקווקו בציור

  
  
  
  
  

  

  

8

3

  

A B

CD

8
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  נמצאות על הצלעות E  ,F  ,Gהנקודות  ABCDבריבוע   )8(      
  

AB  ,BC  ,DC כך ש, בהתאמה - BF  =BE  ,CG  =CF   
  
  ).ראה ציור(
  

  .מ"ס 6נתון כי האורך של צלע הריבוע הוא 
  

  את xוהבע באמצעות ,  BEואת  BFאת  x -סמן ב. א
  

  השטח( FCG - ו EBFהסכום של שטחי המשולשים     
  

  ).המקווקו בציור    
  

  שעבורו סכום שטחי המשולשים הוא  xצא את מ.  1.ב
  

  .מינימלי         
  
  .חשב את הסכום המינימלי של שטחי המשולשים. 2.ב
  

  

  
  
  
  

  

A B

CD

F

G

E

  

  היא נקודה E. מ"ס 10שאורך צלעו  ABCDנתון ריבוע   )*9(    
  

  ש"הוא שו DECכך שהמשולש , כלשהי מחוץ לריבוע
  

)EC  =ED .( שוקי המשולש חותכים את הצלעAB   
  

  מצא מה צריך להיות). ראה ציור( N - ו Mבנקודות 
  

  כדי שהסכום של שטחי המשולשים AMאורך הקטע 
  

EMN  ,AMD  ,BNC יהיה מינימלי.  
  

  
 

M NA B

CD

E

  

  ,ש"במעגל זה חסום טרפז שו. Rנתון מעגל שרדיוסו   )*10(  
  

  ראה(כך שהבסיס הגדול של הטרפז הוא קוטר במעגל 
  

  הבע, מבין כל הטרפזים החסומים באופן זה). ציור
  

  את אורך הבסיס הקטן בטרפז ששטחו  Rבאמצעות 
  

  .מקסימלי
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   )11*(  
  
  

  

  

  .מ"ס 10ורדיוסו  Oנתונה גזרה של רבע עיגול שמרכזו 
  

  DCכך שרבע המעגל משיק לצלע , ABCDבונים מלבן 
  

  נמצאים על  B -ו Aוהקודקודים , בנקודת האמצע שלה
  

  ).ראה ציור(הרדיוסים התוחמים את הגזרה 
  

  שנוצרים  ABCDמבין כל האלכסונים של המלבנים 
  

  . מצא את אורך האלכסון הקצר ביותר, באופן זה

  
    

     
   )12*(  
  

  

 

ABCDE  הוא מחומש המורכב ממשולשABE וממלבן  
  

EBCD )ראה ציור .(  
  

  . AE  =AB= מ "ס BC    ,4= מ "ס 2:  נתון
  

  .מצא את השטח של המחומש ששטחו מקסימלי
  

  

E

D C

B

A

  

   )13*(  
  

  

   ABCמתבוננים בכל המשולשים ישרי הזווית 
  

  .כמתואר בציור Rהחוסמים חצי מעגל שרדיוסו 
  

  מהן זוויות המשולש שסכום הניצבים שלו הוא
  

  ?מינימלי

B

A

C

  
  שהגודל שלחסומים משולשים כך  Rבמעגל שרדיוסו   )*14(   

  

אחת הזוויות בכל אחד מהמשולשים הוא 
2

5

π
.  

  
  .מצא את הזוויות במשולש בעל ההיקף המקסימלי

72

 
  

  

A B 

D C 

O 
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  מרחבעיות בהנדסת הב

  

  לאו דווקא( הבנוי שמתי קוביות" מגדל"גובהו של   ) 15( 
  

  מה צריך להיות אורך המקצוע ש. מ"ס 8הוא ) שוות
  

  סכום נפחי(כדי שנפח המגדל הקובייה התחתונה 
  

  ?יהיה מינימלי ) הקוביות

     
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  שאורך , ובסיסה ריבוע, מ"ס yבונים תיבה שגובהה   )16( 

  

  כך שההיקף של כל אחת, )ראה ציור(מ "ס xצלעו 
  

  מה צריך להיות. מ"ס 12 - מהדפנות הצדדיות שווה ל
  

 ?אורך צלע הבסיס כדי שנפח התיבה יהיה מקסימלי
  

  

  

  שבסיסה ריבוע, פתוחה מלמעלהיש לבנות תיבה   )17( 
  

  במקרה זה שטח הפנים מורכב( ר "סמ 75ושטח פניה 
  

  מכל התיבות). מבסיס אחד ומארבע פאות צדדיות
  

  צלע הבסיס(מצא את ממדי התיבה , שאפשר לבנות
  

  .שנפחה מקסימלי) וגובה
  

  

  
  
  

  

  ,בהשל תי) מסגרת" (שלד"יש להכין מחוט תיל   )18(
  

  מהו האורך. ק"סמ 1000שבסיסה ריבוע ונפחה 
  

  ?המינימלי של החוט הנחוץ ליצירת התיבה
  
  

  

  

  מ יש לבנות מנסרה משולשת"ס aמחוט שאורכו   )19( 
  

  .שבסיסה הוא משולש שווה צלעות, ישרה
  

  מצא איזה חלק מאורך החוט יש להקצות לצלע
  

  :כדי שיתקיים yואיזה חלק לגובה  xהבסיס 
  
  .טח המעטפת של המנסרה יהיה מקסימליש. א
  
  .נפח המנסרה יהיה מקסימלי.  ב
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)20* (  

  
  ,המשוכללות והישרות, מכל הפירמידות המרובעות

  

  מצא את נפחה,  aשאורך המקצוע הצדדי שלהן הוא 
  

  .של הפירמידה בעלת הנפח המקסימלי
  

     
  

  שטחשבסיסן ריבוע ו, מכל הפירמידות הישרות   )*21(
  

  חשב את נפחה של, ר"סמ 200הפנים שלהן הוא 
  

 .הפירמידה בעלת הנפח המקסימלי
  

  
  ראה(מ "ס 12אלכסון החתך הצירי של גליל ישר הוא   )22( 

  
  מצא מה צריכים להיות גובה הגליל ורדיוס). ציור

  
  .בסיסו כדי שנפחו יהיה מקסימלי

  
  
  

                                 
                                  12                           

  
  
  

  
  .ק"מ 64נתון מיכל גלילי פתוח מלמעלה שקיבולו   )23( 

  
  הראה כי שטח הפח הוא. המיכל עשוי כולו מפח

מינימלי כאשר רדיוס הבסיס הוא 
3

4

π
  .מטר 

  
  

  

   10וצר שלהם הוא מבין כל החרוטים שאורך הקו הי  )24( 
  
  ?מהו נפח החרוט שנפחו מקסימלי, )ראה ציור(מ "ס

  
  
  

                        10  
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  בעיות בפונקציות וגרפים

  

  הנמצאת על גרף הפונקציה,  Aמנקודה   ) 25(
  

2 5y x x= −   מורידים אנכים לצירים כך שנוצר, +
  

  ).ראה ציור( ABOCמלבן 
  

  כדי שהיקף Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה . א
  

  ?המלבן יהיה מקסימלי    
  

  כדי שהיקף Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה . ב
  

  ?המלבן יהיה מינימלי     
  

     
  
  
  
  
  
  
  
  

  

29yבפרבולה   )26( x=   כך,  ABCDחוסמים מלבן  −
  

  ).יורראה צ( x -מונחת על ציר ה ABשהצלע 
  

  כדי ששטח המלבן CDמה צריך להיות אורך הצלע 
  

  ?יהיה מקסימלי
  
  

  

  
  
  
  

  

29yחסום בין גרף הפרבולה  ABCDטרפז   )27( x= − 

  

  ).ראה ציור( x -לבין ציר ה
  

  כדי ששטח Aמה צריכים להיות שיעורי הנקודה . א
  

  ?יהיה מקסימלי ABCDהטרפז 
  

  .ABCDמלי של טרפז חשב את השטח המקסי. ב
  

  

  
  
  

  

 

 

 

 

 

x

y
A

B

C

O

 

x

y

A B

CD

x

y

A

BC

D
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2נתונה הפרבולה   ) 28( 12y x= −   -ישר המקביל לציר ה. +
  

x  חותך את הפרבולה בנקודותA ו- B )ראה ציור.(  
  

  .O, עם ראשית הצירים B - ו Aמחברים את הנקודות 
  

  כדי ששטח    ABמה צריך להיות אורך הקטע . א
  

  ?קסימלייהיה מ AOBהמשולש      
  

  ? AOBמהו השטח המקסימלי של המשולש . ב
  

     
  
  
  
  
  
  
  
  

  

xלפניך גרף של הפונקציה   )29(
y e= וגרף של הישר  

  

2y e x= ⋅   חותך את y - ישר המקביל לציר ה. −
  

  ).ראה ציור( B - ו Aהגרפים בנקודות 
  

  .יהיה מינימלי ABאורך הקטע  xמצא לאילו ערכי . א
  

  הוא ABשעבורו אורך הקטע  xהאם יש ערך של . ב
  

  ?מקסימלי
  

  
  
  
  

  

  :נתונים הגרפים של שתי פרבולות   )30(
  

2 21 1
3 , 7

4 2
y x x y x= − + = +.  

  

  חותך את שתי הפרבולות y - קו מקביל לציר ה
  

  ).ראה ציור( Q - ו Pבנקודות 
  

  מצא את, מבין כל הקטעים המתקבלים באופן זה
  

  .PQרך המינימלי של הקטע האו
  

  
  
  

  

 

 

 

 

 

 

x

y

AB

0

 

x

y

A

B

 

x

y

P

Q
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yנתון גרף הפונקציה   ) 31(  x= .על ציר ה - x נתונה  
  

  ).ראה ציור( A(4.5,0)הנקודה 
  

  כך שריבוע המרחק, Mמצא על גרף הפונקציה נקודה 
  

AM יהיה מינימלי.  
  
  

 
  

  

     
  
  
  
  
  
  
  
  

  

) מצא על הישר  )32(  ) 3 4f x x=   את הנקודה הקרובה −
  

  . (0,1)ביותר לנקודה 
  

  
  
  
  

  
  :בציור שלפניך מתוארים הגרפים של הפונקציות  )*33(

  

. ( ) 36 6 , ( ) 3g x x f x x= − = 

  

  ,  x - מלבן חסום בין הגרפים של הפונקציות ובין ציר ה
  

  ביותרמצא את השטח הגדול . כמתואר בציור
  

  .האפשרי למלבן שחסום באופן זה
  
  

  

  
  
  

  

2דרך איזו נקודה על הפרבולה   )*34( 2y x x= −   צריך +
  

  הנוצר על ידי, כדי ששטח הטרפז, להעביר משיק
  

1x: המשיק והישרים =  ,0x 0y -ו =   שטחה( =
  

  ?יהיה מינימלי) המקווקו שבציור
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2yנמצאת על גרף הפונקציה  Bנקודה   ) *35( x= ברביע  
  

,0)היא הנקודה  A. הראשון )a כאשר ידוע כי  
  

0.5a   ).ראה ציור( <
  

  שעבורה, Bנקודה את שיעורי ה aבטא באמצעות . א
  

  .הוא מינימלי ABהמרחק     
  

  המרחק המינימלי  aמצא עבור איזה ערך של . ב
    

  .   2הוא      
  

     
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

2yנתונה הפרבולה   )*36( x= ,ונתון משיק לפרבולה  
  

6שמשוואתו היא  9y x= )2בנקודה . − , )t t שעל  
  

  .הפרבולה מעבירים משיק נוסף לפרבולה
  

  ).ראה ציור( Mהמשיקים נחתכים בנקודה 
  

  . tהבע את משוואת המשיק הנוסף באמצעות . א
  

  המחבר את , שעבורו אורך הקטע tמצא את .  ב
  

  .עם קודקוד הפרבולה יהיה מינימלי Mהנקודה      
  

  
  
  
  
  
  

  

  -ו A(2,2)ודות במערכת צירים נתונות הנק  )*37(
  

(2, 2)B   היא O .Mראשית הצירים היא בנקודה . −
  

  מה צריכים להיות.  x>0בתחום  x -נקודה על ציר ה
  

  MB  +MA  +OM: כדי שהסכום, Mשיעורי הנקודה 
  

  ?יהיה מינימלי
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  5פרק  – פתרונות

  

)1(  1.7cmAE 30).  א  )2(.     = )x−   .0.25 -כל צלע שווה ל.  ב p     .)3(  3.75cmx =     .  

)4(  4cmAC BC= =     .)5 ( 2 32cmAB = .)6(  6 , 24cm cmB BC=   מ"ס 40: ורךא  )7(.     =

2.  א  )8(.     מ"ס 15: רוחב 6 18S x x= − 3x.  1.ב.   + 5  )9(.     ר"סמ 9.  2.ב.   = / 2AM =.  

11(  4(.     R= בסיס קטן   )10( 5cm)     .12  (12 45  )13(.     ר"סמ 3 , 45 , 90° ° °   .  

)14  (
3 3 2

, ,
10 10 5

π π π
   2.5: גובה.  מ"ס 5: צלע הבסיס  )17(.     מ"ס 4  )16(.     מ"ס 4  )15(.     

.  א  )19(.     מ"ס 120  )18(.     מ"ס
1 1

,
12 6

x a y a= .  ב.   =
1

9
x y a= =     .)20(  34 3

27
a     .

)21(  
500

3
  .     ק"סמ 403.1  )24(.     מ"ס 24: רדיוס. מ"ס 48: גובה  )22(.     ק "סמ 

26(  2(.     A(5,5)או  A(0,0).  ב.   A(3,6).  א  )25( 3CD   .32.  ב.   A(1,8).  א  )27(.     =

4AB.  א  )28( 16.  ב.   =
AOB

S∆ 1x.  א  )29(.     = 4PQ  )30(.     אין.  ב.   = =.  

)31(  (4, 2)M     .)32(  (1.5,0.5)     .)33(  8     .)34(  (0.5,0.75)     .  

).א)  35( (2 1) / 2,(2 1) / 2)B a a− 2.  א  )36(    . 4.25  .ב.   −
2y t x t= ⋅ 3.  ב.   − / 37t = −     .  

)37(  (0.845,0)M.  
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  6פרק  –תרגילים 

  )אינטגרל מיידי(האינטגרל הלא מסויים 

  

  :חשב את האינטגרלים הבאים
  

4

2

10

2 2 23

4

2 4
2

2

2 10 10

5

4

1
(3 (2 4 (1

1
4 (6 (5 (4

3
( 1) (9 ( 2 ) (8 (2 1) (7

1 1 2
(12 (11 ( 1)( 2) (10

4
(15 ( 2 1) (14 (4 1) (13

( 2)

10
(18 (17 4 1

( 1) 2 4

dx x dx dx
x

x dx dx xdx
x x

x dx x dx x x dx
x

x x x
dx dx x x dx

xx

dx x x dx x dx
x

x
dx dx x

x x

+ + − +

+ + +
+ +

− + +
−

−
− +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

( )

3

2
2

4

2 3
2

1

3 4

2

2 22

0 (16

1
(21 (20 (19

4 1 1 1

1 1 1
(24 (1 ) (23 (22

4 1

4 1 3
( ) (27 (26 (25

2 2

1 2 4 10
4 (30 (29 (28

5

1 1
(33 (32

1 1 44

x x

x x x
x x

xx

dx

xdx dx
dx

x x x x

x x
dx dx dx

x x x

x x
e e dx dx dx

x x

e dx dx e dx
e

x
dx dx dx

x xx

−

+

+ + − −

+ +
+

−

+ +
+

+ +

  + +
+ 

 

− +−

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ (31

2sin 4 cos (36 sin (35 cos 4 (34
2

x
x xdx dx xdx+∫ ∫ ∫

  

  !על ידי גזירה בדוק תשובתך* 
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  7פרק  –תרגילים 

  )הנגזרת כבר בפנים(האינטגרל הלא מסויים 

  

  :חשב את האינטגרלים הבאים

2 2

2

3 2

2

tan
2

2

2

2 4 3

2
(3 cot (2 (1

1 1

1
(6 (5 tan (4

1 ln

(9 (8 2 (7
cos

cos(ln )
(12 cos(sin ) cos (11 cos(2 1) 4 (10

sin
(15 sin( 1) (14 cos(10 1) (13

l

x

x

x
x x

x x
dx xdx dx

x x

e
dx dx xdx

e x x

e
e xdx dx e xdx

x

x
dx x xdx x xdx

x

x
dx x xdx x x dx

x

+

−

+ +

+

⋅ + ⋅

+ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

2 2

2

2

3 2

2

n(tan ) arctan ln
(18 (17 (16

cos 1

cos 2
1 2 (21 (20 (19

2sin 1

arctan ln
(23 4 (22

1

x x x
dx dx dx

x x x

x x
x xdx dx dx

x x

x x
dx dx x x dx

x x

+

+ ⋅
+

+ ⋅
+

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

  

  

  .את האינטגרלים בפרק זה ניתן לפתור גם בעזרת שיטת ההצבה: הערה* 

  !בדוק תשובתך על ידי גזירה* 
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  8פרק  –תרגילים 

  )אינטגרציה בחלקים(ם האינטגרל הלא מסויי

  :את האינטגרלים הבאים חשב  )1(

4

2 2

2 4

3

5

2 2

2

2 2

sin (3 ln (2 (1

sin 4 (5 cos2 (4 ( 2 3) ln (4

1
ln (8 ln (7 (6

ln 2 (11 arcsin (10 arctan (9

ln
arctan (14 (13 (12

cos

ln
(17 ln (16 ln(

x

x

x xdx x xdx xe dx

x xdx x xdx x x xdx

dx xdx x e dx
x

x x dx x x

x x
x x dx dx

x x

x
dx xdx x x

x

−

+ +

⋅ −

 
 
 

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ 2

2 2

4 2

2

1) (15

1 (20 sin 4 (19 cos (18

( 1) 2 tan (22 (21
( 1)

x x

x

dx

x dx e xdx e xdx

xe
x x dx x xdx dx

x

+

−

+ ⋅ +
+

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

  

  

nמצא נוסחת נסיגה עבור .  א  )2( x
x e dx∫  באשרn 4חשב .  ב              .טבעי x

x e dx∫.  

cosnמצא נוסחת נסיגה עבור .  א  )3(
xdx∫  באשרn 4חשב .  ב           .טבעיcos xdx∫.  

sinnמצא נוסחת נסיגה עבור .  א  )4(
xdx∫  באשרn 4חשב .  ב            .טבעיcos xdx∫.  

מצא נוסחת נסיגה עבור .  א  )5(

( )2

1

1
n

dx
x+

  חשב.  ב     .טבעי nבאשר  ∫

( )4
2

1

1
dx

x+
∫.  

  

  !בדוק תשובתך על ידי גזירה* 
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  9פרק  –תרגילים 

  )פונקציות רציונליות(האינטגרל הלא מסויים 

  

  :חשב את האינטגרלים הבאים  )1(

  

( ) ( )4 22 2

2

3 2 2

2

2 4 2 3

2 2 3 2 3 2

2

2 5 1
(3 (2 (1

4 42 1

1 2
(5 (4 (4

5 6 5

8 10 6 4 6
(8 (7 (6

( 2) ( 2) 13 36 7 6

9 36 5
(11 (10 (9

( 2 1)( 4 4) 6 9

2 1

(

dx x x
dx dx

x xx x

x x x x
dx dx dx

x x x x x x

x x x x
dx dx dx

x x x x x x

dx x x
dx dx

x x x x x x x x x

x x

+ +

− −− +

+ − −
− + + +

+ −
− + − + − −

+ −
− + − + + + +

+ −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

2 2 2

2

2 2 2 2 2

4 3 2 3 2 2

2 2

4 2 4 3 2

2

1 1
(14 (13 (12

1)( 3) 1 2 3

1 3 2 2 1
(17 (16 (15

( 1) ( 1)( 4) ( 1)( 2)

2 10 8 3 5 4 2 25
(20 (19 (18

4 1 ( 1)( 4)

4 1 2
(23

4 (

dx dx dx
x x x x x x

x x
dx dx dx

x x x x x x

x x x x x x x x
dx dx dx

x x x x

x x x x x x x
dx

x

+ − + + + +

+ +

+ + + + +

+ − − − + −
+ − − +

− + + − + +
−

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫
3 2

2

12 11 6 1
(22 (21

1) 4 1

x x x
dx dx

x x

− + −
− −∫ ∫

  

  :חשב את האינטגרלים הבאים )2(

  

3 34

3 2

1
(3 (2 (1

1 1

1
1 (6 (5 (4

1 1

x

x

dx dx
dx

x x x x x

x
e dx dx dx

e x

+ − + −

+
+ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
  

  !בדוק תשובתך על ידי גזירה* 
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  10פרק  –תרגילים 

  )והצבות טריגונומטריות אינטגרלים טריגונומטריים(האינטגרל הלא מסויים 

  

  )בעזרת זהויות בלבד(אינטגרלים טריגונומטריים 

  

  :רלים הבאיםחשב את האינטג  )1(

( ) ( )

2 2

2 4 4 2 2

2

2

4 4

1 1
(3 (2 (sin 2 4cos ) (1

sin 10 cos 4 3

(sin cos ) (6 cos sin (5 cos sin (4

1
(9 tan (8 sin cos cos 2 (7

(sin cos )

(sin cos ) (12 (cos cos 2 sin sin 2 ) (11 sin 7 cos5 (10

co

x
dx x dx

x x

x x dx x x dx x x dx

dx xdx x x xdx
x x

x x dx x x x x dx x xdx

−

+ − −

+ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

3 2 2

4 4 3

3 3
2 4

2

2

s (15 sin 4 (14 cos (13

sin 2 (18 cos (17 sin 4 (16

sin 2 cos 2 1 sin 5 sin 1 cos 2
(21 (20 (19

sin 2 cos 2 1 sin 4 sin 2 1 cos 2

1 cos sin
sin cos (24 (23 (22

cos 1 cosx

xdx xdx xdx

xdx xdx xdx

x x x x x
dx dx dx

x x x x x

x x
x xdx dx dx

x

− + − +
+ + − −

+
−

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
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  )בעזרת הצבה טריגונומטרית(אינטגרלים טריגונומטריים 

  :זכור

( )

sin
( ) ( )

( arcsi
cos

n )

cos
( ) ( )

a
s

s

in
( )rccos

in

cos

x t
f f

x t

x t
f

xdx dx t

x tf
x

t

dx dt
t

x

=
⋅ = =

=

=
⋅ =

=
−=

∫ ∫

∫ ∫

  

  

  :חשב את האינטגרלים הבאים  )2(

3 3 2

5 4 4 5 3

5 5

cos

cos (3 (cos cos 2)sin (2 (sin sin 2)cos (1

sin cos (6 sin cos (5 sin 2 (4

1
(9 tan (8 cos (7

cos

2sin
(12 sin 2 (11 (10

cos2 4cos 7 sin

x

xdx x x xdx x x xdx

x xdx x xdx xdx

dx xdx xdx
x

x dx
dx x e dx

x x x

+ − + +

⋅
+ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

  

  )בעזרת הצבה טריגונומטרית(אינטגרלים טריגונומטריים 

  :זכור

( ) 2 2

2

2

tan
, ,2

( 2arctan )

2
sin

1
c

11

2

1
os

t
x

t
x

t
dx d

x
t

f f t
t

x
t

t

=  −
+ +


= =  

=
+

∫ ∫  

  

    :חשב את האינטגרלים הבאים  )3(

                                                                                                

cos 1
(3 (2 (1

2 cos 1 sin cos 1 sin

x dx
dx

x x x x− + + +∫ ∫ ∫  

  

  



32 

 

 
   www.GooL.co.il -כנסו לבסרטון וידאו הילפתרון מלא 

 © גיא סלומון –כתב ופתר 

  

  

  )בעזרת הצבה טריגונומטרית( עם שורשיםאינטגרלים 

  

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2

2 2

2

2 2

2 2

sin

( arcsin )

tan

( arctan )

cos

( arcco

cos
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cos

cos

ta

s
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cos
s
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x

a

a

x
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a
a x

t
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f f
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f f
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f f
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t
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t
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−

+
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= = ⋅

=

=    = = ⋅   =    

=  = = ⋅  
 =

−
−

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  

  

  :ב את האינטגרלים הבאים חש) 4(

  

( )

2

2 2 2

2
2

2 2 2

2

22 3/2 2

1
4 1 (3 (2 (1

4 4

2 3 (6 (5 (4
4 1

(9 (8 6 (7
( 2 5) 4

dx
x dx dx

x x x

x dx
x x dx dx

x x x

dx dx
x x dx

x x x

−
+ −

+ −
− −

− −
+ + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

  

  

  

  

  

  !בדוק תשובתך על ידי גזירה* 
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   11פרק 

  )שטח ואורך קשת(שימושי אינטגרל המסוים 

  

  חישוב שטחים

  

  :נתונות שתי פונקציות  )  1(
2

2

( ) 4 6

( ) 4 14

f x x x

g x x x

= + +

= − +
 

  
  .מצא את נקודת החיתוך בין שתי הפונקציות. א
  
השטח המוגבל על ידי הגרפים של  מצא את.  ב

  שתי
  

  ועל ידי הישרים x -על ידי ציר ה, הפונקציות     
  

     2  =x 2 -ו -  =x )השטח המקווקו בציור.(  
  

  

  

2נתונה הפונקציה   )2( 6 5y x x= − +   ).ראה ציור( −
  
  מצא את השיעורים של נקודת המקסימום של . א
  

  .הפונקציה     
  
  שוואת הישר המשיק לגרף הפונקציה מהי מ. ב
  

  ?בנקודת המקסימום שלה    
  
  מצא את השטח המוגבל על ידי המשיק . ג

     
  על ידי הצירים ועל ידי , המקסימום בנקודת   
  

  ).השטח המקווקו בציור(הפונקציה  גרף    

  
  

  
  
)3(  

  
  

)2נתונה הפונקציה  ) ( 2)f x x=   ונתון הישר −
  

0.5 0.5y x=   מצא את השטח). ראה ציור( +
  

   x -הישר וציר ה, המוגבל על ידי גרף הפונקציה
  
  ).השטח המקווקו בציור(

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  

  

x

y

-2 2

 

x

y

 

x

y
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  :נתונות הפונקציות  )  4(

                                   

2

2

( )

( ) 18

f x x

g x x

=

= − +
   

   B -ו Aהגרפים של הפונקציות נחתכים בנקודות 
  
  ).ראה ציור(
  

  .B -ו Aשל הנקודות  x -מצא את שיעורי ה. א
  
חשב את השטח ברביע הראשון המוגבל על . ב

  ידי 
  

 x - על ידי ציר ה, הגרפים של שתי הפונקציות
  ועל 

  

  . x = 4ידי הישר 
  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  :נתונות שתי פונקציות  )5(
  

                                   
2

3

3 2

3 2

y x x

y x x

= − + +

= − +
 

  

  של נקודות החיתוך בין x -מצא את שיעורי ה. א
  

  .הגרפים של שתי הפונקציות
  
מצא את השטח המוגבל על ידי הגרפים של . ב

  שתי
   

  .השטח המקווקו בציור, הפונקציות

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  
)6(  

  

)2נתונה הפונקציה  )f x x ax= − +.  
  

ראה ( A(2,8)דה הפונקציה עוברת דרך הנקו
  ).ציור

  

  . aמצא את ערך הפרמטר . א
  

   O(0,0)בנקודה  xהפונקציה חותכת את ציר . ב
  

  .Bמצא את שיעורי הנקודה .  Bובנקודה      
  
  חשב את השטח המוגבל על ידי גרף . ג
  

  ועל ידי ציר  ABעל ידי המיתר  ,הפונקציה   
    

  . x - ה    

  
  
     

   
x

y
A

BO  

  

  

x

y

AB

4  

x

y
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)7  (    
  :בציור שלפניך נתונות שתי הפונקציות 

  

                         

2( )

( )

x

x

f x e

g x e

− +=

=
 

  
מצא את נקודות החיתוך של הפונקציות עם . א

  ציר

     y .  
  
  .מצא את נקודת החיתוך בין הפונקציות. ב

1חשב את היחס . ג

2

S

S
  ).אה ציורר( 

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

)2נתונה הפונקציה   )8( ) x
f x e

−=.  
  

העבירו ישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה 
  שבה

  

1x =   ).ראה ציור( −
  
  .מצא את משוואת המשיק. א
  
  ,חשב את השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה. ב
  

  השטח (הצירים על ידי המשיק ועל ידי      
  

  ).המקווקו בציור     
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  
)9(  

  

cos2yנתונה הפונקציה  x=  0בתחום 4x≤ ≤ 
  ).ראה ציור(

ישר משיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה 
4

x
π

=.  

  .מצא את משוואת המשיק . א
  
  ,על ידי גרף הפונקציה מצא את השטח המוגבל. ב
  

  . y - על ידי המשיק ועל ידי ציר ה    
  
  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  

  

  

  

  

      

x

y

S1

S2
 

x

y

 

x

y
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  חשב את השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה  )  10(
  

 
1

2 1
y

x
=

−
3xועל ידי הישרים   1y -ו = =   

  
  ).השטח המקווקו בציור(
  
  
  
  
  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

)2נתונה הפונקציה   )11( ) x x
f x e e= −.  

  
  .לפונקציה יש מינימום כמתואר בציור

  

  של נקודת המינימום של  x -מצא את שיעור ה. א
  

  .הפונקציה     
  
  מנקודת המינימום של הפונקציה העבירו אנך . ב
  

  המוגבל על ידי גרף, נתון כי השטח.  x - לציר ה     
  

  על ידי האנך ועל,  x -על ידי ציר ה, הפונקציה     
  

23 -שווה ל,  x=aידי הישר        a ae e− ,כאשר  
  

      ln0.5a   . aמצא את הערך של . >

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  
)12(  

  

נתונה הפונקציה 
1

2( )
x

f x e

+

  ).ראה ציור( =

  

  , Aהמשיק לגרף הפונקציה בנקודה , הישרשיפוע 

הוא 
2

2

e
.  

  . Aמצא את שיעורי הנקודה . א
  
  מצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה. ב

      

  .Aבנקודה     
  
  ,חשב את השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה. ג
  

  . y - על ידי המשיק ועל ידי ציר ה   
  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  

  

)13  (      

x

y

 

x

y

 

x

y
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נתונה הפונקציה 
8

( ) 2f x
x

= 0xבתחום  − >.  

  
  מעבירים ישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה

  

(2,2)A )ראה ציור.(  
  
  .מצא את משוואת המשיק. א
  
  ,חשב את השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה.ב
  

השטח ( x - ר העל ידי המשיק ועל ידי צי   
  המקווקו 

  
  ).בציור   
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  
)14(  

  
  :נתונות הפונקציות 

  

                      
( ) sin ; 0

( ) cos2 ; 0

f x x x

g x x x

π

π

= ≤ ≤

= ≤ ≤
 

  
  .תאר במערכת צירים את הגרפים של שתי הפונקציות הנתונות. א
  
  .לוקווקוו את השטח המוגבל בין הגרפים של שתי הפונקציות הנתונות וחשב את גוד. ב

  
)15(  

  

)2נתונה הפונקציה  )f x tg x=  0בתחום
2

x
π

− < ≤.  

  

מצא את משוואת המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה . א
4

x
π

= −.  

  

2הראה כי . ב
tg xdx tgx x c= −   על ידי, ומצא את השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה ∫+

  . x - המשיק ועל ידי ציר ה    
  

  
2העבירו משיקים לפרבולה  A(8,0)דרך הנקודה   )16( 10 25y x x= − +.  

  
  .מצא את משוואות המשיקים. א
  
  . חשב את השטח הכלוא בין שני המשיקים והפרבולה. ב

 

  

  

 

 

x

y

A
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)17  (    

)נתונה הפונקציה  ) 4f x x x= ום בתח+

0x ≥.  
  
  )ראה ציור(
  
  מצא את משוואת הישר העובר דרך הנקודה. א
  

  .ומשיק לגרף הפונקציה הנתונה (0,0)     
  
  חשב את השטח המוגבל על ידי גרף הפונקציה. ב
  

  . y -על ידי המשיק ועל ידי ציר ה, הנתונה     
  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  
)18(  

  

)3הפונקציה חשב את הנגזרת של . א ) cosf x x=.  
  

2cosועל ידי גרף הפונקציה  x - חשב את השטח המוגבל על ידי ציר ה. ב siny x x= ⋅  
  

בתחום     
1 3

2 2
xπ π≤ ≤.  

  
  .ענו על סעיף ב ללא סעיף א, לסטודנטים במקצועות ריאליים* 

  
)19(  

  

2ה חשב את השטח הכלוא בין הפרבול
y x= 6yוהישר  − x= +.  

  
  
)20(  

  

2חשב את השטח הכלוא בין הפרבולה  2x y= 8yוהישר  + x= −.  

2.  א: חשב את האינטגרלים הבאים)  21( 2

0

a

x a dx−∫     .2. ב 2

a

a

a y dy
−

−∫.  

  )קשת(עקום חישוב אורך 

  :הבאים בסעיפיםחשב את אורך העקום הנתון ) 22(

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

5 4
2 /3

3 2

2/3 2 /3 2 3/2

2 3/2

1 1
1 2 (3 1 8 (2 1 2 (1

15 4 8 4

1 2
1 8 4 (6 0 3 (3 ) (5 0 3 (1 ) (4

3 3

1 2 (9 1 2 ln (8 0 4 3 1 (7

x x
x y x y x x y

x x

x x y x y x x x y x

x y x x y x y x y

≤ ≤ = + ≤ ≤ = ≤ ≤ = +

≤ ≤ + = ≤ ≤ = − ≤ ≤ = +

≤ ≤ = ≤ ≤ = ≤ ≤ = −

   

x

y
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  12פרק  –תרגילים 

 וקטורים

  

uu,: סימונים מקובלים נוספים. uכך  uאנו נסמן את הוקטור : הערה
r

 .  

|נסמן כך  uאת גודל הוקטור              |u  . סימון מקובל נוסף הוא|| ||u.  

  .גודל וקטור נקרא גם אורך הוקטור וגם הנורמה של הוקטור            

                  

u - אם נתון ש z -ו x  ,yמצא את ) 1( v=  4)כאשר, 1, 2)u = −  ,( 2, 1, 3)v z y x= − + −.  

):  נתונים הוקטורים) 2( 3,1,4)u = −  ,(4, 2, 6)v = − −   ,(2,6, 5)w =   :חשב. −

3. ג          −0.5v. ב     2u. א 2u v−          0.25.  ד 0.5v u−          0.5.  ה 2v u w− +  
  

2.  ו 4v u w− /.  ז          + | |u u    ח .( , )d u v    2 .טv u w v⋅ + ).  י    ⋅ , )proj u v  
  

  .י הסבר את משמעות התוצאות מבחינה גיאומטרית,ח,בסעיפים ז* 

,3):  נתונות הנקודות) 3( 1, 2) , (4, 2, 1) , (1, 3,0)C B A− −   :םמצא את הוקטורים הבאי. −

AC.  א       AB+
uuur uuur

2.  ב          4AC AB−
uuur uuur

2AC .ג         AB BC+ −
uuur uuur uuur

  

,1)נתונה הצגה פרמטרית של ישר . א) 4( 2,3) (4,5,6)x t= + .  

  . z - ו x  ,yכתוב את ההצגה בעזרת הקואורדינטות           

1נתונה הצגה של ישר בעזרת קואורדינטות . ב       2 , 10, 4x t y z t= + = = − .  

  .כתוב את ההצגה הפרמטרית שלו          

,3)נתונות הנקודות ) 5( 1, 2) , (4, 2, 1) , (1, 3,0)C B A− − −.  

  :דרך הנקודותמצא הצגה פרמטרית של ישר במרחב העובר . א     

          1  .A ו - B      2 .B ו- C      3  .A ו- C             

,4,2)מי מבין הנקודות . ב      1)D = ,7,7) - ו − 3)E   שמצאת ABנמצאת על הישר  −

  .בסעיף הקודם          

  . BCוהישר  ABחשב את הזווית שבין הישר . ג     

  . z -וציר ה y -ציר ה,  x -מצא במרחב הצגה פרמטרית של ציר ה. א) 6(

  . zומקביל לציר  (4,5,6)מצא הצגה פרמטרית של ישר במרחב העובר דרך הנקודה . ב     
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A'

A

D C

B

B'

D' C'

z

x

y

F

,1) העובר דרך הנקודהמצא במרחב הצגה פרמטרית של ישר ) 7(   לישר והמאונך (2,3

    (1, 2,0) (1, 2, 4)x s= + −.  

מצא במרחב הצגה פרמטרית של ישר ) 8(
2l העובר דרך הנקודה ( 4,1,1)P   לישר מאונך,  −

    
1
: (2, 3,1) (1, 4, 3)t− + −l אותו חותךו.  

,1)נתונה הצגה פרמטרית של מישור  .א) 9( 2,3) (2,0,1) ( 4,1,5)x t s= − + + − .  

  . z - ו x  ,yכתוב את ההצגה בעזרת הקואורדינטות           

1נתונה הצגה של מישור בעזרת קואורדינטות . ב      2 , 10 , 4x t s y t z t s= + − = + = − + .  

  .כתוב את ההצגה הפרמטרית שלו          

,(2,0,5)הראה ששלוש הנקודות . 1. א) 10( (0,1, 2) ,   אינן נמצאות על ישר אחד ומצא −(1,1,0)

  .הצגה פרמטרית של המישור הנקבע על ידן                 

  .ל"מצא את משוואת המישור העובר דרך שלוש הנקודות הנ. 2             

  .מצא שתי נקודות נוספות הנמצאות על המישור שמצאת בסעיף א. ב        

,4)האם הנקודה . ג            ?נמצאת על המישור שמצאת בסעיף א (2,1

  .A ,(1,2,0)B ,(1,1,1)C(1,1,3): נתונות הנקודות) 11(

  לא נמצאת על  Aהראה כי הנקודה  Cעם Bהמחבר את , מצא הצגה פרמטרית של הישר  .א       

  .הישר הזה            

  .   Cעם Bלבין הישר המחבר את  Aחשב את המרחק בין הנקודה . ב       

  .Cעם Bוהמאונך לישר המחבר את  Aמצא את משוואת המישור העובר דרך הנקודה .  ג       

'נתונה תיבה ) 12( ' ' 'ABCDA B C Dאר בציורכמתו .  

.:נתון        ' ', | | 4 ,| | 2 , | ' | 6C F FB AB AD AA= = = =
uuur uuur uuur

  

  מצא הצגה פרמטרית של הישר העובר. א        

  ומאונך למישור העובר Fדרך הנקודה              

A'העובר דרך               DB .  

  מהמישור העובר Fמצא את מרחק הנקודה . ב        

A'העובר דרך              DB       .  
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D' C'

B'A'

D C

BA
M

 

A(-6,2,8) B(4,0,-6)

C(-10,6,-2)D

 

A D

CB

M

 

B' C'

D'A'

B C

DA

 

  

'בתיבה ) 13( ' ' 'ABCDA B C D  נתונים הקודקודים:  

       (7, 9,5), (1, 3, 7), ( 5, 1, 3), '( 1,7, 1)A B C C− − − − − − − −.  

2BM - כך שABמחלקת את המקצוע Mהנקודה          MA=
uuuur uuur

.  

|: חשב. א          | , | ' |MC MA
uuuur uuuur

     .  

A'חשב את שטח המשולש . ב          MC∆ .  

  

  ).ראה ציור(ABCDנתונה מקבילית ) 14 

  . Dמצא את קודקוד . א       

  .מצא את הזווית בין אלכסוניה של המקבילית. ב       

    

  ABCDנתונה פירמידה שבסיסה מקבילית ) 15(

  :נתון). ראה ציור(Mוקודקודה        

       (3,6, 1), ( 1, 2, 3), (7,6, 3), (4, 3, 4.5)A B C M− − − − − −.  

  .�ABCמצא את גודל זווית . א       

  .מצא את שטח בסיס הפירמידה. ב       

  .מצא את נפח הפירמידה. ג       

 

'נתונה תיבה ) 16( ' ' 'ABCDA B C D  .  

,(1,2,0): נתון      (4,0,1), (2,2, 1), '(9,12,8)A C D B−  

  .חשב את נפח התיבה     
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  :מצא את מצבם ההדדי של זוגות הישרים הבאים וקבע אם הם) 17(

  .מתלכדים או מצטלבים, מקבילים, נחתכים       

(1,0,1). א        (1,2,0), (1,1,0) (2,4,0)x t x s= + = +.  

). ב        2, 2, 4) (6,6,1), (1, 1,0) (12, 3,1)x u x t= − + = − + −.  

,1,1). ג        2) (1,2, 1), (2,3,1) (2, 4, 2)x t x s= + − = + −.  

,1). ד        1,0) (0, 2, 4), (2,0,3) ( 1, 3,1)x t x s= − + − = + − −.  

  .בין הישרים זוויתהואת  נקודות החיתוךבמקרה בו הישרים נחתכים מצא גם את        

  .ביניהם המרחקבמקרה בו הישרים מקבילים או מצטלבים מצא גם את        

  :נתונים שני ישרים) 18(

                                 
1

2

: ( , , ) (4,3,1) (1, 3,2)

: ( , , ) (5, 1, 4) ( 1,3,5)

x y z t

x y z m

= + −

= − + −

l

l
          

  .הראה כי הישרים מצטלבים. א      

מצא משוואה של מישור שמכיל את . ב      
2

l ומקביל ל-  
1
l.  

  .   חשב את המרחק בין הישרים. ג       

  :נתונים שני ישרים) 19(

                                 1

2

: ( , , ) (3,1,1) (2, 1, 2)

: ( , , ) (3,9, 6) (6, 2, 1)

x y z u

x y z m

= + − −

= − + −

l

l
          

  ?מהו המצב ההדדי של הישרים. א      

  .מצא את משוואת המישור המכיל אותם, אם הישרים מקבילים או נחתכים. ב      

  .   אם הישרים מצטלבים מצא את המרחק ביניהם          

): נתונות ארבע נקודות) 20( ,0,0) , (0,4,0), (0, ,3) , (1,1, 1)P k Q R k S −.  

  .מקבילים SR -ו PQעבורו הישרים  kהראה שלא קיים ערך של . א        

  , זה לזה) מאונכים(הישרים אורתוגונליים  kמצא עבור איזה ערך של . ב        

  .ומצא את המרחק ביניהם במקרה זה            
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הישר ) 21(
1l  (5,2,3) -ו (6,1,3)עובר דרך הנקודות .  

2: היא 2lהצגה פרמטרית של הישר        

2 : (2, 1,3) ( 9, 7,0)k t k+ + − −l .  

  ?)לא מתלכדים(הישרים מקבילים  kעבור איזה ערך של . 1. א       

  ?הישרים מתלכדים kעבור איזה ערך של . 2            

המכיל את הישר ,  πמצא משוואה של מישור .  ב       
1
l ומקביל לציר ה - z .  

  .πמהמישור  2lמצא את המרחק של , . 1.שמצאת בתת סעיף א kעבור . ג       

,1,1): נתונות ארבע נקודות) 22( 1) , ( 1, ,3) , (0, 4,0) , ( ,0,0)A B k C D k− − −  

הישר        
1l  מחבר את הנקודהA  עם הנקודהB .  

הישר        
2

l  מחבר את הנקודהC  עם הנקודהD.  

  .הישרים מאונכים זה לזה kמצא עבור איזה ערך של . א       

כיל את הישר מצא את משוואת המישור המ, . שמצאת בסעיף א kעבור הערך של .  ב       
1
l  

ומקביל לישר             
2l .  

  :מצא את המצב ההדדי של המישור והישר וקבע אם הישר) 23( 

  .מקביל למישור או מוכל במישור, חותך את המישור       

2. א        3 4 5 0 , (1,0,2) ( 1, 2,2)x y z x t− + − = = + −.  

2. ב        5 3 6 0 , ( 3,0, 4) (4, 2, 6)x y z x t− + − = = − + − −.  

2. ג        14 10 6 , (2,1, 2) ( 2,2,0)x y z x t− + = − = − + −.  

  מצא גם את נקודת החיתוך וגם את הזוית בין הישר  , במקרה שהישר חותך את המישור        

  .במקרה בו הישר מקביל למישור מצא את מרחק הישר מהמישור. למישור        

,4)ר דרך הנקודות עוב lידוע כי הישר ) 24( 6,5)A 4) -ו − ,3,2)B k+  

:ונתון מישור         4 5 0x y kzπ − − − = .  

  ?הישר מקביל למישור kעבור איזה ערך של . א       

  .  Cבנקודה  x - חותך את ציר ה πהמישור . ב       

BCלבין  πחשב את הזווית בין המישור , שמצאת בסעיף א  kעבור            
uuur

  .  
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A(2,2,1) B(1,0,3)

C(-1,3,2)

S(1,1,1)

 

:: נתונים ישר) 25( (2,1, 1) (0, , 1)t a− + −l רומישו :: 2 4 4x y zπ − − =.  

  ?יהיה הישר מוכל במישור aעבור איזה ערך של הקבוע . א       

  . πומאונך למישור  lמצא משוואה של מישור המכיל את הישר . ב       

  : נתונים שני ישרים ומישור) 26(

                 

1

2

: ( , , ) (2,1,1) (1, 1, 1)

: ( , , ) (3, 1, 2) ( 2,1,1)

: 2 3

x y z t

x y z s

x y zπ

= + − −

= − + −

− + =

l

l          

  .קבע את המצב ההדדי בין כל אחד מהישרים למישור. א        

מצא את הנקודות על הישר . ב        
2

l  18שמרחקן מראשית הצירים הוא .  

  .SABCבציור משמאל נתון טטראדר ) 27(

  ניצב למישור,  Sהוכח כי אחד המקצועות דרך . א        

  .Sידי שני המקצועות האחרים דרך - הנקבע על             

  .ל"מצא את משוואות המישור הנ. ב        

  לבין מישור ACע חשב את הזוית שבין המקצו. ג        

  .∆SABהמשולש             

  

  :מצא את המצב ההדדי של המישורים וקבע אם הם) 28(

  .מתלכדים או נחתכים, מקבילים       

2. א        2 10 0 , 2 2 4 0x y z x y z− + − = + + − =.  

2. ב        5 3 6 0 , 4 10 6 8 0x y z x y z− + − = − + − =.  

2. ג        14 10 6 , 7 5 3x y z x y z− + = − − + = −.  

  במקרה בו הם נחתכים מצא את . םהבמקרה בו המישורים מקבילים מצא את המרחק ביני       

  .הזווית ביניהם ואת ישר החיתוך ביניהם       

2: נתונים שני מישורים. א) 29( 7 , 2 3 4 10x y z x y z+ − = + − =.  

מצא הצגה פרמטרית לישר החיתוך             
1
l של שני המישורים.  

: נתון. ב       
2 : (6,2, 2) (2, 1,1)s− + −l . מהו המצב ההדדי בין

1l ו- 
2l .  

 



45 

 

 
   www.GooL.co.il -כנסו לבסרטון וידאו הילפתרון מלא 

 © גיא סלומון –כתב ופתר 

C

C'

B'

0 D

AB

X

Z

Y

E

 

2: נתונים שני מישורים) 30( 7 0, 2 3 1 0x y z x y z− + − = + − + =.  

  .של שני המישורים lמצא הצגה פרמטרית לישר החיתוך . א       

:למישור  lיקביל הישר ,  Cעבור איזה ערך של הפרמטר . ב        4 1 0x y Czπ − + − = ?  

 .πמהמישור  lחשב את מרחק הישר , שמצאת בסעיף ב Cעבור . ג       

2: נתונים שני מישורים) 31( 6, 3 4 10x y z x y z+ + = − + = ,1,8)ונקודה  − 3)M − .  

  .ל"הוא ישר החיתוך של המישורים הנ lהישר        

  .lוניצב לישר Mדרך הנקודה מצא את משוואת המישור העובר. א        

  .lמהישר  Mמצא את מרחק הנקודה. ב        

:הישר) 32( (0, 2,1) ( 3, 4, )t m− + −l  מקביל למישור
1 : 2 4 4x y zπ − − =.  

  .mאת הקבוע  מצא. א       

,2)הנקודה . ב        1,4)N נמצאת על המישור  −
1
π  ויוצרת עם הישרl  מישור

2
π.  

 מצא הצגה פרמטרית של ישר החיתוך של המישורים            
1π ו- 

2π.  

   

  אחד מקודקודי קוביה נמצא) 33(

  .בראשית הצירים        

       E  אמצע'BB  ,| | 1AB = .  

  . �CEAחשב את זווית . א       

  חשב את הזווית בין שני . ב       

  .BODA - ו AECהמישורים            

  

  :נתונים שני ישרים) 34(

                                       
1

2

: (1,2,3) (3, 12,18)

: (2,5, 1) ( 4,16, 24)

t

u

+ −

− + − −

l

l
   

  .את משוואתו הראה כי הישרים קובעים מישור יחיד ומצא. א        

,0)ועובר דרך הנקודה , .א - המקביל למישור שמצאת ב, מצא משוואת מישור. ב         1,0)− .  
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  גבולות –סחאות ונ

  

0

1 1 1 1 1
0 , 0

0 0

______________________________________________________________________

0 1

______________________________________________________________________

ln

0

x

y
x

y e e e e

y x

x x x

+ −

−∞ ∞

= = = ∞ = −∞ =
−∞ ∞

= = = = ∞

= − −−

→−∞ → →∞

ln(0 ) ln( )

______________________________________________________________________

arctan atan( ) atan(0) 0 atan( )
2 2

_____________________________________________________________________

,
x

y x

y a

π π

+ = −∞ ∞ = ∞

= −∞ = − = ∞ =

= 0

0
0 1

1 0 1

, 1 0

_____________________________________________________________________

sin sin 0 0

_____________________________________________________________________

cos

x
a

a a a a

y a a a a

y x

y

−∞ ∞

−∞ ∞< <

> = = = ∞

= = ∞ = =

= − −− = − −−

= cos0 1

_____________________________________________________________________

sin
0 1 0

_____________________________________________________________________

tan
1

_________________________

x

x
y

x

x
y

x

− −− = − − −

=

= − −− − − −

1

33 3

(from right)

____________________________________________

1
1 1

(1 ) 1

_____________________________________________________________________

0 0

0 0

__________________

x

x

y e e
x

y x e

y x

y x

+

 = + 
 

= + − −−

= − − − = ∞ = ∞

= −∞ = ∞ = ∞

0 0

___________________________________________________

Defined Limits:

, ( ) , , , ( ) , / ( )

Undefined Limits :

0
, , , 0 , 1 , 0 ,

0

a a a

∞

∞⋅∞ = ∞ ∞ −∞ = −∞ ∞+∞ = ∞ ∞± = ∞ ∞⋅ ± = ±∞ ∞ ± = ±∞

∞
∞−∞ ⋅∞ ∞

∞
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  נגזרות –נוסחאות 
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2

2

2

1. ' 0

12. ' '

3. ' '

4. ' ' ln

1
5. ln ' '

6. sin ' cos '

7. cos ' sin '

1
8. tan ' '

cos

1
9. cot ' '

sin

1
10. arcsin ' '

1

11. ar cos '

y a y

n ny f y n f f

f f
y e y e f

f f
y a y a f a

y f y f
f

y f y f f

y f y f f

y f y f

f

y f y f

f

y f y f

f

y f y

→

→

→

→

→

→

→

→

→

→

→

= =
−= = ⋅ ⋅

= = ⋅

= = ⋅ ⋅

= = ⋅

= = ⋅

= = − ⋅

= = ⋅

= = − ⋅

= = ⋅
−

= =

( ) ( )

2

2

2

2

2

18. ( ) ' ( ) ( ( ) ln( ( )) '

1
'

1

1
12. arctan ' '

1

1
13. ar cot ' '

1

14. sinh ' cosh '

15. cosh ' sinh '

1
16. tanh ' '

cosh

1
17. coth ' '

sinh

g x g xy f x y f x g x f x

f

f

y f y f

f

y f y f

f

y f y f f

y f y f f

y f y f

f

y f y f

f

→

→

→

→

→

→

→= = ⋅ ⋅

− ⋅
−

= = ⋅
+

= = − ⋅
+

= = ⋅

= = ⋅

= = ⋅

= = − ⋅

  

  אינטגרלים –נוסחאות 
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1 11 ( )
1 ( ) 1

1 1

1 1 1
ln | | ln | |

1

1
ln ln

1
cos sin cos( ) sin( )

sin

n n
n n

x x ax b ax b

x
ax b

x
ax b

adx ax c

x ax b
x dx c n ax b dx c n

n a n

dx x c dx ax b c
x ax b a

e dx e c e dx e c
a

k kk dx c k dx ck a k

xdx x c ax b dx ax b c
a

xd

+ +

+ +

+
+

= +

+
= + ≠ − + = + ≠ −

+ +

= + = + +
+

= + = +

= + = +

= + + = + +

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

2 2

2

1
cos sin( ) cos( )

1
tan ln | cos | tan( ) ln | cos( ) |

1
cot ln | sin | cot( ) ln | sin( ) |

1 1 1
tan tan( )

cos cos ( )

1
cot

sin

x x c ax b dx ax b c
a

xdx x c ax b dx ax b c
a

xdx x c ax b dx ax b c
a

dx x c dx ax b c
x ax b a

dx x c
x

= − + + = − + +

= − + + = − + +

= + + = + +

= + = + +
+

= − +

− − − −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ 2

2 2 2 2

2 2

1 1
cot( )

sin ( )

1 1 1 1
ln | tan | ln | cot |

cos cos sin sin

1 1 1 1
arctan ln

2

1
arcsin

dx ax b c
ax b a

dx x c dx x c
x x x x

x x a
dx c dx c

x a a a x a a x a

x
dx c

aa x

= − + +
+

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

= + + = − +

− = + = + + − + 

 = + 
 −

− − − − − − − − − −

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ 2 2

2 2

2

3

2

1
ln | |

' 1
ln | | '

2

' cos ' sin( )

'
sin ' cos( ) 2

2
' ' '

3

f f

dx x x a c
x a

f
dx f c f f dx f c

f

e f dx e c f f dx f c

f
f f dx f c dx f c

f

f f dx f c u v dx u v u vdx

= + ± +
±

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −− − − − − − −

= + ⋅ = +

⋅ = + ⋅ = +

⋅ = − + = +

⋅ = + ⋅ = ⋅ − ⋅

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫
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  טריגו –נוסחאות 

2 2

2 2 2 2

2

2

2

2

2

2

sin cos 1

sin
tan

cos

cos
cot

sin

sin 2 2sin cos

cos 2 cos sin 1 2sin 2cos 1

1
1 tan

cos

1
1 cot

sin

1
sin (1 cos2 )

2

1
cos (1 cos 2 )

2

1
sin cos sin( ) sin(

2
a

α α

α
α

α
α

α
α

α α α

α α α α α

α
α

α
α

α α

α α

α β β α

+ =

 =

 =


=

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 + =

 + =


 = −

 = +


= + +( )
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)

1
sin sin cos( ) cos( )

2

1
cos cos cos( ) cos( )

2

2
sin sin

( ) 2

2
cos cos

2

tan tan

cot cot

sin 0

cos 0
2

a

a

x k
x
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x k
x

x k

x x k

x x k

x x k

x x k

β

α β β α β

α β β α β

α π
α

π α π

α π
α

α π

α α π
α α π

π
π

π

 −



= − − +



= + + −
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
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  אלגברה –נוסחאות 

  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

3 3 2 2 3 3 3 2 2

3 3 2 2 3 3

4 4 3 2 2 3 4

4 4 3 2 2 3 4

( ) 2 ( ) 2

( ) 2 ( )( )

( ) 3 3 ( )( )
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