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  סטודנטי� יקרי�

  

  ספר תרגילי� זה הינו פרי שנות ניסיו	 רבות של המחבר בהוראת

  באוניברסיטה, חשבו	 דיפרנציאלי ואינטגרלי באוניברסיטת תל אביב

  .במכללת שנקר ועוד, הפתוחה
  

  דו את הרצו	 להאיר אתשאלות תלמידי� וטעויות נפוצות וחוזרות הולי

  .הדר� הנכונה לעומדי� בפני קורס חשוב זה
  

  

  בהתא� לתוכניות, הספר מסודר לפי נושאי� ומכיל את כל חומר הלימוד

  ל בקורס זה חשיבות יוצאת רגתִ הניסיו	 מלמד כי ל. הלימוד השונות

  .ולכ	 ספר זה בולט בהיקפו ובמגוו	 התרגילי� המופיעי� בו, דופ	
  

   www.GooL.co.il לי� בספר פתרונות מלאי� באתרלכל התרגי

  שאת�כ�  ,המלווי� בהסבר קולי פלאשבסרטוני  י�מוגש הפתרונות

  ממש כפי, שיטתית ופשוטה, את התהליכי� בצורה מובנית י�רוא

  הפתרו	 המלא של השאלה מכוו	 ומוביל לדר� .שנעשה בשיעור פרטי

  .נכונה בפתרו	 בעיות דומות מסוג זהחשיבה 

  html1www.GooL.co.il/hedva. :דוגמאותל

  

  דר� לכ� הסטודנטי� ויוביל אתכ�!שספר זה ישמש מורה, תקוותי היא

  .להצלחה

 גיא סלומו	                                                                                   
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  1פרק  –תרגילי� 

  גזירה של פונקציה

  

  :)גזור פע� אחת 27�29בסעיפי� (את הפונקציות הבאות  פעמיי�גזור   )1(
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  1פרק  – פתרונות
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  2פרק  –תרגילי� 

  )המשמעות הגיאומטרית של הנגזרת(בעיות משיקי� 

  
 

yהישר )1( x b= )משיק לגר- הפונקציה + ) x
f x e=  .  מצא אתb ואת נקודת ההשקה.    

4yהישר )2( x b= משיק לגר- הפונקציה  +
2

2
( ) 3f x
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=   .ואת נקודת ההשקה bמצא את  . +
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)מצא את משוואת המשיק לגר- הפונקציה  )5( ) lnf x x=   בנקודהx e=.  

)3מצא את משוואת המשיק לגר- הפונקציה  )6( ) 1f x x= 0xבנקודה  + = .  
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  2פרק  – תפתרונו
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  3פרק  –תרגילי� 

  חקירת פונקציה

  

נקודות , תחו� הגדרה ורציפות :חקור את הפונקציות הבאות חקירה מלאה לפי הפירוט הבא )1(
� תחומי, נקודות קיצו�, **ומשופעותאופקיות  ,אסימפטוטות אנכיות, זוגיות, *חיתו. ע� הצירי

  .גר- , קעירותו תחומי קמירות,  ***נקודות פיתול, ירידהו עליה
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**  �   ).אי� וג�(אי� צור. למצוא אסימפטוטות  1,2,28,29,30בתרגילי

*** �     8בתרגיל  .ניוטו� רפסו� �אי� צור. למצוא נקודות פיתול אלא א� כ� למדת 9,17 בתרגילי
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  3פרק  – פתרונות
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  4פרק  –תרגילי� 

  גבולות ורציפות, שתני�פונקציות של מספר מ

  
  שרטט אותו ושרטט את, תחו� הגדרהמצא , עבור כל אחת מהפונקציות הבאות )1(
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x x
y y

x x
y y

x x
y y
z

x y
y

x y

x x y

y x y

x y x y

x y x y

xyz xy

x y z x y

→ →
→ →

→ →
→ →

→ →
→ →

→ →
→ →
→

+
+

+
+

+ +

+ + +
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)4( �  :חשב את הגבולות הבאי
   

      

3

2 4 2 2( , ) ( , ) ( , ) (0,0)

4 4

2 2 2 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

2 2 2 2 2 2

2 22 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)3

3 3 3

2( , , ) (0,0,0)

lim (2 lim (1

sin( )
lim (4 lim (3

sin( ) 3 3
lim (6 lim (5

lim

x y x y

x y x y

x y x y

x y z

x y x y

x yx y x y

x y xy

x y x y

x y x x y y

x yx y

x y z

x y

→ ∞ ∞ →

→ →

→ →

→

−
+ + +

+
+ +

+ − +
++

+ +
+

2 2

2 2 ( , ) (0,0)
(8 lim ln( ) (7

x y
y x y

z →
+

+

   

  

 .(0,0)בדוק את רציפות הפונקציות הבאות בנקודה )5(

  הא� נית� להגדיר אותה כ. שתהייה, במידה והפונקציה אינה רציפה בנקודה      

  ? רציפה בנקודה      

                    

2 2

2 2

3 3

2 2

sin( )
( , ) (0,0)

( , ) (1

2 ( , ) (0,0)

( , ) (0,0)
( , ) (2

0 ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y

x y

x y
x y

f x y x y

x y

 +
≠

= +
 =

 +
≠

= +
 =

   

  

     

  

  4פרק  !  פתרונות

  

)1  (1 (0x ,y  .2 (0המישור ללא ציר ,  ≠ 0x y>   .ירי�הרביע הראשו� ללא הצ,  <

2) 4.  כל המישור )  3       2
1x y+ 2) 5.  עיגול היחידה,  ≥

y x<  

      6 (0y   .כל המרחב � . ה.ת) 8.    כל המרחב �ה .ת) 7.  חצי המישור העליו�,  ≤

)2  (1 (1     2( 1
1) 6אינסו-     ) 5     0) 4     1 )3     12

2    7 (2      8 (5  .  

  . 0) 8    0) 7    0) 6     3) 5     0) 4     0) 3     0) 2     0) 1) 4(  . בכל הסעיפי� אי� לפונקציה גבול  )3(

(0,0)א� נגדיר . הפונקציה לא רציפה) 1 ) 5( 1f  .הפונקציה רציפה) 2.  נקציה תהיה רציפההפו=
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  5פרק  –תרגילי� 

  פונקציות בשני משתני� לכלכלני�

�  נגזרות חלקיות, עקומות שוות ער

  

�  עקומות שוות ער

  שרטט אותו ושרטט את, תחו� הגדרהמצא , עבור כל אחת מהפונקציות הבאות )1(
  .של הפונקציה עקומות שוות ער�/קווי הגובהמפת      

  

     

2 2 2 2

2

( , ) ln ln (2 ( , ) (1

( , ) 1 (4 ( , ) (3

( , ) (6 ( , ) ln( ) (5

y
f x y x y f x y

x

f x y x y f x y x y

f x y x y f x y x y

= + =

= − − = +

= = −

  

)2(  

:2ת מפת העקומות שוות הער. של  שרטט א  .א , ( , ) 100 5 2f f x y x y→ = − −R R.   

  .fבאיזה כיוו� עלי. לזוז מעקומה לעקומה על מנת להגדיל את הער. של  

נגדיר   .ב
3

( , )
4

x y y x
f x y

x y x

+ >
= 

≤
,הנח כי  .    0x y ≥  . 

)שרטט את העקומות שוות הער.   , ) 4,12f x y  .הפונקציה הנתונה עבור  =

}שרטט את מפת העקומות שוות הער. של    .ג }2: , ( , ) min ,
3

x
f f x y y+ +→ =R R.  

  

)3( 

  

0תהי   , 0 , ( , ) ( )( )y x u x y x p y q≥ ≥ = +   .פונקצית תועלת של פרט  +

,(1,6)הנקודות   (3,2),   .מונחות על אותה עקומת אדישות  (0,14)

  . הצב אות� בפונקצית התועלת . q  �ו  pמצא את    .א

   ? י משוואת עקומת האדישות עליה מונחות הנקודות הנתונותמה  .ב

 .שרטט את עקומת האדישות. עלי. להגיע למשוואה מפורשת 
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  נגזרות חלקיות

  

  :הבאות ותחשב את הנגזרות החלקיות מסדר ראשו� של הפונקצי) 4(

   

( )
( )

( ) ( )

3 2 2

5

2 4

2

2 3

2

2

( , ) 4 3 2 3 (1

( , ) ln (2

5ln
only ( , ) (3

5

( , ) 2 3 (4

3
( , ) (5

x y

f x y x x y x y

f x y x y

x y y y
f f x y

y y y

f x y x y x y

x y
f x y

x y

= − + +

=

+
=

+ +

= + ⋅ +

−
=

+

  :הבאות ותנקציחשב את הנגזרות החלקיות מסדר שני של הפו )5(  

    

2 2 2

4

( , ) 4 4 10 (1

( , ) ln (2

( , , ) (3

f x y x x y x y

f x y x y

f x y z xyz

= − + +

=

=  

  
  

 

 

 

 

  6פרק  – תרגילי�

  )רמה רגילה( משתני� בשניקיצו	 של פונקציה 
  

 ,ריטיות וסווג אות� למקסימו�עבור כל אחת מהפונקציות הבאות מצא נקודות ק
  .מינימו� או אוכ-
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2 2

3 2

3 3

3 3

3 2 4

4

2

2 2

( , ) 8 12 3 18 (1)

( , ) 3 12 20 (2)

( , ) 3 4 (3)

( , ) 3 2 (4)

( , ) (5)

( , ) 6 (6)

8
( , ) (7)

( , ) cos (8)

y x y

x

f x y x xy y x

f x y x y x y

f x y x y xy

f x y x x y y

f x y e

f x y y x y x y

x y x y
f x y

xy

f x y e y

− −

= + + −

= + − − +

= + − +

= − − +

=

= − − +

− +=

=

  

3נתו� משטח  )9(  3 3 4z x y xy+= − + .  

  .האופקיי� למשטחהמשיקי� ת המישורי� ומצא את משווא       

   

  חשב את ממדי התיבה ששטח , ק"סמ 32מבי� כל התיבות הפתוחות שנפח�  )10(

  .ה הוא מינימליהפני� של        
  

2למישור  (1,2,3)מצא את המרחק הקצר ביותר מהנקודה) 11( 2 0x y z− − + =  

  .ל"וכ� את הנקודה על המישור הקרובה ביותר לנקודה הנ        

)12 (�  .באר( ובסי�, יצר� מוכר מחשבוני
  .8$ מחשבו� בסי� היאייצור ועלות  6$ מחשבו� באר( היאהייצור של עלות         

    2Q למחשבו� באר( ואת הביקוש 1Q מנהל השיווק עומד את הביקוש        
  :למחשבו� בסי� על ידי        

                                                

1 1 2

2 1 2

116 30 20

144 16 24

Q P P

Q P P

= − +

= + −  
 

  על מנת למקס� , 2P � ו1P, רי המחשבוני�כיצד צריכה החנות לקבוע את מחי      
 ?מהו רווח זה ?  הרווח את       

  
  

  6פרק  ! פתרונות 

  

  .          מינימו� (3-,1.5);  אוכ-  (0.5,1-))  1(
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)2  ((1, 2)  �  .אוכ- (2-,1),  (2 ,1-); מקסימו�  (2-,1-); מינימו

  .          מינימו� (1,1);  אוכ-  (0,0) )  3(

)4  (, (-1, 1) (-1, -1)  �  .אוכ- (1- ,1),  (1,1),  (0 ,1-);  מקסימו�  (0 ,1); מינימו

)5  ((0, 2) �  .מקסימו� (4 ,4) ) 6.                                     (מקסימו

)7  ( (-0.5, 4) �  .אי� נקודות קריטיות) 8.                               (מקסימו

)9  (z = 3 , z = 4                                      .)10 ( מ"ס 2גובה ,  מ"ס 4אור. ,  מ"ס 4רוחב .  

  . (1/3,4/3,10/3)נקודה קרובה ביותר . יחידות אור. 1מרחק מינימלי הוא )  11(

)12  (P1=10$, P2=12$  , 288$רווח מקסימלי .  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  7פרק  !  ילי�תרג

  )'כופלי לגרנג( 1 של פונקציה של שני משתני�קיצו	 תחת אילו
  

�  פונקציות של שני משתני

  :א את המקסימו� והמינימו� של הפונקציות הבאות בכפו- לאילו( הנתו�מצ

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2

( , ) ; 2 3 1 2 (1)

( , ) ; 1 (2)

( , ) 4 6 ; 13 (3)

( , ) ; 2 6 (4)

f x y x y x xy y

f x y x y x y

f x y x y x y

f x y x y x y

= + + = −

= − + =

= + + =

= + =  
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}נתונה בעיית הקיצו�  )5( } . . 3 12Max xy s t x y+ =     
   

  .גרפי לבעייהפתרו�  הבא. ב.                הבעיה פתור את. א      

}נתונה בעיית הקיצו�  )6( }2 . . 9Max x y s t x y+ + =     
   

  .גרפי לבעייהפתרו�  הבא. ב.                פתור את הבעיה. א      
  

3מבי� כל הנקודות הנמצאות על הישר ) 7( 12x y+   מצא את זו שמכפלת,  =

  .  שיעוריה מקסימלי      
  

2מבי� כל הנקודות שעל העקומה ) 8( 22 3 1 2x xy y+ =   מצא את הנקודות  −

  שמרחקיה� מראשית הצירי� הוא מינימלי ואת הנקודות שמרחק� מראשית      

  .הצירי� הוא מקסימלי      
  

3מצא את המרחק הקצר ביותר מהישר  )9( 6 4 0x y− +    לה לפרבו =

     2 22 4 0x xy y y+ + + =.  

0מרחק הנקודה  :רמז      0( , )x y  0מהישרax by c+ + הוא  =
0 0

2 2

ax by c

a b

+ +

+
.  

  

     התועלת מצריכת הסל  . ג עגבניות"ק y �ג מלפפוני� ו"ק xקונה בשוק  מוישלה )10(

      ( , )x y  נתונה על ידי( , ) ln lnu x y x y= +.      

  .ח"ש 2ג עגבניות "מחיר ק. ח"ש 1ג מלפפוני� "קמחיר        

  והוא מעוניי� להשיג זאת  ln16 קובע לעצמו להשיג רמת תועלת מוישלה       

  .מוישלהאת בעיית ופתור נסח  .מינימאלית בעלות       

  

     התועלת מצריכת הסל  . ג עגבניות"ק y �ג מלפפוני� ו"ק xקונה בשוק  דני )11(

       ( , )x y נתונה על ידי( , )u x y xy= .      

  .ח"ש 3ג עגבניות "מחיר ק. ח"ש 1ג מלפפוני� "קמחיר         

  .דני את בעייתופתור נסח . ח"ש 12תקציב של  לדני        

  

2היא  Yואננס  Xעקומת התמורה בי� מנגו ) 12( 2 13x y+ =.  

)לדני תועלת         , ) 4 6f x y x y= +.  

)) = מנגו,אננס(דני מחפש את הסל          , )x y  , המביא , על עקומת התמורה  

  .נסח ופתור את הבעייה. ואננס למקסימו� את התועלת שלו מצריכת מנגו        
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Qלייצר� פונקציית ייצור ) 13( k L=   ה�  L �ו Kהמחירי� ליחידת  .  +

       2, 1K LP P=   והוא מחפש את הצירו- 100היצר� נמצא ברמת תפוקה . =

      * *( , )K L את העלות �  ).אל תפתור(את בעיית היצר� נסח . המביא למינימו
  
  

  7פרק  ! פתרונות 
  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

{ }

0, 1 min 1,0 (2) 1, 1 min 1 / 7 , 1 / 7 (1)

2,1 min 2,1 (4) 2,3 min 2, 3 (3)

9,36 (6) 6, 2 (5)

1, 1 min 1 / 7, 1/ 7 (8) 6, 2 (7)

min , (10) 7 / 45 (9)

2,3 (12) 6, 2 (11)

min 2 ; 100 (13)

32 8

Max Max

Max Max

Max Max

Max

Max Max

K L K L

± ± ± ± ±

± ± − −

± ± ±

+ + =

m

m  

  
  
  
  
  


