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  סטודנטי� יקרי�

  

  ספר תרגילי� זה הינו פרי שנות ניסיו	 רבות של המחבר בהוראת

  במכללת, הפתוחה באוניברסיטה, באוניברסיטת תל אביב מתמטיקה

  .שנקר ועוד
  

  

   www.GooL.co.il לכל התרגילי� בספר פתרונות מלאי� באתר

  שאת�כ�  ,המלווי� בהסבר קולי פלאשבסרטוני  י�מוגש הפתרונות

  ממש כפי, ת ופשוטהשיטתי, את התהליכי� בצורה מובנית י�רוא

  הפתרו	 המלא של השאלה מכוו	 ומוביל לדר� .שנעשה בשיעור פרטי

  .חשיבה נכונה בפתרו	 בעיות דומות מסוג זה

  www.GooL.co.il/linearit.html :דוגמאותל
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  16  ...................................................................דטרמיננטות � 1פרק 

  30  ...............................לכסו	, וקטורי� עצמיי�, ערכי� עצמיי� � 2פרק 
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  1פרק –תרגילי� 

  דטרמיננטות

  :)עמודה/פיתוח לפי שורה(סדר על ידי הורדת  חשב את הדטרמיננטה של המטריצות הבאות) 1(

(3 (2 (14 1.5 5 2

2 1 7 3

(6 (5 (42 1 1 2 1 1 1 0 2

3 2 5 0 2 1 4 1 8

0 2 0 1 0 0 2 0 3

(9 (8 (4 0 0 5 1 0 2 5 1 0 0 0

1 7 2 4 2 0 6 0 1 2 0 0

4 0 0 0 5 3 7 4 1 2 3 0

1 4 1 1 2 0 5 44 1 2 3 4

a b

c d

−     
     − −     

     
     − −     
     
     

     
     − −     
     −
     

−     

7

(11 (104 0 7 5 0 1 9 8 3 4

0 0 3 0 0 3 0 5 0 2

7 2 1 5 9 2 4 1 0 3

3 0 4 2 1 4 1 7 0 2

5 0 8 3 2 0 0 1 0 0

   
   −   
   − −
   

−   
   − − −     

  .חשב את הדטרמיננטה של המטריצות הבאות על ידי דירוג) 2(

(3 (2 (11 1 3 0 1 3 3 4 1 3 0 2

1 0 2 4 0 1 2 5 2 5 7 4

1 2 8 5 2 5 4 3 3 5 2 1

3 1 2 3 1 2 1 1 2 2 2 1

(61 3 1 0 2 1 2 1 0 2

1 5 5 1 8 3 4 5 1 8

0 0 2 3 9 0 0 2 3 9

0 0 0 4 1 0 0 3 1 0

0 0 0 2 7 0 0 5 2 7

− − −     
     − − −     
     − −
     

− − − − − − −     

− − − −   
   − − − − − −   
   
   

−   
   
   

(5 (41 3 1 0 2

1 5 5 1 8

2 6 2 3 9

3 7 3 8 7

3 5 5 2 7

− − 
 − − − 
 − −
 

− − 
 
 

  

:    חשב את הדטרמיננטה של המטריצות הבאות על ידי שילוב של הורדת סדר ודירוג) 3(

(3 (2 (12 5 4 1 1 2 3 0 2 5 3 1

6 12 10 3 3 4 3 0 3 0 1 3

6 2 4 0 5 4 6 6 6 0 4 9

6 7 7 0 3 4 7 3 6 15 7 2

− − −     
     −     
     − − − −
     
− − −     
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  :ראה שהדטרמיננטה של המטריצות הבאות שווה אפסה ,ללא חישוב) 4(

2 2

2 2

2 2

(3 (2 (112 15 18 1 2 3 1 0 2

13 16 19 4 5 6 7 0 12

14 17 20 5 7 9 3 0 2

(6 (5 (4sin cos 1

sin cos 1

sin cos 1 1 1 1 1

3 1 4 5 0 1 12

14 4 1 4 1 8 4

3 5

x x a a x a y y z z x y x

y y b b x b y x y z

z c c x c y

     
     
     
     
     

  + + + + +   
     + +     

     + +    

− −

− −

(7

2 0 4 1 3

4 2 1 1 0 6 6

21 2 3 4 5 6 1

2 5 7 4 2.5 1 1.5

11 2 6 9 1 3 4

 
 
 
 − − −
 

− − 
 −
 

− − − − 
 − − −   

4: נתו�) 5(

a b c

d e f

g h i

  :חשב. =

  

הוכח כי . א) 6(

2

2

2

1

1 ( )( )( )

1

a a

b b b a c a c b

c c

= − − −    

כי הוכח  . ב     

2 3

2 3

2 3

2 3

1

1
( )( )( )( )( )( )

1

1

x x x

y y y
y x z x t x z y t y t z

z z z

t t t

= − − − − − −  

  

  

  

(12

2

2

a g d d

b h e e

c i f f

+

+

+

  

(22 3 2 4

2 3 2 4

2 3 2 4

a d d g a

b e e h b

c f f i c

− +

− +

− +

  

(30 3 3 3

0 3 3 3

0 3 3 3

1 0 0 0

g d a a d

h e b b e

i f c c f

+ + 
 + + 
 + +
 
 
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  חשב את הדטרמיננטה של  .nנתונה מטריצה ריבועית מסדר , בכל אחד מהסעיפי% הבאי%) 7(

  :המטריצה הנתונה     

1 1 (1

0 1
ij

i j

i j
a

j i j

j i j

= =
 = ≠

= 
<

− >

  

1 (2

1,

0  אחרת 

ij

j i j

a n i j n

= +
= = =



  

1 1 (3

0  אחרת 
ij

i j n
a

+ = +
= 


  

(4

 אחרת 
ij

a i j
a

b

=
= 


  

  

  

  
*

( 7

1

1

ij

a i j

a b i j

c j i

 =


= = +
 = +

  

(51 1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3

1 2 3 n

 
 
 
 
 
 
 
 

L

L

L

M M M O M

L

  

(61 1 1 1

1 3 3 3

1 3 6 6

1 3 6 3( 1)n

 
 
 
 
 
 
 − 

L

L

L

M M M O M

L

  

,3הנח כי . ב. מצא נוסחת נסיגה עבור הדטרמיננטה. א  :)7בסעי' *       1, 2a b c= =    :ומצא =

20nאת הדטרמיננטה כאשר. 2   .ביטוי סגור עבור הדטרמיננטה. 1         =.  

  :חשב) 8(

                

2 1 2 1 1 3 1

a b c d e a b c d e

f g h i j f g h i j

k l m n o k l m n o

p q r s t p q r s t

a b x y a b c d x e y

+

+ − − − − − −

  

| ,    3מטריצות מסדר  B � ו A: ני%נתו) 9( | 4 , | | 2A B=   :חשב  .=

     2 2 3 2 3 1
| 2 | (4 | | (3 | 4 | (2 | | (1

T T TA A adjB A B A A B ABA B− −− −  

  

1: נתו�. א) 10(
( )PQ APQ B− |: הוכח = | | |A B=.  

2 ,  4מסדר  הפיכות מטריצות B �ו A :נתוני% .ב        3 0AB I+ =    , | | 2A =  .  

|חשב את             |B.  

2 ,  3מסדר  הפיכות מטריצות B � ו A :  נתוני% .ג        1
3 0 , 2 0A B B A−+ = − =  .  

|: חשב את            |, | |A B.  
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1 . 1: הוכח. ד        1
| |

| |
A

A

− =        2  .( ) 1
| |

n

nxnadj A A −=  .  

| � הוכח ש. מטריצה אנטיסימטרית מסדר אי זוגיAכי  נתו�. ה        | 0A =.  

|,  nמטריצה מסדר  A : ני%נתו. ו        | 128A = , 2
2

TAB B A= .מצא את n .  

) :ני%נתו. ז        ) ( ) 1

3
det 2, det

nxn nxn
A B= 21 :חשב. =

det
3

n nB A− 
 
 

.  

  :פתור את מערכות המשוואות הבאות בעזרת כלל קרמר) 11(

       

2 5 8 (3 3 (2 2 5 (1

2 6 8 4 8 21 3 4 11

5 3 7 4 5 2 3 8

2 5 44 51

x z t x z x y

x y x y z x y

x y z t x z

x y z

+ + = + = + =

− − = − + + = + =

+ − + = + =

+ + =

  

  : משוואותהנתונה מערכת ) 12(

                                                

1

1

1

1

1

kx y z t r

x ky z t r

x y kz t r

x y z kt r

x y z t kr

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

  

  ? למערכת פתרו� יחיד kעבור איזה ער- של . א        

 בולמערכת פתרו� יחיד ש kעבור איזה ער- של . ב        
1

2
x =?  

עבורו למערכת פתרו� יחיד שבו  kהא% קיי%  .ג        
1

5
x =?  

xהוכח שא% למערכת פתרו� יחיד אז בהכרח . ד         y z t r= = = =  

)עבור כל אחת מהמטריצות הבאות חשב את הצמודה הקלסית ) 13( )adj A 1את  ובעזרתהA−.  

(11 2

3 4
A

 
=  
 

  
(22 1 1

0 2 1

5 2 3

A

 
 = − 
 
 

  

(31 4 2 4

1 2 1 0

0 1 1 1

1 3 1 2

A

 
 − =
 
 

− − 
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  :נתו�) 14(

                    

9 26 1 14 10

13 7 87 4 0

71 35 3 0 0

17 2 0 0 0

2 0 0 0 0

A

− − 
 − 
 =
 
 
 
 

   .  

):   חשב        ) ( )1

1,51,5
(2 (1A adjA−  

|הוכח שא% . א) 15( | 1A   ה% ג%  −1Aאזי כל איברי , ה% מספרי% שלמי% Aוכל איברי  =

  .מספרי% שלמי%             

   .תונהמשולשית תח−1A � הוכח ש. מטריצה משולשית תחתונה והפיכה�Aנתו� ש. ב       

)הוכח שג% . הפיכה�Aנתו� ש. ג         )adj A  %וגTAותהפיכ.  

A,: נתו�. ד         B הפיכות .,C D לא הפיכות.  

5): יכותהא% המטריצות הבאות הפ              (4 (3 (2 (1AB CD AD A B C D+ + ?  

  :הפיכהלא ה הבאה עבור% המטריצ kמצא את ערכי ) 16(

                                                                                        2

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 4 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

k

k k k k

 
 
 
 − +
 

− 
 − − − 

   

  :קודיהחשב את שטח המקבילית שקוד. א )17(

            1 .(0,0), (5, 2) , (6,5) , (11,6)     2 .( 1,0) , (0,5) , (1, 4) , (2,1)− −.  

,(0,0,0): חשב את נפח המקבילו� שקודקודיו. ב        (1,0, 2), (1, 2, 4), (7,1,0)−.  

,3,3): מצא משוואת מישור העובר דר- הנקודות. ג        2), ( 1,3,1), (1,1, 1)− − −.  

,1): קודקודיוחשב את שטח המשולש ש. ד        2), (3, 4), (5,8) .  

 .בכל אחד מהסעיפי% בתרגיל זה עלי- להשתמש בדטרמיננטות: הערה
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  1 פרק –פתרונות 

  

)1(  1 (ad bc−    .2  (29    .3  (1�   .4  (1�   .5  (3�   .6  (14�   .7  (24   .8  (234   .9  (300 �   .10 (9.  

11  (6 .    )2(  1  (0   .2  (0   .3  (3   .4  (24   .5  (44   .6  (104     .)3(  1  (120   .2  (114   .3  (6     .  

)5(  1  (8�   .2  (16   .3  (9     .)7  (1  (!n   .2  (1
( 1) !

n n−−   .3  (
(3 1)

2( 1)

n n+

−   .  

4  (1
( ) [ ( 1) ]

na b a n b−− + −   .5  (1   .6  (2
2 3

n−⋅   .  

2 .א  )7 3

2 3
, 2D a bc D a abc= − = − ,

1 2n n nD aD bcD− −= −.  

1. 1.ב
2 1

n

nD
+= −   .2  .21

20
2 1D = −      .)8(  0     .)9(  1  (4   .2  (213    .3  (8�   .4  (211�.  

|.  ג.   81/32.  ב  )10( | 18, | | 2 / 3A B= = 4.  ז.   7.  ו.   −
n     .)11(  1  (1, 2x y= =.  

2  (1, 1, 2x y z= = =   .3  (1x y z t= = = ,1. א  )12(.     = 4k k≠ ≠ 2k.  ב.   − = −.  

  .     לא.  ג

1

(14 2
( )

3 1

2 1

1.5 0.5

adj A

A
−

− 
=  − 
− 

=  − 

(13)

  
1

(28 1 3

( ) 5 1 2

10 1 4

adj A A
−

− − 
 = = − 
 − 

  

1

(37 10 20 4 7 10 20 4

2 3 6 1 2 3 6 1
, ( )

3 5 8 2 3 5 8 2

1 2 3 1 1 2 3 1

A adj A−

− − − −   
   − − − −   = =
   − − − −
   
− − − −   

  

0k  )16(.     כ�)  5.   לא)  4.   לא)  3.   לא)  2.   לא)  1  )15(.     0.5)  2.   240)  1  )14( =  .       

3.  ג   22.  ב.   14.  2.א.   13.  1.א  )17( 4 2 0x y z− + +   .2.  ד.   =
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  2פרק  –תרגילי� 

  לכסו	, וקטורי� עצמיי�, ערכי� עצמיי�

  

  :עבור כל אחת מהמטריצות הבאות) 1(

  

  .יניתמצא מטריצה אופי. א    

  .מצא פולינו% אופייני. ב    

  .מצא ערכי% עצמיי% ואת הריבוב האלגברי של כל ער- עצמי. ג    

  .מצא מרחבי% עצמיי% ואת הריבוב הגיאומטרי של כל ער- עצמי. ד    

  .מצא וקטורי% עצמיי%. ה    

  .קבע הא% המטריצה ניתנתת ללכסו�. ו    

  כלומר מצא מטריצה , לכס� אותה, במידה והמטריצה ניתנת ללכסו�. ז    

1P �כ- ש Pהפיכה         AP D−   .מטריצה אלכסונית Dבאשר , =

  .2009Aבמידה והמטריצה ניתנת ללכסו� חשב . ח   
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