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 טורים

  הגדרת הגבול של סדרת מספרים מרוכבים:

  אמ"מ Lסדרת מספרים מרוכבים. נאמר כי היא מתכנסת ל naתהי 

0לכל   קייםN  כך שלכלn N  מתקייםna L  
  

  
  הגדרת התכנסות של טור של מספרים מרוכבים:

הטור 
0

k
k

z



 מתכנס אם ורק אם סדרת הסכומים החלקיים

0

k n

n k
k

S z




מתכנסת
 

  

  גוררת התכנסות משפט: התכנסות בהחלט

אם 
0

k
k

z




   אז הטור
0

k
k

z



 מתכנס   

  
  תנאי הכרחי (אך לא מספיק) להתכנסות טור: 

 רuאם הט
0

n
n

z



   מתכנס אזlim 0n

n
z




 
  

  טורי חזקות: 

הטור  0
0

n

n
n

a z z




 הפתוח  נקרא טור חזקות והוא מתכנס (גם בהחלט) בדיסק  

   0 0|RD z z z z R     

בשפהתיתכן גם התכנסות על חלק או על כל הנקודות  ( 0RD z (אבל זה לא מובטח  

  הדמר-קושי קריטריוןנתון ע"י R  כאשר רדיוס ההתכנסות
  

1
lim sup n

n
n

a
R 
  

                                                            
11

lim n

n
n

a

R a



 (במידה והגבול קיים) 

 
  תכונות חשובות:

שמוכלת ממש ב ) טור חזקות מתכנס במ"ש בכל קבוצה קומפקטית 1 0RD z  

המקיימת   כלומר בכל קבוצה קומפקטית     0RD z  
    לאנטגרל איבר איבר /) מהתכונה הקודמת ניתן להוכיח כי טור חזקות ניתן לגזור2

בתוך      0RD z  
 המרחק בין הנקודה סביבה הוא  –לרדיוס ההתכנסות יש גם משמעות גיאומטרית ) 3

  עד לנקודה הסינגולרית הקרובה ביותר (שאינה סליקה). 0zמפתחים     
 על נקודות סינגולריות נדבר בפרקים הבאים.    
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  מבחן וייארשטראס להתכנסות במידה שווה: 

נניח  כי לטור הפונקציות  nu z  קיימת סדרת מספרים ממשייםnM  

כך ש  n nu z M  לכלn  ולכלz U  ונניח כי הטורnM מתכנס  

אזי הטור  nu z  מתכנס במידה שווה בתחוםU.  

 

  משפט לורן: 

 כינניח  f z  1בטבעת אנליטית 0 2R z z R    

 -אז ל  f z  יש פיתוח לטור   0

n

nf z a z z




   

  כאשר המקדמים נתונים על ידי
 

 
 

0

1 21

0

1
              

2n n
z r

f
a d R r R

i z




  
 

  
 

  :ותהער
  
0z. את המסילה 1 r   ניתן להחליף בכל מסילה פשוטה סגורה  הנמצאת  

1טבעתב    0 2R z z R    0המקיפה את הנקודהz  
 

. הטור 2 0

n

na z z




 קבוצה קומפקטית המוכלת     -מתכנס במידה שווה בכל תת  

1 בטבעתממש      0 2R z z R  
  

  
  . הטבעתנובע שניתן לבצע אינטגרציה איבר איבר לטור לורן בתוך   2 . כתוצאה מ3

כלומר        0

n

nf z dz a z z dz
 





    לכל מסילה 1 בהמוכלת 0 2R z z R  .  

  

. ניתן גם לרשום 4     
1

0 0
0

n
n n

n n
n n

f z a z z a z z
 

 

       

הטור      
1

0

n
n

n
n

a z z




 0  נקרא החלק העיקרי והוא מתכנס ב 1z z R 
 

הטור      0
0

n
n

n
n

a z z




  0נקרא החלק האנליטי והוא מתכנס ב 2z z R 
  

  
  . ממשפט לורן נובע שבכל טבעת שבה הפונקציה אנליטית ניתן לפתח את הפונקציה  5
    

  לטור לורן. בטבעת שונות הפיתוח לרוב יהיה שונה.     
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  טורים מספריים

  שאלות

. בדקו את התכנסות הטור  )1
0

cos( )

2n
n

in


    

בדקו את התכנסות הטור   )2
0

sin( )

3n
n

n in


.  

בדקו את התכנסות הטור   )3
0

2

5

n

n

i



 
 
 

.  

בדקו את התכנסות הטור   )4
0

1

2 n
n i



 .  

2בדקו את התכנסות הטור   )5
0

1
n

n n i



 .  

 
 

  תשובות סופיות

 מתבדר  )1
 מתכנס  )2
 מתבדר )3
 מתבדר )4
 מתכנס )5
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  הדמר -קריטריון קושי 

  שאלות

.  מצאו רדיוס התכנסות עבור הטור )1
0

in n

n

e z



    

.  מצאו רדיוס התכנסות עבור הטור )2
0

n

n

z

in





 
 
 

    

.  מצאו רדיוס התכנסות עבור הטור )3
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  תשובות סופיות

1(  1R  
2(  R   
3( 3R  
  

  כללייםטורים 

  שאלות

.  מצאו תחום התכנסות עבור הטור )4
0

n

n

z





    

.  מצאו תחום התכנסות עבור הטור )5
 0 1

n

n
n

z

i



 
    

.  מצאו תחום התכנסות עבור הטור )6
 0

1

4 1
nn

n z



 
    

.  מצאו תחום התכנסות עבור הטור )7
0 0

2

4

n n

n n

z

z

 

 

      
   

     

.  תחום התכנסות עבור הטורמצאו  )8
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nz
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  תשובות סופיות

9( 1z  

10( 
1

2
z  

11( 
1

2
z  

12( 2 4z  

13(  Re 0z  
  

  טורי טיילור ומקלורן

  שאלות

  טור טיילור עבורמצאו  )1   sin 1f z z   0סביבz  ומצאו תחום התכנסות  

  טור טיילור עבורמצאו  )2  1
f z

z
  סביבz i וציינו את רדיוס ההתכנסות  

  טור טיילור עבורמצאו  )3  2

2

i
f z

i z


 
סביב   0 2z i    

0בתחום  02z z i z     

  

  פתחו את הפונקציה )4 
 3

1

1
f z

z



0לטור חזקות סביב   1z    

0בתחום  01z z z   
  

  תשובות סופיות

1(      
     

 
2 1 2
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1 1
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  מבחן וייארשטראס להתכנסות במידה שווה

  שאלות

  הוכיחו כי הטור )1
0

n

n

z



   מתכנס במ"ש ב  |U z z r    0כאשר 1r  

 הוכיחו כי הטור  )2
2

1

n

n

z

n




   מתכנס במ"ש ב  | 1U z z    

 הוכיחו כי הטור  )3
 2

1

1

1
n

n z



 
   מתכנס במ"ש ב  | 2U z z    

 הוכיחו כי הטור  )4
2

0 1

n

n
n

z

z



   ב  מתכנס במ"ש |U z z r    כאשר

0 1r  

 הוכיחו כי הטור   )5
1

z

n

n





  מתכנס במ"ש ב   | Re 2U z z    

(כאשר 
zn

  מוגדרת על ידי הענף הראשי של הלוג) 
  
  
  

  תשובות סופיות

 הוכחה )1
 הוכחה )2
 הוכחה )3
 הוכחה )4
 הוכחה )5
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  טורי לורן

  שאלות

0פתחו את הפונקציה לטור לורן סביב  )1 0z   בכל התחומים האפשריים  1

1
f z

z



. 

 

פתחו את הפונקציה  )2  1

1
2

f z
z




0לטור לורן סביב   0z   2בתחוםz   2ובתחוםz . 

פתחו את הפונקציה  )3     
1

1 3
f z

z z


 
0לטור לורן סביב   1z    בתחומים

0   הבאים: 1 2z  1-ו 2z  . 

 

פתחו את הפונקציה  )4    
1

2 3
f z

z z


 
0לטור לורן סביב   3z    בכל

   .התחומים האפשריים
 

פתחו את הפונקציה  )5     
1

1 3
f z

z z


 
0לטור לורן סביב   0z   1בתחום 3z . 

  .רמז: פירוק לשברים חלקיים
  

פתחו את הפונקציה  )6     
1

1 3
f z

z z


 
0לטור לורן סביב   0z  בתחום. 3z  

  .רמז: פירוק לשברים חלקיים
  

פתחו את הפונקציה  )7     
1

1 3
f z

z z


 
0לטור לורן סביב   0z   1בתחוםz . 

 

פתחו את הפונקציה  )8  2

1

1
f z

z



0לטור לורן סביב   0z   1בתחוםz   ומצאו

 .1aאת המקדם 

 

פתחו את הפונקציה  )9  2

1

1
f z

z



0zלטור לורן סביב   i  0בתחום 2z i   

  .1aומצאו את המקדם 

  

פתחו את הפונקציה  )10  2

1

1
f z

z



0zלטור לורן סביב   i  2בתחוםz i . 
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פתחו את הפונקציה  )11    1 4

z
f z

z z


 
0לטור לורן סביב   1z   כך שיתכנס

.בתחום המכיל את  5z  
  

פתחו את הפונקציה  )12  2

1

5 6
f z

z z


 
0לטור לורן סביב   0z   כך שיתכנס

1.בתחום המכיל את  3i 
  

1a נניח כי )13   ונגדיר את הפונקציה  a
f z

z a



 מספר ממשי) a(כאשר  

a פונקציה זו לטור לורן בטבעתפתחו א)  z  
 

 ב) הוכיחו את הזהות   
 

2

2
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cos
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ונניח כי  a תהי )14 f z  אנליטית בתחום \ a ונניח כי מתקיים 

   lim 0
z a

z a f z


   0.  הוכיחו כי לכלr   מתקיים   1

2 z a r

f z
f a dz
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n נסמן )15
na z




 פיתוח לטור לורן של   2

1z

z
f z

e



0 סביב  0z   

0  בתחום z r .  

  המקסימלי rא) מצאו מהו ה 

4nלכל  naב) מצאו את   
  הערה: תרגיל זה דורש ידע בסיווג של נקודות סינגולריות

 

3 חשבו את האינטגרל )16
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1
cos

z

z dz
z

 
 
   

תזכורת: מקדמי לורן נתונים ע"י הנוסחה 
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f z
a dz
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 חשבו את האינטגרל )17
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e dz

  

תזכורת: מקדמי לורן נתונים ע"י הנוסחה 
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a dz
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  תשובות סופיות
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  ב) הוכחה 
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