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  העתקות מתקדמות

  : העתקה קוªפורמית

 פוªקציה  :f z D  פורמיתªאם ורק אם היא שומרת זווית  תקרא קו

  ואורייªטציה.
  

  : משפט

  :f z D   ליטית שם וªפורמית אם ורק אם היא אªקו-  ' 0f z   לכלz D  

  
  : המישור המרוכב המורחב

ª סמן      המישור המרוכב המורחב  

  

 :העתקת מוביוס

פוªקציה מהצורה   az b
f z

cz d




 
0adתקרא העתקת מוביוס אם רק אם  bc    

  באופן כללי העתקות מוביוס אלו העתקות מהמישור המורחב לעצמו, כלומר:

   :f z   

0cאם    גדירª אז
d

f
c

   
 

וכמו כן    a
f

c
  

0cאם    גדירª אז f    

  

  תכוªות של העתקת מוביוס:

    ישרים (לאו דווקא בהתאמה)/ישרים למעגלים/) העתקת מוביוס מעבירה מעגלים1

  ªקודות בלבד כאשר בודקים לאן קו ישר או מעגל מועבר 3ולכן מספיק להסתכל על    

  ªקודות בלבד בעזרת היחס הכפול 3ע"י  באופן יחידªקבעת ) העתקת מוביס 2

  

2 3 2 31 1

3 2 1 3 2 1

w w z zw w z z

w w w w z z z z

  


   
  

  שקילות קוªפורמית:

A,תחומים  B   פורמית אם קיימת העתקהªייקראו שקולים קו:f A B 
  קוªפורמית חח"ע ועל.
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  שקילויות קוªפורמיות ידועות:

) העתקת אקספוªªט 1  zf z e פורמית בין הרצועה האופקיתªה שקילות קוªהי

  | ImA z z      והגזרה | 0  ,  iB z re r          

0כאשר  2    . 

 
  

) ההעתקה 2  z a
f z

z a





aכאשר   H  פורמית בין חצי המישורªה שקילות קוªהי

ודיסק היחידה הפתוח  Hהעליון  1 0D :הערה         .    |   Im 0H z z    
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) ההעתקה 3  nf z z  פורמית ביןªה שקילות קוªהגזרההי  

  |  0  ,  iA z re r           

  והגזרה

  |  0  ,  iB z re r n n           

 -ו  nכאשר   
2

0
n

   . 

  

 

) ההעתקה 4   1
Log z

n nf z z e   ף הראשי שלªהע)n z( פורמית ביןªה שקילות קוªהי

  הגזרה

  |  0  ,  iA z re r           

  והגזרה  

 |  0  ,  iB z re r
n n

          
 

  

 -ו  nכאשר         . 
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  קונפורמיותהעתקות 

  שאלות

הוכיחו כי ההעתקה  )1  1T z z   מעתיקה את התחום  |  1A z z     

.אל התחום    |  1 1B w w    

חשבו את  )2       6 , 6 , 6 , 6f f f i f i   כאשר  2
i

f z e z


    

 מהי המשמעות הגיאומטרית של ההעתקה?
 

מצאו את תמוªת מעגל היחידה תחת ההעתקה כאשר  )3  2f z z   

 מהי המשמעות הגיאומטרית של ההעתקה?
 

עתיקה את החצי המישור העליוןמצאו העתקה ליªיארית המ )4  | Im 0H z z    

המישור הימªי חצי אל   | Re 0rH z z  . 

 
מצאו העתקה ליªיארית המעתיקה את הרביע הראשון  )5    | Re z 0, Im 0z z   

אל הרביע השלישי     | Re z 0, Im 0z z  . 

 

מצאו את תמוªת הקבוצה  )6  |  2A z z    תחת ההעתקה  1
f z

z
. 

  

4מצאו את התמוªה של  )7  |  0
i

A z re r
 

   
 

תחת ההעתקה     2f z z. 

 

מצאו את התמוªה של  )8  |  0iA z e         ההעתקהתחת   1 1

2
f z z

z
   
 

. 

 
מצאו את התמוªה של  )9  |   , 0 1A z x iy y x         תחת.   zf z e 

  

מצאו את התמוªה של   )10 \ ,0C    תחת ההעתקה.  w Log z  

  

מצאו את התמוªה של   )11    |  1 \ , 0z z     תחת ההעתקה w Log z. 

 
מצאו את התמוªה של   )12  |  0 1  ,  0 1 z x iy x y        2תחת ההעתקהw z.  
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  תשובות סופיות

 הוכחה  )1
 מעלות ªגד כיוון השעון 90סיבוב של   )2
התמוªה היא   )3 2 0B  2והמשמעות הגיאומטרית היא מתיחה פי 

4(    2
i

f z e z



 

5(    if z e z 

6(  
1

|
2

    
 

 

7(    2 2  |  0
i

f A r e r



 

   
 

 החצי החיובי של הציר המדומה  

8(   1,1 

9(    |  1 ,iz re r e         

10(    |  ,x iy x y           

11(    |  0,x iy x y          

 
12(   
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  העתקות מוביוס

  שאלות

 :סעיפים 2-תרגיל זה מחולק ל )1
  הוכיחו כי הרכבת העתקות מוביוס היªה העתקה מוביוס,   .א

כלומר אם     az b
f z

cz d





 -ו    Az B

g z
Cz D





אז   f g z .גם העתקת מוביוס 

  

  :חשבו את כפל המטריצות  .ב

a b A B

c d C D

   
   

   
   

 להרכבת העתקות מוביוס?מה הקשר 
  

הוכיחו כי העתקת מוביוס  )2  az b
w f z

cz d


 


0adהיא פוªקציה קבועה כאשר   bc . 

 

מצאו את התמוªה של  )3  |  1D z z    תחת ההעתקה.   1

1

z
f z

z





   

  הדרכה: ªיתן להשתמש בעובדות הבאות:
  

 .מוביוס מעבירה קווים ישרים/מעגלים לקווים ישרים/מעגליםהעתקת   .א
 .מעגל איªו מכיל את ªקודת האיªסוף  .ב

  

מצאו את התמוªה של  )4   |  Im 0H z z     תחת ההעתקה  1

1

z
f z

z





. 

מצאו את התמוªה של  )5   |  Im 0H z z     תחת ההעתקה.   z i
f z

z i





 

מצאו את התמוªה של  )6  |  1D z z    תחת ההעתקה  z i
f z

z i





. 

מצאו את התמוªה של  )7   |  Im 0H z z     תחת ההעתקה  z a
f z

z a





   

.כאשר  a H   
  

חד ערכית ועל מהתחום - מצאו העתקה חד )8   | Re(z) 0, Im z 0 z      

אל עיגול היחידה    |  1 z z  (אין צורך להוכיח חח"ע ועל). 
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מצאו העתקה חח"ע ועל מהתחום  )9   | 1, Im z 0 z z      

אל עיגול היחידה    |  1 z z  (אין צורך להוכיח חח"ע ועל). 

 

מצאו העתקה חח"ע ועל מהתחום  )10    | 2 2 \  | 1 1 z z z z          

אל הרצועה האיªסופית    |    ,   0 1 z x iy x y       .  

  
  

 ביןחח"ע ועל קוªפורמית מצאו העתקה  )11   |  0 Im 1 A z z       

  והרביע הראשון.
  

  

|  ביןחח"ע ועל קוªפורמית מצאו העתקה  )12  0  ,   0  
4

iA z re r       
 

    

 -ו    |  0 Im 1 B z z     

 

|  ביןחח"ע ועל קוªפורמית מצאו העתקה  )13  0  ,   0  
4

iA z re r       
 

    

 -ו  0,1B D  

  
  

ª גדיר )14   |  Im 0 H z z       

1 בהיªתן זוג ªקודות 2,z z H  פורמיתªמצאו שקילות קו  f z  בין חצי

H  המישור העליון   כך ש לעצמו-  1 2f z z.  
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  תשובות סופיות

 הוכחה  )1
 הוכחה  )2
 חצי המישור השמאלי  )3
 חצי המישור העליון  )4

5(    |  1z z  

 חצי המישור השמאלי  )6

7(    |  1z z  

8(   
2

2

z i
T z

z i





 

 הרביע השªי  )9

10(  

   

   

     

4 3 2 1

1
log

2
1

22
2 3 4

    0 2

1
 ,   ,  

1

z

i

f z f f f f z

f z z e

z
f z f z e z f z z

z



 





   


  



  

 

  

 

11( 
   

   

2 1

1 2  ,  
2

z

f z f f z

f z z f z e




 


 

 

12( 
   

     

2 1

1 2

4
 ,  

f z f f z

f z Log z f z z




 


 

 

13(  
4

4

z i
f z

z i





 

 

14( 

   

     

1
2 1

12 2 2 1
2 2 1

2 1

   ,     ,   
1

f z f f z

z z z z z z z
f z f z f z

zz z z z







   
  

 


 

 
   


