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  אינטגרציה מרוכבת

 איªטגרל ממשי של פוªקציה מרוכבת:

 בהיªתן f z u iv  
 רציפה על הקטע ,a b גדירª      

b b b

a a a

f x dx u x dx i v x dx    

  
 מסילה במישור המרוכב

 מסילה במישור המרוכב זו פוªקציה רציפה : ,a b  .  

ªªיח כי  בקורס הזה אªו t  גזירה ברציפות למקוטעין וכי ' 0t  .חסומה  

  
 איªטגרל מרוכב של פוªקציה מרוכבת:

מסילה  בהיªתן : ,a b   
ופוªקציה  f z  רציפה על  גדירª 

      '
b

a

f z dz f t t dt


   

 )MLמשפט הערכה (

ªªיח כי  f z  רציפה על מסילה (חלקה למקוטעין) בעלת אורך סופי  

     max zf z dz f z Length


  

 גורסט -משפט קושי 

אם  f z  ליטית בתחום פשוטªקשר  -אD 
  אז לכל מסילה פשוטה וסגורה בתחום

מתקיים   0
C

f z dz   
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 ªוסחת האיªטגרל של קושי

ªªיח כי  f z  ליטית בתחוםªאD .  

aאזי לכל  D  ולכל מסילהC  המקיפה בתחום פשוטה, סגורה, חלקה למקוטעין

(במגמה חיובית) מתקיים  aאת    1

2 C

f z
f a dz

i z a


  

  
 ªוסחת האיªטגרל המוכללת של קושי

ªªיח כי  f z  ליטית בתחוםªאD .  

aאזי לכל  D לכל ,n  ולכל מסילהC  פשוטה, סגורה, חלקה למקוטעין בתחום

(במגמה חיובית) מתקיים  aהמקיפה את      
  1

!

2
n

n
C

f zn
f a dz

i z a 
  

  

 הגדרה - פוªקציה קדומה 

ה פוªקצי F z   ליטית בתחוםªא  תקרא קדומה של f z   

אם ורק אם    'F z f z  לכלz  

 

 משפט על קיום פוªקציה קדומה

לפוªקציה אªליטית  f z ום  בתח  יש קדומה בתחום  

אם ורק אם   0f z dz


   לכל מסילה סגורה .בתחום  

  

 משפט מוררה

תהי  f z  רציפה בתחוםU מסילה סגורה בתחום מתקיים  כך שלכל  0f z dz


  

אזי  f z  ליטית בתחוםªאU (ויש לה שם גם קדומה)  

 הערה: מוררה הוכיח כי מספיק להסתכל על מסילות מהצורה של משולש 
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 התכªסות במ"ש של סדרת פוªקציות הולומורפיות

 לא כולם לומדים ªושא זההערה: 

תחום ותהי  Uיהי  nf z  סת במ"שªקציות הולומורפיות בתחום המתכªסדרה של פו

לפוªקציה  f z על כל קבוצה קומפקטית בתחום, אזי f z.הולומורפית בתחום 

  

  על קיום לוגריתם אªליטימשפט 

 הערה: לא כולם לומדים ªושא זה

ªªיח כי  f z  ה מתאפסת בתחום פשוט קשרªליטית שאיªא.  

אז קיימת פוªקציה אªליטית  g z  ב  כך  ש   g zf z e  לכלz  
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  אינטגרל ממשי של פונקציה מרוכבת

  שאלות

חשבו את האיªטגרל  )1
1

2
inx imxe e dx







,  לכל,m n.  

 

המקיים , zלכל  )2 Re 0z , טגªרל פתרו את האי
0

zte dt


. 

  

  תשובות סופיות

1( 
1

0

n m

n m


 

 

2( 
1

z
 
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  אינטגרל מרוכב של פונקציה מרוכבת

  שאלות

חשבו את האיªטגרל  )1
1

n

z

z dz

,  כאשרn.  

 

חשבו את האיªטגרל  )2
2z
dz

z


,  כאשר 2 | 0iz e      .  

 

חשבו את האיªטגרל  )3 1z dz


,  כאשר 1 | 2iz e        .  

 

zeחשבו את האיªטגרל  )4 dz



  , כאשר מסילת קווים ישרים,  

:העוברת בªקודות  0 1 1 0i i     .  

 
חשבו את אורך המסילה  )5 1 2,z z   כאשר , 1 2,z z   היא מסילת הקו הישר

  .2z-ל 1zהמחברת בין 

 
חשבו את אורך המסילה  )6      sin 1 cos | 0 1t t t i t t       .  

 

 חשבו את האיªטגרל )7
1z

zdz

,  
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  תשובות סופיות

1( 
0 1

2 1

n

i n
 

  
 

2( 2 4i  
3( 0 
4( 4 4e  

5(    2 2

2 1 2 1x x y y   

6( 0.48 
7( 2 i  
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  )MLמשפט הערכה (

  שאלות

 :הוכיחו את אי השוויוªות הבאים

1( 
3

2

81
 

1 8C

z
dz

z




,  כאשר  3 ,  Re 0C z z  . 

2( 
2

3

1 6
 

1 8z

dz
z






 

3( 
2

8z

C

e dz ,  כאשרC ה מסילת הקו הישר מª2עד  0- הי 2i. 

4( 
 
2 2

 2
sin 2C

z
dz

z


 ,  כאשר Cקודה  ואהªהקטע הישר המתחיל ב

2
i


 

ומסתיים בªקודה 
2

i

. 
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  טמשפט קושי גורס

  שאלות

חשבו את האיªטגרל  )1

2
4

0

i

ze dz




 .  

 

הוכיחו כי  )2
1

4 4

4

1
2 cos 2 2 sin

8 82

i

dz i
z

          
   . 

 היªו העªף הראשי של פוªקציית השורש zכאשר 
  

  תשובות סופיות

1( 
 2 1

1
2

e i
 

 הוכחה )2
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  נוסחת האינטגרל של קושי

  שאלות

חשבו את האיªטגרל  )1
 

1

cos

z

z
dz

z
.  

 

חשבו את האיªטגרל  )2
2 1 2

z

z

e
dz

z  .  

 

חשבו את האיªטגרל  )3
 

 

2

2 1

sin

2z

z
dz

z z  .  

 

חשבו את האיªטגרל  )4
  1 2 3

z z

z

e e
dz

z z z






 .   

 

חשבו את האיªטגרל  )5
  1.5 1 2

z

z

e
dz

z z z  .   

 

חשבו את האיªטגרל  )6
 

   
sin

2 4

z
dz

z z z   ,עבור המסילה שבציור:  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 

חשבו את האיªטגרל  )7
  

22

2
2 1 3

z

z

z e
dz

z z z


 .  
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 וצע)(עקרון הממ )8
 תהי f z הולומורפית בתחום.D יח כיªª .0z D   

וכי הדיסק    0 0, |D z R z z z R     מוכל כולו בD הוכיחו כי .  

   
2

0 0

0

1

2
if z f z Re d


 


 

 
 

חשבו את האיªטגרל  )9
 0

1

2 sin 2
d




  

  

 הוכיחו כי )10 
2

2
2

0

22
cos

 2
n

n

n
d

n

  
 

  
 

 

 

2חשבו את האיªטגרל  )11 1C

z
dz

z   כאשר  | 2, Im 0C z z z     

  (ªגד כיוון השעון)
  

חשבו את האיªטגרל  )12
 

2

0

1

cos
dx

a b x



  0עבורa b  

 

חשבו את האיªטגרל  )13
1

1
3

z

z
Log

dz
z

  
   

 
 תהי )14 f z u iv   1הולומורפית בתחוםz   כך ש-    2 20 0u v 

0הוכיחו כי לכל  1r   מתקיים   
2 2

2 2

0 0

i iu re d v re d
 

     

  

 תהי )15 f z u iv   הולומורפית בתחום 1D z   0הוכיחו כי לכל 1r  

0ולכל  a r   מתקיים 

       
2 2Re

0
z r

z r r
f z dz i a f a f

z a a a




  
       

  
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  תשובות סופיות

1( 2 i 
2( 22 e i 

3( 
 2sin 2

2
2

i  

4( 
1

2
3

i  

5( 2i ei  

6( 
 sin 2

2

i
 

7( 
17 3

12 4

e
i    
 

 

 הוכחה )8

9( 
3

 

 הוכחה )10
11( i 

12( 
2 2

2

a b




 

13( 0 
 הוכחה )14
 הוכחה )15
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  נוסחת האינטגרל המוכללת של קושי

  תשאלו

חשבו את האיªטגרל  )1
 

 3
1

sin

z i

z
dz

z i  .  

 

חשבו את האיªטגרל  )2
 
3

1

cos

z

z
dz

z
.  

 

חשבו את האיªטגרל  )3
 

 2
4

cos

z

z
dz

z  .  

 

חשבו את האיªטגרל  )4
   2

1 1

sin
4

1 3z

z
dz

z z



 

 
 
 

 .  

 

חשבו את האיªטגרל  )5
3

1

2

sin
1

z

z
dz

z





 
  .  

 

חשבו את האיªטגרל  )6
   2

6

sin
4

1 3z

z
dz

z z





 
 
 

 .  

 

חשבו את האיªטגרל  )7
   2

5

1

2 4z

dz
z z  .  
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  תשובות סופיות

1( 
1

2
e

e

   
 

 

2( i 
3(  2 sini   

4( 
4

4 2
i

 
 

5( 22 i 

6( 
1 1

2 2 2 2 2 2

i     
 

 

7( 0  
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  פונקציות קדומות

  שאלות

 האם הפוªקציה )1  1
f z

z
 ליטית בתחוםªא. \ 0?האם יש לה קדומה שם ? 

 האם הפוªקציה )2    1
2   

n
n f z

z
  ליטית בתחוםªא. \ 0 האם יש לה ?

 קדומה שם?

 ההאם הפוªקצי )3  2

1

1
f z

z



.אªליטית בתחום  \ ,i i האם יש לה קדומה ?

 שם?

 האם הפוªקציה )4  2

1

1
f z

z



.אªליטית בתחום  \ ,i i האם יש לה קדומה ?

 שם?

 הוכיחו כי לפוªקציה )5   2 2

1
f z

z z 



.יש קדומה בתחום  D z   

 ªסמן )6
2

2

1

z
I dz

z


כאשר.  2, Im 0z z    בכיוון החיובי 

 ?א) האם לאיªטגרªד יש פוªקציה קדומה בתחום המכיל את 
  Iב) חשבו את 

 
ªª ,aיח כי )7 bרים מרוכבים בחצי המישור השמאלי, כלומר .מספ 

     Re 0 ,  Re 0        a b a b   

aהוכיחו כי  be e a b   

  
ªª יח כי )8   ,f z g z

 

פוªקציות שלמות המקיימות    2 2 1f z g z  

הוכיחו כי קיימת פוªקציה שלמה  h z  כך ש   cosf z h z   
 -ו     sing z h z    

  הערה: תרגיל זה רלווªטי רק למי שלמד את המשפט על קיום לוגריתם אªליטי        
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  תשובות סופיות

 הפוªקציה אªליטית אך אין לה קדומה בתחום )1
 הפוªקציה אªליטית ויש לה קדומה בתחום )2
 בתחום הפוªקציה אªליטית אך אין לה קדומה )3
 הפוªקציה אªליטית ויש לה קדומה בתחום )4
 הוכחה )5
2Iא) כן               ב)  )6 i 
 הוכחה )7
 הוכחה )8
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  משפט מוררה

  שאלות

 תהי )1 nf z קציהªסת במ"ש לפוªליטיות המתכªקציות אªסדרת פו. f z           

  . הוכיחו כי:Dבתחום פשוט קשר 

א)           f z  ליטית בתחוםªאD
  

ב)             lim ' 'nn
f z f z


  לכלz D  

  רההערה: תחום זה קבוצה פתוחה וקשי         
  
  

  התכנסות במ"ש של סדרת פונקציות הולומורפיות

  שאלות

0a יהי )1  קציהªהוכיחו כי  הפו .  2

0

a n z

n

f z e


  



  הולומורפית ב Re 0z  

0a יהי )2  קציהªהוכיחו כי  הפו . 
 0

1
z

n

f z
a n








 ורפית ב הולומ Re 1z  

כאן  za n  :מוגדרת באופן הבא   z z Log a na n e     ו-  Log z ף הראשיªהע  

פוªקציית זטא של רימן מוגדרת באופן הבא  )3 
1

1
z

n

z
n






 הראו כי היא .

הולומורפית בתחום  Re 1z . 

מוגדרת באופן הבא:  znכאן  z Log nzn e   ו-  Log z ף הראשיªהע  

 תהי )4 : 0,f    גדירª .רציפה וחסומה 

    
0

z xL f z f x e dx


  

ªתון כי   L f z  רציפה בתחום Re 0z .הוכיחו כי היא הולומורפית שם .  
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  תרגילים מסכמים

  שאלות

 הוכיחו כי )1 2 2

cos 2x be bx dx e


 



  0עבורb  

היעזרו בפוªקציה   2zf z e  1ובמסילה 2 3 4         כאשר  

 
 
 
 

1

2

3

4

|

| 0

| :

| : 0

z x R x R

z R iy y b

z x ib x R R

z R iy y b









    

    

    

    

 

 והראו כי   
2 4

lim lim 0
R R

f z dz f z dz
 

 
     
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 הוכיחו כי )2 2 2

4
cos cos

82 2
xe x dx

 




   
   ו -  2 2

4
sin sin

82 2
xe x dx

 




   
  

היעזרו בפוªקציה   22zf z e  1ובמסילה 2RC      כאשר  

  

 1

8
2

| 0

| 0
8

| : 0

i
R

i

z x x R

C z Re

z xe x R











   

     
 
 

   
 

 

 והראו כי lim 0
R

R
C

f z dz


   
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 הוכיחו כי )3
 2

2

sin x
dx

x






  

   הדרכה:

 

 א) הראו כי
 2 2

2 2

sin 1
Re

2

i xx e

x x

 
  

 
  

 הגדירו) ב 
2

2

1

2

i ze
f z

z


  והסבירו מדוע  0f z dz



  כאשר  

 
 
 
 

1

2

|

|

| 0

| : 0

i
R

i

z x x R

z x R x

C z Re

C z Re






 

 

 

 

   

     

   

  

 

 הוכיחו כי) ג lim 0
R

R
C

f z dz


  ו-   
0

lim
C

f z dz






   
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 חשבו את האיªטגרל  )4
 6

6

sin x
dx

x




               :תשובה סופית

5

88

5 2



 

 

  הוכיחו כי )5
    

2

2 3
2 20 3

1
2

cos

a
d

a b a b



 



 

  0  עבורa b  

 

תהי  )6 
   2 2

1 1

1 1
f z

az bz
 

 
 

a,כאשר         b  1קבועים המקיימים ,  1a b  .ים מאפסªשו   

ªªיח כי         3f z  1לכלz  .   הוכיחו כי
3

1
n na b

n
 


0nלכל   .  

  

 -רמז: התבוªªו ב          0nf  

 
  


