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  מרחבי מכפלה פנימית ומרחבים נורמיים

  : מרחב מכפלה פªימית

המתאימה ייקרא מרחב מכפלה פªימית אם משוייכת לו פוªקציה  Vמרחב וקטורי 

  לכול זוג וקטורים סקלר. 

u,זו ªקראת מכפלה פªימית ומסומªת כך  פוªקציה v  .  

 : יא תקיים את התכוªות הבאותשהאªו דורשים 

u,לכל  v V  ו-  סקלר  

)1 (, , ,u w v u v w v     ו -   , ,u v u v         (אריות ברכיב השמאליªלי)

)2 (, ,u v v u   

)3(  , 0u u    

       , 0    0u u u    

  

  :מרחב ªורמי

ל וקטור ם משוייכת לו פוªקציה המתאימה לכייקרא מרחב ªורמי א Vמרחב וקטורי 

  את התכוªות הבאות: תקייםהיא שלילי. אªו דורשים ש –מספר ממשי אי 

uלכל  V  ו-  סקלר  

)1 (0u  (אי שליליות)  

           0     0u u  (ורמה שלו היא אפס זה וקטור האפסªהוקטור היחיד שה)  

)2 (v u  (יתן להוציא סקלר החוצה עם ערך מוחלטª)  

)3(  u v u v   ש)(אי שיוויון המשול  

  

  הערות:

u,  מגדירים כאשר פלה פªימית הוא גם מרחב ªורמיא) כל מרחב מכ u u 

  וזו ªקראת הªורמה המושרית מן המכפלה הפªימית. כלומר, בהיªתן מכפלה      

  פªימית תמיד ªיתן לייצר ªורמה.     

   ªuורמה  ב)  לא כל מרחב ªורמי הוא גם מרחב מכפלה פªימית. כלומר, בהיªתן

u,לא תמיד קיימת מכפלה פªימית       v  כך שמתקיים הקשר,u u u  

במרחב. uלכל וקטור      
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  מרחבים ªפוצים

1 ( 2 ,PCL a b - קציות הרציפומרחב כªת למקוטעין בקטע ל הפו ,a b   עם המכפלה

, הפªימית ( ) ( )
b

a

f g f x g x dx .   ורמהמכפלה זו משרה אתªה  
2

( )
b

a

f f x dx      

  

2  ( 1 ,PCL a b - קציות הרציפות למקוטעין בקטע מרחב כªל הפו ,a b ורמהªעם ה 

( )
b

a

f f x dx 
  

    

3  ( 2 ,PCL   - קציות הרציפות למקוטעין בקטע מרחב כªל הפו , 

2 המקיימות 
( )f x dx





 ימיתהמכפלה והªהיא  פ, ( ) ( )f g f x g x dx




   

2   משרה את הªורמה מכפלה זו
( )f f x dx





       

  

1pלכל   )4    המרחב ,p
PCL    קציות הרציפות למקוטעין כ הוא מרחבªל הפו

בקטע  ,  
) המקיימות  )

p
f x dx





 ורמהªעם ה 

1

( )
p

p

p
f f x dx





 
  
 
  

שימו לב שהסימון  ,p
PCL   :מכיל את רוב המידע על המרחב  

  

  

  

  

  

  

5  ( 1 ,PCL   - קציות הרציפות למקוטעין בקטע מרחב כªל הפו ,       

) המקיימות       )f x dx




  ורמהª ובמרחב זה מוגדרת  ( )f f x dx




 
  

 

 ,p
PCL  

 באיªטגרל המופיע בהגדרת הªורמהתחום האיªטגרציה 

 שמופיע בהגדרת הªורמה pהמספר 

 וטעיןהפוªקציות במרחב רציפות למק

Piecewise Continuous)( 
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6  ( 1  - סופית מרחב כªל הסדרות האי  0n n
x




nxכך ש     ומתקיים

0
n

n

x




 
  

   
במרחב זה מוגדרת ªורמה  

0
n n

n

x x





  

 

7  ( 2  - סופית ל הסדרות האמרחב כªי  0n n
x




nxכך ש      

2ומתקיים       

0
n

n

x




 ימית . בªמרחב זה מוגדרת מכפלה פ
0

,n n n n
n

x y x y




         

 :מכפלה פªימית זו משרה את הªורמה      
2

0
n n

n

x x




 
  

  

 שאלות

מרחב כל הפוªקציות הרציפות למקוטעין בקטע  Vיהי  )1 ,a b 

הוכיחו כי הביטוי  
b

a

f f x dx  .ורמה במרחב זהª מהווה  

  

מרחב כל הפוªקציות הרציפות בקטע  Vיהי  )2 ,a b 

טוי הוכיחו כי הבי   ,max a bf f x .ורמה במרחב זהª מהווה  

  

יהי  )3 2V R x   ה/שווה מªומים ממעלה קטª2המרחב הוקטורי של כול הפולי  

)מעל הממשיים. לכול שªי פוליªומים  ), ( )p x q x  בV גדירª:  

( ), ( ) ( 1) ( 1) (0) (0) (1) (1)p x q x p q p q p q      

,הוכיחו כי   .ימיתªה מכפלה פªהי  

  

ªגדיר  )4 1 1,1V C   קציות הגזירות ברציפות בקטעªמרחב הפו) 1,1  ( 

ªגדיר ו       
1 1

1 1

( ), ( ) ( ) ( ) '( ) '( )f x g x f x g x dx f x g x dx
 

    

,הוכיחו כי   .ימיתªה מכפלה פªהי  
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f, ולכל Eהוכיחו כי בכול מרחב מכפלה פªימית  )5 g E :מתקיים 

,       א)  , ,u E u f g u f u g      

ב)  2 21
Re ,

4
f g f g f g     

ג)  2 21
Im ,

4
f g f ig f ig     

ד)  2 2 2 2
2f g f g f g       יון המקבילית)(שיוו  

  

wמרחב מכפלה פªימית. ªסמן  Vיהי  )6 u v 
 

  וקטורים במרחב.

,הוכיחו כי אם   0u v    אז
2 2 2

w u v   

 

)להיות מרחב הפוªקציות  ªVגדיר את המרחב  )7 )f x  הממשיות הגזירות

ברציפות פעמיים בקטע  ,a b 
)''(כלומר  )f x  רציפה ב ,a b .(  

,בדקו האם  ''( ) ''( )
b

a

f g f x g x dx  .ימית במרחב זהªמהווה מכפלה פ  

  

)להיות מרחב של פוªקציות  ªVגדיר את המרחב  )8 )f x  ממשיות וגזירות

ברציפות בקטע  1,1 
)'(כלומר הªגזרת  )f x  רציפה בקטע 1,1 (  

)כך ש  1) 0f   .  גדירª
1

1

, '( ) '( )f g f x g x dx


  .  

f,הוכיחו כי  g  ימית במרחבªמהווה מכפלה פV. 

 

מרחב הפוªקציות הרציפות המרוכבות בקטע  Vיהי  )9 ,a b   

הוכיחו כי    ,( ) max ( )
b

a b
a

f f x dx f x   ורמה במרחבª מהווהV.  

 

 תשובות סופיות

  זו איªה מכפלה פªימית )7
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  התכנסויות של פונקציות במרחבים נורמיים

ראשית ªזכיר מספר מושגים מחדו"א כגון התכªסות ªקודתית והתכªסות במידה 

  שווה. לאחר מכן, ªגדיר התכªסות חדשה הªקראת התכªסות בªורמה.

  

  : התכªסות ªקודתית

)אם  )nf x  קציות המוגדרות בתחוםªסדרת פוI סתªאמר כי סדרה זו מתכª ,

xאם לכול  I-ב ªקודתית  I  הגבולlim ( )nn
f x


  .קיים וסופי 

)ªסמן אם זה אכן מתקיים  ) lim ( )nn
f x f x


 קציה הªגבולית.הפו  

 

  : התכªסות במידה שווה

)אם  )nf x  קציות המוגדרות בתחוםªסדרת פוI סת במידהªאמר כי סדרה זו מתכª ,

sup  ורק אם אם Iשווה בתחום  ( ) ( ) 0n
x I nf x f x 
  .  

  ªיתן להגדיר התכªסות במ"ש באופן הבאבאופן שקול  הערה:

( )nf x  סת במ"ש לªמתכ( )f x חום בתI אם רק אם  

0לכל     0קייםN   0כך שלכלn N  ולכלx I  מתקיים( ) ( )nf x f x    

 

  : משפט

)אם  )nf x  קציות רציפות בתחוםªסדרת פוI  סת במ"ש בתחוםªהמתכI אז 

) הפוªקציה הגבולית )f x  רציפה בתחוםI.  

   :1הערה 

  / לא רציפה  סדרת פוªקציות לא רציפות יכולה להתכªס במ"ש לפוªקציה רציפה

   :2הערה 

  סדרת פוªקציות רציפות יכולה להתכªס ªקודתית ולא במ"ש, אל פוªקציה רציפה.

  

  : התכªסות בªורמה

ªnvאמר כי הסדרה  .מרחב ªורמי V יהי V  ורמה  אלªסת בªמתכv V 

0n    רק אם אם 
n V
v v   (כלומר ההפרש הªורמי שואף לאפס)  

  

nאם  משפט:
n V
v   אזnv ורמהªסת בªה מתכªאי  
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  מה גורר מה? –התכªסויות 

דובר על קטע סופי אם מ ,a b:  

 אז התכªסות בªורמה ,pL a b  ורמהªסות בªגורר התכ ,qL a b  1כאשרp q   

ªורמת  ªזכיר כי( ,pL a b  מוגדרת כך-  
1

b pp

p
a

f f x dx
 

  
 
(

  

בקטעªורמת איªסוף)  לעתים ªקראת גם כªסות במ"ש (בפרט, הת ,a b  גוררת

התכªסות בªורמה  2 ,L a b  ורמהªסות בªשגוררת התכ 1 ,L a b.  

זה כמובן עובד בכיוון של שלילה, אם אין התכªסות בªורמה  1 ,L a b  אז בהכרח אין

בªורמה  התכªסות 2 ,L a b,  ורמהªסות בªואם אין התכ 2 ,L a b  אז בהכרח אין

בקטע  התכªסות במידה שווה ,a b. 

 : הגרירות הª"ל תקפות בקטע סופי בלבד ואיªן תקפות בתחום איªסופי.שימו לב

  

  של וייארשטראס:M -מבחן ה

ר הפוªקציות ªתבוªן בטו
1

( )n
n

u x



 אם קיימת סדרת מספרים .nM כך שמתקיים  

)א.  )n nu x M לכל  n  ולכלx I
  

ב. 
1

n
n

M




   (סªכלומר מתכ)
  

אזי הטור 
1

( )n
n

u x



  ס במידה שווהªב מתכ- I.  
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 שאלות

א) הוכיחו כי לכול  )1 ,f C a b  מתקיים 2 ,
( )

x

L a b
a

f t dt x a f    

ת: תזכור         2

2

,
( )

b

L a b
a

f f t dt    ו-    2 ,
, ( ) ( )

b

L a b
a

f g f t g t dt   

nfי אם ב) הוכיחו כ     f ורמªתב  2 ,L a b  במרחב ,C a b   

nfאזי גם          f  ורמהªב 1 ,L a b .  :תזכורת 1 ,
( )

b

L a b
a

f f t dt     

  לא, תªו דוגמה ªגדית. ג) האם ההיפך ªכון? אם כן, הוכיחו. אם     

  

 

  מרחב ªורמי. Vיהי  )2

u,הוכיחו כי לכול  א)  v V  מתקייםu uv v    

  המשולש ההפוך)זה ªקרא אי שיוויון (אי שיוויון      

nהוכיחו כי אם   ב)
nf f  ורמה שלªבV  אזי n

nf f.  

  

  

  ªתוªה סדרת הפוªקציות הבאה )3

1
                     0

1 2
( ) 2          

2
0                             

n

n n x x
n

f x n n n x x
n n

x
n

   

    

 

    

)א) האם  )nf x  קודתית בª סתªמתכ 0,10 ?  

)ב) האם  )nf x  סת במידה שווה בªמתכ 0,10 ?  

)ג) האם  )nf x  סת בªמתכ 1 0,10L?  

)ד) האם  )nf x  סת בªמתכ 2 0,10L?
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)ªתוªה סדרת פוªקציות  )4 ) (1 ) n
nf x n x x   

)א) האם   )nf x קª סתªודתית ב מתכ 0,1 ? .קציה הגבוליתªאם כן, מצאו את הפו  

)ב) האם   )nf x  סת במידה שווה בªמתכ 0,1 ?  

)ג) האם   )nf x  ורמתªסת בªמתכ 1 0,1L ?  

)) האם ד  )nf x  ורמתªסת בªמתכ 2 0,1L ?  

  

  

  סדרת פוªקציות   ªתוªה )5

1
1          ,

( )

0              
n

x n n
f x n

else

       


  

)א) האם   )nf x ?קודתית על הישר הממשיª סתªמתכ  

)ב) האם   )nf x ?סת במידה שווה על הישר הממשיªמתכ  

)ג) האם   )nf x  ורמתªסת בªמתכ 1 ,L   ?  

)ד) האם   )nf x  ורמתªסת בªמתכ 2 ,L   ?  

  

  

מרחב וקטורי של פוªקציות  Vיהי  )6 : ,f a b   
גזירות שם למעט מספר , רציפות

  .כאשר הªגזרת רציפה למקוטעין של ªקודות,סופי 

,היא    פªימיתהמכפלה הו ( ) ( ) '( ) '( )
b

a

f g f a g a f x g x dx    

א) לכול  0 ,x a b  קציהªגדיר את הפוª    
0

0

0 0

1              
( )

1            x

x a a x x
g x

x a x x b

   
     

  

fהוכיחו כי לכול     V   מתקיים 
0 0( ), ( )xf x g x f x

  

  

fהוכיחו כי לכול  ב) V   ולכול 0 ,x a b  0מתקיים( ) 1f x b a f     
  

nfג) ªªיח כי  V  ורמתªסת בªקציות המתכªסדרת פוV   אלf V  

  ות היא במידה שווה.הוכיחו כי ההתכªס   
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ª     גדיר את סדרת הפוªקציות )7 
1

1
( ) 1 ( ) ( )n n nf x x x n x

n
 


      
 

 

2כאשר      2

1 1
1            ,

( )

0                   
n

x n n
x n n

else


        


 

)עבורם סדרת הפוªקציות  מהם ערכי הפרמטר   )א )nf x  קודתיתª סתªמתכ 

ב  1, 
  רה מתכªסת ªקודתית, מהי הפוªקציה הגבולית?אם הסד ?

)עבורם סדרת הפוªקציות  מהם ערכי הפרמטר   )ב )nf x  סת במידה שווהªמתכ

ב  1,? 

)עבורם סדרת הפוªקציות  מהם ערכי הפרמטר   )ג )nf x  ורמתªב 1 1,L ? 

  

 

           ªגדיר את סדרת הפוªקציות )8
2 2 ,2

1

1
( ) ( )k k

n

n k
k

f x x
k

  

   

   כאשר      
 

,

1       ,
( )

0          
a b

x a b
x

else


  


  

)האם סדרת הפוªקציות   )א )nf x  ורמתªסת בªמתכ 1 ,L  ? 

)ות האם סדרת הפוªקצי  )ב )nf x  ורמתªסת בªמתכ 2 ,L  ? 

  

ªגדיר את סדרת הפוªקציות הבאה במרחב  )9 2 ,L  :    
1

1
( ) sin

n

n
k

f x kx
k

    

)האם סדרת הפוªקציות   )א )nf x  ורמתªסת בªמתכ 2 ,L   קציה כולשהי?לפªו 

)האם סדרת הפוªקציות   )ב )nf x  סת במידה שווה בקטעªמתכ , ? 

ªגדיר  כעת   
0

( ) ( )
x

n nh x f t dt .   

)האם   )ג )nh x  סת במידה שווה בקטעªמתכ , ? 

)האם   )ד )nh x  ורמתªסת בªמתכ 2 ,L  ? 
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  תשובות סופיות

  ג) ההיפך איªו ªכון. ראו דוגמא ªגדית בסרטון. ) 1

 

  א) כן    ב) לא    ג) כן    ד) לא )3

  

  א) כן והפוªקציה הגבולית היא פוªקציית האפס )4

  ב) לא    ג) כן    ד) כן     

  

  ן    ד) כןא) כן    ב) לא    ג) כ )5

  

א) כל  )7     (0ב      ג) אין כזה     

  

 א) לא   ב) כן )8

  

  א) לא    ב) לא    ג) כן    ד) כן )9
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  מערכות אורתונורמליות

  אלגברה ליªיארית.הקורס מההגדרה של מערכת אותוªורמלית תהיה מוכרת 

מערכות סופיות, אªו ªתעסק לרוב אך בעוד בקורס אלגברה ליªארית מתעסקים עם 

  עם מערכות איªסופיות.

  

  : מערכת אורתוªורמלית

קבוצת וקטורים איªסופית  .מרחב מכפלה פªימית V יהי  1n n
v




   

   רמלית אם מתקייםתקרא מערכת אורתוªו
1    

,
0    m n

m n
v v

else


 


m,לכל   n
 

  

  משפט פיתגורס המוכלל: 

מרחב מכפלה פªימית,   Vאם   1

N

n n
v


  סופית מערכת אורתוªורמלית 

אזי 
2

2

1 1

, ,
N N

n n n
n n

f v v f v
 

  

  

מרחב מכפלה פªימית,   V: אם אי שיוויון בסל  1n n
v




 מערכת אורתוªורמלית,  

fאזי לכול  V מתקיים
2 2

1

, n
n

f v f




 

  

  : הערות

) חשוב שהמערכת 1  1k k
v




  ת לא מספיק.תהיה מªורמלת, כלומר אורתוגוªלי 

limלבג: -מקבלים את רימן )2 , 0k
k

f v


 ) ס שואף לאפס)כיªאיבר כללי של טור מתכ  

  ) במקרה של שיוויון, זה ªקרא שיוויון פרסבל 3
2 2

1

, n
n

f v f





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 שאלות

ªתבוªן במערכת  )1 
1

( )n n
x 


)כאשר   ) cos( )n x nx   במרחב 2 ,L    

 עם המכפלה הפªימית    
1

, ( ) ( )f g f x g x dx


 

  .  

הוכיחו כי המערכת     
1

( )n n
x 


  היªה מערכת אורתוªורמלית. 

  

ªתבוªן במערכת  )2 
1

( )n n
x 


)כאשר   ) cos( )n x nx   במרחב 2 ,L    

 ם המכפלה הפªימיתע    
1

, ( ) ( )f g f x g x dx


 

  .  

הוכיחו כי המערכת      
1

( )n n
x 


 היªה מערכת אורתוªורמלית . 

  

ותהי  Vיהי מרחב מכפלה פªימית  )3 
0

( )n n
x 


  מערכת של פוליªומים  

)כך ש     )n x ום ממעלהªו פוליªהי n יח כי לכולªª .,n m  טבעיים כך שm n  

) מתקיים    ), 0m
n x x  הוכיחו כי המערכת . 

0
( )n n
x 


  .V -ב  אורתוגוªלית 

  

e,מרחב כול הפוªקציות הרציפות למקוטעין בקטע   Vי יה )4 e    

    עם המכפלה הפªימית   
1

, ( ) ( )
e

e

f g f x g x dx
x





   

ªגדיר     ( ) sin ln( )n x n x   .  

הוכיחו כי המערכת     
0

( )n n
x 


  .V -ב אורתוגוªלית  
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ªª יח כי המערכת )5 
0

( )n n
x 


 היªה מערכת אורתוªורמלית סגורה  

במרחב  2 ,L a b ימיתªעם המכפלה הפ
1

, ( ) ( )
b

a

f g f x g x dx  .  

0cיהיו    וd .ממשי כולשהו  

הוכיחו כי המערכת     
0

( )n n
x 


כאשר   ( )n nx c c x d       

2במרחב  היªה מערכת אורתוªורמלית סגורה    ,
a d b d

L
c c

  
  

   

עם המכפלה הפªימית    
2

, ( ) ( )

b d

c

a d

c

f g f x g x dx





 .  

  

מרחב מכפלה פªימית. ותהי  Vיהי  )6  1

N

n n
e

 
  מערכת אורתוªורמלית סופית.

vהוכיחו כי לכול   V   מתקיים
2

2

1 1

, ,
N N

n n n
n n

v e e v e
 

  

  

  

  

  )פוליªומי צ'בישב( )7

מרחב כול הפוªקציות המרוכבות הרציפות למקוטעין על הקטע  Kיהי     1,1  

מכפלה פªימית:              Kוªגדיר ב    
1

2
1

1
, ( ) ( )

1
f g f x g x dx

x

 


  

הוכיחו כי אוסף הפוªקציות     
0

( )n n
T x




כאשר   ( ) cos arccosnT x n x         

  Kהיªה מערכת אורתוגוªלית ב  (הªקראת גם פוליªומי צ'בישב)   

כך ש המערכת  nומצאו קבועים     
0

( )n n n
T x 


  היא מערכת אורתוªורמלית. 
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  )פוליªומי הרמיט( )8

    מרחב כול הפוªקציות המרוכבות המוגדרות על הישר הממשי שהן  Kיהי        

קוטעין  ומקיימות את התªאי  רציפות למ  
22

( ) xf x e dx






    .  

מכפלה פªימית   ªKגדיר על   
2

, ( ) ( ) xf g f x g x e dx






 .  

הוכיחו כי פוליªומי הרמיט, המוגדרים על ידי     2 2

( ) 1
n

n x x
n n

d
H x e e

dx
         

  ומצאו להם קבועי ªרמול. K -  מהווים מערכת אורתוגוªלית ב (ªוסחת רודריגז)  

  הדרכה:

k שלכלהראו תחילה כי מספיק להוכיח  n  מתקייםטבעיים   , 0k
nH x .  

ªיתן להיעזר בעובדה כי 
2xe dx 






.  

  

  )פוליªומי לג'ªדר( )9

ל הפוªקציות המרוכבות הרציפות למקוטעין על הקטע מרחב כ Kיהי  1,1  

מכפלה פªימית:              Kוªגדיר ב 
1

1

, ( ) ( ) f g f x g x dx


   

 וליªומי לג'ªדר, הªתוªים על ידי הוכיחו כי פ 21
( ) 1

2 !

n
n

n n n

d
P x x

n dx
    

  

  גז)(ªוסחת רודרי

וכי  Kמהווים מערכת אורתוגוªלית ב 
2

,
2 1n nP P
n




  טבעי. nלכול  

k לכלרמז: הראו תחילה כי מספיק להוכיח ש n  מתקיים טבעיים, 0k
nP x   
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  )פוליªומי לגר( )10
מרחב כול הפוªקציות המרוכבות המוגדרות על הישר הממשי שהן רציפות  Kהי י

למקוטעין  ומקיימות את התªאי  
2

0

( ) xf x e dx


    . 

מכפלה פªימית   ªKגדיר על 
0

, ( ) ( ) xf g f x g x e dx


 .  

גדרים על ידי הªוסחה הוכיחו כי פוליªומי לגר, המו
1

( )
!

n
x n x

n n

d
L x e x e

n dx
    

  . Kמהווים מערכת אורתוªורמלית במרחב  (ªוסחת רודריגז)

k לכלרמז: הראו תחילה כי מספיק להוכיח ש n  מתקיים טבעיים, 0k
nL x   

 ªיתן להיעזר בªוסחה
0

!n xx e dx n


       
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  משפט קירוב מיטבי

  
  

  בבעיה הבאה: ªדוןבªושא זה 

Wותת מרחב  ªªVיח ויש לªו מרחב ªורמי  V תן איברªבהי .f V  רצה למצואª

WPשר ªסמן אותו לרוב ב (א Wאת האיבר ב  f או*u(  הקרוב ביותר ל- f . 

  יש לªו את המושגים והמשפטים הבאים:לשם כך, 

  

 : קירוב מיטבי

f מרחב ªורמי , Vאם  V  ,W V  אמר כיª ,תת מרחב*u W  ו הקירובªהי

wאם ורק אם לכל  Wביחס ל  fהמיטבי של  W  מתקיים*u f w f  . 

 

  : משפט קירוב מיטבי

f מרחב מכפלה פªימית , Vאם  V  ,W V אז, תת מרחב *u W   ו הקירובªהי

uאם ורק אם לכל וקטור  Wביחס ל  fהמיטבי של  W   מתקיים* , 0f u w .  
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  : ªוסחת קירוב מיטבי

f מרחב מכפלה פªימית  Vאם  V ,W V  יח כי קיימתתת מרחבªªמערכת   ו

 אורתוªורמלית סופית  1

N

k k
e


  -כך ש    1, ..., NW span e e   

ª      תון על ידי Wביחס ל  fאזי הקירוב המיטבי של   *
1

,
N

W k k
k

u P f f e e


   

 

   הערות:

 ת, כלומר אורתוגוªלית לא מספיק טוב.יש לשים לב שהמערכת אורתוªורמלי) 1

  שמידט.- ית כזו ªיתן להיעזר בתהליך גרם) כדי למצוא מערכת אורתוªורמל2

  , כלומר המערכת   ממימד סופי W) הªוסחה תקפה רק עבור תת מרחב 3

  האורתוªורמלית חייבת להיות מורכבת ממספר סופי של איברים.    

  

  : שמידט- תהליך גרם

רכת וקטורים  מעומרחב מכפלה פªימית  V בהיªתן 1 , ..., Nv v 

ªיתן להפוך אותה למערכת אורתוªורמלית  1 , ..., Ne e על ידי התהליך הבא  

1
1

1

1 1
1

1

1 1
1

,

,

n

n n k k
k

n n

n n k k
k

v
e

v

v v e e
e

v v e e

 




 












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 שאלות

  מצאו את ªקודות המיªימום של הפוªקציה )1

   21
, , ( ) cos( ) cos(10 )F f x x x dx





     
 

      

כאשר   )א 2( ) cosf x x 

)3כאשר   )ב )f x x 

)כאשר   )ג ) sin( )f x x 

 

במרחב  )2 ,C   ימיתªגדיר את המכפלה הפª  1
, ( ) ( )f g f x g x dx



 

   

ªגדיר תת מרחב  1,sin( ),cos( ),W span x x x  קציהªופו( )f x x.  

gמצאו פוªקציה  W  כך שf g .ימליªמי 

הערה: שימו לב שהמערכת  1,sin( ), cos( ),x x x הªªורמלית. איªאורתו  

  
 

ªתבוªן במרחב   )3 1,1C   מעל. 

הוכיחו כי א) 
1

1

, ( 1) ( 1) '( ) '( )f g f g f x g x dx


      ימיתמהווה מכפלהªפ. 

,מצאו את כול הערכים של ב)        ,     הבא יהיה מזעריכך שהביטוי  

1
22 2

1

1 3 2x x dx    


       

  
  

ªתבוªן במרחב   )4 1,1C   מעל. 

הוכיחו כי א) 
1 1

1 1

, ( ) ( ) '( ) '( )f g f x g x dx f x g x dx
 

    ימיתªמהווה מכפלה פ  

,מצאו את כול הערכים של  ב) ,     הבא יהיה מזעריכך שהביטוי  

1 1
2 23 2 2

1 1

3 2x x x dx x x dx    
 

       
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 קבוצת הפוªקציות הרציפות על הישר הממשי המקיימות  Vתהי    )5

22
( ) xf x e dx






  

ם הפעולות הרגילות של חיבור פוªקציות וכפל פוªקציה ע Vהוכיחו כי   )א

בסקלר, מהווה מרחב מכפלה פªימית כאשר 
2

, ( ) ( ) xf g f x g x e dx






 . 

 .Vהוכיחו כי כול הפוליªומים שייכים ל   )ב

לכול  2על מרחב הפוליªומים מדרגה  3xמצאו את הקירוב המיטבי של   )ג

 היותר.

 הערה: ªיתן להשתמש באיªטגרלים הבאים 

     
2 2 22 4 3

                                  
2 4

x x xe dx x e dx x e dx
 

  
  

  

      

  

מרחב וקטורי של פוªקציות ממשיות ורציפות למקוטעין על  Lיהי  )6 1,  

המקיימות    
2

1

( )x f x dx


   .  

מוגדרת המכפלה הפªימית  Lבמרחב    
1

, ( ) ( )f g f x g x xdx


   

ª3גדיר     5

2 2

1 1
,W span

x x

    
  

W. מצאו את ההיטל האורתוגוªלי  x

x
P

e

 
 
   

  
  

 תהי )7 1,1f C קציה אי זוגיתªהוכיחו כי לכול פו .   1,1g C 
 

 

  מתקיים       
1 1

2 2

1 1

1
( ) ( ) ( ) ( )

4
f x f x dx f x g x dx

 

      
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  תשובות סופיות

א)    )1
1

, 0
2

     

0ב)        

0ג)       
 

2(       4
cos

2
g x x




  

 א)   הוכחה )3

, 0ב)     1 ,  0     

4( 
9

0 ,   ,  0
10

     

 א)   הוכחה )5

 ב)   הוכחה

ג)   
3

2
x

 

6(  
3 5

2 2
28 36

W x

x
P x x

e ee

     
 

 

 הוכחה )7
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  מערכת אותונורמלית סגורה

מרחב מכפלה פªימית,   V: יהי משפט השקילויות  1n n
v




  מערכת אורתוªורמלית  

f ותהי  V   , אזי הטעªות הבאות שקולות:  

1( 
2 2

1

, n
n

f v f




 (שיוויון פרסבל) 

2( 
1

 , k k
k

f f v v




   משמעות השיוויון היא)
1

lim  , 0
N

k k
N

k

f f v v




 ( 

3(  
1

 k k
f span v




 באה)(ראו את ההגדרה ה  

 -מרחב מכפלה פªימית ו  V: אם סגור-ספאן  1k k
v




מערכת אורתוªורמלית  

אזי הקבוצה  איªסופית  
1k k

span v



vל הוקטורים היא קבוצת כ  V  הªבעלי התכו

0  הבאה: לכל   ארי סופיªקיים צירוף לי
1

m

k k
k

c v

  כך שמתקיים

1

m

k k
k

v c v 


 
  

  

אזי קבוצת וקטורים מרחב מכפלה פªימית , V: אם מערכת אורתוªורמלית סגורה

  1n n
v




הטעªות במשפט השקילויות אורתוªורמלית סגורה אם  תקרא מערכת 

  במרחב.  מתקיימות לכל וקטור

ªוכל להגיד כי למשל,   1n n
v




רק אם מתקיים  אורתוªורמלית סגורה אםמערכת  היא 

  שיוויון פרסבל לכל וקטור במרחב.

  

מרחב מכפלה פªימית ו V: אם שיוויון פרסבל מוכלל  1k k
v




מערכת אורתוªורמלית  

u,זי לכול  סגורה א v V   מתקיים
1

, , ,k k
k

u v u e v e





  

 

ל סדרת כ ªורמי ייקרא מרחב שלם אם ורק אם/מכפלה פªימית : מרחבמרחב שלם

  מתכªסת לאיבר במרחב.במרחב קושי 

  

  : מרחב מכפלה פªימית שלם מרחב הילברט

 : מרחב ªורמי שלם מרחב בªך
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  : מערכת אורתוªורמלית שלמה

אזי קבוצת וקטורים  מרחב מכפלה פªימית , Vאם   1k k
e




 תקרא מערכת 

   היא אורתוªורמלית אורתוªורמלית שלמה אם

vהוקטור היחיד ו V  המקיים, 0kv e   לכלk 0 אהוv   כלומר הוקטור היחיד)

  במרחב המאוªך לכל וקטורי המערכת הוא וקטור האפס)

  :הערות

                ערכת אורתוªורמלית שלמהל מערכת אורתוªורמלית סגורה היא גם מ) כ1 

  (אך ההפך לא בהכרח ªכון)    

   אורתוªורמלית היא סגורה , מערכת (מרחב מכפלה פªימית שלם) ) במרחב הילברט2

  אם ורק אם היא שלמה.    

  . מרחב שלם לא להתלבל עם) 3

  שלמה אלו שªי דברים שוªים לחלוטין. ורתוªורמליתמרחב שלם ומערכת א    
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 שאלות

מרחב מכפלה פªימית ותהי  Vיהי  )1 
1n n

e



  מערכת אורתוªורמלית איªסופית. 

vא) האם קיים     V  1כך ש
, nu e

n
?  

ב) ªªיח כי     
1n n

e



  היא מערכת אורתוªורמלית סגורה. 

u,יהיו          v V  1כך ש
, nu e

n
   1 -ו

,
1nv e

n



u,. חשבו את  v  

  

כפלה פªימית ותהי מרחב מ Vיהי  )2 
1n n

e



  מערכת אורתוªורמלית איªסופית. 

uא) יהי     V  1כך ש
,

( 2)
nu e

n n



 .  

1מצאו את הקירובים המיטביים                2 3, ,u u u  לu בתת המרחבים  

              1 1W span e  , 2 1 2,W span e e   , 3 1 2 3, ,W span e e e .בהתאמה  

ב) ªªיח כי    
1n n

e



  היא מערכת אורתוªורמלית סגורה.  

1uחשבו        u ,2u u ,3u u     

1כאשר        2 3, ,u u u הקירובים המיטביים מהסעיף הקודם הם.  

  

כפלה פªימית ותהי מרחב מ Vיהי  )3 
1n n

f



 Vגורה ב סמערכת אורתוªורמלית  

  ªגדיר

   2 1 2 1 2 2 2 1 2

1 1
                

2 2
n n n n n ng f f g f f     .  

           

 הוכיחו כי המערכת) א   
1n n

g



  . Vב  היא מערכת אורתוªורמלית 

 הוכיחו כי המערכת) ב   
1n n

g



  . Vב  סגורה היא מערכת אורתוªורמלית 
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  תשובות סופיות

 לא קיים א)  )1

,  ב) 1u v   
 

 א)  )2
1 1 2 1 2 3 1 2 3

1 1 1 1 1 1
   ,      ,    

3 3 8 3 8 15
u e u e e u e e e      

1 ) ב 2 3

5 7 9
  ,      ,    

12 24 40
u u u u u u      

  

 הוכחה א)  )3

 הוכחה ) ב
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  מערכת האר

   הקדמה:

0nקיימים   mלכל מספר טבעי    0  -ו 2 1nk    2יחידים כך שnm k  .  
  

מערכת האר  
0

( )m m
x 


מוגדרת בקטע   0,1 :באופן הבא  

        

2

2
02

0.5
2               ,

2 2

0.5 1
( ) ( ) 2             ,               ( ) 1

2 2

0                        

n

n

n n

n

m n nk

k k
x

k k
x x x x

else

  


    
          




  

   :סימוªים ªוספים

 מסמªיםלעתים א)  ,n k x  במקום
2

( )n k
x


 -ו   0, 1 x   0במקום ( )x                

ב) לעתים מסמªים  ,n k x  במקום
2

( )n k
x


1 -ו     0במקום ( )x                

  

 מערכת אורתוªורמלית סגורה ב מערכת האר היא  משפט: 2 0,1PCL              
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 שאלות

ª תבוªן במרחב )1 2 0,1PCL ויהי N .מספר טבעי 

 מצאו את הקירוב המיטבי לפוªקציה  Nf x x פרש-ביחס לתתªהמרחב ה  

ע"י הפוªקציות     2 1

0, 1 , 0

nn N k

n k n k n
 

  

  
. 

 

ª תבוªן במרחב )2 2 0,1PCL ויהי N .מספר טבעי 

 מצאו את הקירוב המיטבי לפוªקציה  12Ni xf x e  

 פרש-ביחס לתתªהמרחב ה  

ע"י הפוªקציות     2 1

1 , 0

nn N k

n k n k n
 

  

  
.  

 

או טור פורייה מוכלל של א) מצ )3  xf x e  ע"י בסיס האר    2 1

1 , 0

nn k

n k n k n
 

  

  
 

ב) הוכיחו כי 
 

20.5 1 2
2 2

2 2
0 2

2 4 3
2 1

2 1
1

n n

n

n

n

e e
e e

e
e





   
      



  

  
  

 האם קיימת )4 2 0,1PCf L  המקיימת   
   

1

,

0 2

1

2 2 ln 2
n k nf x x dx

n n

 
 

 

0nלכל    2,...,0,1ולכל 1nk  ? 

 

ªתבוªן בטור  )5 
2 1

,
1 02

1

2

nk

n kn
n k

x

n


  

 

 
 
 

 
    כאשר ,n k x .קציות הארªפו 

א) האם הטור מתכªס ªקודתית בקטע   0,1?  

ב) האם הטור מתכªס בªורמת   2 0,1L?
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  סכמיםתרגילים מ

  

 שאלות

מרחב הפוªקציות הגזירות ברציפות למקוטעין בקטע  Vיהי  )1 , .  
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a,א) מצאו את  b  כך ש ,g a b ימליתªמי  

ב) חשבו את  ,g a b  עבור,a b אלו  

  

  

  

  

  

  



  

  

  
    
    
 

  
  www.GooL.co.il-בסרטוªי וידאו היכªסו ל לפתרון מלא  

  .  Guy86222@gmail.com © גיא רוטמן –כתב ופתר   
  
  

  תשובות סופיות

 הוכחה )1

2( 
4

lim n
n

a


 

3( 
3

lim
2n

n
R




 

1א)  )4
1  ,  0

2
a b


           

ב) 
2

1 4 1
1 ,0 2 2 1

2 3 2
g

  
          
   

 

  

  

  

  

  

  

  


